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El0sz6

A felnéttek tobbsége gondosan eltemeti magédban a
matematikaoktatdas emlékét. A legfébb vagyuk: feled-
ni a traumat. Multbéli {igyetlenségiiket fajdalmas, de
meghbocsathato tényként konyvelik el. | Igazabdl nincs
is sziikség a matekra” — vigasztaljak magukat. Mig-
nem egy szép napon mégiscsak sziikségiik lesz ra, és
akkor az egykori félelmek 1jbdl felszinre keriilnek. Ez
altalaban olyankor torténik, amikor sajat gyermekiik
szembesiil ugyanazokkal a problémakkal.

Sokan szivesen segitenének gyermekiiknek a ma-
tektanulasban, de tilsagosan rettegnek a talalkozastol
azzal a targgyal, ami annyi szenvedést okozott nekik
fiatalkorukban. Arra nem gondolnak ilyenkor, hogy
iskolaskoruk éta szamos 1j képességgel gazdagodtak.
Egy feln6ttnek sokkal nagyobb az onuralma, jobbak
az absztrakcids képességei, tigyesebben kiizd meg az
Osszetett allitasokkal, és van tiirelme kivarni, amig a
részletekbol az egész kirajzolédik. Ezen képességek
birtokaban egyszeriibben és gyorsabban meg tud kiiz-
deni az altaldnos iskolai matematika problémaival.

E konyv célja ttmutatast nydjtani mindehhez. Se-
gitséget kinal a sziilonek, aki aktiv részese szeretne
lenni gyermeke matektanulasanak. A konyv Gtlete tu-
lajdonképpen igy fogant: a fiam iskoldjaban a tobbi
sziil6 megkért arra, hogy irjak Ossze néhany otletet,



miként segithetnék gyermekiiket a szamtanban. Am
a néhany szerény vazlatpontbdl lassanként egy teljes
konyv nétte ki magéat.

Csakhogy a konyveknek, akarcsak az otleteknek,
megvan a maguk élete. Néha nem csak iréjuk alakit-
ja Oket, Ok is alakitjdk az irét. Ez most sem tortént
mésként: a konyv lassanként atalakult. Az egyik felis-
merés, amit az altalanos iskolai tanitds soran tettem,
ez volt: az elemi matek csoppet sem ,elemi”. Nagyon
is mély és csodaszép. Es ez a gondolat lassanként eb-
be a konyvbe is atsziiremlett, j iranyt adva neki: az
elemi matematika — és altalanossaghan az egész mate-
matika — szépségének a leirasa lett beldle. Ezaltal az
eredeti célkozonség is kiszélesedett, és immar azokhoz
is sz0l, akik szeretnének visszatérni az iskolas matema-
tikdhoz, de friss szemmel tekinteni ra. Itt a masodik
esély azon olvasdk szamaéra, akik megtanultdk, hogyan
kell irasban torteket szorozni vagy osztani, de sohasem
értették, miért pont igy: 0k most 1j, felnétt perspek-
tivabol tekinthetnek vissza ezekre az ismeretekre.

De van egy harmadik, hasonléan fontos csoportja
konyvem célkozonségének: a tanarok és oktatok. Sza-
mukra a konyv a kovetkez6 fontos tizenetet hordozza:
a matematika helyes oktatdasa nem tanari triikkokkel,
hanem a matematikai alapok maradéktalan megérteté-
sével érhetd el. Ismerni kell, hogyan épiilnek egymasra
a matematika legaprébb alapkovei is, és a legjobb, ha
az elméletet kozvetlen példak utjan, nem pedig kozve-
tetten sajatitjuk el.

A konyv elsé része, az Elemek, az elemi matemati-
ka alapjait ismerteti. Azokkal a kérdésekkel foglalko-
zik, hogy mi a matematika, mit kell megtanulni alta-
lanos iskolaban, és miért vetekszik szépségében a ma-
tematika a miivészetekkel.
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Annak a sziilének, aki segiteni akar gyermekének,
a matematikan feliil tisztaban kell lennie alapvetd pe-
dagdgiai elvekkel is: példdul, hogy miként jussunk el
a konkrét példaktdl az absztrakt megfogalmazasig —
ezekkel a konyv masodik részében foglalkozom. Ezen
tul ismernie kell a gyermek iskolajaban uralkodé ok-
tatési elveket, irdnyzatokat is. Eppen ezért, a kényv
fliggelékében didhéjban ismertetem az elmult 6tven év
matematikaoktatasanak fébb fejleményeit.

A harmadik részben az elemi matematika jelen-
téktelenebbnek tiin6é aprosigait targyalom, az iskolai
tananyag részleteit, szintenként haladva. Bar a mér-
tan a tanterv 10-20%-at alkotja, e konyvben figyelmen
kiviil hagytam, és csak a szdmtanra — azaz a szamok
tulajdonsagaival foglalkozé tudoméanyteriiletre — kon-
centraltam. Nemcsak a tantervben betoltott kézponti
szerepe miatt dontottem igy, hanem azért is, mert a
szamtan olyan egységes és csiszolt, mint egy gyémant
— és méltd arra, hogy egy konyvet egyes-egyediil neki
szenteljenek.

Erosz6 W 9



Elso lecke

Sohasem kapsz masodik
esélyt a jo elsé benyomdsra
Amerikai kézmondés

Az oktatdasban ugyanugy, mint az életben, nagyon fon-
tos az els6 benyomds. Bevezetésének mikéntje nagy-
ban befolyasolja a targy és a tanuld jovobeli viszo-
nyat. Kellemes emlék lesz-e, vagy inkabb fajdalmas?
Az értem!” vagy a ., jaj, ez nehéz!” érzését kelti az
emberben?

Ebbdl az okbdl a kényvben elszdérva gyakran talal-
kozhatnak Elsé lecke a. .. kezdetii részekkel. Ezekben
javaslatokat kinalok arra, miként vezessiink be egy-egy
témat. Soha sincs egyetlen idvozité mddszer, de se-
githet, ha van néhdny otlet a tarsolyunkban. A javas-
latokat tanaroknak szolé utmutatasként adom eld, de
azok a sziilok szamara ugyanolyan hasznosak lehetnek.

A
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Bevezetés

Amit az altalanos iskoldban tanultam

Egy koltonek mindig kozel
kell maradnia gyermekkordhoz.
Theodore Roethke, kolto

FEgy baratom a negyvenes éveiben dontott ugy, hogy
feladja a technoldgiai iparban betoltott vezetdi pozi-
cigjat, és az oktatasban keresi élete 1j értelmét. Es
nem is csak ugy altalaban az oktatdsban, hanem épp
a matematikaoktatasban. 2000 szeptemberében, nem
sokkal a tanév kezdete el6tt hivott fel, és szamolt be
egy Uj kezdeményezésr6l Ma’alotban, amely a mate-
matikaoktatast kivanta népszeriisiteni, és 0sztokélt,
hogy csatlakozzak én is. (Ma’alot Izrael északi csiics-
kében fekve telepiilés, egyike azoknak, amelyeket az
1950-es években épitettek fel az 1ij bevandorlok foga-
désara — és amelyeket maig is viszonylag elmaradott-
nak szokds tartani.)

Jomagam egyetemen tanitok matematikat, de min-
dig is érdekelt az oktatas, és az évek sordn sok ifjusagi
programban vettem részt. Tobbek kozt példaul &l-
taldnos és kozépiskolds didkok tehetséggondozasat is
végeztem. Am a hatodik osztaly elvégzése 6ta nem
léptem at altalanos iskola kapujat. fgy aztan tanacsot
kértem mindenkitél, akitdél csak lehetett. A tandcs



tobbé-kevésbé egybehangzdan igy szélt: el sem tudod
képzelni, mibe vdgod a fejszédet. A tehetséges gyere-
kek tanitasa teljesen méas, mint az atlagos gyerekeké.
Altalanos iskoldban tanitani: hivatés. Ostobasag azt
hinni, hogy az egyetemi oktatdasban megismert alapel-
veket haszndlni tudod majd. (Akkoriban ugyanis azt
hittem, azokat legalabb tényleg ismerem.)

Kétségeimet megosztottam egy tapasztalt tandrral
is, akinek a véleményére mindig sokat adtam. Amikor
meghallotta, mire késziilok, téle soha nem tapasztalt
diithrohamban tort ki. ,,Ne merészeld! — kidltott ram.
— Az ilyen emberek, mint te teszik tonkre az altala-
nos iskolai oktatast. Ugyanolyan leszel, mint a tob-
bi egyetemi tudds, akinek fogalma sincs arrdl, hogyan
kell tanitani, de elmegy tovabbképzést tartani, hogy
a tanarokat a fantazmagoriaival traktalja. Ha elmész
Ma’alotba, mindenkit csak 6ssze fogsz zavarni, és miu-
tan veled ugy megégették magukat, még a hideg vizet
is keriilni fogjak.”

Visszatekintve nem is értem, hogyan vaghattam
mégis bele. Talan az egyetemi professzor artatlan 6n-
hittségével azt gondoltam, én mégiscsak jobban tu-
dom, mi a tanitas, mint 6k, akik végeredményben csak
egyszerl tandrok. Visszatekintve ra kell j6nnom, hogy
ha hallgattam volna a tanacsokra, életem legizgalma-
sabb kalandjardl maradtam volna le.

* ok ok

A jelszo6, amit lobogémra tlztem: ,,Hagyd ket ki-
sérletezni!” Elhataroztam: arra fogom késztetni a gye-
rekeket, hogy jatsszanak a matematikai fogalmakkal,
és miutan konkrét példakon keresztiil megismerked-
tek veliik, kénnyebben megértik majd cket absztrakt
formaban is. El6szor magasabb osztdlyokban — negye-
dikben és 6todikben — kezdtem tanitani. Kivittem a
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gyerekeket a jatszotérre, ahol megmértiik a fak, épii-
letek és péznak arnyékat. Kiszamoltuk a gyerekek va-
16di magassaganak és arnyékanak az aranyat, majd
ezen informacié birtokaban kiszamoltuk a fak magas-
sagat az arnyékuk hosszabdl. (Az otletet Thalésztol
kolcsonodztem, aki e mdédszer segitségével szamolta ki
a piramisok magassagat. Az i. e. VII. szdzadban élt
Thalész volt az elsé olyan matematikus, akinek fenn-
maradt a neve.) Koroket rajzoltunk a foldre, és meg-
mértiik a sugarukat, atmérojiiket és keriiletiiket, majd
Osszehasonlitottuk az adatokat. Megmértiik a tante-
rem hosszat és szélességét kiilonb6z6 médokon. R4jot-
tiink, hogy mennyi csempe fér el egy méterben, abbdl,
hogy tudtuk a terem hosszat méterben és csempében,
és kiszamoltuk ezek aranyat.

Onbhittségemért siilyos arat fizettem. Nagyon ke-
vés érdemleges tudast tudtam igy atadni: a tanorak
nagy része maga volt a zlrzavar.

Emlékszem az els6 napra, amikor mindezt meg-
értettem. Kivittem a negyedikeseket a jatszotérre,
hogy korok atmérgjét és keriiletét méregessék a beton-
ra rajzolt dbrdkon. Az osztalyfonok tiirelmesen figyel-
te, ahogy kibontakozik az elkeriilhetetlen kdosz, mert a
gyerekek azonnal kihasznaltak, hogy szabadon garaz-
délkodhatnak. Egy id6 utan a tanarné azt javasolta,
hogy térjiink vissza a terembe. Az iskolaban aztdn a
tablan folytattuk a korrajzolast, majd megvitattuk a
keriilet és az atméro aranyat. Teljesen ledobbentem,
hogy milyen egyszerii volt értelmes diskurzust folytat-
ni a gyerekekkel. R4jottem, hogy aldbecsiiltem a gye-
rekek absztrakcids képességét, és a szavak, valamint
az egylittgondolkodds erejét.

Szerencsére ugyanekkor kezdtem el elsésokkel is
foglalkozni. Roppant izgalmas élmény volt. Els6 osz-
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talyosokkal talalkozni igazi megvildgosodas. Még tel-
jesen romlatlanok: biznak benned, és kdvetnek, akar-
merre vezeted Oket. Teljesen spontan reagalnak, és
azonnal kozlik, mi mikodik szamukra, és mi nem.
Nincs jobb hely megtanulni a tanitast, mint az elso-
sok korében. Ugyanitt taldlkoztam egy kivalé tanar-
ral, Marcel Granottal, aki csatlakozott hozzdam, hogy
egylitt vegyiink részt ebben a csodalatos kalandban.
Altaldban én kezdtem az 6rat, Marcel pedig kozbe-
szolt, amikor gy érezte, didaktikai hibat vétek. Erre
legtobbszor akkor keriilt sor, amikor nem iitemeztem
jol az anyagot, azaz kihagytam egy 1épést.

Az els6é naptol kezdve folyamatosan és intenziven
tanultam magam is, minden tanéran és minden tanar-
tél, akit megismerhettem. A félresikeriilt 6rakbol épp-
oly sokat tanultam, mint a tokéletesekbol. A legtobbet
mégis azokbdl az érakbol, amelyek akadozva indultak,
de a megfelel6 modszert megtaldlva szarnyra kaptak.

ko ok ok

Hogy mit tanultam? Rengeteget a tanitasrdl, ar-
rél, hogy hogyan kozelitsek a gyerekekhez, hogy mi-
ként gondolkoznak 6k maguk. Megtanultam a rend-
szeresség fontossagiat — ez kezdetben teljességgel hi-
anyzott belolem. Raébredtem, hogy azok a fogalmak,
amelyeket a felnétt egy egészként fogad el, valéjaban
sok apro részletbdl allnak Ossze, amelyek egymaésra
épiilnek, és egyik sem hagyhaté el. Személyes tapasz-
talatbol kellett rdjonnom, hogy az altaldnos iskola-
ban a magyarazatok vajmi keveset érnek. A fogal-
makat a gyermek sajat élményeibdl kell levezetni. Iga-
zam volt az elején a kisérletezés fontossagaval kapcso-
latban, csupan annyi volt a baj, hogy nem tudtam,
miként épitsem be a tandrakba. A kisérletezésnek
nem csak a bonyolultabb elméleteknél van jelentosége.
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A legalapvetobb fogalmak bevezetésénél is kulcsfon-
tossagu: példaul a szamfogalom magyarazatakor vagy
a ,kisebb, mint”, ,nagyobb, mint” fogalmak értelme-
zésénél.

Es mindezek mellett nagyon sok meglepetés is ért.
Ha valaki azt mondta volna nekem, hogy amikor vissza-
térek az altalanos iskoldba, én magam fogok mate-
matikat tanulni, nem hittem volna neki. De a leg-
nagyobb débbenetemre pontosan ez tortént: rengeteg
matematikat tanultam. Mondhatni a legfébb dolog,
amit megtanultam, maga a matematika volt. Ha gim-
naziumba mentem volna tanitani, valészintiileg nem ez
tortént volna. Egy matematikus tokéletesen tisztaban
van a kozépiskolas matematikaval, am az altalanos is-
kolaban 1jdonsagok varnak ra. Itt rajzolédnak ki a
legalapvetébb elméletek: a szamok és a szamtani mii-
veletek fogalma. Azok az épitékockak, amelyeken egy
egyetemet végzett matematikus ritkan kezd el gondol-
kodni.

Az itt megtanult ismereteimnek a nagy része nem
4j tény volt, hanem valami egészen més: 4j részletek.
Olyan érzés volt, mintha egy darab szovetet néznék:
tavolrél simanak és egyszintinek tiinik, de kozelrdl ki-
deriil, hogy finom, egymasba fon6do szalak rendszere.
Amirél korabban azt hittem, egy darabbdl all, most ki-
deriilt, hogy elgondolasok érzékenyen Gsszefonddé ele-
gye. Es ami a legfontosabb, rajottem, hogy a jo tanar-
nak tokéletesen tisztdban kell lennie ezekkel az apréd
részletekkel, és ismernie kell, miként fondédnak ossze.
,, Lépésrol 1épésre” — figyelmeztetett allandéan Marcel.

Ez a konyv javarészt azokrol a részletekrol szol,
amelyek a matematikat és annak szépségét alkotjak, a
részletekrol, amelyek miatt érdemes tanitani.
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Mi a matematika?

A természet konyve
a matematika nyelvén irodott.
Johannes Kepler, csillagész

A természettudomanyok kiralynéGje

A matematika a természettudomdnyok
kirdlyndje, a szamtan pedig

a matematika kirdlyndje.

Carl Friedrich Gauss, matematikus

Maésodik osztdlyban megprébalom elmagyarazni a gye-
rekeknek, miért olyan fontosak a szamok. Elmesélek
egy torténetet egy kiralyrdl, aki annyira gytlolte a sza-
mokat, hogy betiltotta a hasznalatukat a kiralysaga
teriiletén. A gyerekekkel egyiitt igyeksziink elképzel-
ni, milyen lehet a vilag szamok nélkiil, és arra jutunk,
hogy komoly korlatokba iitkoznénk ott. Mivel nem le-
hetne rdkérdezni a tanuldk életkorara, kiilonb6z6 koru
gyerekek jarnanak az elsé osztalyba, nem tudnank fi-
zetni a boltban, és nem lehetne taldlkozét megbeszél-
ni, mert az idopont — az ordk és a percek szamanak —
emlitése tabu volna.

Ez csak egy példa arra, milyen fontos szerepet jat-
szik a matematika életiinkben. Ahogy a civilizacié és
a technika fejlodik, egyre jobban és jobban tamaszko-



dunk a matematikdra. Steven Weinberg, Nobel-dijas
fizikus Almodozdsok eqy végsd elméletrsl cimi konyvé-
ben két fejezetet is a fizikan kiviil es6 témaknak szen-
tel: a matematikdnak és a filozéfianak. Azt irja, hogy
id6rdél idore tjra meglepodik azon, mennyire hasznos
a matematika, és mennyire mulandé a filozéfia.

Ahhoz, hogy megértsiik, miért is van ez igy, meg
kell érteniink, mi a matematika. Ez nem egyszert kér-
dés — még a matematikusok sem tudjak ra mindig a
véalaszt. Bertrand Russel egyszer azt mondta a ma-
tematikusokrol, hogy ,fogalmuk sincs, mit csinalnak”.
(A filozéfusokrdl alkotott véleménye még ennél is ke-
ményebb volt: a filozéfus szerinte nem mas, mint egy
,vak ember, aki egy sotét szobaban egy olyan fekete
macskat keres, ami nincs is ott”.) Ez bizonyos szem-
pontbdl valéban igy van: a legtobb matematikus nem
farasztja magat azzal, hogy azt firtassa, pontosan mit
is csinal.

A kérdés megvilaszolasahoz kezdjiik egy egyszerii
példaval. Mit jelent az, hogy 3 + 2 = 57

Az els6 osztalyosokat arra szoktam kérni, hogy néz-
zék meg, hany ceruzajuk lesz, ha harom ceruzahoz hoz-
zaadnak két ceruzat. Azt mar tudjik, hogy a hozza-
adds ugyanaz, mint az Osszetevés. fgy aztan egymas
mellé tesznek harom ceruzat meg két ceruzat és meg-
szamoljak: Osszesen Ot ceruza. Ezutan megkérdezem:

~ Es hany gombotok lesz, ha Osszeadtok hérom
gombot meg két gombot?

— Ot gomb! — vagjék ra erre.

— Honnan tudjatok? — prébalkozom.

— Az el6z6 kérdésbél.

— De az el6z6 kérdés a ceruzdkra vonatkozott. Mi
van, ha a gombokkal masképp van?
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Erre nevetni kezdenek. De nem azért, mert értel-
metlen a kérdés, éppen ellenkezéleg. A matematika
egyik nagy titka rejtézik a mélyén: az absztrakcio.
Nem szamit, hogy ceruzakrol, gombokrdl vagy almak-
r6l van sz6. A vélasz minden esetben ugyanaz. Ezért
tudjuk teljesen absztraktan kijelenteni: 3 4+ 2 = 5.

Ez egy nagyon elemi, de nagyon jellemz6 példa ar-
ra, hogyan absztrahdlja a matematika a gondolkoda-
si folyamatokat. Persze bizonyos fokig minden elgon-
dolas absztrakt. De a matematika kiilonleges abban,
hogy a legelemibb gondolkodasi folyamatokat is képes
absztraktta tenni. A 3 4+ 2 = 5 esetében a folyamat
annyi, hogy Osszekapcsolunk hdrom targyat meg két
targyat. Az ember szamos kérdést fel tud tenni ezek-
kel a targyakkal kapcsolatban: mik ezek — almdak vagy
ceruzak? A keziinkben vannak, vagy az asztalon? Ha
az asztalon vannak, milyen alakzatban helyezkednek
el? A matematika figyelmen kiviil hagyja ezeket a
részleteket, és csak az a kérdés érdekli, ami nem a rész-
letekre vonatkozik, hanem egyediil arra a tényre, hogy
ezeket a targyakat Osszekapcsoljuk — a végeredmény
nagysagara. Azaz, hogy mennyi targy lesz végiil.

Az absztrakt gondolkodasra valé képesség volt az a
titok, ami biztositotta az ember gyézelmét kornyezete
folott. Az absztrakcié ereje abban &ll, hogy noveli a
hatékonysagunkat, azaz erofeszitéstol kimél meg min-
ket. Lehetové teszi, hogy az ,itt és most” korlataitol
megszabaduljunk, mert amire itt és most rajoviink,
azt képesek lesziink hasznositani maskor és mas he-
lyen is. Ha harom ceruza meg két ceruza Gsszesen 6t
ceruza, ugyanez igaz lesz almakra is, és ugyanez igaz
lesz holnap is. Egyszeri eréfeszitéssel mindeniitt hasz-
nosithaté informaciét nyertiink.
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Ha az absztrakcié altalaban véve hasznos, akkor ez
hatvanyozottan igaz a matematikdra, amely az abszt-
rakciot a végsokig viszi. fgy aztan nem meglepd, hogy
a matematika olyan hasznos.

Mindenki tanuljon matematikat?

Amikor az emberek meghalljék, hogy matematikus va-
gyok, szajuk gyakran legorbiil, és arcukon alig palés-
tolt fajdalmas grimasz jelenik meg: ,, A matematika
sohasem volt az erGsségem.” Sokak szamadara a mate-
matikatanulds olyan gyotrelmes emlék, hogy tjra meg
djra felvetddik a kérdés: mivégre? Miért sziikséges ez
a kinszenvedés? Nem kellene a legtobb embernek ele-
ve feladni, és nem is probalkozni matematikaval? Ma-
napsag, amikor a zsebszamologépek egy szempillantas
alatt elvégzik a matematikai miveleteket, mi értelme
van megtanulni a szorzétablat vagy az irasbeli osztdst?

Az egyik valasz az, hogy a matematika a kulcs min-
den olyan foglalkozashoz, amely egzakt természettudo-
manyos ismereteket var el — és ilyenbdl igen sok van.
De a matematika nem csak a val6 vildg megértéséhez
segit hozza. Sokkal tobbet kindl ennél: akkuratusan
és modszeresen tanit meg az absztrakt gondolkodésra.
Alapveto gondolkozasformakat fejleszt, a lényeges és a
lényegtelen kozotti kiilonbségtételre tanit, és a konk-
luziés képességiinket gazdagitja.

De egy kérdés nyitva marad: miért olyan nehéz
mégis? A matematikanak feltétlentil kinokkal kell jar-
nia? A szokésos valasz az, hogy nem, csak éppen
rosszul tanitjak. A legdivatosabb felfogas az, hogy a
legtobb gyerek, aki tanuldsi nehézségekkel kiizd, valo-
jaban ,tanitdsi nehézségek” miatt szenved. De ez nem
ilyen egyszerti. A tandrokat hibaztatni leegyszeriisités
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és oktalansdg. Aki azt éllitja, hogy a matematikata-
narok évszazadok ota pocsék munkat végeznek, ma-
gyarazza meg azt is, hogy miért csak a matematikaval
van igy, a tobbi targgyal miért nem?

A matematikatanitas kiilonleges nehézsége abban
all, hogy az absztrakciét képtelenség atadni. Megta-
nithatod barkinek, hogy mi Chile févarosa, de nem
absztrahalhatsz helyette. Fzt a folyamatot mindenki-
nek magdanak kell elsajdtitania. A konkréttol az abszt-
raktig minden egyes gondolati 1épést egyediil kell meg-
tenniink. A tandr feladata ebben a folyamatban csu-
pan annyi, hogy irdnyitsa a didkot, hogy a lépéseket
a helyes sorrendben tapasztalja ki. Ez nem egyszeri
miivelet, és nem konnyli megtanulni sem. De nem le-
hetetlen. E konyv egyik célja az, hogy atadjon néhdny
elvet, hogy miként ,babaskodhatunk” a tanuldink f6-
l6tt — ahogy azt Szdékratész mondotta.
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