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Amirol ez a konyv szdl

Osszehasonlitds mas feladatgy(ijteményekkel:

El6szor is meg kell emliteni, hogy ez a feladatgy(ijtemény, az utolsé feladatot kivéve, kizardlag
haromszogfeladatokkal foglalkozik, és egy rovid elméleti 0sszefoglaléval kezdédik. A feladatok,
néhany egyszer(ibb esettol eltekintve, dbrakkal és a felirhaté egyenletekkel, egyenletrendszerekkel
kezd6dnek, szamitdsos uton folytatédnak, a szerkeszthet6ség csak egy, két egyszer(ibb esetben
keriil emlitésre. A nehezebb feladatokat példdk és vizsgdlatok kovetik, néhdny esetben grafikus
vizsgdlat, esetleg grafikus megoldas is el6fordul. Az egyszer(ibb feladatok inkdbb didkoknak
szOlnak, a nehezebbek az alkalmazdéknak adnak irdnymutatdst. A4 nyomtatds esetén az abrdk
mm-ben mért hosszisagai megegyeznek a kapcsolédd példak szamaival, ami emeli a konyv
hitelességét.

Ami kimaradt bel6le:

Kimaradtak az elméletbdl ismertnek tekintett alapveté haromszogtételek, példaul a Pitagorasz-
tétel, Thalész-tétele stb., ugyanis ezek a kozépiskolai tananyagban megtaldlhaték. Tovabba
kimaradtak még a kotangensegyenl6tlenség, Erdés—Mordell-egyenlétlenség stb. Ez azonban
els6sorban egy feladatgy(ijtemény, és igy nem is volt cél az elmélet atfogd ismertetése. Emlitésre
mindenekel6tt azok a tételek, dsszefiiggések keriiltek, melyek egy-egy feladat megoldasa soran
leginkdbb hasznalhatdk. Tovabbi tdjékozddasra a konyv végén talalhatd irodalom ad lehetéséget.

Ami egyedi, djszer(i benne:

Péld4aul az egyes feladatokndl a megoldhatdsag, a megoldasok szamdanak vizsgalata (diszkusszio).
Vagy néhany nehezebb feladatnal a kett6nél magasabb fokt paraméteres egyenletek megoldasa a
valés szamok halmazdan, ami a fels6foku algebra korébe tartozik. El6fordul még a kapott sikgorbék
felrajzolasa, fiiggvényekre bontdsa, majd ezen fiiggvények vizsgdlata, ami madr a fels6foku analizis
korébe tartozik. Egyedinek tekinthet6k még az egyes analizisjelolések is, melyek egyszeriibbé
teszik a targyaldst.
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Eloszo

Az emberben eredendéen ott van a kivancsisag, hogy felfedezze az ismeretlent.

A haromszog harom egyenes altal hatarolt legegyszer(ibb sikidom, amely az 6kor 6ta foglalkoztatja
a matematikusokat.

,Descartes ota tudjuk, hogy a geometriai problémak mogott egyenletek dllnak” —
Pogats Ferenc

Ma is emlékszem 56 év tavolabdl, ahogy kezemben tartom a levelet: , Mint a Budapesti Matematika
Verseny 6todik helyezettje felvételt nyert a Fazekas Mihdly Gimndziumba”. Apam ennek ellenére
a Kossuth Lajos Gépipari Technikumba iratott, kés6bb gépészmérnok lettem. 1989-ben tértem
vissza, amikor egy engedélyt kértem, és ezutdn harminc évig matematikdt tanitottam mint
magantandr. Ez a konyv, amirdl irok, az utolsé hat év alatt sziiletett, és négy év alatt sikertilt
digitalizalni.

Tartalmat tekintve egy bevezetésbdl, néhany elméleti ismeretbdl, az ezt koveté 119 haromszogfel-
adatbdl és egy jatékos feladatbdl all. Ennél azonban sokkal tobb haromszogfeladat 1étezik, illetve
lehet kitalalni. A fontosabb fogalmak, definicidk, illetve tételek dolt betiivel vannak szedve. A
feladatokat igyekeztem ugy sorba rakni, hogy konnyt legyen tdjékozddni kozottiik. A megoldas
tobb esetben magasabb foku algebrai egyenletekig vezet, majd feltételezem az olvasd részérdl
ezen egyenletek kézi vagy gépi kozelité megoldasat. A megoldas sordan hasznos az otlet, amelyik
mas hasonl6 feladatok megoldasat segiti. A nehezebb feladatokat példak és vizsgalatok kovetik.
A vizsgalatokhoz programok késziiltek. A megértéshez az olvasénak ismernie kell az emelt szint(i
kozépfoku matematikat, az algebra és az analizis alapjait. Elsésorban azoknak késziilt, akik
szeretnek elmélyedni egy feladatban, versenyre késziil6 didkoknak és tandraiknak, illetve akik
munkdjuk sordn gyakran taldlkoznak geometriai problémakkal, haromszogfeladatokkal. Haszndl-
hatjak hajdsok, csillagaszok, tervezomérnokok, geometria- és geodézia-tanszékek, térképészek,
katonai féiskoldk. A példakhoz HP 49G, HP 50g gépet, a vizsgalatokhoz RPL programnyelvet
haszndltam. A szerkesztés LaTeX-ben késziilt. Javasolt nyomtatdsi méret A4. Ekkor az dbrak
mm-ben mért hosszusdgai megegyeznek a kapcsolédo példdk szdmaival. Az olvasdshoz jé6 munkat
kivanok.

Olvasoi észrevételeket, hozzaszdlasokat a szerz6 e-mail cimén fogadunk. A konyv magyar nyelvii
valtozatdnak letoltése a vildghalorol (,World Wide Web”) ingyenes. A tuddas koézkincs.

A konyv megjelenésével egyidejlileg a vételar helyett adoményokat gy(jtiink a Bojte Csaba
ferences rendi szerzetes vezette Dévai Szent Ferenc Alapitvany — Budapest javara. Az alapitvany
az erdélyi arva gyerekeket tamogatja. Tovabbi tdjékoztatds és szamlaszam az alapitvany honlapjan
talalhatd.

Az utolsé oldal a koszoneté, azoknak, akiknek a segitsége nélkiil nem sziilethetett volna meg ez a
konywv.

A szerzl

hompola.istvan@gmail.com
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Bevezeteés

A hdromszdg hdrom nem egy egyenesen fekvd pont, valamint az Oket Osszekotd szakaszok dltal hatd-
rolt konvex stkidom. A pontok a hdromszog csticsai, a szakaszok az oldalai. Az oldalak dltal bezdrt
(konvex) szogek a hdromszog (belsd) szogei. Az elfajuld esetektdl, amikor két, esetleg mindharom
pont egybeesik, vagy a harom pont egy egyenesre illeszkedik, eltekintiink. A haromszogeket
csoportosithatjuk szogeik és oldalaik szerint. Szogei szerint egy haromszog lehet hegyesszogii, ha
minden szoge hegyesszog, derékszogii, ha van derékszoge, és tompaszdgii, ha van tompaszoge.
Oldalai szerint egy haromszog lehet dltaldnos, ha minden oldala kiilénb6z6, egyenld szdru, ha
van két egyenld oldala, és egyenlé oldalii (szabdlyos), ha minden oldala egyenld.

1. &bra

Az A, B, C csucsokkal rendelkezd hiaromszog jelolése ABC/\, a hosszisagokat a latin dbécé,
a szogeket pedig a gorog abécé kisbettivel jeloljiik (1asd a mellékletben). A jelolés iranya az
oramutaté jarasaval ellentétes, ez a pozitiv koriiljardsi irdny. A szokdsos jeloléseket lasd az
1. abran. Ha csak egy feladat vélasztott kiindulé adatairdl, esetleg adatok egy sorrendjérol
beszéliink, ennek jelolése (a, b, c), (b,c,a) stb. lesz. A hdromszog hossztisdgadatai pozitiv valds
szdmok, a szogeket fokokban mérjiik, a trigonometrikus fiiggvények dbrdin pedig radidnban. A
szogekre vonatkozdan feltessziik: 0° < a, 3, ¥ < 180° és a + 3 + y = 180°, ez utdbbi bizonyithatd.
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14 Bevezetés

Egy belso sz0g mellékszogét kiilsé szognek nevezziik, 180°-ra egészitik ki egymdst.
Ha mdst nem mondunk, sz6g alatt belsé szoget fogunk érteni.

Az ELTE egykori tanara, Hajés Gyorgy irja Bevezetés a geometridba c. tankonyvében:

,Ha mindenféle haromszoget tekintiink, megallapithatjuk, hogy alakjuk ismeretéhez
harom fiiggetlen valés szamadat, pl. két oldal és az altaluk kozrefogott szog ismeretére
van sziikség. Ezt a tényt uigy szokds kifejezni, hogy »a hdromszogek harom paramétere-
sen végtelen sokasagot alkotnak« vagy, hogy »haromszorosan végtelen sok haromszog
van«. Adatokat fiiggetleneknek akkor mondunk, ha nincs olyan 6sszefiiggés, amelyet
ezeknek az adatoknak teljesitenitik kell.”

Példaul a, 3,y vagy a, m,, t nem hdrom fiiggetlen adat, ugyanis van olyan 0sszefiiggés, nevezete-
sen a+ f3 +v =180° illetve t = a - m,/2, amelyet ezeknek az adatoknak teljesiteniiik kell. Az
adatharmas megfeleld is kell legyen, vagyis bizonyos feltételeknek kell megfeleljen. Példdul két
oldal és az altaluk kozrefogott szog esetén ez a szog kisebb kell legyen 180°-ndl, vagy harom
oldal esetén, amikor is ezen oldalakra teljesiilnie kell a hdromszog-egyenlétlenségnek, stb. Ha
az adatharmas fiiggetlen és megfeleld, és egy megoldas van, akkor azt mondjuk, a feladat meg-
olddsa egyértelmii. Az alapadatok, az oldalak és a belsé szogek felhasznaldsaval egy haromszog
egyértelmiien négyféleképpen adhaté meg:

1. Harom oldal, ha rajuk teljesiil a haromszog-egyenlétlenség.

2. Két oldal és az altaluk kozrefogott szog, ha ez a szog kisebb 180°-nal.

3. Egy oldal és két szog, ha ezek 6sszege kisebb 180°-nal.

4. Két oldal és a nagyobbikkal szemben fekvé szog, ha ez a szog kisebb 180°-nal.

Mivel a megadott indulé adatoknak csak egy haromszog felel meg, az emlitett négy eset értelem-
szerlien megegyezik két hdromszog egybevdgdsdgi alapeseteivel. Hajos igy folytatja a gondolatme-
netet:

A haromszog alakjara vonatkozo6 barmilyen adat egy egyenlet fenndllasat jelenti a
haromszoget meghatdrozd harom adat kozott”

Ha példdul tudjuk, hogy a haromszog derékszogl, és a, b két ismert befogét jelol, akkor a
hdromszoget meghatdrozé hadrom adat, most a, b, ¢ kozott fenndlld dsszefiiggés a® + b* = c2, a
Pitagorasz-tétel. Ha a két befogd koziil csak az egyiket ismerjiik, példaul a b-t, de ismerjiik a
korilirt kor R sugardt, akkor a Thalész-tétel megforditdsa miatt ¢ = 2R, és a hdrom ismert adat
Y =90° b,R lesz, igy:

a’+ b* = c?,
¢ =2R.

Tehat két fiiggetlen egyenletbdl 41l kétismeretlenes (a, c) egyenletrendszerhez jutottunk.
Ennek megolddsa:

Thalész-kor

a=+/(2R)2—b2=/(2R+b)- (2R— D),
¢ =2R.

X )
s

A
2. dbra

Lathato, hogy b, illetve 2R megfeleld, ha b < 2R, és ekkor a feladat megolddsa egyértelmii (2. abra).
Mas esetben egy n fliggetlen egyenletbdl all6 n ismeretlenes egyenletrendszerhez jutunk.
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Bevezetés 15

Hajos igy folytatja:

L,Altaldban igaz az, hogy n szamra vonatkozé n fiiggetlen egyenlet egyiittes teljesiilése
esetén az n szam csak véges sokféle értéket vehet fel, n—1 fliggetlen egyenlet egyiittes
teljesiilése esetén viszont az n szam még végteleniil sokféle értéket vehet fel... A
mondottakbdl kévetkezik, hogy egy haromszogre vonatkoz6 harom fiiggetlen adat
ismeretében dltaldban tudjuk, hogy a hdromszog alakja csak véges sokféle lehet, ezt
roviden igy szoktdk kifejezni: »a hdromszoget hdrom adat meghatdrozza«.”

El6fordulhat, hogy a felirhaté egyenlet (pl. a 34. feladat) vagy trigonometrikus egyenletrendszer
(pl. a 39. feladat) a megoldds soran magasabb foku paraméteres algebrai egyenletre vezet. Az
algebra alaptételébdl azonban tudjuk: Az n-ed foku algebrai egyenletnek a komplex szdmok kérében,
ha a tébbszords gyokoket is szdmoljuk, n db gyoke van.

Az azonos (egyenértékil, ekvivalens) dtalakitdsok nem vdltoztatjdk meg a megolddsok halmazdt,
nem lép fol hamis gydk, és nem lesz gyokvesztés sem. Ellenkezo esetben a vizsgdlatra ki fogunk
térni.

A megoldasok szama fligghet az adatok felvételétdl is. Példaul két oldal és a kisebbikkel szemben
fekvé szog esetén a megoldasok szama 0, 1 vagy 2 lehet. Ha az adathdrmas megfeleld, akkor 1
vagy 2 (5. feladat).

Egy hdromsz6g meghatdrozdsa alatt (tdgabb értelemben) tehdt egy olyan szdmitdsos utat értiink,
melynek sordn a hdromszog hdrom tetszdleges adatdbdl (pl. R, r,c) és a rdjuk vonatkozo feltételekbol
(most 2r < R, ¢ < 2R) meghatdrozzuk a hidnyzoé alapadatokat, az oldalakat és a bels6 szogeket.

El6fordulhat, hogy a kiindulé adatokra (pl. R,r,c) tett feltételek csak sziikségesek, de nem
elégségesek, és a feladat megolddsa sordn, esetleg a feladat végén kell tovabbi feltételeket tenni
(90. feladat).

Egy feladat végén tobb megoldas is adédhat, melyek kozott lehetnek egybevagd megoldasok is
(pl. ¢ =40,a =30° B = 60° illetve c = 40,a = 60°, 8 = 30°, ha AB egybeesik, szimmetrikus
par). Bar sikgeometriai szempontbdl két egybevdgd haromszog ugyanazt a sikidomot jelenti
(transzformaéciéval fedésbe hozhaték), mi ebben a konyvben, ha el6fordul, a szimmetrikus parokat
(pl. 42. feladat) vagy a permutdlt oldalak eseteit (pl. 85. feladat) kiilon megolddsként fogjuk
emliteni.

Az dbrakon racshalo csak akkor jelenik meg, ha vannak kapcsolddé példéak és a csucsok, vagy egy
résziik rdcspontba esik, vagy grafikonrdl van sz0, és ez elényos.

Ha irodalmi utalds (1asd a mellékletben) vagy hivatkozas az Elméleti ismeretekre nincs, az emlitett
definicidk, tételek és képletek megtaldlhatok a kozépiskolai matematika tananyagban.
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Elméleti ismeretek

Ebben a részben a hdromszogre vonatkozé néhdny fontos, de ritkdbban emlitett tételt és Osszefiiggeést
fogunk ismertetni a teljesség igénye nélkiil.

1. Osszefiiggés a haromszog oldalai kozott, a haromszog-egyenlStlenség

Egy hdromszog bdrmely két oldaldnak Osszege nagyobb a harmadik oldalndl. Ez kozvetleniil
belathatd, hiszen a sikon barmely két pont kozott a legrovidebb Ut az 6sszekoté szakasz. Ebbol
kovetkezik, hogy bdrmely két oldal kiilonbsége kisebb a harmadikndl, illetve bdrmely oldal nagyobb
a mdsik kettd kiilonbségének abszoliit értékénél:

a+b>c, a+c>b, b+c>a,
a>|b—c|, b>|a—c|, c>|la—b|.

Bizonyitas: Példaul a ¢ > |a — b|-ra:

b+c>a=>c>a—>

—b
a+c>b:>c>b—a=—(a—b)}:c>|a .

ami az abszolut érték definici6jabol kovetkezik. A bizonyitas
a masik két esetben hasonlo.

1-1. 4bra

Ha hdrom szakaszra teljesiil a hdromszog-egyenlotlenség, abbdl csak egy hdromszog szerkeszthetd az
egybevago parokat nem szamitva (1-1. abra).

Osszefoglalva:

Ha egy haromszog (a,b,c € RY, a < b+c¢, b<a+c¢, ¢ < a+ b) két oldaldnak hosszat
(példaul a, b) ismerjiik, akkor a harmadik oldal hosszara (most c) teljesiilnie kell, hogy:

la—bl|<c<a+b < a<b+c, b<a+c, c<a+b, (D
és forditva, ha (1) bal oldala teljesiil, akkor teljesiil mindharom haromszog-egyenlétlenség is:
la—bl|<c<a+b = a<b+c, b<a+c, c<a+b. 2)

Ez utébbit még bizonyitani kell:
Ha a>b,akkor la—b|=a—b<c >a<b+c
ésb<a+c,

ha pedig a < b, akkor [a—b|=b—a<c =>b<a+c
ésa<b+c,

mig ¢ < a+ b adott volt.

A hdromszig-egyenldtlenség végsé alakja:

la—b|<c<a+b & a<b+c,b<a+c,c<a+b & (a,b,c)egy A. 3
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18 Elméleti ismeretek

Megjegyzés: Az oldalak permutéldsaval (a, b, c) helyére (b, c,a) helyére (c, a, b) keriil, ez azon-
ban nem véltoztat a (3) egyenl6tlenségen.

Bizonyithatd, hogy ha a, b,c € R, és teljesiil rdjuk a haromszog-egyenl6tlenség, akkor a, b, c
pozitiv valds szamok kell legyenek. Forditva azonban nem igaz. Ha a, b,c € R*, akkor még nem
biztos, hogy teljesiil a haromszog-egyenl6tlenség. Példaul a =2, b =3, c =6.

Egy feladat végére érve tehat mondhatjuk: Ha a, b,c € R, és teljesiil a hdromszog-egyenlitlenség,
az a megoldds sziikséges és elégséges feltétele.

Példa: Rajzoljunk fel egy ABC altalanos haromszoget, és legyen D az AB = c oldal egy belsé
pontja (1-2. dbra).

Irjuk fel a haromszog-egyenlétlenséget a BCD A-ben a-ra és az ACD A-ben b-re:

C
a<x+y, b<c—x+y,
a+b<x+y+c—x+y,
b y a Y Y
a+b—c<2y,
a+b—c<
2 >
s—c<Yy. 4
A c—X D X B Y (4)
1-2. abra

Most irjuk fel a hAromszog-egyenlétlenséget a BCD /A-ben és az ACD A-ben is y-ra:

y<a+x, y<b+c—x,
2y <a+x+b+c—x,
2y <a+b+c=2s,
y <s. (5)

A CD szakasz hosszara tehat a D pont felvételétdl fiiggetleniil igaz, hogy:

E. 1(3) 0<s—c<CD<s. (6)

Megjegyzés: Ha D pont egybeesik A-val vagy B-vel (ez kiilon-kiilon elé6fordulhat), (6) egyenl6t-
lenség akkor sem valtozik.

Az egyenlo6tlenség nem valtozik akkor sem, ha D-t egy masik cstiiccsal szemben 1évé oldalon
vessziik fel.
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2. Osszefiiggés a hdromszog oldalai és szogei kézott 19

2. Osszefiiggés a haromszog oldalai és szogei kozott

Ha egy hdromszogben két oldal egyenld, akkor a veliik szemben levé szogek is egyenlok, és forditva,
ha egy hdromszog két szoge egyenld, akkor a szemkozti oldalai is egyenlok.

Példaul:
a=b & a=p<90°, (D

hiszen egy haromszogben két (egyenld) tompaszog vagy két derékszog nem lehet a szogosszeg
180° miatt.

Fontos kovetkezmény: Mivel a szogek 0sszege 180°, ezért az egyenld oldali haromszog szégei
60°-o0sak, az egyenlo szard és derékszogli haromszog hegyesszogei pedig 45°-osak.

Egy hdromszogben nagyobb oldallal szemben nagyobb szdg van, és forditva, nagyobb szoggel szemben
nagyobb oldal van.

Példaul:
a<b & a<f,

ha f <90° és a < f3, akkor a <90°,
ha f=90° és a < f3, akkor a <90°,
ha >90° és a < f3, akkor a < 90°.
Ugyanis egy hdromszognek csak egy derékszoge vagy egy tompaszoge lehet a sz0gosszeg 180° miatt, és

ekkor a mdsik kett6 osztozik a maradék derékszogon vagy hegyesszogon, kovetkezésképpen mindkettd
hegyesszog kell legyen. Ezért igaz, hogy:

a<b & a<ff = a<90°. (2)
A sz6gosszeg 180° miatt pedig:
a<b & a<f<180°—a = a<90°, 3)
vagy
a>b & 180°—fB>a>f = B <90°. 4)

Ajanlott irodalom:
[8] Hajnal Imre: Matematika 245-248. oldal
[17] Juhész Istvan: Matematika 9. 62. oldal

3. Bevezetés az egyenlo szard, az egyenlo oldalu és a derékszogi
haromszogek meghatarozasaba

Azt tudjuk, hogy egy hdromszog meghatdrozdsdhoz hdrom fiiggetlen, megfeleld, valds szamadat
sziikséges, tovdbbd annyi fiiggetlen egyenletet kell felirni, mint ahdny ismeretlen van. Ismeretlennek
vdlasztani célszertl az alapadatokat (oldalak és belsé szdgek), és torekedni kell a feladatot vissza-
vezetni a bevezetésben emlitett négy egybevdgosdgi eset valamelyikére. Lasd késébb: A hdromszog
meghatdrozdsdnak kiilonbozo esetei 1., 2., 3., 4. és 6. feladatot.
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20 Elméleti ismeretek

Az a tény, hogy egy haromszog egyenlé szard (pl. a = b), egy egyenletet jelent a haromszoget
meghatdrozoé harom adat kézott. Ha példdul ismerjiik még a szarak hosszisagat, és az altaluk
bezart szoget (a = b, a =5, y = 50°), akkor van egy egyenletiink és két szdmadat, és visszajutunk
két oldal és a kozbezart szog esetére. Mds esetben (a = b, a = 70°) a szogek konnyen kiszamit-
haték (ff = 70°, y = 40°), vagyis hasonlé hdromszogek halmazabdl kell majd kivdlasztanunk a
masodik szamadat ismeretében (pl. R = 10) az egyetlen megoldast. Lasd még a 4. feladatot.

Az egyenld szdru hdromsz6g meghatdrozdsdhoz tehdt két (fiiggetlen) szamadat sziikséges és elegendo.

Ha egyenl6 oldalu (szabalyos) haromszogrol van szo, azt gy is tekinthetjiik, hogy két egyenletet
ismertink (ugyanis a = b és b = ¢). Mivel a szogek ekkor kiszamithatok (o« = § = y = 60°),
ezek nem tekinthetdk fliggetlen adatnak, ezért most is hasonlé hdromszogek halmazabdl kell
majd kivalasztanunk egy szamadat ismeretében (pl. R = 10 vagy t = 20) az egyetlen megoldast.
El6fordulhat olyan adatpdrositas (pl. R, r vagy t, s), hogy az 6ket tartalmazo egyetlen egyenletbdl
(2r =R14asd E. 17(1) vagy t = s2/34/3 lasd E. 16(4)) is kovetkezik az egyenl6oldalisag.

Ha tudjuk, hogy a hdromszog egyenld oldalu, meghatdrozdsdhoz egyetlen szdmadat (hosszisdg vagy
tertilet) sziikséges és elegendo.

Ha a haromszog derékszogl, az azt jelenti, hogy pontosan egy szoge derékszog (90°), igy a masik
kett6 kisebb derékszognél a szogosszeg 180° miatt, vagyis hegyesszog. A két rovidebbik oldal neve
befogd, a leghosszabb oldal neve dtfogé. A derékszogli haromszogben érvényes a Pitagorasz-tétel:
A befogok négyzetiosszege megegyezik az dtfogo négyzetével. Igaz a tétel megforditasa is: Ha egy
hdromszogben a két rovidebb oldal négyzetosszege megegyezik a leghosszabb oldal négyzetével, akkor
a hdromszog derékszogtl, és a derékszog a leghosszabb oldallal szemben levd szog.

A derékszogii hdromszog meghatdrozdsdhoz tehdt két (fiiggetlen) szdmadat sziikséges és elegendo.

Ha egy haromszog derékszogl és egyenld szard is, az azt jelenti, hogy van egy szdmadatunk
és egy egyenletiink. Példaul y = 90°, a = b. Mivel a szogek ekkor konnyen kiszdmithatok,
a = f3 = 45°, hasonlé hdromszogek végtelen halmazabdl kell majd kivalasztani egy tovabbi
szamadat (pl. a = 10 vagy t = 20) ismeretében az egyetlen megoldast.

A derékszogil, egyenld szdri hdromszogek meghatdrozdsdhoz tehdt egy szamadat (hosszusdg vagy
tertilet) sziikséges és elegendd.

Egy haromszog derékszogl és egyenld oldalt egyszerre nem lehet.

Egy egyenlet fiiggetlensége a mar megvalasztott egyenletektdl azt jelenti, hogy azoknak nem
kovetkezménye, azokbdl nem szarmaztathatd. Példaul az a = b és b = c-bél szarmaztathaté az
a = c az egyenlGség tranzitivitdsa miatt, tehat nem fliggetlen. Adatokat pedig fliggetlennek akkor
mondunk, ha nincs olyan 6sszefiiggés, amit ezeknek az adatoknak teljesiteniiik kell (3-1. abra).

c c b

a=0>, a=b=c a=>nb
3-1. 4bra
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4. Szinuszok egyenl6tlensége

Ha egy haromszog harom szoge koziil kett6t kivalasztunk (legyen példaul a, ), akkor a szog-
osszeg 180° miatt vagy

* mindkett6 hegyesszog: a =8 <90°, a < 8 <90° vagy 8 <a <90°
* egyik hegyesszog, masik derékszog: a < f =90°, vagy 8 < a=90°,
* egyik hegyesszog, masik tompaszog: a < 90° < f§ < 180°—a, vagy 8 <90° < a < 180°—f.

A példdndl maradva:

Ezért ha
a=p<90° & sina=sinf <1, (D
ha pedig
a<f < 180°—a < sina<sinff <1. (2)
(1) és (2) kibovitve egyiitt:
al<b&e=a<f & sina<sing, a+p <180°. (3)
Vagy
fp<a< 180°—f < sinff <sina <1. 4)
(1) és (4) kibovitve egyiitt:
bas B <Laessinf <sina, a+ 3 <180°. (5)

Az egyenl6ség (3)-ban és (5)-ben egyszerre 1ép fol mindharom helyen.

Igaz tovdbba minden hdromszogben:

Bdrmelyik két sz0g szinuszdnak 0sszege nagyobb a harmadik sz0g szinuszdndl.
Bizonyitas: Példdul

sina +sinf3 > sinvy, / :siny > 0, (6)

sina  sinf
—— t
siny siny

>1,

a szinusztétel miatt pedig (lasd kés6bb)

d + b >1 / c
E. 11(12) R >
a+b>c,
ami a hdromszog-egyenldtlenség miatt teljesiil. Mas esetben a bizonyitds hasonléképpen megy.

Igaz tovabba minden haromszogben:

3v3
O0<sina+sinf +siny < 71/_, 7

ahol az egyenléség csakis az egyenl6 oldalt (szabalyos) haromszogben 4ll fonn.

© Hompola Istvan, Typotex, Budapest, 2026
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Bizonyitas:
. . : a b ¢ a+b+c s
E. 11(12) sina+sinff+siny=—+—4+-—=—-——=—,
2R 2R 2R 2R R
E. 19(8) s 33
R 2

Ajanlott irodalom:
[9] Reiman Istvan: Fejezetek az elemi geometridbdl 20. o.

5. Magassagok egyenl6tlensége

Legyen az ABC haromszog hdrom magassaga: m,, m;, m,. A teriiletek felirdsa utdn fejezziik ki

az oldalakat:

a-m b-m c-m
t=—-2, t=——2, t=—F,
2 2 2
2t 2t 2t
a=—, b=—, c=—
a my c

frjuk fol a hdromszog-egyenlbtlenséget, és helyettesitsiik a, b, c-t:

E. 1(3) la—b|<c<a+b,

2t 2t 2t 2t 2t
+ PR

—_— —_— —_— ,

[t
mg my, m. mg my,

1 1 1 1 1
—_— <= <—+—.
m my m, m, my

a

Mivel azonos atalakitas tortént, (2)-bdl is kovetkezik (1), tehat:

1 1 1
<—<—+—.
m, m, m,

1 1
la—b|<c<a+b & |———
m, my

C a

(1)

(2)

()

Mivel az oldalak permutaldsa nem valtoztat a hdromszog-egyenlétlenségen, igy kimondhato:

Ha hdrom szakasz reciprokdra teljesiil a hdromszog-egyenlétlenség, akkor létezik olyan hdromszog,

amelyiknek ezek voltak a magassdgai.
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6. Stillyvonalak egyenlétlensége 23

6. Sulyvonalak egyenl6tlensége

Ez az alfejezet [4] Hajés Gyorgy: Matematikai versenytételek I1. rész 98. oldal 1940/3 feladat
atdolgozasa.

Minden hdromszog sulyvonalaibdl mint oldalakbdl hdromszog alkothatd, igy a sulyvonalakra is
fenndll a hdromszog-egyenlétlenség. Tovdbbd ha egy H, hdromszog sulyvonalaibol H, hdromszog
alakithatd, és ennek sulyvonalaibdl Hy hdromszog, akkor H, és Hy hasonlé hdromszogek.

Bizonyitas:

a) Legyenek az adott H, hdromsz0g csticsai A, B, C, a BC, CA, AB oldalak felez6pontjai rendre
A,, By, C,. Egészitsiik ki a haromszoget az ABCD paralelogrammava. Ennek kézépvonalai
legyenek A, E és C,F (6-1. abra). Megmutatjuk, hogy az AA, F haromszog oldalai a H, hdromszog
stlyvonalaival egyenl8k. AA;-re ez igaz, a tobbi oldalra pedig abbdl kovetkezik, hogy az AC,CF

és A;BB; F négyszogek paralelogrammak.

As
Hy
3/4c 3/4b
B, 3/4a Cs
6-2. dbra
Jeloljik: BC=a, AC=b, AB=c, ATl=sa, BB, =s,, CCy =s,.
Mivel (a, b, ¢) haromszoget alkot, teljesiil a hdromszdg-egyenlétlenség:
E. 1(3) la—b| <c<a+b, (1)
és igy a sulyvonalakra is teljesiil, hogy:
Isq —spl <s. <S,+5p. (2)

Bizonyitas:

b) A 6-1. 4brabdl az is kozvetleniil kiolvashatd, hogy az AA; F haromszog stlyvonalai az eredeti
ABC hdromszog oldalainak haromnegyedei. Ez abbdl kovetkezik, hogy az A;B,FC, AB,FE,
AB,A,C; paralelogrammadk atléi felezik egymadst, igy B; az AA;F hdromszog sulypontja. Ezek
szerint a H; hdromszog valédban hasonlé H,-hez, mégpedig abbdl haromnegyedszeresre valé
kicsinyitéssel szarmaztathaté (6-2. dbra).

Ez azt is jelenti, hogy (2)-bdl is kdvetkezik (1), tehat:
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24 Elméleti ismeretek

[ la—bl|<c<a+b & |s;—sp| <s.<s,+S$p. ] (3)

Mivel az oldalak permutaldsa nem valtoztat a hdromszog-egyenlotlenségen, igy kimondhaté:

Ha hdrom szakaszra teljesiil a hdromszog-egyenlotlenség, akkor létezik olyan hdromszdg, amelyiknek
ezek voltak a stlyvonalai.

7. Kapcsolat az ot kor sugara kozott
(R; I Tas Ty rc)

A haromszog beirt korének r sugara és a hozzdirt korok r,, ry, r. sugarai kozotti kapcesolat, ahol s
a félkertiletet fogja jelolni, s =(a+ b +c)/2:

1 1 1_s—a+s—b+s—c_35—(a+b+c)_35—25_s 1

r, ry r. t t t t ot ot
1 1 1 1
—— == (1)
ry Tp Te T

Lasd még Elméleti ismeretek:

32. Beirt kor (belsé érint6kor) sugardnak kiszamitasa (4).

34. Hozzairt korok (kiils6 érint6korok) sugaranak kiszamitasa (3).
Ajanlott irodalom:

[6] Reiman Istvan: Matematika 222., 223. o.

A kapcsolat az 6t kor sugara kozott a kovetkezo:

4tR=abc=s(s—b)(s—c)+s(s—c)(s—a)+s(s—a)(s—b)—(s—a)(s—Db)(s—c)=
t> t> t> 2
= + + ——=t-(ry+r,+r.—r),
s—a s—b s—c s

AR=r, +ry+r.—T. (2)

Lasd még Elméleti ismeretek:

11. A szinusztétel (17).

36. A Héron-képlet (4).

Ajanlott irodalom az 6t kor sugardhoz:

[2] H.S.M. Coxeter: A geometridk alapjai 31. oldal, 1.55
[22] Holl6 Gébor: Geometria a matematikaversenyeken
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8. Korldtos szdmhalmazok 25

8. Korlatos szamhalmazok

Az idézéjelbe tett részek [11] Csaszar Akos: Valds Analizis I. c. munkajabél,
a 91-99. oldalrdl lettek atvéve.

,Egy A szamhalmaz fels6 korlatjanak mondjuk a ¢ € R szamot, ha x € A esetén
x < c, also korlatjanak pedig az olyan b € R szamot, hogy x € A esetén x > b. Egy A
szamhalmaz feliilrél (alulrdl) korlatos, ha van fels6 (alsd) korlatja, és korlatos, ha
feliilrdl is, alulrdl is korlatos.

Egy A szimhalmaz pontosan akkor korldtos, ha van olyan k € R szdm, hogy x € A esetén
|x| < k.

Ha az A szdmhalmaznak van legnagyobb eleme, ezt A maximumdnak mondjuk, és
maxA-val jeloljik, legkisebb elemét pedig — ha van — A minimumdnak mondjuk, és
minA-val jeloljik.”

Példaul:

a,beR, a<b, max(a,b]=max{xeR|a<x<b}=b,
és

a,beR, a<b, min[a,b)=min{xeR|a<x<b}=a.

HHa A # ( feliilrél korldtos szdimhalmaz, mindig van a felsé korldtjai kozott legkisebb,
ha pedig A alulrdl korldtos, van az also korldtok kézott legnagyobb.

Az A # () szamhalmaz legkisebb fels6 korlatjat az A halmaz felsé hataranak vagy
szuprémumanak nevezziik, és sup A-val jeloljiik, legnagyobb alsé korlatjat pedig az A
halmaz alsé hataranak vagy infimumadnak nevezziik, és inf A-val jeloljiik.”

Példaul: a,b € R, a < b esetén
sup(a,b]=sup{x€R|a<x <b}=b,
sup[a,b)=sup{x€R|a < x <b}=0b,
infla,b)=inf{xeR|a<x<b}=aqa,
inf(a,b]=inf{x €eR|a<x <b}=a.
LLegyen ) # A C R. Ha A nem korlatos feliilrél, akkor supA = +00, ha A nem korldtos

alulrdl, akkor infA = —00.”

Példaul:
A pozitiv valés szamok halmaza nem korlétos feliilr6],supR* =+ 00, de korldtos alulrél, inf R* =0.

Megjegyzés:
Ha az intervallum feliilrél/alulrdl zart, a max/min jelolést fogjuk hasznalni. Ha pedig az interval-
lum feliilr6l/alulrdl nyilt, a sup/inf jelolést fogjuk hasznalni.
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26 Elméleti ismeretek

Péld4ul: a,b,ceR*, A={a||lb—c|<a<b+c},
infA=|b—c| <a < b+c=supA.
Ha az értelmezési tartomdny Dy, és az értékkészlet R, is a val6s szdmhalmaz 6sszefliggo rész-

halmazai, intervallumok, akkor veliik kapcsolatban is hasznalhaték a max/min, ill. a sup/inf
jelolések.

Atvétel [7] Késa Andras: Utban a felsébb matematikdhoz cim(i munkajabél, 417. oldal:

,Legyen f valds fliiggvény. Igazolja, hogy f-nek pontosan akkor van minimuma, ha
R;-nek van minimuma, és f minimuma minR;-fel egyenld. Ez az alapja
min f := minRy, és hasonloképpen max f := maxR; jel6lésnek.”

9. Trigonometrikus Pitagorasz-tétel, addicids tételek, trigonometrikus
azonossagok

A hegyesszogek szogfiiggvény fogalmdnak Kkiterjesztése,
0° < a <360°%

asina, cosa, tga, ctg a fiiggvények definicidi: Legyen a az egységsugaru kor P pontjahoz huzott
sugdr és az x tengely pozitiv 4ganak hajlasszoge (9-1. dbra).

P (cos90°;sin90°)

////,,,+,,,,\\\\

P (cos(180° — a);sin(180° —a)) P (cosa;sina)
sin (180°— a) /,/ 180°—a \ sina

/ |

| @) |

-1 0 1

cos (180°— a) cosa
9-1. dbra

sina := az egységsugaru koron 1évé P futépont masodik koordindtdja,
cosa := az egységsugart koron 1évé P futdpont elsé koordinataja,
sina

tga = , cosa # 0,
cosa
cosa .
ctga == ——, sina # 0.
sina

© Hompola Istvan, Typotex, Budapest, 2026



9. Trigonometrikus Pitagorasz-tétel, addicios tételek, trigonometrikus azonossdgok 27

Az elgjelek a kovetkezéképpen alakulnak:
sina cosa sin2a tga ctga

ap

9-2. 4bra

frjuk fol a Pitagorasz-tételt az egységsugari korben (9-1. abra).
sina +cos’a = 1. (D

A szogfiiggvényeket kifejezhetjiik az a (0° < a < 90°) hegyesszogekkel. A II. siknegyedben:

sin(180°— a) =sina, (2)
cos(180°—a) = —cos a, 3

tg(180°—a) =—tga, 4
ctg(180°—a) = —ctga. (5)

Ezutan tg a, tg(180° — a) és ctg a, ctg(180° — a) hosszusagait is berajzolhatjuk.

ctg(180° —a) ctga

tga
180° —a 180° —a
a o
—1 0 1 —1 0 1
tg (180° — a)
9-3. abra 9-4. abra

Megjegyzés: A tompaszog jelolése esetén (90° < a < 180°), (2), (3), (4) és (5) nem valtozik,
derékszog jelolése esetén (a = 90°) pedig (2), (3) és (5) trividlis, (4) pedig nem értelmezett.

A forgdsszogek (pozitiv és negativ) bevezetésével a szogfiiggvények fogalma kiterjesztheté 360°-nal
nagyobb és 0°-ndl kisebb szogekre is:

sina =sin(a+k-360°), keZ, (6)
cosa=cos(a+k-360°), keZ, (7)
tga=tg(a+k-180°), a#90°+k-180°, keZ, (8
ctga =ctg(a+k-180°), a#k-180° kel 9
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28 Elméleti ismeretek

Most a negativ szogek szogfiiggvényei is értelmezhetdk, és a hozzajuk kapcsolédé azonossagok:

sin(—a) =—sina, (10$)
cos(—a) =cosa, (1D

tg(—a)=—tga, a#90°+k-180°, keZ, (12)
ctg(—a) =—ctga, a#k-180°, keZ. 13)

Megjegyzés: Csak a cos x fliggvény pdros, a tobbi paratlan.

Az (1), (2), (3), (4) és (5) azonossagok az a hegyesszognél nagyobb, illetve negativ szogek, vagyis
tetszbleges forgdsszogek esetén is érvényben maradnak, feltéve, hogy tg a, ctg a értelmezett:

tg(180°—a) =—tga, a#90°+k-180°, kel (14
ctg(180° —a) =—ctga, a#k-180°, keZ. (15)

Ajanlott irodalom a forgédsszogekhez:
[18] Juhész Istvan: Matematika 10. 223.0.

A potszogekre vonatkozé azonossagok pedig:

sin(90°— a) =cosa, 16
cos(90°—a) =sina, 17)

tg (90°— a) =ctga, (18)
ctg(90°—a) =tga. (19)

Bizonyitas nélkiil kozoljiik az addicids tételeket:
sin(a+f)=sina-cosf +cosa-sinf, (20)

cos(a+fB)=cosa-cosf Fsina-sinpf. (21)

Ajanlott irodalom az addiciés tételekhez:
[19] Juhész Istvan: Matematika 11. 78. oldal

Ha a bal oldalon az 6sszeadast vélasztjuk, és 8 = a, akkor kapjuk, hogy:

sin2a=2-sina-cosa, (22)

cos2a = cos® a —sin® a. (23)
A szogfliggvények Osszegét és kiilonbségét szorzatta alakithatjuk, ugyanis:

sin(y+6)+sin(y—96)=2-siny-coso, =

siny - cos O +M+siny-cosé—wzz-siny-cosé.

+ J—
Most y = ¢ 2 P ,0 = ¢ 2 P helyettesitése utan kapjuk:
+ J—
sina+sin/3=2-sina2ﬁ-cosazﬁ. 24)
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9. Trigonometrikus Pitagorasz-tétel, addicios tételek, trigonometrikus azonossdgok 29

Hasonléképpen igazolhatd, hogy:
+B . a—p

a
sina—sinf3 =2-cos 2 - sin 7 (25)

Ezeket az eredményeket a tangenstétel bizonyitasanal is felhaszndljuk.

Tovabbi azonossagok:

2-tga  2-ctga

sin2a = = s 26
@ 1+tg2a 1+ctg?a (26)

2 tgg 2 ctgg
sina = 2 _ 2 27)

a a’
1+tg2— 1+ctg?—
gz g2

Az igazolast az els6 egyenlGségre végezziik el, tételezziik fel, hogy tg a értelmezett (cosa # 0).

,  sina sin a , sina 1—cos’a
tg a= = o tg a= =
cos?a 1—sin“a cos? a cos? a
(1—sin®a)-tg*a—sin*a =0, cos’a-tg?a—1+cos*a =0,
tg?a —tg”a-sina—sin*a =0, cos’a-(tg?a+1)—1=0,
sin®a-(tg*a+1)=tg?a, cos’a-(tg?a+1)=1,
. tg’a 1
sina = g—, cos’a = ——. (28)
1+tg%a 1+tg%a
Hasonl6képpen igazolhat6, ha ctg a értelmezett (sin a # 0):
1 ctg’ a
sinfog = ——, cos’a = g—’ (29)
1+ctg?a 1+ctg?a
4-tga _ 4-ctg’a

22 : 2 2
sin“2a =4-sin“a-cos“a = = .
(1+tg2a)? (1+ctg?a)?

Mivel sin2a a tga és a ctg a el6jele minden siknegyedben megegyezik és periédusuk m, 180°
(9-2. dbra), ezért négyzetgyokvonds utdn (26)-ot kapjuk.

Tovabbi azonossagok:

cos 2a = cos® a — sin? a. (30)

Most (28) és (29) felhasznalasaval:

1-tg’a  ctg®a—1 _ 2

cos22a = = s
1+tg2a ctgz2a+1

(3D
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Most (27) és (31) felhasznalasaval:

a a a a
2-tg — 2-ctg — 1—tg? = ctgz =—1
g2 g2 & 2 & 2

tga = = , ctga = =

a a a a
1—tg2— tg2 ——1 2-tg— 2-ctg—
£y 985 3 &5

Félszogek szinuszanak és koszinuszanak négyzete kifejezhetd a szog koszinuszaval:

s 1l—cosa ;o l+cosa
sin® — = ——, Ccos* —= ———
2 2 2 2

Félszogek tangense és kotangense kifejezhet6 a szog szinuszaval és koszinuszaval:

a l1—cosa sina a 1l+4+cosa  sina

tg— = = ctg — =

2 sina 1+cosa’ 2 sina 1—cosa’

Az igazolast a bal oldal els6 egyenl6ségére végezziik el.

Helyettesitsiink az a helyébe 2a-t, ekkor a jobb oldal:

1—cos2a sin®a+ cos®a—cos®a + sin a 2-sin’a sina

sin2a 2-sina-cosa ~ 2-sina-cosa  cosa
Haromszogeknél igaz a kovetkez6 azonossag (a+ 8 + v = 180°):

. : . a
sina + sin 3 +s1ny=4-cosi-cosg-cosz.

Bizonyitas:
+ —
sina+sin/3:2-sina /j-cosa ﬁ,
2 2
. . . . a+pf
siny =sin(180°—(a+ f)) =sin(a+B)=sin | 2- )

a+ﬁ-cosa+ﬂ

siny =2-sin 5 5

Most (36) és (37) jobb és bal oldaldnak 6sszeaddsa, majd kiemelés utdn:

a+ﬂ)

a+ a—
sina+sinf3 +siny =2-sin ﬂ (cos ﬂ+cos

180°—r a p
=2-sin 2 cos— cos—+sm— s1n—+cos§ cosE—sm— s1n—

o Y a B
=2-sin[90°—=]-2- cos— cos——4 COS — - COS — * cos—
2 2 2 2 2 2
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10. Szog kiszamitasa sin, cos, tg, ctg-bol, az inverz trigonometriai
fliggvények

A sinx,cosx,tgx és ctgx fliggvények periodikusak, ezért teljes értelmezési tartomanyukon
nem invertalhatok. Alkalmasan valasztott intervallumokon azonban ezek szigorian monoton
fliggvények, tehat invertalhatdk is. Az ilyen korlatozassal értelmezett inverz fliggvényeket inverg
trigonometriai fiiggvényeknek nevezzik.

Mérjiik a szogeket radianban. Tudjuk, hogy szigorian monoton névekvé a

) T T .
sinx :a [—5 ; —] zart intervallumon, (1)
tgx:a (—g ; E) nyilt intervallumon. (2)

Szigortian monoton csokkend a
cosx:a [O; 77:] zart intervallumon, (3)

ctgx :a (0; 77:) nyilt intervallumon. (4)

Ezeknek a fliggvényeknek a megjelolt intervallumokra korldtozott inverzét rendre
arcsin x, arccos x, arctg x, és arcctg x-szel jeloljiik és igy olvassuk: ,arkuszszinusz x” stb.

Definicid szerint tehat:

y:=arcsinx, hasiny=x, xe[-1;1], ye [—g; g} ) (5)
y =arccosx, hacosy=x, xe[-1;1], y €[0;m], (6)
y:=arctgx, hatgy=x, x€R, y € (—g; g) , (7)
y =arcctgx, hactgy=x, x€R, ye;m). (8)

Lasd a szdmozas szerint kapcsolddd dbrakat.

A sz6g kiszdmitdsara régebben tablazatokat haszndltak, az drkuszfliggvények beépitett fiiggvény-
ként ma mar megtaldlhatok a legtobb kalkuldtoron és szamitégépen.

Y1 Y 1y =arcsinx

y =sinx T

2
= 1

2 X —1 .
: T ox 1 X

Vi

2

10-1. 4bra 10-5. 4bra
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Y = Cosx

BANGES:

10-3. abra
Yy T :
y=tgx
n
2 :
: T
2
10-2. abra
y A
y =ctgx
T
2 N R
2
10-4. abra

Ajanlott irodalom az inverz trigonometriai fiiggvényekhez:
[5] Szdsz Gabor: Matematika I. 282-284. oldal
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Y = arccos x

—1 1 Y
10-6. abra
yt — arct
n y = arctg x
2
X
_r
2
10-7. abra
y
..................... T
y = arcctg x

hess

X

10-8. abra



11. A szinusztétel 33

11. A szinusztétel (elsé bizonyitas)

Induljunk el egy ABC éltaldnos haromszogb6l (11-1. dbra, 11-2. abra).

m
sina = f, m,=b-sina, (D
sin 3 :%, m,=a-sinf, (2)
b-sina=a-sinf, 3
a b
— = . 4
sina  sinf3 (4)
11-1. &bra
m
sinf=—, m,=c-sinf, (5)
c
siny = %, m, = b -sinvy, (6)
c-sinf3 =b-siny, (7
b c
= —. 8
sinf3 siny (8)
11-2. &bra
A A kozépponti és kertileti szogek tételének ismeretében:
d i_a
sina =2 = —.
R 2R

Az Osszefiiggés azonban a masik két oldalra is igaz marad,
amibdl kapjuk a, b, c oldalak, a veliik szemben 1év6 szog
4b szinuszat is tartalmazdé aj képleteit:

7 2 a=2R-sina, )]
B 2 2 ¢ .
b=2R-sinf}, (10)
¢ =2R-siny. 1n
11-3-1. 4bra

© Hompola Istvan, Typotex, Budapest, 2026



34 Elméleti ismeretek

Végiil pedig ezekbdl kapjuk a szinusztétel 2R-rel kibvitett alakjat:

b
== =_—_=2 (12)
sina sinf3 siny

A keriileti szogek tétele és a Thalész-tétel ismeretében is
levezethet6 a szinusztétel.
Irjuk fel sina-t a PBC A-ben:

) a

sina = —,
a

— =2R.

sina

Mivel barmely oldal és a szemben 1év6 szog szinusza-
bdl elindulhatunk, igy ezutdn szintén (12) szinusztételt
kapjuk.

11-3-2. abra

Ha a haromszog derékszogli vagy tompaszogl, pl. a > 90°, akkor sina = sin(180°— a), és a
szinusztétel nem valtozik (E. 9(2), 11-1. abra).

A szinusztétel (masodik bizonyitas)

A trigonometrikus tertiletképlet (15) konnyen levezethet6:

a-m, b-my, c-m,

5 5 5 (13)

m m
sina=—; sinf=—; sinyz—b, (14)

b c a

b-c-si .c-si . b-si
,_bresina_a-c sm/3:a siny (15)
2 2 2
Most (15)-bdl és a 11-4. dbrabdl a kozépponti szog felé-
11-4. 4bra nek (y) berajzolasa utan kovetkezik a szinusztétel:
b

2 -2 - R (16)

sina sinf3 siny

(16)-ot felirhatjuk hdrmas ardnnyal is:
a:b:c=sina:sinf :siny.
A szinusztétel megfogalmazhaté szavakban is:
Minden hdromszdgben az oldalak ardnya egyenlé a szemben 1évd szogek szinuszainak ardnydval.
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12. A koszinusztétel 35

Végiil sin a-t (15)-bdl kifejezve és (16)-ba helyettesitve kapjuk R 4j képletét:
_abe
4t
Vegyiik észre, hogy a jobb oldalon a négy valtozébodl csak harom fliggetlen. Példaul a,b,c felvétele
utdn a t teriilet mar az oldalaktdl fiigg. Lasd még késébb E. 36(4) a Héron-képletet.

(17)

Ajanlott irodalom a kozépponti és keriileti szogek tételéhez:
[13] Kosztolanyi Jézsef: Sokszin(i matematika 10. 109-113. oldal.

12. A koszinusztétel (els6 bizonyitas)

Induljunk el egy ABC hegyesszogli (derékszogli) haromszogbdl (0° < a < 90°) (12-1. abra):

m? =b*>—¢?, (1)

m> = a*—(c—q)?, 2)

b’ —q*=a*—(c—q), (3)
b*—q*=a*—c*+2cq—q? 4)
b* =a*—c?+2cq, (5)
g=>b-cosa. 6)

12-1. abra

Behelyettesités és rendezés utan kapjuk a koszinusztételt az a oldalra:

a’ = b%+c?>—2bc-cosa. 7

A koszinusztétel tompaszogl haromszogre is érvényes (90° < a < 180°) (12-2. 4bra):

m’ = b*>—¢?, (8)

m> =a*—(c+q)?, )]
b*—q*=a*—(c+q)? (10)
b*—q*=a*—c*—2cq—q? (11D
b?*=a*—c*—2cq, (12)
q=Db-cos(180°—a)=—b-cosa. 13)

12-2. abra

Behelyettesités és rendezés utan kapjuk a koszinusztételt az a oldalra, és hasonld gondolatmenettel
abésacoldalra (0°< a,f3,y < 180°):
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a’?=b%*+c%>—2bc-cosa,
b*=c*+a*—2ca-cosf3,

c*=a*+b*—2ab-cosy.

(14)

Vegyiik észre, hogy a képletben a vdltozék permutdlédnak, (a, b, c) helyére rendre (b,c,a), majd

(c,a, b) keriil.

Megjegyzés: Latszik, hogy a képlettel két oldal és a kozbezart szog ismeretében szamolhatjuk a
harmadik oldalt (Iasd a 2. feladatot), vagy atrendezés utan az oldalak ismeretében a szogeket
(1asd az 1. feladatot). Ha a kozbezart szog derékszog (90°), akkor a koszinusztétel specidlis esetét,

a Pitagorasz-tételt kapjuk.

A koszinusztétel (vektoros bizonyitas)

Inditsunk vektorokat a C csucsbdl az A és B csucsokba (12-3. abra).

A vektorok 6sszeaddsi, kivondsi és (skaldris) szorzasi szabdlya szerint irhatjuk:

C
_ > —
AB = CB —CA,
_ AR = (CB—cA)’
CA CB - ’
— —> — — —
AB?> = CB?>+ CA*>—2-CB-CA,
—)2 —> —> o 2
AB* = AB‘-‘AB"COSO =c”,
—)2 —> —> 2
> CA* = CA‘-)CA"COSOO:b ,
A A—B) B -, —> — 9
CB- = CB‘-‘CB"COSOOZa s
12-3. abra

—_— — —| |—
CB-CA= ‘CB‘ . ‘CA‘ -cosy=a-b-cosy.

(15)
(16)
(17)
(18)

(19)

(20)

(2D

Végiil (18), (19), (20), (21)-et (17)-be helyettesitve négyzetgyokvonas utan kapjuk a koszinusz-

tételt a c oldalra, amit hasonlé gondolatmenettel felirhatunk a b és az a oldalra is:

c= \/a2+b2—2ab-cosy,
b=4/a?+c2—2ac-cosp,
a=+/b2+c2—2bc-cosa.
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13. A tangenstétel 37
13. A tangenstétel
Induljunk el egy ABC éltaldnos haromszogbdl, és irjuk fol a szinusztételt az a, b oldalakra
(13-1. abra).
a sina a sina
- = . 3 - = . J (1)
b sinf b sinf
a sina a sina
—+1= +1, ——1= —1, 2
b sin 3 b sin 3 (2)
a+b sina+sinf a—b sina—sinf 3)
b sinf ’ b sinfp
13-1. &bra
Most osszuk el egymadssal (3) két egyenletét,
a—b sina—sin
_sma—snp 4
a+b sina+sinf
majd alakitsuk at a jobb oldalt az E. 9(24) és E. 9(25) figyelembevételével:
+ P
2-cosa P -sina P
a—b 2 2 )
atb 2-sina+ﬂ -cosa_ﬁ
2
Végiil kapjuk a tangenstételt:
—B
a—b tg 2 )
a+b _a+p
£72
Vizsgéljuk meg a két oldal elgjelét:
0°< a < 180°

—p<a—p<180°—p, [:2

—90° <

B_a—pB

BT c900—
2

2

0°s|%|<90°,
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A nevezok elbjele tehat egyezik és pozitiv, a szamlalék eléjele pedig:

eha a>b, a—b>0, akkor a—pf>0°

ugyanis nagyobb oldallal szemben nagyobb szog kell legyen, és ekkor
a—p . a—p
2

0° < — <90° ¢és tg

>0,

eha a=b, a—b=0,akkor a—pf=0°

ugyanis egyenld oldalakkal szemben egyenl6 szogek kell legyenek, és ekkor

a—p =0° és tg a—p =
2 2

0,

eha a<b, a—b<0, akkor a—f5 <0°

ugyanis kisebb oldallal szemben kisebb szog kell legyen, és ekkor
a—p , a—p
2

—90° < — <0° és tg

<O0.

A tangenstétel a valtozok permutdlasaval értelemszertien felirhaté barmelyik két oldalra és a

veliik szemben levé szogekre.

14. Mollweide-féle formulak, avagy Gauss ikertételei

Induljunk el egy ABC altaldnos haromszogbdl, és irjuk fol a szinusztételt az a, b és a b, c oldalakra

(14-1. abra).

a sina
b sinf’
a_i_l_sinot_i_1
b sinfB.
a+b sina+sinfB b _sinf
b sinp ¢ siny’

14-1. abra

Most szorozzuk meg egymassal (3) két egyenletét:

a+b b sina+sinf sinf
b ¢ sinf siny’

a+b sina+sinf
c siny

, siny = sin(180° —y) = sin(a + ).
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14. Mollweide-féle formuldk, avagy Gauss ikertételei 39

Most alakitsuk at a jobb oldalt az E. 9(24) figyelembevételével:

+ P
2-sina P -cosa P
atb 2 2 ©)
c sin(a+ ) ’
2-sin +ﬁ-cosa_ﬂ 2-sina+ﬁ-cosa_[3
atb 2 2 2 2
c a+f N a+f a+p’ 7
sin (2 . —) 2-sin - COS
2 2 2
Végiil kapjuk az els6 Mollweide-féle formulat:
a—p
atb cos )
c a+f’
cos
2
o o_a—P o
Megjegyzes: —90° < — < 90°,
igy koszinusza pozitiv, 1dsd még a tangenstételt.
Folytassuk a gondolatmenetet a masodik Mollweide-féle formula levezetésével:
a sina
R , 9
b sinf ©)
a sina
——1= —1, 10
b sin 3 (10)
a—b:sina'—sin/}, B:si‘n/}' an
b sin 3 c siny
Most szorozzuk meg egymassal (11) két egyenletét:
a—b.é:sina.—sin/}'si‘nﬂ’ 12)
b ¢ sin 3 siny
a—b sina—sinf i ) .
= - , siny = sin(180° —y) = sin(a + ). (13)
c siny
Most alakitsuk at a jobb oldalt az E. 9(25) figyelembevételével:
a+fp . a—p
a—b 2 - cos 2 - sin >
_ , 14
c sin(a+ f3) (14
2-cosa+ﬁ-sina_ﬁ 2-cosa+ﬁ-sina_ﬁ
a=b _ 2 2 _ 2 2 (15)
C sin(z-a+ﬁ) 2-sina+ﬁ-cosa+ﬁ
2 2 2
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Végiil kapjuk a masodik Mollweide-féle formulat:

(16)

Ha a = b & a = f3, ekkor mindkét oldal 0, ez az egyenlé szaru (esetlegesen egyenld oldalti)
eset.

Ha a < b & a < f3, ekkor mindkét oldal negativ.

A tétel a valtozdk permutdldsdval értelemszertien felirhatd bdarmelyik két oldalra
(a harmadik a nevezében van) és a veliik szemben 1év6 szogekre.

15. A négy nevezetes kozép kozotti egyenl6tlenség

A harmonikus (H), a geometriai (mértani) (G), az aritmetikai (szdmtani) (A) és a négyzetes (Q)
kozepek kozott a kovetkez6 egyenl6tlenségek dllnak fenn harom elemre:

3 3 a+b+c a2+ b2 +c2
——— X < Vabc < < s a,b,c eR". (D
1 1 1 3 3
e
b ¢

a
H<G<A<Q. (2)

Az egyenléség mindegyik esetben csak az a = b = c-re &ll fenn.

Ezeket az eredményeket kés6bb fogjuk felhaszndlni, E. 16-ndl, E. 19-nél és E. 20-ndl is.

16. Teriilet és a keriilet egyenl6tlensége

Ebben a részben [9] Reiman Istvan: Fejezetek az elemi geometridbdl cim( konyvébdl a 20. oldalon
taldlhatd bizonyitds kertil ismertetésre részletesebben.

Alkalmazzuk a szdmtani és a mértani kozép kozotti egyenl6tlenséget az s —a, s — b, s — ¢ pozitiv
valds szdmokra, jeloljik a + b + ¢ = 2s:

(s—a)+(—b)+(s—¢c)

E. 15(1) Vis—a)s—b)s—c) < 2 . JOP (1)
3

(S_a)(s_b)(s_c)s((s—a)+(s;b)+(s—c)) :;_37’ )

s(s—a)(s—b)(s—c) < ;—;. (3)

Most a bal oldal t2-tel egyenld (14sd késébb a Héron-képletet).
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4

E. 36(4) t? < > [V~

52
t <

<37

4)

Az egyenl6ség csak akkor all fonn, has—a =s—b =s—c, azaz ha a = b = ¢, vagyis a haromszog
szabdlyos, igy kimondhaté:

Adott teriiletld hdromszogek koziil a szabdlyos hdromszog a legkisebb keriiletil, vagy forditva, adott

kertiletti hdromszogek kogziil a szabdlyos hdromszog a legnagyobb teriiletil.

17. A sugaregyenlGtlenség

Ebben a részben [9] Reiman Istvan: Fejezetek az elemi geometridbol cimd konyvébdl a 12. oldalon
talalhatd bizonyitds kertil ismertetésre részletesebben.

A hdromszog beirt korének sugara legfeljebb akkora, mint a koré irt kor sugardnak a fele, és csak
akkor egyenld vele, ha a hdromszog szabdlyos.

Induljunk el a bizonyitandé allitasbdl:

EE (1)
E. 32(4) ot -
S
E. 11(17) Pl (3)
4t~

Helyettesitsiik (1)-be a (2) és (3) képleteket:

2t abc
<

s~ 4t’

8t? <s-abc.

© Hompola Istvan, Typotex, Budapest, 2026



42 Elméleti ismeretek

Helyettesitsiik a Héron-képletbdl (lasd késobb):

E. 36(4) t>?=s-(s—a)(s—b)(c—c) felhasznalasaval
8-s-(s—a)(s—b)(s—c)<s-abc, /:s
(2s—2a)(2s —2b)(2s —2c) < abc,

(a+b+c—2a)la+b+c—2b)(a+b+c—2c)<abc.

A hdromszog-egyenlitlenség miatt a bal oldali tényez6k mind pozitivak, ezért a kapott egyenl6t-
lenséggel egyenértékiit nyeriink, ha mindkét oldalt négyzetre emeljiik:

(—a+b+c)-(a—b+c)-(a+b—c)* <a’*b*c?

(b+0)—a)(b+c)—a)((a+c)—b)((a+)—b)(a+b)—c)((a+b)—c) < a®bc?,

1 5 3 4 5 6
(a+(b—c))(a=(b—c))(b+(c—a))(b—(c—a))(c+(a—Db))(c—(a—b)) < a’b?c?,
6 3 b 5 ) T

(a2=(b—c)?)- (b2 —=(c—a)?)-(c*—(a—b)?) < a®b%c>.
Ez viszont valéban fenndll, hiszen a bal oldal tényez6i rendre nem nagyobbak a jobb oldal
tényez6inél, példaul:
a?—(b—c)*<a? ui. —(b—c)?<0 és (b—c)*=0.
Az egyenléség mindhdrom esetben csak ha a = b = ¢, vagyis szabalyos haromszog esetén all fenn.

Bizonyitasi 1épéseink megfordithatdk, az egész bizonyitdst visszafelé olvasva éppen a 2r < R
egyenlotlenséget kapjuk.

18. J. J. Sylvester tétele

Ennek a tételnek [6] Reiman Istvan: Matematika c. konyvébél a 283., 284. oldalon a 6. feladatban
talalhat6 bizonyitdsa kibvitve keriil most ismertetésre.

Az ABC hdromszog koré irt korének O a kozéppontja. Bizo-
—_— — — —

nyitsuk be, hogy az OA, OB, OC vektorok ereddje olyan OP
vektor, amely O-bdl a hdromszog M magassdgpontjdba mutat.
ﬂ ﬁ 7 % v .

Legyen OA = a, OB =b és OC = c. Elegend6 megmutatni,
hogy a + b + ¢ végpontjat (legyen ez most P) a csucsokkal
0sszekot6 vektorok merdlegesek a szemkozti haromszogol-
dalra, sot, elegendo ezt egyetlen csuccsal 6sszekotd vektorra
igazolnunk, mert a tobbire ugyanigy menne az igazolds.

— L, —
Mutassuk meg pl., hogy CP merdleges BA = a—b-re.

—> —_ >
CP=0P—0C=(a+b+c)—c=a+b. (D
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A vektor definici6jabol kovetkezik, hogy egyenld vektorok eltoldssal fedésbe hozhatdk. Viszont a—b
és a+ b valoban merdlegesek egymadsra, hiszen a és b egyenld hosszt (egyenl6 abszolut értéki)
vektorok, és igy osszegiiknek és kiilonbségiiknek skaldris szorzata nulla, ugyanis:

(a+b)-(a—b)=a’—b?>=lal*—|b]*=0, 2)
mert
a’=|a|-|a|-cos(a,a) = |al*- cos0 = |a|?, (3)
b? = |b| - |b| - cos(b,b) = |b|?> - cos 0 = |b|?,
la| = [b], @)

és igy négyzeteik kiilonbsége nulla. Két vektor (most egy Osszegvektor és egy kiilonbségvektor)
skaldris szorzata akkor és csak akkor nulla, ha a két vektor merdleges egymdsra. Vagyis az a P pont,
ahovd a + b + ¢ mutat, az M magassagpont kell legyen, tehat:

—_—
at+tb+c=0M =m. (5

Ajanlott irodalom J. J. Sylvester tételéhez:
[14] Kosztoldnyi Jézsef: Sokszinli matematika 11., 122. oldal 3. példa és 128. oldal 5. példa
[10] Pogats Ferenc: Vektorok, koordinatageometria, trigonometria 82., 83. o.

19. Keriilet és a sugarak (R, r) egyenlGtlensége

Ebben a részben [9] Reiman Istvan: Fejezetek az elemi geometridbdl c. konyvébdl a 19. oldalon
taladlhaté bizonyitds kertil ismertetésre részletesebben.

Inditsunk vektorokat a haromszog koré irt kor O kézéppontjabdl a csticsokba. Legyenek ezek a, b
és ¢, ahol |a] = |b| = |c| =R. a+ b + ¢ = m a magassagpontba mutat, és m akkor és csak akkor
nullvektor, ha a magassdgpont €s a koré irt kor kozéppontja egybeesik, azaz szabalyos hdromszog
esetén. L4sd E. 18. J. J. Sylvester tétele (18-1. &bra). Mivel |m|? > 0, ezért:

0<(a+b+c)? (1

és egyenldség csakis szabalyos haromszog esetén 4ll fenn.

0<a’+b’+c*+2ab+2ac+2bc, 2)
0 <3R*+2ab+2ac+2bec. 3)
Mivel la—b|=c, ezért c®>=(a—b)*>=2R*>—2ab,
majd 2ab = 2R*—c?.
Hasonléan 2ac=2R?—b?,
2bc=2R*—d?.
Helyettesitsiik ezeket (3)-ba:
0<3R*+2R*—c*+2R*—b*+2R*—d?, (4)

0<9R*—(a®+ b%+¢?),
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[ a’+ b?+c? <9R2 ] (5)

24 b2 4 o2
/#S@R. (6)

Alkalmazzunk most a haromszog oldalaira a szdmtani és a négyzetes kozép kozotti egyenlétlensé-
get, majd (6) figyelembevételével:

2 2 2
E. 15(1) E:a+b+cS az+b%2+c < V3R, %
3 3 3
k=2s <3v3R, (8)

és E. 20(4) figyelembevételével:

[ 6v3r < k < 3vV/3R. ] 9

Az egyenl6ség csakis a = b = ¢, azaz szabdlyos haromszog esetén all fenn, tehat:

Adott kertiletti hdromszogek koziil a szabdlyos hdromszog koré irt kor a legkisebb, a beirt kor pedig
a legnagyobb sugart.

20. Teriilet és a sugarak (R, r) egyenlOtlensége

Ez a rész [9] Reiman Istvan: Fejezetek az elemi geometridbdl c. konyvében a 25. oldalon talalhaté
19. feladat kib6vitett megoldasa.

Induljunk el az E. 19(7)-nél kapott eredménybdl:

b
E. 19(7) % < V3R,

Most a szdmtani és a mértani kézép kozotti egyenlotlenség felhasznéldsaval:

E-15(1) Vabe < %bﬂ < V3R,
Vabc<v3R, /()
abc < 3v3R%.
abc L,
E.11(17) = ? felhasznaldsaval

4t -R < 3V3R®, /:4R

2
‘< 3‘/3R . )
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Folytassuk a teriilet és a keriilet egyenl6tlenségével:

E. 16(4) t<

t s
E. 32(4) s= - helyettesitésével

(&)
t< L
3v3
2 2,
tS t , /-r 31/5
r2-343 t
r?.3v3<t. (2)

Végiil (1)-et is felhaszndlva kapjuk a keresett egyenl6tlenséget:

3v3r’<t < ?RZ. (3)

Az egyenl6ség csakis a = b = ¢, azaz szabdlyos haromszog esetén all fenn, tehat:

Adott teriiletld hdromszogek koziil a szabdlyos hdromszog koré irt kér a legkisebb, a beirt kor pedig a
legnagyobb sugarti.

Folytassuk a gondolatmenetet. Osszuk el (3) bal oldali egyenl6tlenségét r-rel:

3v3-r?

r

E. 32(4) <L
r

3vV3.-r<s, /-2

6V3r <2s=k. 4)

Ezt az eredményt E. 19(9)-nél haszndltuk fel.
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21. Az ot kor sugara kozotti egyenlotlenség
(RJ r, ra) rb: rc)

Induljunk el a sugdregyenlétlenségbdl:

E. 17(1) 2r <R. (D

Most Kapcsolat az 6t kor sugara kozott felhaszndlasaval:

E. 7(2) 4R=r,+r +r.,—T. (2)
2r =2r,+2r, +2r,—8R <R, 3)
2r, +2r, +2r. < 9R. 4)
Mésfeldl
2r§ra+rb+r°_r:R, (5)
4

r_rotry+r,.
2r+ - < ——m, -4 6
7 4 / (6)
Or <ry+ry,+r, (7)

9
9r£ra+rb+rCS§ . (8)

Egyenl6ség mind a két helyen egyszerre 1ép fol, és csakis a = b = ¢, azaz szabalyos haromszog
esetén all fenn.

22. Hozzairt korok sugarai kozotti egyenl6tlenség
(kiilso érintokorok)

Folytassuk az el6z6 gondolatmenetet:

2§ra+rb+rc,
1
r
3 re+ry,+r.
E.7(1) 1.1, 1° 3 7 (1)
Ta Ty e

ami nem mads, mint a harmonikus kézép és az aritmetikai kozép kozotti egyenlotlenség, amirol
tudjuk, hogy minden pozitiv r,, r,, r. esetén fennall. Ldsd még E. 15(1)-et.
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23. Magassag, szogfelezo és a sulyvonal kozotti egyenlotlenség

Ez a rész [9] Reiman Istvan: Fejezetek az elemi geometridbdl c. konyvében a 25. oldalon talalhato
15. feladat kib6vitett megoldasa.

Induljunk el a 23-1. abrabdl. Legyen b < a.

C

m. < f., ui. m, C-nek AB egyenesét8] mért
tavolsdga a lehetséges 6sszekotd
szakaszok koziil a legrovidebb.

f. <s., ui. f. b/a aranyban osztja c-t
két részre (E. 25(1)), és igy ha

b <a, akkor bc <ac,

2bc=bc+bc<ac+bc=c-(a+b),

bc c
< )
a+b 2
23-1. 4bra AE < AF,
AE—Db-cosa <AF —b-cosa,
DE < DF,
Y e 2 « PE2 2
DE +m_ <DF +m,
fc2 < Scz’ /1/_
mivel f,,s. > 0, ezért f. <s..
Végiil E. 1(6) figyelembevételével kapjuk a keresett egyenlétlenséget:
0<s—c<m.<f.<s.<s. ] (D

Az (1) egyenl6tlenség b > a esetén sem valtozik, a = b esetén pedig:
s—c<m.,=f,=s.<s,

ez az egyenld szaru (esetlegesen egyenl6 oldald) eset.

Az egyenlétlenség nem valtozik akkor sem, ha egy mdsik oldalhoz tartozé magassagbol, szogfele-
z6bdl és sulyvonalbdl indulunk el.

Megjegyzés: Az emlitett egyenlGtlenségek hasznos segitséget nyujtanak majd késébb: A hdrom-
sz0g meghatdrozdsa soran az egyes indul6é adathdrmasok adatainak 6sszehasonlitdsanal.
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24. Salyvonal hosszanak kiszamitasa az oldalakbdl

Induljunk el egy ABC éaltaldnos haromszogbol (24-1. dbra).

C

24-1. 4bra

5 (a)? a
E. 12(14) c =sa+(§) —ZSQ-E-coscp,

2
E. 12(14) b2:s§+(§) —2, -

Egyszer(ibb alakra hozva:

2 __ .2
c —sa+z—sa-a-cos¢,

a2
b2=s§+z+sa-a-cosap.
Adjuk 6ssze (4) és (5) egyenleteket, majd rendezziik si-re:

2
2 292, & .
c“+b —2$a+2, /2
2_2c2+2b2—a2
Sa—f.

E. 9(3) cos (180°— @) = —cos .

-cos (180°— o).

Irjuk fol a koszinusztételt az ABDA-ben c-re,
majd az ACDA-ben b-re, és hasznaljuk fol, hogy
kiegészitd szogpdrokra teljestl:

(1)

(2)
(3)

4)

%)

(6)

(7)

Négyzetgyokvonds utdn kapjuk a keresett 0sszefiiggést s,-ra és hasonlé gondolatmenettel s,-re,

illetve s.-re:

. V2c2+2b2—q2

a 2 5

v2a2 + 2¢2 — b2

Sb: ,
2

V2b2 + 2a2 —c2

S. = 2 }
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25. Belso szogfelezo tétel 49

25. Belso szogfelezo tétel

Minden hdromszogben bdrmely belsé szogfelezd a szemkozti oldalt a szomszédos oldalak ardnydban
osztja két részre.

Bizonyitas: Hosszabbitsuk meg az AC oldalt C-n til a-val, a kapott pont legyen E. Mivel a
BCE A egyenl6 szaru, igy CBE X = CEB X, mert egyenl6 oldalakkal szemben egyenl6 szogek
kell legyenek. Viszont BCE A-nek BCA X kiilsé szoge, amirdl tudjuk, hogy megegyezik a nem
mellette fekvé masik két szog 6sszegével. Mivel CD szogfelezd, igy CBE X = CEBX = BCD X,
ami azt jelenti, hogy CD | BE-vel, hiszen BCD X és CBE X valtészogek (25-1. dbra).

A pdrhuzamos szel6k tételébol:

AD _AC _b

BD EC a

b b

—_—=—. (D
BD a

AD+BD=c. 2)

Az AD és BD szakaszok hosszét pedig ardnyos
osztdssal vagy az (1), (2) egyenletrendszerbdl
kapjuk:

bc ac

a+b a+b __ bc - ac
AD = , BD= .
a+b a+b

€))

25-1. abra

26. Kiils6 szogfelezo tétel

Ha a hdromszog egyik oldaldnak egyenesét a szemkozti csticsbdl induld kiilso szogfelezével metssziik,
akkor a metszéspontnak az oldal végpontjaitdl mért tdvolsdgai tigy ardnylanak egymdshoz, mint a
szemkozti csticsbol ezekhez a végpontokhoz vezetd oldalak (26-1. dbra).

bc ac ac

a+b a+b b—a

bc
b—a

26-1. abra
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Bizonyitas: Legyen példaul a < b. Mérjiik f6l az AC = b oldalra a-t C-bél az A cstics felé,
jeloljiik a kapott pontot E-vel. Mivel a BCEA egyenl6 szart, igy a C-bél induld belsd szogfelezbje
merSleges BE-re. Mivel a kiilsé és belsé szogfelezé merdleges egymdsra, igy BE || CD-vel, ezért a
pdrhuzamos szelok tételébol:

AD b
= . (1)
BD a
AD—BD =c. 2
Az AD és BD szakaszok hosszét pedig az (1), (2) egyenletrendszerbdl kapjuk:
— bc — ac
AD = , BD= . 3
b—a b—a (3)
Megjegyzés:
a > b esetén AD < BD, és ugyanezt az eredményt kapjuk, pontosabban:
AD b
— =, @
BD a
BD—AD =c, (5)
— bc — ac
= R BD = . 6
a—>b a—>b (©)

a = b esetén a C csuicshoz tartozé kiils6 szogfelez6 parhuzamos a szemben 1év6 oldallal, c-vel, és
ezért metszéspont sincs.

Megjegyzés: Bizonyithatd, hogy akar a < b, akdr a > b, az alabb felirt két hosszusag dsszegének
négyzete egyenld, és a Pitagorasz-tétel miatt megegyezik a ¢ oldalhoz tartozé belsé és kiilsé
szogfelez6 négyzetének Gsszegével:

ac ac 2 bc bc 2 ) )
(a+b+b—a) _(a+b+a_b) =fo+ fa (7)

27. A szogfelez6tétel

Mint ahogy az a kapott eredményekbdl is latszik, a belsé és kiils6 szogfelezo tétele egy tételben is
kimondhat6 (atvétel [1] Hajos Gyorgy: Bevezetés a geometridba cim(i munkajabdl, 123. oldal):

»Ha a hdromszog egyik oldaldnak egyenesét a szemkozti csticsbol induld (belsé vagy kiilsé)
szogfelezével metssziik, akkor a metszéspontnak az oldal végpontjaitdl mért tdvolsdgai
ugy ardnylanak egymdshoz, mint a szemkoézti csticsbol ezekhez a végpontokhoz vezetd
oldalak.”
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28. Belsé szogfelezd hosszdnak kiszdmitdsa két oldalbdl és a kozbezdrt sz6gbdl 51

28. Belso szogfelez6 hosszanak kiszamitasa két oldalbol
és a kozbezart szogbdl

[rjuk fol a teriileteket az ABD és az ACD haromszogekre, majd ezek Gsszegét az ABC haromszogre.
Lasd E. 11(15)-6t (28-1. abra).

. a . a
c'fa'smi_i_b'f‘l'smi_b-c-sina

2 2 2 ’

a a a a a
-f,-sin—+b-f,-sin— = 2bc-sin—-cos —, :sin —
CrJorsing +b-forsing =2be-sin -cos | 2

c-fa+b-fa:2bc-cos%,

fa-(b+c)=2bc-cosg.

28-1. abra

Végiil kapjuk a keresett Osszefiiggést f,-ra, és hasonlé gondolatmenettel f;-re, illetve f,-re:

r

f.= 2be cosg
“ b+c 2’
2ac p
= - COS —, 1
Fy a-+c 2 M
2ab Y
fe a+b COSZ

29. Belso szogfelez6 hosszanak kiszamitasa az oldalakbol

frjuk fol a koszinusztételt az ACD/\-ben f.-re, az E. 25-nél kapott eredmények folhasznalasaval
(29-1. abra).

2
f2= b2+(al:_cb) —2b-(alf:b)-cosa. €))

A cos a-t azonban kifejezhetjiik az oldalakkal:

a’?=b*+c%2—2bc-cosa,

b%+c?>—a?
- 2
cosa he (2)
bc ac Ezt (1)-be visszahelyettesitve:
+b +b
‘ ‘ f2—b2+( b )2—219-( be )_(b2+c2—a2)
29-1. abra < a+b a+b 2bc ’
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_ b*-(a+b)*+(bc)*—b-(a+Db)-(b*+c*—a?)
B (a + b)? )

A jobb oldal atalakitdsa és 0sszevonas utan kapjuk a keresett 0sszefiiggést fcz-re, majd négyzet-
gyokvonds utan f,-re, és hasonlé gondolatmenettel f;-re, illetve f,-ra:

Je= ‘/ab'(l_(afb)Z)’
o= fee (1) @

f“:\/bc'(l_(bi)Z)‘

Ajanlott irodalom a bels6-kiilsé szogfelezék hosszanak kiszamitdsdhoz:
[16] Gondor Andrés: Nagy Tételkonyv 176. oldal

f2

30. Kiils6 szogfelez6 hosszanak kiszamitasa két oldalbdl
és a kozbezart szogbol

Induljunk el az E. 31-nél kapott eredményekbdl, és a 26-1. abrabdl:

2
2 c
E. 31(3) fck—ab-((a_b)z—l), a#b. (1)
frjuk ol a koszinusztételt a ¢ oldalra:
E. 12(14) c?=a?*+b?*—2ab - cosy. (2)

Helyettesitjiik (2)-t (1)-be:

2 _ap a2+b2—2ab-cosy_1
B (a—b)? '

Alakitsuk 4t a jobb oldalt:

4-(ab)2-1_ﬂ
2
= (a—Db)? ' /‘/_

Vegylik figyelembe, hogy:
1—
E. 9(33) Vﬂ = ‘sinr| =sinz, 0° <y < 180°.
2 2 2
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31. Kiils6 szogfelezé hosszdnak kiszdmitdsa az oldalakbdl 53

Végiil kapjuk a keresett 6sszefiiggést f..-ra, és hasonl6 gondolatmenettel f;,-ra, illetve f, -ra:

2ab |y
2
fore = =L -sinﬁ a#c, (3)
la—c| 2
2bc . a
fak:|b—c|.smi b #c.

31. Kiils6 szogfelez6 hosszanak kiszamitasa az oldalakbdl

frjuk fol a Pitagorasz-tételt az FCD/A-ben. Lasd a 26-1. abrat és az ottani megjegyzést.

2
E. 2607) aii=(teoa) - ot o

Helyettesitsiik az E. 29(3)-ndl kapott eredményt fc2 helyére:

, ([ ac ac )2 ( c? )
= + —ab-[1- . 2
ck (a+b b—a) (a+ D) (2)

Alakitsuk 4t a jobb oldalt:

_(ac-(b—a)+ac-(a+b))2_ab-(b+a)2 N abc?
ck (b+a)-(b—a) (b +a)? (b +a)?’

2

- azcz-(b—a+b+a)2_(ab-(b+a)2—abc2)~(b—a)2
k= (b+a)-(b—a) (b+a)2-(b—a)? ’

, _ 4a*b*c*—ab-(b*>—a®)* +abc?- (b*—2ab+a?)

ck (b2 —a2)2 ’
»  4a*b*c*—ab - (b*—2a’b*+a) + ab’c® — 2a®b*c® + a®bc?
ck = (b2 — q2)2 g

, _ 4a’b*c* —ab® +2a’b® —a’b + ab’c® — 2a’*b*c* + a’bc?

ck = (b2 — a2)2 ’

o 2a’b*c*—ab®+2a’b®—a’b +ab’c? + a’bc?
fa= (b2 —a2)2 ’

, _ab-(2abc®—Db*+2a®b*>—a* + b*c* + a*c?)
ck = (b2 —q2)2 ?

, _ab-(c*-(2ab+b*+a*)—b*+2a*b*—a?)
ck — (b2 —q2)2 ?
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, ab-(c*-(a+Db)*—(b*—a?)?)
ck (b+a)?-(b—a)? ’

, ab-(c®-(a+b)P—(b+a)-(b—a)?)
ck (b+a)*-(b—a)? '

Egyszerisitsiik a jobb oldalt (b+a)? = (a+b)?-nel, tovabba (b—a)? = (a—b)? figyelembevételével.

o _ab-(c*=(a—b)*)
ck (a — b)2 ?

i:ab-((aizb)z—l).

Végiil négyzetgyokvonds utdn kapjuk a keresett 0sszefiiggést f..-ra, és hasonlé gondolatmenettel
fpi-ra, illetve f,,-ra:

fc":\/ab'((aizb)z_l) a#b,
fbkz‘/ac-((aizc)z—l) a#c, (3)

fak:‘/bC'((bizc)z—l) b#c.

Megjegyzés: Vizsgdljuk meg az f,; kiils6 szogfelez6 képletének jobb oldalat.

A hdromszog-egyenlotlenségbol:

E. 1(3) c>|a—b|>0, a#h,

ennek atrendezésébdl
c2

(a—Db)>

—-1>0,

tehat a négyzetgyok alatt akar a > b, akar b > a pozitiv kifejezés all.

Ugyanerre az eredményre jutunk f,, és f,; képleteinek vizsgalatandl is.
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32. Beirt kor sugardnak kiszdmitdsa 55

32. Beirt kor sugaranak kiszamitasa
(bels6 érintdkor)

Induljunk el egy ABC éaltaldnos haromszogbdl (32-1. dbra).

Bontsuk fol az ABC haromszoget a BOC, AOC és
az AOB haromszogre, a beirt kor sugara legyen r.

Most:
tapcar = tgoca T taoca T taosas (1)
a-r br c-r a+b+c
tapen = —+—+—=r1" 2
ABCA 5 5 > 2 (2)
a+b+c
Ha az - s jelolést haszndljuk, akkor
32-1. 4bra

tacA =TS, 3)

4)

—
=
Il
» |~
-—

33. Belsé érintdszakaszok
Folytassuk a 32. pont gondolatat (33-1. abra).
Jelolje az ABC A oldalainak és beirt korének érin-

tési pontjait rendre A,, B,, C,. Adott korhoz kiilsé
pontbdl huzott érintdszakaszok hossza egyenlo.

Legyen: A_B1 =E1 =X, (D
B_Iql == ‘ﬁl =Y, (2)
éS C_Bl - C_Iql =2Z. (3)

33-1. 4bra
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Azonban:
y+z=a, 4
x+z=b, (5)
x+y=c. (6)

A (4), (5) és (6) egyenleteket 0sszeadva kapjuk, hogy:

2-(x+y+z)=a+b+c. (7)
A félkeriilet s jelolésével:
a+b+c
x+y+z=T=s. (8)
x=s—(y+2)=s—a, 9
y=s—(x+2)=s—0b, (10)
z=s—(x+y)=s—c. (11)

Ezek felhaszndlasdval kapjuk a félszogek tangensét (33-1. abra).

) a_ r
g2_s—a
r
tg — = , ]_2
85 =0 (12)
Y r
tg—-=——.
g2 s—¢

34. Hozzairt korok sugaranak kiszamitasa
(kiils6 érint6korok)

Induljunk el egy ABC éltaldnos haromszogbdl (34-1. dbra).

A k, hozzairt kor sugardnak kiszdmita-
sanal abbol indulunk ki, hogy az ABCA
teriiletét megkapjuk, ha az ABQA és
ACQA teriileteinek 6sszegébdl kivon-
juk a BCQA tertiletét:

tZ%-(c-ra+b-ra—a-ra), (1)

b+c—a

g 5 r.-(s—a). (2)

34-1. abra
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35. Kiilsé érintészakaszok 57
Végiil kapjuk a keresett Osszefiliggést r,-ra, és hasonlé gondolatmenettel ry-re, illetve r,-re:
t t t
ra = ) rb = 5 rc = (3)
s—a s—b s—c
35. Kiilso érintészakaszok
Folytassuk a 34. pont gondolatat (34-1. dbra).
A kiils6 érintészakaszok kiszamitasdnal abbdl indulunk el, hogy:
Adott kérhéz adott kiils6 pontbdl hiizott érintészakaszok egyenlk. Igy:
EZZA_Bz, B_szmz éS C_AZ:C_BZ,
AB, = AC + CB, — AC + CA,, (1)
EZZA_B'FB_(:Z:A_B"_EZ. (2)
Az (1) és (2) egyenleteket 0sszeadva:
AB,+AC,= AC + AB +CA,+BA,=a+Db+c. 3)
\;./ — - ,
¢ a
Azonban: d+btc
ABZZAC2:T:S’ (4)
igy AB, =AC, =s, (5)
tovébba (2) és (5)-bél BA,=BC,=s5—c, (6)
végiil (1) és (5)-bél CA,=CB,=s—Dh. 7)

Az (5) felhasznaldsaval kapjuk tg% -et (34-1. abra), és hasonlé gondolatmenettel a masik két

félszog tangensét is:

a 1,
tg— = —,
g2 S
r
whb=l
2 S
Yy T
tg— = —.
g2 S
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36. Teriilet kiszamitasa az oldalakbdl, a Héron-képlet

Induljunk el egy ABC éltaldnos haromszogbdl (36-1. dbra).

Legyen BO a B csticsbdl indulé belsd, BQ pe-
dig a kiils6 szogfelezd.

Mivel OBC; <« = BQC,X merdleges szdril sz0-
gek (mindkett6 hegyesszog, igy egyenldk),
ezért OBC; A ~ BQC,/A-hoz, tehat:

(El = B—Cz, azaz r__5—¢ (D

BC, QC, s—b 1,

Lasd az E. 33(10)-et és E. 35(6)-ot.

36-1. abra
rer,=(—b)(s—c), (2)
t t

E. 32(4), E. 34(3) ; . Ta = (S — b)(s —C), (3)
t= \/s(s —a)(s—b)(s—c), ez Héron képlete. 4

Megjegyzés: Erdemes megvizsgalni a képlet el6jeleit, ami a késébbiek sordn hasznos lesz. Tegyiik
fel, hogy a teriilet (t), a félkeriilet (s) és az oldalak (a, b, ¢) pozitivak, mivel az elfajul6 esetektdl
eltekintiink. A négyzetgyok alatti harom zardjeles tényez6bdl vagy valamelyik kett6é negativ, vagy
mindegyik pozitiv. Az el6bbi esetben azonban ellentmondasra jutunk. Ezért:

s—a>0, s—b>0, s—c>0 (5
kell legyen. Ez azonban megegyezik a haromszog-egyenlétlenséggel, hiszen (5)-bdl rendre

kapjuk:

E. 1(3) b+c>a, a+c>b, a+b>c. (6)

37. Sikgorbe egyenlete, a fiiggvény gorbéje

A koordinata-rendszerben az egyeneshez hasonléan kort, parabolat, ellipszist, hiperbolat stb.
is vizsgdlhatunk. Egy megadott sikgorbéhez kereshetiink olyan egyenletet, melyet a megadott
sikgorbe pontjainak és csak a megadott sikgorbe pontjainak koordinatdi elégitenek ki. Egy sikgorbe
egyenletének keresésekor a sikgorbét meghatdrozd paraméterek és a sikgorbe futdpontjdnak x, y
koordinatai kozott kell kapcesolatot keresniink. Ez a kapcsolat vezet el a sikgorbe egyenletéhez.
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Es forditva, ha ismeriink egy egyenletet, és meg tudjuk mondani, melyek lesznek a paraméterek
és melyek a futépont koordindtai, akkor felrajzolhatjuk az egyenletnek megfelel6 sikgorbét. Ezt
a sikgorbét fiiggvényekre bonthatjuk, és ezutdn fliggvény(ek) gorbéjérdl beszélhetiink. Ha a
sikgorbéhez kerestiik az egyenletet, akkor azt a stkgorbe paraméteres egyenletének nevezziik.
Példaul egy origé kozéppontt ellipszis esetén:

x2 y2
;+§—1=0, (1)

ahol x, y a futépont-koordinatdk, a, b az ellipszis féltengelyei, paraméterei. Ezt az ellipszist két
fliggvényre lehet bontani:

2
y(x) = (1—%) b2, @

2
y(x)=— (1— %) b2, 3)
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A haromszog meghatarozasanak kiilonb6zo6
esetei

A tovdbbiakban, ha mdst nem mondunk, a kiinduld adatok pogzitiv valés szdmok.
A szogek pedig: 0° < a,f,y <180°¢és a+ 3 +y = 180°.

1. Harom oldal (egyértelmi)

(a, b, C) =a, ﬁ, 18 k: t; mg,my,me,S,, Sp, sc’fa’fb’ fc’fak’ fbk’ fck’R’ I, rg, I'p,s rc’RF

Legyen adott egy altalanos hdromszég harom oldala (a, b, c), és legyen barmelyik kett6 Osszege
nagyobb a harmadikndl (hdromszog-egyenlétlenség). Szamitsuk ki a tobbi adatat (1-1. dbra).

1-1. 4bra

Ha ugyanaz a A\, de mds a jelolés, mint ami az 1-1. dbrdn ldthatd, a feladatot az adatok permutdld-
saval kell értelemszertien dtalakitani (1-2. dbra).
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62 A hdromsz6g meghatdrozdsdnak kiilonbozo esetei

A B C
B a C C b A A C B
1-2. 4dbra

Megoldas:

A bels6 szogek kiszdmitdsdra hasznaljuk a koszinusztételt:

E. 12(14) a’>=b?+c%>—2bc-cosa, @)
E. 12(14) b% = a®+c*—2ac - cos 3, (2
E. 12(14) c?=a?*+b%*—2ab - cosy. (3)

Atrendezés utan pedig:

b2 + 2 — g2
. = arccos pre—a , 0°<a<180°, (@)
2bc
242 p2
p =arccos(L), 0° < B <180°, 5
2ac
24 p2_ 2
y =arccos e , 0°<vy<180°. (6)
2ab
A harmadik szog kiszamitdsa torténhet a sz0gosszegbdl is, hiszen a + 8 + y = 180°. (7)
A keriilet, illetve a félkertilet:
+b+
k=a+b+c, s=¥. 8)
A tertilet:
E. 36(4) t =+/s(s—a)(s—b)(s—c), Héron-képlet. ©
A magassagok:
2t
m,=—, (10)
a
2t
= — 11
mb b ) ( )
2t
m,=—. (12)
c

A stlyvonalak hossza:

_ V/2c24+2b2—a?

E. 24(8) Sa : , (13)
2a2 2¢c2 — b2

E. 24(8) 5, = Y24 +2° b (14)

E. 24(8) 5, = Y207 +22a2_62, (15)
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1. Hdrom oldal 63
A bels6 szogfelez6k hossza:
a2
E. 29(3) fa= \ bc- (1— T +c)2)’ (16)
b2
E. 29(3) fy = \ ac- (1 e C)z), 17)
2
E. 29(3) fc:\ab‘(l_( j—b)2)' (18)
a
A kiils6 szogfelezék hossza:
a2
E. 31(3) fak:\ bc'((b—c)z_l) b #c, (19)
b2
E. 31(3) fbk:\ac'((a—c)z_l) a#c, (20)
2
E. 31(3) fo=Alab-| ——— 1 a#b. 21)
\ " \@=pr
A koriilirt kor sugara:
E. 11(17) R= c;_btc. (22)
A beirt kor (belsé érint6kor) sugara:
t
E. 32(4) r= ; (23)
A hozzairt korok (kiilsé érint6korok) sugarai:
t
E. 34(3) fo= ") (24)
t
E. 34(3) rb = s — b: (25)
E. 34(3) ro=—t (26)
s—c¢
A Feuerbach-féle kor (Euler-féle kor, ,kilenc pontu koér”) sugara:
R
RF = E. (27)

A hdromszig-egyenlitlenség teljesiilése a megoldds sziikséges és elégséges feltétele.

Ha van megoldds, akkor csak egy van. A feladat megolddsa egyértelmdi.
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64 A hdromsz6g meghatdrozdsdnak kiilonbozo esetei

A koncepcid az elkévetkezendd feladatokndl az, hogy toreksziink a hdrom oldal kiszdmitdsdra, majd
ezekbdl az itt megismert titon szdmolhatjuk a hdromszdg tobbi adatdt.

A cimben pedig fel fogjuk tiintetni zardjelben, ha a feladat megoldasa egyértelm, és kiemelten
minden alkalommal egy lehetséges adatfelvételt.

2. Két oldal és a kozbezart szog (egyértelmii) (a,b,7)

Rajzoljunk fel egy ABC altaldnos haromszoget, és jeloljiik a valasztott adatokat (2-1. abra).

A harmadik oldal kiszamitdsara (most c) hasznaljuk a koszinusztételt, amely minden haromszogben
érvényes:

E. 12(22) ¢ =+/a2+ b2—2ab-cos Y. (D

2-1. abra

Mindig van egy megoldds. A feladat megolddsa egyértelmdi.

Most hdrom oldal (a, b, c) (1=f)> a tébbi adat.
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3. Két oldal és a nagyobbikkal szemben levd sz0g 65

3. Két oldal és a nagyobbikkal szemben lev6 szog (a<b,p)
(egyértelmii)

Rajzoljunk fel egy ilyen ABC hdromszaoget, és jeldljiik a vdlasztott adatokat (3-1. dbra).

frjuk fol a szinusztételt az ABC haromszogben:

& E. 11(12) sina = a'sgnﬁ. (1)
Mivel
c b E. 2(3) a<b & a<f = a<90°, (2)
J ezért
/
B Y a = arcsin (a -sinfy ) < 90°, 3)
y =180°—(a+ f3). (4)
3-1. abra
A hidnyz6 c¢ oldal ezutdn a koszinusztétellel szamolhaté:
E. 12(22) ¢ =+/a?+b2—2ab-cosy. (5)

Mindig van egy megoldds. A feladat megolddsa egyértelml.

Most hdrom oldal (a,b,c) (1=f)> a tobbi adat.
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66 A hdromsz6g meghatdrozdsdnak kiilonbozo esetei

4. Két egyenlo oldal és az alapon fekvo egyik szog (a=0b,p)
(egyértelmii)

Rajzoljunk fel egy ilyen ABC hdromszoget, és jeloljiik a vdlasztott adatokat (4-1. dbra).

Mivel az alapon fekvé két szogre igaz, hogy

E.2(D) a=b & a= <90°, (D
ezért

B < 90° a megoldds sziikséges és elégséges feltétele.

Ezutdn:
a=p, (2)
vy =180°—(a+ ) =180°—2f, 3)
4-1. dbra és
[ c =2a-cosf. 4

Ha van megoldds, akkor csak egy van. A feladat megolddsa egyértelmil.

Most hdrom oldal (a, b, c) (1=f)> a tobbi adat.

5. Két oldal és a kisebbikkel szemben lev6 szog (a>b,p)

Rajzoljunk fel egy ilyen ABC hdromszadget, és jeldljiik a vdlasztott adatokat (5-1. dbra).

E.2(4) a>bs180°—f>a> = <90°, @)

vagyis 3 < 90° kell legyen, ami a megoldds sziikséges feltétele.

frjuk fol a szinusztételt az ABC haromszdégben,
és fejezziik ki sin a-t:

sina a

E. 11(12) sin = E’ (2)
sina = a-s;nﬁ 3)

Most a jobb oldalon minden ismert, keressiik
a-t.

5-1. dbra
A kovetkez esetek fordulhatnak elé:

* b<aésf >90° esetén nincs megoldds.
a-sinf

* b <a-sin 3, atalakitds utan =sina > 1, nincs megoldas.
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6. Egy oldal és két szog 67

. 7 Vs 7 4 a
1. b =a-sinf, atalakitas utan

=sina=1= a =90° ekkor egy megoldas van, és a

hdromszog derékszog.

a-sin
2. b > a-sinf}, de b < a, atalakitas utan
(5-1. abra), (5-2. abra):

= sina < 1, ekkor két megoldas van

. (a-sinf .
\ __a-sin a, = arcsin < 90°,
;’/ 1800—(1%\ \ sina = b
\“ 1 “\ a2 == 1800_ al > 900.
-1 0 1
5-2. &bra
A folytatds minden esetben a y szog kiszdmitdsaval torténik:
y =180°—(a + fB). 4)
Derékszogli lehet még y; = 90° esetén is.
A hidnyzé c oldal ezutdn a koszinusztétellel szamolhato:
E. 12(22) [ ¢ =+/a?+ b2 —2ab - cosy. (5)

A megolddsok szdma 0, 1 vagy 2 lehet.
(1)
Most hdrom oldal (a, b,c) = a tobbi adat.

Megjegyzés: A 3., 4. és 5. feladatok mindegyikénél a haromszoget meghatdrozé harom adat
a, b, B volt. Latszik, hogy nemcsak a haromszogek milyensége (hegyesszogli, derékszogii,
tompaszogl, altalanos, egyenld szard, egyenl6 oldalt), hanem a megoldasok szama is az induld
adatok folvételétdl fiigg.

6. Egy oldal és két szog (egyértelmi) (c,;a,p)

Most a+ 3 < 180° a megoldds sziikséges és elégséges feltétele, és

y =180°—(a + f). (D

A hidnyz6 a és b oldal ezutdn a szinusztétellel szdmolhato:

sina
a=— -C,
sin
E. 11(12) sin}; (2)
b=——-c.
siny
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68 A hdromsz6g meghatdrozdsdnak kiilonbozo esetei

Ha van megoldds, akkor csak egy van. A feladat megolddsa egyértelmil.

Most hdrom oldal (a, b, c) g; a tobbi adat.

El6fordul, hogy az adatok felvétele utan valamelyik magassdgra vagyunk kivancsiak. Jeloljiik a
keresett magassagot m, -vel (6-1. dbra).

1. példa:

Szamitsuk ki a 6-1. dbrdn lathat6 folyd szélességét. Els6 1épésben keressiink egy fix pontot a foly6
tulso partjan, pl. egy flizfat, jeloljiik C-vel. Ezutdn az A, majd a B ponton elhelyezkedve mérjiik
meg a c¢ tavolsagot, illetve az a, 8 szogeket teodolittal gy, hogy 0° < a < 90°, 0° < fB < 90°
legyen.

Teodolit: Fligg6leges vagy vizszintes szogek mérésére alkalmas optikai foldmér6 miszer.

flizfa
C
Ekkor:
mC mC
tga = —<, tgf = ,
folyé m, & X &b c—X
X =m,-ctga, c—x=m,-ctgf,
a /B c—m.-ctga=m,-ctgf,
A B c=m.-ctga+m,-ctgff =m,-(ctga+ctgf).
x
c
6-1. dbra
c

Me = ctga+ctgff’ &)

2. példa:

Szamitsuk ki a 6-2. dbran lathaté vizesarok tulsé partjan 1évo varfal magassagat. Els6 1épésben
helyezkedjiink el A, majd B ponton, mérjiik meg c tavolsagot és a, 3 szogeket teodolittal. A feladat
most is ugyanaz, m, kiszamitdsa. Mivel az indulé adatok ugyanazok, egy oldal és a rajta fekvo
két szog, m, képlete megegyezik (3)-mal. Még meg kell mutatnunk, hogy 90° < 8 < 180°—a,
ezért ctg B < 0 ellenére (3) nevezdjének elbjele pozitiv marad:

C
—90°>—f >—180°+a,  [+180°
varfa 90°>180°—f > a,
m, 0°< a < 180°—f < 90°,
a P E.10-4. 0<ctg(180°—f) < ctga < +00,
A c B B
vizesarok E. 9(5). 0<—ctgf <ctga < +00,
X ctga+ctgff > 0.
6-2. abra
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7. Két oldal Osszege és két sz0g 69

Megjegyzés:

Ha a =90°, vagy 8 = 90° (ez kiilon-kiilon el6fordulhat, pl. a 6-1. dbrandl), (3)-as képlet akkor
sem valtozik, ugyanis, pl. f = 90° esetén:

OO
ctgf =ctg90° = C?SQ =0, m.,=c-tga. 4)
sin 90°

Az a és 3 egyszerre nem lesz 90°, ugyanis a szogosszeg 180° miatt o + 3 < 180° kell legyen.

7. Két oldal 6sszege és két szog (egyértelmii) (a+b,a,p)

Most o+ f3 < 180° a megoldds sziikséges és elégséges feltétele, és

y =180°—(a+ ). (1)

Induljunk el a szinusztételbol:

E. 11(12 a___o _shae @)
-11312) b (a+b)—a sinf’
Atalakitds utan:
a-sinf3 +a-sina=(a+b)-sina, 3)
a-(sina+sinf)=(a+b)-sina, 4
sina
=————-(a+Db). 5
¢ sina + sin 3 (a+Db) (°)
A b oldal (a + b)-bdl, a ¢ oldal ezutan a koszinusztétellel szamolhatd:
b=(a+b)—a,
(6)
E. 12(22) ¢ =+/a?+b2—2ab-cosy.

Ha van megoldds, akkor csak egy van. A feladat megolddsa egyértelmil.

£
Most hdrom oldal (a, b, c) g a tobbi adat.
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70 A hdromsz6g meghatdrozdsdnak kiilonbozo esetei

8. Két oldal kiilonbsége és két szog (egyértelmii)

(a—b,a,p)

Mosta—b>0,a—f3 >0vagya—b <0,a—f3 <0, és mindkét esetben a + 3 < 180°

a megoldds sziikséges és elégséges feltétele.
y =180°—(a+ f3).

Induljunk el a szinusztételbol:

| 2

_ a __sina
b a—(a—b) sinf’

E. 11(12)

Atalakitds utan:
a-sina—a-sinf =(a—>b)-sina,

a-(sina—sinf) =(a—b)-sina,

E. 4(2), E. 4(4) a=—22%  (q_p).
sina —sin 3

(D)

(2)

(3)
4)

(5)

e Haoa—b =0¢és a=Lf < 90° ekkor a hdaromszog egyenld szaru (esetlegesen egyenl6
oldalt), de ebbdl nincs egyértelmii megoldas, mert nincs harom fiiggetlen adat.

e Mas esetben ellentmondd, nincs megoldas.

A b oldal (a — b)-bél, a ¢ oldal ezutan a koszinusgtétellel szamolhato:

b=a—(a—>b),
E. 12(22) ¢ =+/a%+b2—2ab-cosy.

Ha van megoldds, akkor csak egy van. A feladat megolddsa egyértelmil.

Most hdrom oldal (a, b, c) g a tobbi adat.

9. Két oldal és a veliik szemben 1év6 szogek Osszege
(egyértelmii)

Most a+ 3 < 180° a megoldds sziikséges és elégséges feltétele, és

y =180°— (a + f).

A hidnyzé c oldal ezutdn a koszinusztétellel szamolhatd:

E. 12(22) [ ¢ =+/a%+b2—2ab-cosy.

Ha van megoldds, akkor csak egy van. A feladat megolddsa egyértelmil.

£
Most hdrom oldal (a, b, c) (12; a tobbi adat.
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10. Két oldal és a veliik szemben lévé szogek kiilonbsége 71

10. Két oldal és a veliik szemben 1év0 szogek kiilonbsége (a,b,a—p3)
(egyértelmii)
y
y=1tgx Induljunk el a tangenstételbol:
| x a —_—
n n — g
-5 /10 3 E. 13(6) a-b_* 3 (1)
a+b e +p
§72
Ebben csak a + f3 ismeretlen, keressiik a-t:

10-1. abra
+ b - +
¢ ﬂ=arctg(a+ -tga /3), O°<u<90°, 2)
a—>b 2 2
+ —_
_atp a—p
2 2
a+b a—[o’) a—p
= t -t + . 3
a arcg(a_b g 2 2 3

1. Haa—b <0, akkor —90° < % < 0° kell legyen.

2. Haa—b > 0, akkor 0° < % < 90° kell legyen.

e Haa=0b, és a—f3 =0, ekkor a hdromszog egyenlé szaru (esetlegesen egyenld oldald), de
ebbdl nincs egyértelm(i megoldas, mert nincs harom fiiggetlen adat.

e Mads esetben ellentmondd, nincs megoldas.

1. vagy 2. teljesiilése a megoldds sziikséges és elégséges feltétele.

B=a—(a—p), (4)
y =180°—(a + f3).

A hidnyz6 c oldal ezutdn a koszinusztétellel szamolhato:

E. 12(22) ¢ =+/a%+b2—2ab-cosy. (5)

Ha van megoldds, akkor csak egy van. A feladat megolddsa egyértelm.
(1.£)
Most hdrom oldal (a, b,c) = a tobbi adat.
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72 A hdromsz6g meghatdrozdsdnak kiilonbozo esetei

11. Két oldal aranya, a harmadik oldal és a szemben (a/b,c,a—f)
1év6 szogek kiilonbsége (egyértelmi)

Induljunk el a tangenstételbol:

b By g
E. 13(6) o2 1
) a+b a+p
tg
2
Osszuk el a bal oldali tort szamlaldjat és nevezéjét b-vel:
a_ 1 tga —p
st o
—+1
b tg 2
Ebben csak a + f3 ismeretlen, keressiik a-t:
241
+ — +
¢ ﬁzarctg 2 -tgazl5 , O°<¥<90°, 3)
——1
b
g2 +p L a= p ,
2 2
—+1
b a— a—p
= arct ‘t + : 4
a = arctg a_ . g 2 2 4)
b
a a—pf
1. Ha 3 1 < 0, akkor —90° < —5 < 0° kell legyen.

2. Ha % — 1> 0, akkor 0° < % < 90° kell legyen.

o Ha 2 = 1, és a— 3 = 0, ekkor a haromszog egyenld szaru (esetlegesen egyenl6 oldald), de

ebbdl nincs egyértelml megoldas, mert nincs hdrom filiggetlen adat.

e Mais esetben ellentmondd, nincs megoldas.

1. vagy 2. teljesiilése a megoldds sziikséges és elégséges feltétele.

B=a—(a—p), (5)
y =180°—(a+ f).

A b oldal a szinusztétellel, majd ezutdn az a oldal (a/b)-bdl szamolhatd:

E. 11(12) b= Si_nﬁ c,
Sln'}’ (6)

~(2)

© Hompola Istvan, Typotex, Budapest, 2026



12. A keriilet és két sz0g 73

Ha van megoldds, akkor csak egy van. A feladat megolddsa egyértelmil.

£
Most hdrom oldal (a, b, c) g a tobbi adat.

12. A Kkeriilet és két szog (egyértelmit) (k,a,p)

Most a+ 3 < 180° a megoldds sziikséges és elégséges feltétele, és

y =180°—(a + p). (D
Induljunk el a szinusztételbol:
b . .
E. 11(12) b_sinf £ 2T 2)
a sina a sina
b c
k=a+b+c=a+|— -a+(—)-a. 3)
a a
(3)-ba vald behelyettesités utan:
k:a+SI_nﬂ-a+S,mY-a, 4)
sina sina
k:a-(1+ﬂ+ﬂ), 5)
sina  sina
k:a.(sina+s%n/3+siny)’ ©)
sina
sina
= k. 7
. sina+sinf3 +siny )
A hidnyz6 b és ¢ oldal ezutdn a szinusztétellel szamolhaté:
b= si.n/S @
E. 11(12) siha (8)
siny
c =
sina

Mivel a, 8 adott, v pedig kiszamithato, ezért a, 3, y ismert, igy hasonlé hdromszogek végtelen
halmazabdl kell majd kivalasztanunk azt az egyet, amelyiknek a keriilete k. Ilyen haromszog
mindig lesz, és mindig csak egy, ezért a feladat megolddsa egyértelmil.

£
Most hdrom oldal (a, b, c) (12; a tobbi adat.
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74 A hdromsz6g meghatdrozdsdnak kiilonbozo esetei

13. A teriilet és két szog (egyértelmii) (t,a,p)

Most o + 3 < 180° a megoldds sziikséges és elégséges feltétele, és

y =180°—(a+ ). (1)

Induljunk el a trigonometrikus teriiletképletbdl:

1 1
E. 11(15) t:§-a-ma:§-a-b-siny. 2)
Ha y tompaszog:
E. 9(2) siny = sin(180°—1). (3)
Alakitsuk at (2)-t:
1 b
t=—-a-(—)-a-siny. 4
2 a
frjuk fol a szinusztételt:
b .
E. 11(12) b_sinp (5)
a sina
(4)-be val6 behelyettesités utan:
1 .
t:—-az-s%nﬁ -siny, (6)
2 sina
a= ‘/ 26— (7)
sinf3 -siny
A hidnyz6 b és ¢ oldal ezutdn a szinusztétellel szamolhaté:
b— s%n/j ‘@
sina
E. 11(12) o siny (8)
~ sina

Mivel a, B adott, y pedig kiszamithato, ezért a, 3, y ismert, igy hasonlé haromszogek végtelen
halmazdbdl kell majd kivdlasztanunk azt az egyet, amelyiknek a teriilete t. Ilyen hdromszog
mindig lesz, és mindig csak egy, ezért a feladat megolddsa egyértelmil.

Most hdrom oldal (a, b, c) g a tobbi adat.
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14. Egy magassdg és két szog 75

14. Egy magassag és két szog (egyértelm) (m,a,p)

Rajzoljunk fel egy ABC altaldnos haromszoget, és jeloljiik a valasztott adatokat (14-1. abra).

Most a+ 3 < 180° a megoldds sziikséges és elégséges feltétele, és

y =180°—(a + f). (D

Ha a vagy B koziil valamelyik derékszog (90°)
vagy tompaszog, példaul a 3, akkor:

E. 9(2) sinf3 =sin(180°— f3).

14-1. 4bra

Irjuk fel a trigonometrikus magassdgképletet az a majd a b oldalra:

mC
a=——-,
sin f3 2)
mC
b=—.
sina
A hidnyz6 c oldal ezutdn a koszinusztétellel szdmolhato:
E. 12(22) ¢ =+/a%+b2—2ab-cosy. (3)

Mivel a,  adott, y pedig kiszamithatd, ezért a, 3,y ismert, igy hasonlé hdromszogek végtelen
halmazabdl kell majd kivdlasztanunk azt az egyet, amelyiknek adott a magassaga, most m,. Ilyen
haromszog mindig lesz, és mindig csak egy, ezért a feladat megolddsa egyértelmil.

af.
Most hdrom oldal (a, b, c) 1=; a tobbi adat.

15. Egy sulyvonal és két szog (egyértelmii) (sc,a, fB)

Rajzoljunk fel egy ABC altaldnos haromszoget, és jeloljiik a valasztott adatokat (15-1. &bra).

Most a+ 3 < 180° a megoldds sziikséges és elégséges feltétele, és

y =180°—(a+ ). (D
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76 A hdromsz6g meghatdrozdsdnak kiilonbozo esetei

Tiikrozziik az ABC hiromszoget az AB oldal D felezpontjara:

CE = 2s,. (2)

15-1. 4bra

frjuk fel a koszinusztételt az ACE haromszdgben a 2s, oldalra:

E. 12(14) (25.)* = a® 4+ b%>—2ab - cos(a + p), (3)
= s%nﬁ , (ismert), 4)
sina
E. 11(12) p=P g (5)
sina
4s>=a’*+q*-a*—2a-q-a-cos(a+p), (6)
452 =a?-(1+q*—2q-cos(a+p)). (7

Fejezziik ki a®-et, majd négyzetgydkvonas utdn kapjuk a-t:

2s.

a= . (8)
V1+q2—2q-cos(a+p)
[ b:S{nﬁ-azq-a- ] 9)
sina
A hidnyzd c oldal ezutdn a koszinusztétellel szamolhatd:
E. 12(22) [ ¢ =+/a?+ b2 —2ab - cosy. ] (10)

Mivel a, B adott, y pedig kiszamithatd, ezért a, 3,y ismert, igy hasonlé haromszogek végtelen
halmazabdl kell majd kivalasztanunk azt az egyet, amelyiknek adott a silyvonala, most s,. Ilyen
haromszog mindig lesz, és mindig csak egy, ezért a feladat megolddsa egyértelmil.

£
Most hdrom oldal (a, b, c) (12; a tobbi adat.
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16. Egy belso6 szogfelezo és két szog (egyértelmii)

(fe,a,B)

Rajzoljunk fel egy ABC altaldnos haromszoget, és jeloljiik a valasztott adatokat (16-1. dbra).

Most a+ 3 < 180° a megoldds sziikséges és elégséges feltétele, és

y =180°—(a + ). (1)
Irjuk fol a szinusztételt a BCD haromszogben:
Je _ - =— @
B sinfB - sin (180°—(B+1L)) sin(B+1)
16-1. 4bra Ebben csak az a oldal az ismeretlen, keressiik a-t:
. Y)
+ —_
E. 11(12) o (ﬁ 2 (3)
a=———""T"=-f.
sin 3
Most irjuk fol a szinusztételt az ACD haromszogben:
E. 11(12) sin (‘H g) 4)
’ b=———==.f1.
sina
A hidnyz6 c¢ oldal ezutdn a koszinusztétellel szamolhaté:
E. 12(22) [ ¢ =+/a?+ b2 —2ab - cosy. ] (5)

Mivel a, 8 adott, v pedig kiszamithato, ezért a, 3, y ismert, igy hasonlé hdromszogek végtelen
halmazabdl kell majd kivdlasztanunk azt az egyet, amelyiknek adott a bels6 szogfelezdje, most f..
Ilyen haromszog mindig lesz, és mindig csak egy, ezért a feladat megolddsa egyértelmtl.

af.
Most hdrom oldal (a, b, c) 12; a tobbi adat.

17. Egy kiilsé6 szogfelezo6 és két szog (egyértelmii)

Rajzoljunk fel egy ABC hdromszoget Ugy, hogy:

E. 2(4) a>b < 180°—f>a>p = [ <90°
és jeloljiik a vdlasztott adatokat (17-1. dbra).

Most a + f3 < 180° és a # 3 a megoldds sziikséges és elégséges feltétele.
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17-1. &bra
A szogeket konnyen kiszamolhatjuk:
Y =180°—(a+ p), (2)
20 =180°—y =a+f3,
_a+f
()0 - 2 )
a —
y=180—(p+y+9)="L ®
[rjuk fol a szinusztételt a BCD haromszogben:
a siny
— = . 4
E. 11(12) 7T sinp (4)
Ebben csak az a oldal az ismeretlen, rendezziik a-ra:
sin ¢ ; P
=—fu. 5
¢ sin 3 fa (%)
A hidnyzdé b és c oldal ezutan a szinusztétellel szamolhatd:
b — s%n/& @
E. 11(12) S a (6)
siny
c=——-a
sina

Mivel a, 8 adott, y pedig kiszamithatd, ezért a, 3,y ismert, igy hasonlé hdromszogek végtelen
halmazabdl kell majd kivalasztanunk azt az egyet, amelyiknek adott a kiilsé szogfelezbje, most
fex- Ilyen hdromszog mindig lesz, és mindig csak egy, ezért a feladat megolddsa egyértelmil.

Megjegyzés: Az a < b esetén (lasd E. 2(3)-at) helyet cserél a (3), (4), (5) és (6) egyenletekben
a a b-vel és a a fB-val.

£
Most hdrom oldal (a, b, c) (12; a tobbi adat.
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18. A koriilirt kor sugara és két szog (egyértelmii) (R,a, )

Rajzoljunk fel egy ABC altalanos haromszoget, és jeloljiik a valasztott adatokat (E. 11-3-1. dbra).

Most a+ 3 < 180° a megoldds sziikséges és elégséges feltétele, és

y =180°—(a + f). (D
Els6 megoldas (szinusszal)
E. 11(9) a=2R-sina,
E. 11(10) b=2R-sinf3, 2
E.11(11) ¢ =2R-siny.

Masodik megoldas (koszinusztétellel)

E. 12(14) a>=R*+R*—2-R-R-cos2a, (3)
a? = 2R* —2R? - cos 2a. 4

Kiemelés a jobb oldalon, majd négyzetgyokvonas utdn kapjuk a-t, és hasonlé gondolatmenettel
b-t és c-t:

a =R\/2-(1—c052a),
b=R4/2-(1—cos2p), (5)
¢ =R4/2-(1—cos2y).

Mivel a, B adott, v pedig kiszdmithato, ezért a, 3, y ismert, igy hasonlé hdromszogek végtelen
halmazabdl kell majd kivdlasztanunk azt az egyet, amelyiknél a koriilirt kor sugara R. Ilyen
haromszog mindig lesz, és mindig csak egy, ezért a feladat megolddsa egyértelmil.

Most hdrom oldal (a, b, c) (1=ﬂ> a tobbi adat.
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19. A beirt kor sugara és két szog (egyértelmii) (r,a,p)

Rajzoljunk fel egy ABC altaldnos haromszoget, és jeloljiik a valasztott adatokat (19-1. abra).

Most a+ 3 < 180° a megoldds sziikséges és elégséges feltétele, és

y =180°—(a + f). (D

A szogek és r ismeretében a kovetkezdket irhatjuk:

a

tg——r' c,=r-ctg— 2
gz_ca’ @ 8

[§; r [§;
tg—=—; =r-ctg—. 3
g2 Cﬁ Cﬁ r g2 ()

19-1. abra

A (2) és (3) Osszeadasa, majd kiemelés utdn kapjuk c-t, és hasonlé gondolatmenettel b-t és a-t:

B Y)
=r-|ctg=+ctg= |,
a=r (cg2 ctg -
Y a
b= -(t —+ct —), 4
ro\ctgy tetg s €))
c=r (ct et E)
S\ T Ty )

Mivel a, 8 adott, v pedig kiszdmithato, ezért a, 3, y ismert, igy hasonlé hdromszogek végtelen
halmazabdl kell majd kivdlasztanunk azt az egyet, amelyiknél a beirt kor sugara r. Ilyen harom-
sz0g mindig lesz, és mindig csak egy, ezért a feladat megolddsa egyértelmdl.

Most hdrom oldal (a, b, c) (1=ﬂ> a tobbi adat.
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20. Egy hozzairt kor sugara és két szog (egyértelmii) (re,a,p)

Rajzoljunk fel egy ABC altaldnos haromszoget, és jeloljiik a valasztott adatokat (20-1. dbra).

Most a+ 3 < 180° a megoldds sziikséges és elégséges feltétele, és

y =180°—(a + f). (D

Vegyiik észre, hogy

PCOX =PQCK=7v/2 és (2)
PBOX = PQBX = f3/2 (3)

merdleges szdru szogek, és mivel
mindkét par mindkét szoge kisebb
90°-ndl, ezért paronként egyen-
16k.

20-1. abra

Az a oldalt a BPQ és CPQ derékszogli haromszogekbdl szamolhatjuk:

B Y
=7, tg=+r,-tgL, 4
Q=r, 185+ 185 4
: Y)
=r,-|tg=+tg—- |. S
a=ry (32 g2 (5)

A hidnyzo b és c oldal ezutdn a szinusztétellel szdmolhato:

- sin f3
E. 11(12) :E;‘ (6)
€= sina '

Mivel a, 8 adott, v pedig kiszamithato, ezért a, 3, y ismert, igy hasonlé haromszogek végtelen
halmazabdl kell majd kivalasztanunk azt az egyet, amelyiknél adott a hozzairt kér sugara, most
r,. llyen hdromszog mindig lesz, és mindig csak egy, ezért a feladat megolddsa egyértelmdl.

Most hdrom oldal (a, b,c) g; a tobbi adat.
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21. A harom magassag (egyértelmi)

(ma7 mb) mc)

Rajzoljunk fel egy ABC altaldnos haromszoget, és jeloljiik a valasztott adatokat (21-1. abra).

Teljestilnie kell a magassdgokra vonatkozd egyenlétlenségnek, ami a megoldds sziikséges és elégséges

feltétele. Lasd E. 5(3)-at. Induljunk el a teriilet harom képletébdl:

t_a-ma b-m, c-
=— = =
mC
a=—-c=Xx-¢,
m(l
m
b=—-c=y-c.
my,
A c B
21-1. 4bra

A koszinusgtételek (lasd E. 12(14)-et) az a, b, ¢ oldalakra:

x2c?=y?.c*+c*—2yc-c-cosa,
y2-c2=x%-c*+c*—2xc-c-cosp,

c2=x%-c*+y* c*—2xc-yc-cosy.
Végigosztva ezeket c2-tel:

x*=y*+1—2y-cosa,
¥y =x*+1—2x-cosf,
1=x*+y*—2xy-cosy.

m

C mC

X=—; y=—; (ismert),
mg, my
(—x2+y2+1)
a = arccos| ———— |,
2y
2 2
xc—y*+1
p= arccos(#),
2x
(x2+y2—1)
y = arccos| ———— |.
2xy
m m
a=—%, b=—2%, c=-—1.
sin 3 siny sina

Ha van megoldds, akkor csak egy van. A feladat megolddsa egyértelmil.

£
Most hdrom oldal (a, b,c) (12; a tobbi adat.
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22. A harom sulyvonal (egyértelmi) (Sa>Sp>Sc)

Rajzoljunk fel egy ABC altaldnos haromszoget, és jeloljiik a valasztott adatokat (22-1. dbra).

A hdromszdg bdrmely két stilyvonaldnak sszege nagyobb kell legyen a harmadikndl, ami a megoldds
sziikséges és elégséges feltétele. Lasd E. 6(3)-at.

Induljunk el a sulyvonalak képleteibdl, 1dsd E. 24(8)-at, és alakitsuk at 6ket:

C
V2c2 +2b2 —qa?
Sq = 5 , (1)
Vv2a%+2c2— b2
b a Sp= 5 5 (2)
V2b2 +2a%2—¢?
s = -, 3)
5 2
3% 45> = 2c* + 2b* — a?, 4
A c B 4s? = 2a* + 2¢*> — b?, (5)
22-1. 4bra 45> = 2b* +2a* — . (6)

Most alkalmazzuk ezeket az 6sszefiiggéseket a BSC, ASC és ASB haromszogekre:
2 2 2 )
4(5—‘1) =2-(—sb) +2-(—sc) —a? (7)
3 3 3
2 2 Y\ 2 Y\
4-(S—b) =2-(—sc) +2-(—sa) — b2 (8)
3 3 3
2 2 ) 2
4(5—0) =2-(—sa) +2-(—sb) —c2. 9)
3 3 3

Az oldalak négyzetének kifejezése, majd a négyzetgyokvondas utan kapjuk a-t, b-t és c-t:

2 2 __ 2
1/2517 + 252 —s2,

Q
Il

(10)

o

a

2
\/25?1 + 2s;, —scz.

Cc =

S§
I
WIN wiN wiN
®)
1%
N
+
)
1%
N
|
%)
\.N

\

Ha van megoldds, akkor csak egy van. A feladat megolddsa egyértelmil.

Most hdrom oldal (a, b, c) g a tobbi adat.
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23. A harom hozzairt kor sugara (egyértelm) (re,rp,re)

Rajzoljunk fel egy ABC altaldnos haromszoget, és jeloljiik a valasztott adatokat (23-1. dbra).
A hdrom hogzzdirt kér sugara (r,, 1}, 1.) szabadon felveheté. Lasd E. 22(1)-et.

Induljunk el a hozzairt korok sugarainak képleteibdl (1), és fejezziik ki az oldalakat, (2):

E. 34(3) ra:S_a: rb:s_b: rc:;: (1)
t t t

a=s——, b=s——, c=s——. (2)
I'q 'y e

rC
{,
23-1. abra
t3 s-t3 s-t3
T e G =—b)s—0) sG—a)—b)s—c) 2 ° (3)
E. 32(4) t=r-s felhaszndaldsaval 4
ra'rb'rc:r'szz (5)
1
S= Y[ TgTpTe" =, (6)
r
1 1 1 1
E. 7(1) —+ — + — =— felhasznalasaval (7)
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1 1 1
S=y[TaTo T\ -+t -+ ) (8)
I'q Ty e
S = Tyl + 1T+ 1,1y, )]
S P
Fg Tp T.=5"t, t= a_b ¢ , (10)
VTl +Tor + 1,1
t Iy T Tpbl +Tgle + Ty, — T
Aa=s——=4/1yr Frr.+r,,— b_¢ _ Lofe FTale ¥ Tal /H‘C/’ (11)
T'a VTl FTore+ 1,1 VTl FTor + 1,1
t Tg*T Fple + Tl + 1,7y — T
b=s——=rr.+r.+r,,— L _ DoTe* Tae ¥ Tal /[PC/, (12)
p VTl + 1ol + 1,1 VTple+ 1ol + 1.1
t rq'T Pple +Tole+ TPy — T
C=s—— =41yl + 1, +1,7,— — _ DoletTale ¥ Tafh /Pg, (13)
Ie Tyl Fror + 1,1y Tyl Frar + 1,1y
g Tale + 14T ’
Tyl F 1o+ 1,1y
rple + 1,1
b: b'c a'b , (14)
Tyl F1or + 1,1y
rple +1gle
c= .
Tyl F Tl + 1,1y

Har,=r, =r., akkor a = b = ¢, a haromszog egyenl6 oldald, lasd (1)-et és (14)-et, és

2r? 1

a= =2-—1,=2-1tg30°-1,.

A (14) eredmények felhasznalasaval bizonyithatd, hogy r,, r;, . felvételétdl fiiggetlentil teljesiil
a hdromszog-egyenlitlenség is.

A megolddsok szdma mindig 1. A feladat megolddsa egyértelmdl.

Most hdrom oldal (a, b, c) g a tobbi adat.
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24. Két oldal és a teriilet (b,c,t)

Rajzoljunk fel egy ABC altaldnos haromszoget, és jeloljiik a valasztott adatokat (24-1. abra).

Induljuk el a trigonometrikus tertiletképletbdl, 1asd (1)-et, fejezziik ki sin a-t, 1dsd (2)-t, és vizsgaljuk
meg a lehetséges értékeket:

G G
PN b-c-sina
\\ E.1135)  t=—")—, (1)
\\ b \\\ a
' N 2t
| m. - sina = —. 2
: bc
[\
A ¢ B
24-1. &bra
2t . . [
e —=sina>1 nincs megoldas.
c
2t . 7
1. he sina=1 egy megoldas van, a = 90°.
c
2t
2t a, = arcsin — < 90°,
2. —=sina<1 kétmegoldas van, bc
c

a, =180°—a,; > 90°.
Lasd a 24-1. abrat.

A hidnyzé a oldal ezutan a koszinusztétellel szamolhaté:

E. 12(22) a=+/b2+c2—2bc-cosa. 3)

2t
A Be sina < 1 a megoldds sziikséges és elégséges feltétele.
c

A megolddsok szdma 0, 1 vagy 2 lehet, mint a 24-1. dbrdn.

Most hdrom oldal (a, b, c) g a tobbi adat.

25. Két oldal és a keriilet (egyértelmt) (a,b, k)

Most k > a+ b a megoldds sziikséges feltétele, és

c=k—(a+b)>0. (D
Példa: a =2, b =3, k = 6 esetén ¢ = 1, még sincs megoldas, tehat:
E. 1(3) la—b|<c<a+b. (2)

Vagyis a hdromszog-egyenlotlenség teljesiilése a megoldds sziikséges és elégséges feltétele.

Ha van megoldds, akkor csak egy van. A feladat megolddsa egyértelm.
(1.£)
Most hdrom oldal (a, b,c) = a tobbi adat.
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26. Két sz0g szinusza, a szogek kiszamitasa (sina,sinp)=>a,p,r

Induljunk el az adott sin a-bdl és sin 3-bdl, és vizsgaljuk meg a lehetséges értékparokat
(26-1. abra).

180°=pB =B, — — B=p

Sziikséges feltételek:

. sin f3 .
f . | ¢sina O0<x=sina<l,

-1 0 1 O<y=sin <1.
26-1. dbra
Jeloljiik:
a, = arcsin (x) < 90°, B, = arcsin(y) < 90°, (D
az - 1800_a1, /52 - 1800_/31. (2)

Most olyan a, 8 parok valaszthatoék, ahol
a+f < 180° (3)
Itt (3) sziikséges és elégséges feltétel.
y =180°—(a+ f3). 4)

Most ismert a, 3, v, a megolddsok szdma pedig 0, 1 vagy 2 lehet.
Lassunk egy példat is.

Példa: Legyen adott a
sina <sinf} < 1.

Mivel hosszusdgok most nincsenek, a keriileti
szogek tétele miatt az ABC haromszogek a szoge
egyenlo, és

a<p.

A 180° — a (3) miatt nem Kkeriilhet széba, a
180° — 3 azonban igen (26-1. 4bra).

26-2. abra

Vegylik észre, hogy f3; (hegyesszog) az ;&1-5 koriven nyugszik, 3, (tompaszog) az A,A;C koriven
nyugszik. A két koriv azonban az egyenl6 b hirok miatt korré egésziti ki egymast (;\1? =A,BC ),
igy B, = 180°— 3;. A két megoldds az A;BC és az A,BC hdromszog (26-2. dbra).

Ajanlott irodalom a korivek jel6léséhez:
[1] Haj6s Gyorgy: Bevezetés a geometridba 31. oldal.
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27. Két oldal és a harmadikhoz tartozé magassag 1. (a,b,m,)
(trigonometrikus megoldas)

Rajzoljunk fel egy ABC hdromszoget, és jeloljiik a valasztott adatokat (27-1. és 27-2. 4brdk).

1. Legyen: a=>b>m,, (D

azbesaz=f=p <900 (2)

. . mg
sino; =sina, = T <1,

— .M o
a,; = arcsin 3 < 90°,

Ay = 180°— aq > 900,

C

m
sinfi =— <1,
a

m
q q B = arcsin — < 90°,
a

27-1. 4bra

co=a-cosfB+b-cosa, 3)

co,=a-cosf3+b-cosa,.

E. 9(3) cosa, = —cos(180°—a,) = —cosa;.
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2. Legyen: b>a>m,, 4

a<bsSa<f=a<90. (5

C

. . m
sinf}; =sinff, = — <1,
a
.m. o
p, = arcsin — < 90°,
a

B, = 180°— fi; > 90°,

. m,
sina = ? <1,

q q a = arcsin % < 90°,

27-2. dbra

¢, =>b-cosa+a-cospf, (6)
¢, =b-cosa+a-cospf,.

a® 4+ b* = ¢? esetén y = 90° derékszogfi,

* a>b=nm,esetén a; = a, = 90° derékszogd,
* b>a=m,esetén B; = 3, = 90° derékszog,
* m, > a és/vagy m, > b esetén nincs megoldas.

A megolddsok szdma a, b, m, felvételétdl fiigg, O, 1 vagy 2 lehet, a 27-1. és a 27-2. dbrdn is a két
megoldds ldthato.

Most hdrom oldal (a, b, c) g a tobbi adat.

28. Két oldal és a harmadikhoz tartozé magassag 2. (a,b,m,)
(Egy masik ut Pitagorasz-tétellel)

1. a>b > m, esetén (lasd a 27-1. 4brat):

B = p = /@ =mE, @
A_D:qzw/bz—mf, 2

(3)
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2. b>a> m, esetén (lasd a 27-2. abrat):

4

BD=q= Va2 —m2,
A_D=p=,/b2—m§, (5

¢, =p+gq,
1=PT(g 6)
G=P—q
3. Haa=b>m, akkor c =¢; — ¢, = 2q.
A megolddsok szdma 0, 1 vagy 2 lehet.
af

Most hdrom oldal (a, b, c) 1=; a tobbi adat.
29. Két oldal és az egyikhez tartozé magassag (b,c,m.)

Rajzoljunk fel egy ABC altaldnos haromszoget, és jeloljiik a valasztott adatokat (29-1. &bra).

frjuk fel a sin a-t, és vizsgaljuk meg a lehetséges értékeket:

C, C
B — m,
T ~ sina = — (D)
\\ e sina>1. nincs megoldés
\\ b S \¢ 1. sihna=1, a=90° egy megoldas
\\ m
\ ‘ a, = arcsin(m,/b) < 90°,
\/A ™ 2. sina<1=> két megoldas
A c B (12 - 1800_ a1 > 900.
29-1. &bra
A hidnyz6 a oldal ezutdn a koszinusztétellel szadmolhato:
E. 12(22) a=+/b2+c2—2bc-cosa. ] 2)

Asina = (m./b) <1 a megoldds sziikséges és elégséges feltétele.

A megolddsok szama 0, 1 vagy 2 lehet, mint a 29-1. dbrdn.

Most hdrom oldal (a, b, c) g a tobbi adat.
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30. Két oldal és a harmadikhoz tartozo sulyvonal (b,c,s,)
(egyértelmii)

Rajzoljunk fel egy ABC 4ltaldnos haromszoget, és jeloljiik a valasztott adatokat (30-1. &bra),
(30-2. abra).

Els6 megoldas

Induljunk el az s, salyvonal oldalakkal kifejezett képletébdl, 1asd (1)-et, és fejezziik ki a-t,
lasd (2)-t:

C
3
b
a 2¢2 +2pb2 — 2
2 B 24(8) s, = L% : <, (1)
A c B
30-1. &bra
a= \/2c2+2b2—4s§. 2)
2¢* +2b*—4s> >0  sziikséges feltétel. (3)
Példa: b=2, c=3, s, =5/2és (2)-b6l a = 1. Most teljesiil (3), még sincs megoldas.
E. 1(3) |[b—cl<a<b+ec. 4
A hdromszig-egyenlitlenség teljesiilése tehdt a megoldds sziikséges és elégséges feltétele.
Ebbdl adddik a feltétel s,-ra:
(b—c)?<a®<(b+c) (5)
Az a? (2)-bél térténd behelyettesitése utdn:
b>—2bc +c* < 2b* + 2c*—4s> < b+ 2bc + ¢, /— (2b% +2¢?)
—b?—2bc—c* < —4s? <—b?+2bc—c?,  [-(-1)
(b+c)2>4sﬁ>(b—c)2, /1/ /:2
b— b+
' ‘l<s, < ; ‘. 6)

Megjegyzés: Ha b és c kiilonboz6 és helyet cserél, ugyanazt az a-t kapjuk, ez azonban nem
ugyanaz a haromszog.
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Masodik megoldas

Tiikrozziik az ABCA-et a BC oldal F felezpontjéra.

frjuk fel a koszinusztételt az ABC’ haromszogben 2s,-ra:

(25,)* = b*+c*—2bc - cos (B +7),

b? +c* —4s?
+ v =arccos| ———2 |,
Pty 2bc

a=180°—(f +7). 7

A hidnyz6 a oldal ezutdn a koszinusztétellel szdmolhato:

E. 12(22) a=+/b2+c2—2bc-cosa. ] (8)

Ha van megoldds, akkor csak egy van. A feladat megolddsa egyértelmil.

Most hdrom oldal (a, b, c) g a tobbi adat.

31. Két oldal és az egyikhez tartozo sulyvonal (b,c,s.)
(egyértelmii)

Rajzoljunk fel egy ABC altalanos haromszoget, és jeloljiik a valasztott adatokat (31-1. &bra).

Induljunk el az s, sulyvonal oldalakkal kifejezett képletébdl, lasd (1)-et, és fejezziik ki a-t,
lasd (2)-t:

_ V/2b2+2a2—c?

E.24(8) s, 5 , (D
‘/45? —2b2+¢2 @)
a= 5 )
45> —2b*+c*> >0 sziikséges feltétel. (3)

Példa: b=2, c=3, s. =1/2, és (2)-b6l a = 1. Most teljesiil (3), még sincs megoldas.
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E. 1(3) |[b—c|<a<b+c, 4
vagy

‘b—£‘<sc<b+£. (5)
2 2

A hdromszog-egyenlétlenség teljesiilése a, b, c vagy s., b, c/2 kozott tehdt a megoldds sziikséges €s
elégséges feltétele.

Ha van megoldds, akkor csak egy van. A feladat megolddsa egyértelmil.

£
Most hdrom oldal (a, b, c) (12; a tobbi adat.

32. Két oldal és a harmadikhoz tartozoé belsé6 szogfelezo 1. (b,c, f,)
(egyértelmi)

Rajzoljunk fel egy ABC altalanos haromszoget, €és jeloljiik a valasztott adatokat (32-1. abra).

Induljunk el az f, bels6 szogfelez6 oldalakkal kifejezett képletébdl, 1adsd (1)-et, és fejezziik ki a-t,
lasd (2)-t:

a2
E. 29(3 =4/bc-|1— R 1
93  f, W( (b+c)2) (1)
32-1. &bra

f2
a=(b+c)y1—"-. (2)

bc

2

0<1—-*<1

= bc
0< f, < v bc sziikséges feltétel. 3)

Példa: b=2, c=3, f,=12/5és (2)-b6l a = 1. Most teljesiil (3), még sincs megoldas.

E. 1(3) |[b—c|<a<b+c. 4
Vagy a-t behelyettesitve (2)-bol:
2

|b—c| <(b+c) 1—%<b+c, (5)
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atalakitas utan pedig

0<f, < 2be < v/ bec. (6)
b+c

A hdromszog-egyenlétlenség teljesiilése (ldsd (4)-et, illetve (6)-ot) tehdt a megoldds sziikséges és
elégséges feltétele.

Ha van megoldds, akkor csak egy van. A feladat megolddsa egyértelmil.

1.£)
Most hdrom oldal (a, b, c) 1=> a tobbi adat.

33. Két oldal és a harmadikhoz tartozoé bels6 szogfelezo 2. (b,c, f,)
(egyértelmii) (egy masik ut)

Rajzoljunk fel egy ABC 4altaldnos hdromszoget, és jeloljiik a valasztott adatokat (32-1. dbra).

Induljunk el az f, bels6 szogfelezé mar ismert képletébdl, 1lasd (1)-et, és fejezziik ki cos (a/2)-t,
lasd (2)-t:

2
E. 28(1) fo=1 -Zl)—cc -cos%, 1)
s T =2 % oo )
2 2bc % 2 ’
0< b+c-fa<1, tehat 3)
2bc

(3) a megoldds sziikséges és elégséges feltétele.

Az a szog (2)-bol, a hianyzé a oldal ezutdn a koszinusztétellel szamolhato:

a:2-arccos(b+c -fa),
2bc 4)
E. 12(22) a=+vb2+c2—2bc-cosa.

Ha van megoldds, akkor csak egy van. A feladat megolddsa egyértelmil.

£
Most hdrom oldal (a, b, c) (12; a tobbi adat.

34. Két oldal és az egyikhez tartozo bels6 szogfelezo (b,c, f.)
(egyértelmii)

Rajzoljunk fel egy ABC altaldnos hdromszoget, és jeloljiik a valasztott adatokat (34-1. abra).

Induljunk el az f. bels6 szogfelel6 oldalakkal kifejezett képletébdl, 1lasd (1)-et. A miiveletek
elvégzése utan egy a-ra nézve harmadfoku egyenlethez jutunk b, ¢ és f. paraméterekkel, lasd
(2)-t:
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34. Két oldal és az egyikhez tartozo belsé szogfelezd 95

CZ
E. 29(3) fc_\Jab-(1—(a+b)2), )
fé_ a-(a*+2ab+b*—c?)
b (a+b)> ’

2
j-(a+b)2=a3+2a2b+(b2—c2)-a,

f2
b

—-a’+f*2a+f?-b=a’+2a’b+(b*—c?)-q,

2
a3+(2b—%)~a2+(b2—c2—2fcz)~a—fczb=O. (2)

Az a € R* a megoldds sziikséges feltétele.
A pozitiv a, b, c ismeretében felirhat6 a hdromszog-egyenlétlenség:

E. 1(3) |[b—c|<a<b+c. 3)
Az a,b,c € R és a hdromszog-egyenlbtlenség teljesiilése a megoldds sziikséges és elégséges feltétele.

Példa. A 34-1. abra adataibdl elindulva:

b=10V/10~31,6228; c=40; f. =30-4/2-(5—2+v5)~ 30,8246,

a® + 33,1990 a? —2500,31 a —30046,57 = 0,
a; ~#—10,9502; a,~42,4264; a3~ —64,6753.

A két negativ érték nyilvdn nem értelmezett, a megolddsok szdma a példdban 1. A pozitiv valés
gyok még nem biztos, hogy megoldas, teljesiilnie kell a haromszog-egyenl6tlenségnek is.

A részletesebb vizsgalat:
Most lassunk egy grafikus vizsgdlatot f. lehetséges értékeire.

Vegyiik fol b-t és c-t mint paramétert, és szerkessziik meg a D pont altal leirt gorbét (mindkét
abraban fekete pontokkal jel6ltiik) a 0° < a < 180° intervallumon. D pont helyét pontrdl pontra
berajzolhatjuk, ha a felvétele utdn kiszdmitjuk a-t a koszinusztétellel, majd az a, b, ¢ oldalak
ismeretében f,-t (1)-bol. Ezt a gorbét kell majd metssze valahol egy konkrét (b, c, f.) esetben az
utoljara felvett f.. Lasd az E. 25. Bels szogfelezo tétel és a 34-2. és 34-3. dbrdkat. Az dbrdkba
berajzolt ABC A-ek az a = 90° derékszogl eseteket mutatjak.
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96 A hdromsz6g meghatdrozdsdnak kiilonbozo esetei

bc
2b+c

34-2. 4bra

A b és ¢ paraméterek felvétele utdn 0 < b < ¢ esetén lasd a 34-2. abrat:

E. 1(3)

O0<|b—c|<a<Db+ec.

c—b<a<b+c,

bc < bc <
2b+c a+b
bc
2b+c’

b,

0<f.<b+

2b-(b+c¢)

0<f.<
fe 2b+c
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34. Két oldal és az egyikhez tartozo belsé szogfelezd 97

Az f, (8) intervalluma (1)-bél elindulva (5) felhasznéldsaval is levezethet6:

c? c2

(2b+c)2—c2
o<f.<\|[(b+c)b - —=—"T — 10
Je \J( A CTSRE (10
(b+c)b-(2b+c+c)(2b+c—c)
0<f,. < 11
Je \J (2b +¢)2 ’ (1)
(b+c)b-2(b+c)-2b
0<f,. < R 12
J \J (2b +¢)? (12)
2b-(b+c)
o<f.<——m7m. 13
[ J 2b+c ] (13)
0 < b =c esetén:
[ 0<f.< ‘;—b ] (14)
b
(b—c)-c
2b—c
c
be
2b+c
(b+c)-c
2b+c
34-3. dbra
A b és ¢ paraméterek felvétele utdn 0 < ¢ < b esetén ldsd a 34-3. dbrat:
E. 1(3) O0<|b—c|<a<b+c. (15)
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98 A hdromsz6g meghatdrozdsdnak kiilonbozo esetei

b—c<a<b+uc,
(b—c)-c< ac <(b+c)-c,
2b—c a+b 2b+c

(b—c)-c (b+c)-c
2b—c 2b+c

2

(b—c)+ <f.<(b+c)—

2b-(b—¢) 2b-(b+c¢)
[ 2b—c¢ <Je< 2b+c ]

Az f, (19) intervalluma (1)-bdl elindulva (16) felhasznalasaval is levezethet6:

c2
\l(b—C)b(1—m)<fc<\(b+C)b(1—m

c2

\j(b_ )b - (2b —c2 <f <\(b_l_c)b.(Zb+c)2—c2

)

(2b (2b+c)2
Q (b—c)b-(2b—c+c)(2b—c—c) - \J (b+c)b-(2b+c+c)2b+c—c)
(2b—c)? fe (2b +¢)?

\J(b—c)b-Zb-Z(b—c) < <\l(b+c)b-2(b+c)-2b

(2b—c)? (2b+c¢)?

[ 2b-(b—c)<fc<2b-(b+c). ]
2b—c 2b+c

0 < b = esetén:

4b
0 —.
<f.< 3 ]

Megjegyzés: b és c nem cserélhet helyet, mert akkor f, helyett f,-r6l kellene beszélniink.

2

(16)

(17)

(18)

(19)

(20)

(2D

(22)

(23)

(24)

(25)

Tovabba b és c felvétele utan a 0° < a < 180° intervallumon a(a) szigorian monoton névekvd
fiiggvény lesz (lasd a koszinusztételt), (1) miatt f,(a) is, és igy minden f.-hez egy a tartozik majd.

A 34-2. és 34-3. rajzokbdl is latszik, ha f. nincs a kijeldlt intervallumban, akkor nincs megoldas,

tovabba az is latszik, ha van megoldds, akkor csak egy van. A feladat megolddsa egyértelml.

Most hdrom oldal (a, b, c) g a tobbi adat.
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35. Két oldal és a harmadikhoz tartozo6 kiils6 szogfelezo (b,c, fu1)
(egyértelmii)

Rajzoljunk fel egy ABC hdromszoget ugy, hogy:
E. 2(3) b<ceS p<y<180°—f = <90° (1)
és jeloljiik a vdlasztott adatokat (35-1. dbra).

Induljunk el az f,; kiils6 szogfelez6 oldalakkal kifejezett képletébdl, 1asd (2)-t és fejezziik ki a-t,
lasd (3)-at:

35-1. 4bra
E. 31(3) b @ b 2
: fak_ c'((b_c)z_ )J #C' ( )
2
a=|b—c| /1422, a>0. 3
bc

Példa: b=1,c =2, f,; =4 és(3)-bol a=3. Most a > 0, még sincs megoldas.

E. 1(3) O0<|b—c|<a<b+c, b#c. 4
Vagy a-t behelyettesitve (3)-bdl:

2

Ib—c|<|b—c| - 4/1+=% <b+c, (5)
bc
atalakitas utan pedig
2b
0< fu < < (6)
|b—c|

A b = c eset nyilvan nem értelmezett, hiszen ekkor f,; || a, igy metszéspont sincs.

A b # ¢, és a hdromszog-egyenlitlenség teljesiilése (ldsd (4)-et, illetve (6)-ot) a megoldds sziikséges
és elégséges feltételei. A b > c esetén ugyanerre az eredményre jutunk.

Ha van megoldds, akkor csak egy van. A feladat megolddsa egyértelm.

Most hdrom oldal (a, b, c) g a tobbi adat.
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36. Két oldal és az egyikhez tartozo kiils6 szogfelez6 (b,c, f.1)

Rajzoljunk fel egy ABC hdromszoget ugy, hogy:
E. 2(3) a<b&s=a<fpf <180°—a=a<90°, (D
és jeloljiik a vdlasztott adatokat (36-1. dbra).

Induljunk el az f,, kiils6 szogfelez6 oldalakkal kifejezett képletébdl, ldsd (2)-t. A miiveletek

elvégzése utdn egy a-ra nézve harmadfoku egyenlethez jutunk b, c, f., paraméterekkel, 1asd
(3)-at:

36-1. abra

CZ
E. 31(3) fck—\Jab-((a_b)z—l), a#b. )

, _ab-(c®*—a®+2ab—b?)
ck (a—Db)? ?

j{ -(a—b)*=abc*—a®b +2a%b*—ab?,

fiaz—fi -2ab +fj(b2—abc2 +a’b—2a*b*+ab® =0,

c C

ba*+(f4—267) @~ (f4-2b+b*—b%)-a+ fi b =0, [:b

2
@ +( Loz ) (ap -8 0 s =0 @)

Az a € R* a megoldds sziikséges feltétele.

Az a® + pa® + qa + r = 0 valds egyiitthatés harmadfoku egyenlet valds gyokei (melyek kozott
lehetnek tobbszords gyokok is) megegyeznek az f (a) = a® + pa® + qa + r harmadfoku fiiggvény
zérushelyeivel. Mivel ez a fiiggvény folytonos, tovabba r = fj{b > 0-ndl metszi az y tengelyt és
lim f(a)=—o0, kell legyen ennek a fiiggvénynek legaldbb egy negativ zérushelye, vagyis a
pozitiv zérushelyek szama, (3) pozitiv valds gyokeinek szama legfeljebb kettd.
A pozitiv a, b, c ismeretében felirhat6 a hdromszog-egyenlétlenség:
E. 1(3) |[b—c|<a<b+c, a#b. 4

Az a,b,c € R és a hdromszog-egyenlbtlenség teljesiilése a megoldds sziikséges és elégséges feltétele.
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1. példa. A 36-1. 4bra adataibdl elindulva:

5-4/3298 + 50 - v/164
b=5v97~492443; c=50; f.= V329 - ? ~ 45,6224,

a® —56,2217 a®> —4237,8079 a + 102497,2565 = 0,

a; ~ 20,6155; a, ~90,5272; a; ~ —54,9210.

Negativ gyok nyilvan nem értelmezett. Az a; megolddast a 36-1. dbra, az a, megoldast pedig a
36-2. dbra mutatja.

36-2. abra

2. példa:
b=20; c¢=50; f,=46,
a,~73; ay,~47,9; a;~—121,0.
Lathatd, hogy a;-re nem teljesiil a haromszog-egyenlétlenség, a; pedig negativ, tehat csak egy

megoldas van. El6fordulhat, hogy (3)-ra két pozitiv gyok adédik, még sincs megoldds, mert a
haromszog-egyenlbtlenség egyik esetben sem teljesiil. Lassunk erre is egy példat.

3. példa:
b=20; c¢=50; f,=120,
a; ~13,3; a,=30; a3~-—723,3.

A példdk megolddsa és a vizsgdlat programmal késziilt.
A pozititv a, b, ¢ ismeretében a megolddst a hdromszog-egyenlotlenség teljestilésével ellendrizhetjiik.

A megolddsok szdma 0, 1 vagy 2 lehet, az 1. példdban 2, a 2. példdban 1, a 3. példdban 0.

£
Most hdrom oldal (a, b, c) (12; a tobbi adat.
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37. Két oldal és a koriilirt kor sugara (a,b,R)

Induljunk el a konnyen felirhaté sin a-bdl és sin 3-bol:

a b
E.11(9), E. 11(10 i = —, i = —.
)] (10) sina R sin f3 R

A kovetkez6 esetek fordulhatnak elé:

A

e legyena < b <2R. (D
a b
— < —x<1,
sina <sinf3 <1,

a= arcsin(i) < 90°%
2R

b
= in[ — | <90°
B arcsm(ZR) 907,
By =180°— B, > 90°.

37-1. 4dbra

Vegyiik észre, hogy a f3; (hegyesszog) azf&l-a koriven, a 3, (tompaszog) pedig az A,A;C koriven
nyugszik. A két koriv azonban az egyenlé b hurok miatt korré egésziti ki egymast (;\1‘5 =A,BC ),
igy B, =180°— f3; (37-1. dbra).

e lLegyen b <a < 2R. 2
b ey
R 2R 2R
A sinf3 <sina <1,
o) b
b p= arcsin(—) < 90°%
51 2R
B B2 a ' ¢ a
a; = arcsin(—) <907,
Co b 2R
A2 az = 1800_ al > 900.

37-2. dbra

Mivel f3; és 3, ugyanakkora koriven nyugszik (Zl? = ZZ?), ezért B, = B, =P ésa;, = a
(37-2. abra).
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e legyena=0>b <2R. 3
a b
—=—x<1,
2R 2R

sina=sinf} <1,

a
= f3 = arcsin| — | < 90°.
a=p ' (ZR)

37-3. 4dbra

A folytatas pedig mindhdrom esetben:

y =180°—(a+ f3). 4

A hidnyzo6 ¢ oldal ezutdn a szinusz 6sszefiiggéssel szamolhatd:

E.11(11) ¢ =2R-siny. (5)

El6fordulhat még: Az a = 2R esetén a = 90°, b = 2R esetén 3 = 90°, ¢ = 2R esetén y = 90°,
ekkor a haromszog derékszog(, az a = b, a = c vagy b = ¢ esetén egyenlé szari, aza =b =c
esetén pedig egyenl6 oldalu lesz.

Példa. A 37-1. abra adataibdl elindulva:
a=30; b=20vV5~44,7214; R=25,
sina =0,6; sinf ~ 0,8944,
a~36,8699° f; ~63,4349°; B, =180"—f; ~116,5651°,
Y1~ 79,6952°% y,~ 26,5651°,
¢, ~49,1935; ¢, ~ 22,3607.

b
A megoldds sziikséges és elégséges feltétele: 0 < %{ <1,0< R <1, de egyszerre mindkettd 1 nem

lehet, mivel a hdromszognek legfeljebb egy derékszoge lehet. Minden olyan a, 3 pdr megoldds lesz,
ahol a+ 3 < 180°. Ldsd még a 26. feladatot.

A megolddsok szdma 0, 1 vagy 2 lehet, a 37-1. dbrdn 2, a 37-2. dbrdn 2, a 37-3. dbrdn 1.

£
Most hdrom oldal (a, b, c) g a tobbi adat.
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38. Két oldal és a beirt kor sugara, 1. (b,c,r)

Rajzoljunk fel egy ABC 4ltaldnos haromszoget, és jeloljiik a valasztott adatokat (38-1. abra).

Keressiink feltételt a b, c, r indulé adatokra:

E. 19(9), E. 1(3) 6vV3-r<a+b+c<2-(b+c). (1)
Egyenl6ség csak a = b = c esetén lesz.
(1) a megoldds sziikséges feltétele.

Induljunk el a Héron-képletbdl, 1asd E. 36(4)-et, a teriilet képletébdl, 1asd E. 32(4)-et, mint egy
kétismeretlenes (a, t) egyenletrendszerbdl, és kiiszoboljiik ki t-t, lasd (2)-t:

ss—a)(s—=b)(s—c)=(r-s)> (2)
A
A
c b c b
r r
B a,; C B as C
38-1. abra 38-2. abra

Folytassuk (2) 4talakitdsaval a megoldast. A miiveletek elvégzése utdn egy a-ra nézve harmadfoku
egyenlethez jutunk b, ¢, r paraméterekkel, 1lasd (3)-at:

(s—a)(s—=b)(s—c)=r?-s,

(—a+b+c) (a—b+c) (a+b—c)_r2 (a+b+c)
2 2 2 a 2 )

(—a+b+c)a=b+c)a+b—c)=4r*-(a+b+c),

[ a—(b+c)a®?—((b—c)?—4r)a+(b+c)-(b—c)*+4r>)=0. ] (3)

Az a € Rt a megoldds tovdbbi sziikséges feltétele.

A pozitiv a, b, c ismeretében felirhat6 a hdromszog-egyenlétlenség:
E. 1(3) [b—c|<a<b+c. 4

Az a,b,c € R" és a hdromszog-egyenlbtlenség teljesiilése a megoldds sziikséges és elégséges feltétele.
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38. Két oldal és a betrt kor sugara, 1. 105

Példa. A 38-1. dbra adataibdl elindulva:
b=32; ¢=37; r=10,
a®—69a*+375a+29325=0,
a,; ~ 36,08; a,~—16,46; a;~ 49,38.

Az a; megoldast a 38-1. dbra, az a; megolddst pedig a 38-2. dbra mutatja. A komplex, illetve
negativ gyokok sikgeometriai szempontbdl nem tekintheté6k megolddsnak.

rt Paraméterek: b =32 ¢ =37
Példa: r =10
10 F--------=-———rmmm oo oo . === ;
5 r‘(a) i maxr(a) i
S : I () >
5 36,08 42,90 49,38 69 a
|b - Cl a; Umaxr(a) 93 b+c
38-3. dbra

A részletesebb vizsgalat:

Vegyiik fol b-t és c-t mint paramétert. Ha most a valtozé, 0° < a < 180°-ig nd, akkor

E. 12(22) ala) = \/b2 +c2+42bc - (—cosa) 5

miatt a szigordan monoton né |b—c| < a < b+c hatarokon beliil, és r(a) fiiggvénynek maximuma
lesz ezen az intervallumon (38-3. dbra). Mivel b, c most paraméterek, és (2)-bél

r(a) — s — \/S(S _a)(‘i_ b)(s _C) < maxr(a)’ (6)

ezért r felvételekor
r <maxr(a)

kell legyen, ami szintén a megoldds sziikséges és elégséges feltétele. Mivel (3)-bdl kifejezve r(a)-t
kapjuk:

@) = —a3+(b+c)a?+(b—c)?>a—(b+c)(b—c)? )
B 4-(a+b+c) .
Igy a max r(a)-hoz tartozé a-t az r'(a) = 0-bél nyert
aA+(b+c)a’—(b+c)Ya—(b+c)(b—c)*=0 8

egyenletbdl szamolhatjuk.
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106 A hdromsz6g meghatdrozdsdnak kiilonbozo esetei

Mivel r”’(a) eléallitdsa nehézkes, azt, hogy maximumr6l van sz6, az r(a) fliggvény néhény ponton
torténo helyettesitésével is ellendrizhetjiik.

A 38-3. 4dbra paramétereivel:

(8)-ba torténd behelyettesités utan
a®+69a*>—4761a—1725=0,
és maxr(a) helye:
a; ~—0,3604; a,~42,9045; a3~—111,5440,
a3 = Amaxr(a)-
Ezutan max r(a)-t (7)-bél szamolhatjuk:

maxr(a) ~ 10,2888.

Lasd a 38-3. dbrdt. Az 4brdrdl a példa mindkét megolddsa is leolvashato.

Igaz az, hogy (3) pozitiv valds gyokeinek szdma legfeljebb kettd (b +c¢) - ((b—c)*+4r*) >0
miatt. Lasd még a 36. feladatot.

Igy tehét a megolddsok szdma 0, 1 vagy 2 lehet, a példaban 2.

Tovabba az is lathatd, ha b, ¢ paraméterek felvétele utdn (3)-nak van pozitiv valds gyoke, ott a
felvett r, r < maxr(a) kell legyen, vagyis van megoldds, és ez éppen a kapott gyok (gyo6kdk).

A pozitiv a, b, c ismeretében a megolddst a hdromszog-egyenlétlenség teljesiilésével ellendrizhetjiik.

A vizsgélat programmal késziilt.

£
Most hdrom oldal (a, b, c) (12; a tobbi adat.

39. Két oldal és a beirt kor sugara, 2. (b,c,r)
(egy masik ut)

Induljunk el az Elméleti ismereteknél korabban mar megismert harom képletbdl, 1lasd (1), (2),
(3) mint egy haromismeretlenes (a, t, a) egyenletrendszerbdl. Az s ismeretlen 2s =a+ b +c¢
helyettesités utdn kiesik:

bc-sina

E. 11(15) t= — (D
a+b+c
E. 32(4) t=r-s=r- 2 s 2)
F. 33(12) tgr = 3)
2 s—a
Mivel (1) és (2) jobb oldala egyenld, igy:
bc'sma:b+c+a. 4
r
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39. Két oldal és a betrt kor sugara, 2.

107
Alakitsuk at (3)-at:
r a+b+c b+c—a
—azs—a:——a:—’
g2 2 2
2
2r
t—g =b+c—a. (5)
&9
Adjuk 6ssze (4)-et és (5)-6t, igy a kiesik:
bc - si 2
ey =2 (b+o). 6)
r tg =
2
Vonjuk ki (4)-bdl (5)-6t, és igy b + ¢ kiesik, majd osszuk el 2-vel:
bc - si
c-sina ra —a )
2r tg —
2

Folytassuk a feladatot (6) atalakitdsaval:

272
be-sina+—5 =2r-(b+c).

t J—
2
Lo s e a
Attériink tg E-re.
2-tg a
E. 9(27) sina = 2a helyettesitéssel (8)
1+tg?—
2
a
2 g — 2
2
bc 2a+ ra=2r-(b+c),
1+tg2— tg—
2
a 7 7
o<tg—=u helyettesitéssel %)

2u 2r?
bc - +—=2r-(b+c¢), (1+u?)-u
1+u? u ( ) /( )

2bc-u2+2r2-(1+u¥)=2r-(b+c)-(1+u?) -y,

(bc+r?)-u*+r’=r-(b+c)-(u+ud).

A mfiveletek elvégzése utan rendezziik az egyenletet u fogyé hatvanyai szerint nulldra. Igy az u
ismeretlen harmadfoku egyenletéhez jutunk b, c, r paraméterekkel:
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108 A hdromsz6g meghatdrozdsdnak kiilonbozo esetei

r-(b+c)u>—(bc+rH)’+r-(b+c)u—r?=0,
(10)
o= 2-arctgu.

Az ueR" & 0°<a<180° a megoldds sziikséges feltétele. (1D

Példa. A 39-1. dbra A;B;C; hdromszogének adataibol és a 38. feladat (3) egyenletébdl elindulva:

A,

A
fa\

By B, 3 G Cs
1
as
39-1. abra
_ —45+15+58

b=c=5+v/58~38,0789; r ~ 9,8909,

7
a®—76,1577 a*>+391,3229 a + 29802,2668 = 0,

a; = 30; a, ~—15,9857; as; ~ 62,1434.
Most lassuk a masik utat (10) szerint.

Behelyettesités utan azt kapjuk, hogy:

753,2685 u® — 1547,8299 u® + 753,2685u — 97,8299 = 0,
u; ~ 0,4286; u, ~0,2147; us; ~ 1,4116;
a; ~ 46,3968°; a, &~ 24,2333°; a5~ 109,37°.

Ezutan a-t (7)-bol szamolhatjuk:

a,=30; a,~—159857;  a,~ 62,1434
Mivel a, nem értelmezett, a megoldds a; és a; (39-1. 4bra).
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40. Két oldal és a harmadikhoz tartozo hozzdirt kor sugara 109

Megjegyzés: Bar a, kielégiti a (6) trigonometrikus egyenletet, mégsem megoldas, ugyanis (7)
bal oldala ekkor negativ, a jobb oldalon azonban a 4ll, ami pozitiv kell legyen.

Ldthatd, hogy u € R* (11) és a € R* (7) egyiittes teljesiilése a megoldds sziikséges és elégséges
feltétele. A megolddsok szamat a 38. feladatbdl mar tudjuk 0, 1 vagy 2 lehet.

A pozitiv a, b, c ismeretében a megolddst a hdromszog-egyenlétlenség teljesiilésével ellendrizhetjiik.

Most hdrom oldal (a, b, c) g a tobbi adat.

40. Két oldal és a harmadikhoz tartozd hozzairt kor sugara (b,c,ry)
(egyértelmi)

Rajzoljunk fel egy ABC altalanos haromszoget, €s jeloljiik a valasztott adatokat (40-1. abra).

Induljunk el az Elméleti ismeretekben korabban mar megismert harom képletbdl, lasd (1), (2),
(3) mint egy hdaromismeretlenes (a, t, a) egyenletrendszerbdl. Az s ismeretlen 2s =a+ b + ¢
helyettesités utan kiesik:

E. 36(4) Héron-képlet t2=s(s—a)(s—b)(s—c), (1)
E. 34(3) t=r,-(s—a), (2)
E. 35(8) ro=s-tg % 3)

A c B
40-1. 4bra
A teriiletek egyenl6sége miatt, lasd (1)-et és (2)-t:
t?=s(s—a)(s—b)(s—c)= rf (s—a)*

Atalakitds utdn egy a-ra nézve harmadfoki egyenlethez jutunk b, c, r, paraméterekkel, lasd
(4)-et.
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110 A hdromsz6g meghatdrozdsdnak kiilonbozo esetei

s(s—b)(s—c)=r2-(s—a),

(a+b+c).(a—b+c)-(a+b—c)_rz_(—a+b+c)
2 2 2 o 2 ’

(a+b+c)a—b+c)a+b—c)=4r>-(—a+b+c),

[ a3+(b+c)a2—((b—c)2—4r5)a—(b+c)~((b—c)2+4r§)=O. ] 4

Az a € R* a megoldds sziikséges feltétele.

A pozitiv a, b, c ismeretében felirhatd a hdromszdg-egyenlétlenség:

E. 1(3) |[b—c|<a<b+ec. (5)

Az a,b,c € R és a hdromszog-egyenlbtlenség teljestilése a megoldds sziikséges és elégséges feltétele.

1. példa. A 40-1. dbra adataibdl elindulva:
b = 46,30; c =40; r, =25,
a® + 86,30 a* +2460,31a —219175,25 =0,

a; ~ 33,70; a, = komplex; a; = komplex.

A c B
40-2. dbra

2. példa. A 40-2. abra adataibdl elindulva egy a tompaszogi eset:
b=46,30; c¢=40; r,=80.
(4)-be val6 behelyettesités utan:

a® +86,30a +25560,31a —2212 705,25 = 0,

a; = komplex; a, ~ 63, 20; a; = komplex.
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40. Két oldal és a harmadikhoz tartozo hozzdirt kor sugara 111

A részletesebb vizsgalat: A b, c,r, adatok felvétele utan kiszamitjuk a-t, mint a példaban, ezuttal
azonban tovabbi pontokon, b-t és c-t paraméternek vdlasztva, majd felrajzoljuk r, grafikonjat
egy a,r, koordindta-rendszerben. Lathato, hogy fliggvényt kapunk (40-3. dbra).

ra A
Paraméterek: b =46,30 ¢ =40
80 . =
| a
! E
1 N
! @
25 5
10 5
6,30 33,70 63,20 86,30 @
|b—c| a; a, b+c
a=0° a = 180°

40-3. 4bra

Vegyiik fol b-t és c-t mint paramétert. Ha most az a valtozé 0° < a < 180°-ig né, akkor
E. 12(22) ala) = \/b2 +c¢2+2bc-(—cosa) (6)

miatt a szigorian monoton né |b —c| < a < b + ¢ hatarokon beliil.

Tovabba, mivel 0° < a/2 < 90° = a pozitiv értékd tg(a/2) is szigorian monoton né ezen az
intervallumon, ezért s, tg(a/2), illetve az

ro(a) =s-tg(a/2) 7

fiiggvény (lasd (3)-at) szigortian monoton nd, és (0; +00) tartomanyban r,(a) egyértelmd.
Igy tehat a pozitiv b, c, r, felvétele utan mindig van pozitiv valds megoldds, és mindig csak egy.

A feladat megolddsa egyértelmd.

A negativ és a komplex gyokok sikgeometriai szempontbdl nem tekinthet6k megolddsnak, a
pozitiv valés megoldasok szama mindkét példaban 1, mint ahogy az varhato volt (40-3. abra).
Az dbrabdl mindkét példa megoldasa is leolvashatd.

Megjegyzés: Egy masik ut, ha a b, c paraméterek felvétele utdn a-t valasztjuk fiiggetlen valtozo-
nak, azonban r,(a) szintén szigorian monoton novekvo fliggvény lesz, igy minden r,-hoz egy a
mint megoldas fog tartozni.

£
Most hdrom oldal (a, b, c) (12; a tobbi adat.
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112 A hdromsz6g meghatdrozdsdnak kiilonbozo esetei

41. Két oldal és az egyikhez tartoz6 hozzairt kor sugara (b,c,1p)

Rajzoljunk fel egy ABC altaldnos haromszoget, és jeloljiik a valasztott adatokat (41-1. abra).

Induljunk el az Elméleti ismeretekben korabban mar megismert harom képletbdl, lasd (1), (2),
(3) mint egy haromismeretlenes (a, t, ) egyenletrendszerbdl. Az s ismeretlen 2s =a+ b +c¢
helyettesités utan kiesik:

E. 36(4) Héron-képlet: t>=s(s—a)(s—b)(s—c), @)
E. 34(3) t=r,-(s—b), (2)
E. 35(8) = E

. r,=s-tg % 3)

41-1. abra

A teriiletek egyenl6sége miatt (lasd (1)-et és (2)-t):
t?=s(s—a)(s—b)(s—c)=r; - (s—b)*
Atalakitas utn egy a-ra nézve harmadfoku egyenlethez jutunk b, ¢, r, paraméterekkel, 14sd (4)-et.

s(s—a)(s—c)= rlf -(s—b),

(a+b+c)‘(—a+b+c).(a+b—c)_rz.(a—b+c)
2 2 2 b 2 ’

(a+b+c)(—a+b+c)a+b—c)=4r;-(a—b+c),

[ +(b—c)a*>—((b+c)—4r))a—(b—c)-(b+c)*+4r)=0. ] 4)

Az a € R* a megoldds sziikséges feltétele.
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41. Két oldal és az egyikhez tartozé hozzdirt kor sugara 113

A pozitiv a, b, c ismeretében felirhaté a hdromszdg-egyenlétlenség:
E.1(3) |[b—c|<a<b+ec. (5)
Az a,b,c € R" és a hdromszog-egyenlbtlenség teljesiilése a megoldds sziikséges és elégséges feltétele.

Példa. A 41-1. abra adataibdl elindulva:
b = 40; c = 65; r, = 25.

(4)-be valo behelyettesités utan kapjuk:
a®—25a?>—8525a+ 338125 =0,

A f3 sz0g kiszamitasa:

2 2.25
Bo_mo_ 20 _ ~ 0,3357,
2 s; a;+b+c 43,96+40+65
B, ~ 2-(arctg 0,3357) ~ 37,11°,
2 2.25
N L ~0,2721,

2 55 astb+c  78,73+40+65
Ps ~ 2 - (arctg 0,2721) ~ 30,45°.

Az a,, 33 megolddst a 41-1. dbrdn szaggatott vonallal jeloltiik.

A részletesebb vizsgalat:
Rajzoljuk fol az A € R* halmazon értelmezett A — R*, a — r,(a) fiiggvényeket.

A b, c, r, adatok felvétele utan kiszamitjuk a-t , mint a példdban, ezuttal azonban tovabbi pontokon,
b-t és c-t paraméternek valasztva, majd felrajzoljuk a kapott r,(a) fiiggvények grafikonjat egy a,
r, koordinadta-rendszerben (41-2. dbra).
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114 A hdromsz6g meghatdrozdsdnak kiilonbozo esetei

ry 1
100
aszimptota .
, Paraméterek:
! b =65
Paraméterek: ¢=40
b =50
_ rp(a)
50 c=50
Példa
25 ‘
Paraméterek: l
b=40 j
c =65 |
0 25 43,96 60,54 78,73 100 105 a
|b—c| |b—c| a; Aimaxry(a) as b+c b+c

41-2. abra

Vegyiik fol b-t és c-t mint paramétert. Ha most az a valtoz6 0° < a < 180°-ig nd, akkor

E. 12(22) ala) = \/b2 +c2+2bc-(—cosa) (6)

miatt a szigordan monoton né az

E. 1(3) |lb—c|<a<b+c (7)
hatarokon belil.

Most lassuk r,,(a) fiiggvény vizsgalatat:

t s(s—a)(s—c)
= = i 8
rp(a) s—b (/ <_b (8)
Ha b < ¢, akkor:
Jim,, @ =0, lim, n@=0

és rp(a)-nak maximuma lesz a (7) intervallumon, ezért r,-t utoljara felvéve

r, < maxry(a)
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41. Két oldal és az egyikhez tartozé hozzdirt kor sugara 115

kell legyen, ami a megoldds sziikséges és elégséges feltétele (41-2. &bra).
Mivel (4)-bol:

rb(a):\/—a3—(b—c)a2+(b+c)2a+(b—c)(b+c)2, ©)

4(a—b+c)
igy a maxr,(a)-hoz tartozo a-t az
ry(a)=0

egyenletbdl nyert

a®—(b—c)a®?—(b—c)a+(b—c)(b+c)*=0 (10)
egyenletbdl szamolhatjuk.
Mivel r;/(a) elédllitdsa nehézkes, azt, hogy maximumrdl van szé, az r,(a) fiiggvény néhdny
ponton torténd helyettesitésével is ellendrizhetjiik.

Ha b = 40; c =65,

(10)-be torténd helyettesités utan
a®+25a*>—625a—275625 =0,
maxry(a) helye pedig:
a, = komplex; a, ~ 60,5363; a; = komplex;
Ay = Apmaxry(a):
Ezutan maxr,(a)-t (9)-bol szamolhatjuk:

maxry(a) ~ 27,6491.

A 41-2. 4brabdl a példa mindkét megolddsa is leolvashato.

Ha b = ¢, akkor:

lim r,(a) = b, lim ry(a)=0.

a—0+ b( ) a—(b+c)— b( )

Ekkor a haromszog egyenl6 szart vagy egyenl6 oldalu.

Egyenl6 szart lehet még a = ¢ vagy a = b esetén is, amikor b < ¢ vagy b > c.

Az ry-t utoljara felvéve:
ry <b

kell legyen, ami a megoldds sziikséges és elégséges feltétele (41-2. dbra).

Ha b > ¢, akkor:

lim ry(a)=+o00, lim ry(a)=0.
a—s(b—c)+ »(a) ams(btc)— »(a)

Ez utdbbi esetben tehat ry-t utoljara felvéve mindig van megoldds, és mindig csak 1.
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116 A hdromsz6g meghatdrozdsdnak kiilonbozo esetei

Ha b < ¢, a megolddsok szdma b és c felvétele utdn ry-tdl fiigg, 0, 1 vagy 2 lehet,
és —(b—c)-((b+c)*+4r}) > 0 miatt legfeljebb 2. Lasd még a (4) egyenletet, a 36. feladatot és a
41-2. abrat.

A komplex és negativ gyokok sikgeometriai szempontbdl nem tekinthet6k megoldasnak.

A pozitiv a, b, c ismeretében a megolddst a hdromszog-egyenlétlenség teljesiilésével ellendrizhetjiik.

A vizsgélat programmal késziilt.

£
Most hdrom oldal (a, b, c) g a tobbi adat.

42. Egy oldal, a szemben levo szog és a keriilet (c,7,k)

Ac>0és0° <y < 180° felvétele utan a C pontok egy ldtdszégkiriven (C # A, C # B) helyezked-
nek el. C mértani helyét tekintve egy y-hoz két iv tartozik, azonban a szimmetria miatt elegendd
az egyiket vizsgalni. A sugar kétszerese 2R = c/siny, lasd E. 11(12)-t és a 42-1. abrét.

Keresstink feltételt az indulé adatharmasra.

Mivel a k —c = a + b = 4llandénak megfelel6 C pontok egy A, B fokuszu ellipszis vonalon
helyezkednek el, ezért:

2c<k<maxk=c+max (a+b)=c+ ¢ . (1)
sini

(1) a megoldds sziikséges és elégséges feltétele (Idsd még az 57. feladatot).

A 42-1. 4bran vélasztott ¢ és y esetén max (a + b) C,-nél lesz.
Irjuk fol az elsé Mollweide-féle formuldt:

a—p
a+b 955
E. 14(8) = . (2)
a+pf
COS
+
0°<¥<90°, ui. a+ f < 180,
_|_
O<cosa ﬂ<1,
42-1. 4bra a+b=k—c, a+p=180"—ry.
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Alakitsuk at (2)-t ugy, hogy tartalmazza az indulé adatokat:

a—p
2

COoS
k—

- 180°—1°
¢ COS —Y
2

(3)

0° < )# <90°,

a—p3 p—a

0 < cos 2 = COoS <1.

Fejezziik ki (3) ismeretlen jobboldali szamlaléjat:

— — 180° —
‘a ﬂ‘zarccos(k C-cos Y). 4
2 A 2

-~

e

Ha a > 3 (42-1. 4bra), akkor:
— + — +
:a ﬁ-l-a ﬁ:a; B a+a ﬁ:ﬁ;
2 2 2 2
By =180°—(a; +7) = f; Py =180°—(ay +7) = a.

a oy =
Az a,, 3, megoldast az dbran szaggatott vonallal jeloltiik.
0<e<1. (5)

(5) szintén a megoldds sziikséges és elégséges feltétele.

A hidnyzdé a és b oldal ezutan a szinusztétellel szamolhatd:

e

sina
a=

X i)
siny

p=30P
siny

E.11(12) (6)

\

A megolddsok szdma 0, 1 vagy 2 lehet, mely utébbi szimmetrikus pdr (42-1. dbra).

£
Most hdrom oldal (a, b, c) g a tobbi adat.

43. Egy oldal, a szemben levo szog és a teriilet, 1. (c,7,t)

Ac>0és0° <y < 180° felvétele utdn a C pontok egy ldtdszogkoriven helyezkednek el (C # A,
C # B). C mértani helyét tekintve egy y-hoz két iv tartozik, azonban a szimmetria miatt elegend6
az egyiket vizsgalni. A sugar kétszerese 2R = c/siny, lasd E. 11(12)-t és a 43-1. abrét.

Keressiink feltételt az indulé adatharmasra:

Yy c/2

2  maxm,’

0 <m, <maxm =< cth
¢ MaXT =58y
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118 A hdromsz6g meghatdrozdsdnak kiilonbozo esetei

2t

c
c? y

t < —-.ctg - =maxt.
4 2

(1) a megoldds sziikséges és elégséges feltétele.

Els6 megoldas (egyenlettel)

(1)

A 43-1. abrdn vélasztott ¢ és y esetén a maxm,

(2)

(3)

4)

C, Coy-ndl lesz.

G Induljunk el a magassdg képletébol (2) és a
trigonometrikus tertiletképletbdl (3), majd fejezziik
ki ab-t:

2t
m,=—,
. ab -siny 2t
E.11(15) t=——2"'  ab=—,

JxYx <0 2 siny

a® =m?+x?, b*>=m>+(c—x)?,
2, .2 2 2 c-m.)?
43-1. dbra (m+x7) - (e == ) -

Végezziik el a miiveleteket és rendezziik az egyenletet x fogy6 hatvanyai szerint nulléara.
Igy az x ismeretlen negyedfoku egyenletéhez jutunk c,y, m. paraméterekkel:

2
c-m

x4—2cx3+(me+c2)x2—2mfcx+mf+mfc2—( - c) =0.
siny

Az x € R a megoldds tovdbbi sziikséges feltétele.
Az m_-t (2)-b6l, majd x-et (5)-bdl, végiil a-t és b-t (4)-bbl szdmolhatjuk.
Példa. A 43-1. abra adataibdl elindulva:

c =40,
. C . 40
Yy = arcsin — = arcsin — =~ 53,1301°,
2R 0

2 2-
t =700, mC:_t: 700:
C 40

Természetesen barmilyen (c, y, t) adathdrmasbdl elindulhatunk, ami megfelel (1)-nek.
Behelyettesités utan:

35.

x*—80x3+4050x2—98000x + 398125 =0,

X, =5; x, = 35; X3 = komplex; x, = komplex;
a; = v/ 352452~ 35,3553; a, = v 3524352~ 49,4975;

b, = 1/352+ (40 —5)2 A~ 49,4975; b, = 4/352 + (40 — 35)2 A 35,3553,
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44. Egy oldal, a szemben levd sz6g és a teriilet, 2. 119

Az a,, b, megoldast a 43-1. dbran szaggatott vonallal jeloltiik.
A komplex gyokok sikgeometriai szempontbdl nem tekinthet6k megoldasnak.
Masodik megoldas (koszinusztétellel)

frjuk fol a koszinusztételt a ¢ oldalra (43-1. 4bra).

E. 12(14) c?=a?*+b?—2ab - cosy, (6)
3)-bél kapjuk, h Zab—i 7
(3)-bol kapjuk, hogy = dny’

’ . 2 2 2 4t
(6)-ba helyettesitve pedig a“+b*=c"+ m - COSY. (8)

(8)-hoz (7)-et hozzaadva majd kivonva négyzetgyokvonas utdn:

4t Y
+b= 24+ —-(1+ = 24+4t-ctg—- =p, 9
E. 9(34) a \Jc SinY( cosy) \/c ctg 5 =p )
4t
E. 9(34) |a—b|:\ch—_—-(l—cosy)z‘/c2—4t-th:q, (10)
siny 2

a,=——; b =——; (a < b), (11

(a>b). (12)

A megoldds sziikséges és elégséges feltételét ldsd (1)-nél.

A megolddsok szdma 0, 1 vagy 2 lehet, mely utébbi szimmetrikus pdr, a példdban 2.

£
Most hdrom oldal (a, b, c) (12; a tobbi adat.

44. Egy oldal, a szemben levo szog és a teriilet, 2. (c,7,t)
(egy madsik ut)

Induljunk el az (1) trigonometrikus tertiletképletbdl, és fejezziik ki ab-t, lasd (2)-t.
Ezutan irjuk fol a szinusztételt (3), és fejezziik ki a-t és b-t, lasd (4)-et.

Igy egy hdromismeretlenes (a, b, a) egyenletrendszerhez jutunk, lasd (2)-t és (4)-et.
A B ismeretlen 3 = 180°— (a + y) helyettesités utan kiesik (44-1. abra).

E. 11(15) t = w, (D
ab= 2L @)
siny
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120 A hdromsz6g meghatdrozdsdnak kiilonbozo esetei

a b c

E. 11(12) ==, (3)
sina sinf  siny

a:—_c -sina, b:—_c -sin f3. 4)
siny siny

(2)-be torténé behelyettesités utan:

2t
_L-sina-;-sinﬁ=.—, B =180°—(a+ry),
siny siny siny

2t
sina-sin(180°—(a+7y)) = — "siny,
c
. . 2t .
sina-sin(a+7y)= — -siny, (5)
c

2t
0< —-siny<1. (6)
c2

(6) a megoldds sziikséges feltétele.

44-1. dbra

Végezziik el az (5)-nél kijelolt miiveleteket:
. . . 2t
sina - (sina-cosy +cosa-siny) = — -siny, /-2
c

. o . . 4t .
2sin a-cosy+251na-cosa-smy=—z-smy,
c

. 9 . . 4t
2sin a-cosy+sm2a-smy:—2-51ny.
c

Attériink ctga-ra. Lasd E. 9(29)-et és E. 9(26)-ot.

2 ; cos +M sin —ﬂ sin (7
1+ctg2a ’ 1+ctg2a =2 T

A miveletek elvégzése utan rendezziik az egyenletet ctg a fogyd hatvanyai szerint nulldra.
Igy ctg a méasodfoki egyenletéhez jutunk c, v, t paraméterekkel, l4sd (8)-at.

: 5 o 4t .
2-cosy+2-ctga-siny —(1+ctg a)-—z-smy:O,
c

4t 4t
2-cosy+2-ctga-siny —— -siny -ctg*a— — -siny =0, /:2
c2 c2

2t 9 . 2t .
—, siny |-ctg a—smy-ctga+c—2-smy—cosy:O.
c

A pozitiv féegyiitthatéval torténd leosztds utdn:

2 2
5 c c
ctg a—i-ctga+1—z-ctgy:0. (8)
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44. Egy oldal, a szemben levd sz6g és a teriilet, 2. 121

y
y =ctgx y=1x 1. Ha ctga =0, akkor a =90°.
1
=7 2. Hactga>0, akkorazarctg( ),
X ctga
—% 0 % T és 0°< a<90°.
1
3. Ha ctga <0, akkor a = arctg (—) +180°,
ctga
és 90°< a<180°.
44-2. dbra

A tg a elbjele és inverzének értékkészlete.

Lasd még E. 9. és E. 10.

B =180"—(a+7). )

A hidnyzdé a és b oldal ezutan a szinusztétellel szamolhatd:

__sina
siny
E. 11(12) sin (10)
b=— - C.
siny
Példa. A 44-1. dbra adataibdl elindulva:
0 c-m 0-35
¢ = 40; y = arcsin £ — arcsin 40 ~ 53,1301°; t= 4 = 700.
2R 50 2 2

(8)-ba torténd behelyettesités utan:

ctg?a—(8/7)-ctga+(1/7)=0,

(ctga); = 1; (ctga), =1/7;
(tga); =1; (tga), =7;
a; =45% a, ~ 81,8699

p1 ~ 180°—(45°+53,1301°) ~ 81,8699°; 3, ~ 180°—(81,8699° + 53,1301°) ~ 45°;

a, ~35,3553; b, & 49,4975; a, ~49,4975; b, ~ 35,3553.
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122 A hdromsz6g meghatdrozdsdnak kiilonbozo esetei

Az a,, b, megoldast a 44-1. dbran szaggatott vonallal jeloltiik.

Ac>06s0° <y < 180° felvétele utdn 0 < t < maxt = c?/4tg(y/2) < c*/2siny
a megoldds sziikséges és elégséges feltétele. Lasd (6)-ot és a 43. feladatban (1)-et.

A megolddsok szdma (8) valds gyokeitdl fiigg, 0, 1 vagy 2 lehet, mely utdbbi szimmetrikus pdr, a
példdban 2.

Most hdrom oldal (a, b, c) g a tobbi adat.

45. Egy oldal, a szemben levé szog és a hozzajuk (c,y,m,.)
tartozo magassag, 1.

Ac>0¢ésa0°<y<180° felvétele utan a C pontok egy ldtdszogkoriven helyezkednek el (C # A,
C # B). C mértani helyét tekintve egy y-hoz két iv tartozik, azonban a szimmetria miatt elegend6
az egyiket vizsgalni. A sugar kétszerese 2R = c/siny, lasd E. 11(12)-t és a 45-1. abrat.

Keressiink feltételt az indulé adatharmasra:
Y

O<mcSmame=%-ctg§. (D

No

Y
tg— = ,
g2 maxm,

(1) a megoldds sziikséges és elégséges feltétele.
A 45-1. 4bran vélasztott ¢ és y esetén maxm, C,-ndl lesz.

Induljunk el a trigonometrikus teriiletképletbdl, fejezziik ki ab-t, majd helyettesitsiik t képletét:

t_ab-siny 2t c-m,
2

> ab:._: . .
smy smy

E. 11(15) (2)

frjuk f6l a Pitagorasz-tételt a BCD és az ACD
hdromszogekben:

a® =m?+x?, b*> =m>+(c—x)*. (3)

(2)-be torténé helyettesités utan:

(m? +x?) - (m2+ (c —x)?) = (C'mC)Z.

siny
45-1. abra

Végezziik el a kijelolt mtiveleteket, majd rendezziik az egyenletet x fogyd hatvanyai szerint
nulldra. Igy az x ismeretlen negyedfoku egyenletéhez jutunk c,y, m. paraméterekkel:
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46. Egy oldal, a szemben levd szog és a hozzdjuk tartozoé magassdg, 2. 123
c-m.)?
x*—2¢ x* + (2m? + c?)x* —2mPc x +m} + mfcz—( . C) =0. 4
siny

Az x € R a megoldds tovdbbi sziikséges feltétele.
Ezutdn a és b (3)-bdl szamolhato.

Példa. A 45-1. dbra ABC,; haromszogének adataibdl elindulva:

c =40; y = arcsin (4/5) ~ 53,1301°; m, = 15.

C

(4)-be torténd behelyettesités utdn:

x*—80x%+2050x%—18000x — 151875 =0,

X, =—5; X, = 45; x5 = komplex; x, = komplex;

a, =4/ 152+ (—5)? ~ 15,81; a, = vV 1524452 ~ 47,43;

b, = /152 + (40 +5)2 ~47,43; b, = 4/152 + (40— 45)2 ~ 15,81.

Az a,, b, megoldast a 45-1. dbrdn szaggatott vonallal jeloltiik.

A komplex gyokok sikgeometriai szempontbdl nem tekinthet6k megoldasnak.

Megjegyzés: A teriilet t = ¢ - ¢, majd ezutén a feladat megolddsa folytathaté a 43. (c, v, t)

masodik megolddsa szerint is.

A megolddsok szdma 0, 1 vagy 2 lehet, mely utdbbi szimmetrikus pdr, a példdban 2.

Most hdrom oldal (a, b, c) g a tobbi adat.

46. Egy oldal, a szemben levé szog és a hozzajuk
tartozé magassag, 2. (egy masik tut)

Induljunk el a 45-1. abrabdl és a 44. feladat (8) egyenletébdl.

helyettesitése utan, ctg a masodfoku egyenletéhez jutunk, c,y, m. paraméterekkel:

9 c c
ctga——-ctga+1——-ctgy =0.
m m

C C

Ezutdn a-t, ctg a-bol a 44. feladatndl leirtak szerint szadmoljuk, majd

p =180°—(a+7y).
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124 A hdromsz6g meghatdrozdsdnak kiilonbozo esetei

A hidnyz6 a és b oldal ezutdn a szinusztétellel szdmolhato:

r

sina

siny
b= sin 3 e

siny

E.11(12)

Példa. A 45-1. dbra ABC,; haromszogének adataibdl elindulva:
c =40; y = arcsin (4/5) ~ 53,1301°%; m, = 15.
(2)-be val6 behelyettesités utan:

ctg?a—(8/3)-ctga—1=0,

(ctga), = 3; (ctga), =—1/3;
(tga); =1/3; (tga), =—3;
a, = arctg(1/3); a, = arctg (—3) + 180°;
a; ~ 18,4349° ~ 18,43%; a, ~ 108,4349° ~ 108,43°;

Py ~ 180°—(18,43° + 53,13°) ~ 108,43°; P, ~ 180°—(108,43° + 53,13°) ~ 18,43°;
a; ~ 15,81; a, ~ 47,43;

b, ~ 47,43; b, ~ 15,81.

Az a,, b, megoldast a 45-1. 4bran szaggatott vonallal jeloltiik.
A megoldas sziikséges €és elégséges feltételét lasd a 45. feladatnal (1).

A megolddsok szdma 0, 1 vagy 2 lehet, mely utébbi szimmetrikus pdr, a példdban 2.

£
Most hdrom oldal (a, b, c) (12; a tobbi adat.
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47. Egy oldal, a szemben levd szog és egy mdsik oldalhoz tartozé magassdg 125

47. Egy oldal, a szemben levo szog és egy masik (c,y,my)
oldalhoz tartozé magassag

Ac>0,0° <y < 180°%m; > 0 felvétele utdn a C pontok egy ldtdszogkoriven helyezkednek el
(C #A, C # B). C mértani helyét tekintve egy y-hoz két iv tartozik, azonban a szimmetria miatt
elegendé az egyiket vizsgalni. Az a-t és 2R-et konnyen kiszamolhatjuk:

m,, c
E.11-4, E. 11(12) a=—, 2R=—. (1)
siny siny
Ezutan az a, ¢,y adatoktdl fiiggden a kovetkezo esetek lehetségesek:

1. Két oldal és a kisebbikkel szemben levé szog: (a,c,y a > c), (47-1. abra).

C2 a>c<e=a>y=y<90°,

c<a<2R,
m
' ° sinag = —2,
c
o<1
a < st
a, _ . My < 90°
A < B a, = arcsin oS ,
mb az = 1800_ al 2 900.
47-1. abra

Az a; <90°sz0g a Ea koriven, az a, > 90° sz6g a BC,; C, koriven nyugszik. A két koriv azonban
az egyenl6 a hurok miatt korré egésziti ki egymadst (B C, = BACZ), igy a, = 180°— ;.

Tovabbd m;; = my, = m,.
* Mas esetben nincs megoldas.

A megolddsok szdma 0, 1 vagy 2 lehet (lasd még az 5. feladatot).
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126 A hdromsz6g meghatdrozdsdnak kiilonbozo esetei

2. Két egyenlo oldal és az alapon fekvo egyik szog: (a,c,y a =c), (47-2. abra).

a=c<E<s=Sa=y=y<90°

a=c<2R,
. . my
sina =siny = —,
c
m
0<—<1.
c

47-2. ébra
* Mas esetben nincs megoldas.

A megolddsok szdma 0 vagy 1 lehet (lIasd még a 4. feladatot).

3. Két oldal és a nagyobbikkal szemben levé szog: (a,c,y a < c), (47-3. dbra).

a<c<E=a<y=>a<90°
a<c<2R,

. my,
sina=—<1,
c

. mb o
a = arcsin — < 90°.
c

(v, 7o felvétele vagylagos, az dbraban y, = 180°—1v,.)

47-3. dbra

A megolddsok szdma mindig 1 (l1dsd még a 3. feladatot).

A folytatds mindharom esetben a f3 sz0g, majd ezutdn a b oldal kiszamitasaval torténik:

B =180°—(a+7y),

(2)
E. 12(22) b=\/a2+c2—2ac-cosﬁ.

Most hdrom oldal (a, b, c) g a tobbi adat.
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48. Egy oldal, a szemben levd sz0g és a hozzdjuk tartozo stilyvonal 127

48. Egy oldal, a szemben levo szog és a hozzajuk (c,7,8.)
tartozo sulyvonal

Ac>0ésa0°<y<180°felvétele utan a C pontok egy ldtészogkoriven helyezkednek el (C # A,
C # B). C mértani helyét tekintve egy y-hoz két iv tartozik, azonban a szimmetria miatt elegend6
az egyiket vizsgalni. A sugar kétszerese 2R = c¢/siny, lasd E. 11(12)-t.

Keresstink feltételt az indulé adatharmasra.

A y felvételétdl fiiggben harom eset lehetséges:

c c Y
e 0°<y<90° — <s. <maxs. = —-ctg —, 1
Y 5 <5 ¢ =58y (D
. c
« y=90 3 =% 2)
e 90°< y < 180° ¢ ct Z—mins <s <£ 3)
}/ 2 gz_ c — ¢ 2

Egyenléség (1)-nél vagy (3)-ndl csak az a = b egyenl6 szaru (esetlegesen egyenld oldalt) esetben
all fenn (48-1. abra).

(1) vagy (3) teljesiilése a megoldds sziikséges és elégséges feltétele.

(2) esetén nincs hdrom fiiggetlen adat, ezért ebbdl nincs egyértelmil megoldds.

max s,

min s,

48-1. abra

Induljunk el a ¢ oldalra felirt koszinusztételbdl (4) és s. sulyvonal oldalakbdl kifejezett képletébdl
(5) mint egy kétismeretlenes (a, b) egyenletrendszerbdl:
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128 A hdromsz6g meghatdrozdsdnak kiilonbozo esetei

2 =a*+b*—2ab-cosy, E. 12(14) 4
2b2 +2a? —c?
s =Y > = E. 24(8) (5)
a?+ b%=c?+2ab - cosy, (6)
CZ
— a2+b2:5+25c2, (7)
C2
O:E+2ab-cosy—23cz,
2
a’+b%= CE +2s2, (8)
2
1
+ 2ab= (—c— +252) — 9
2 ¢J) cosy
2 2 1 1
(a+b)? =< 4225 + 252 (10)
2 2 cosy ¢ cosy
, Ao, 21 , 1
(a—b)* =—+2s"+— —2s (11)
2 ¢ 2 cosy ¢ cosy
4ih = f'cosy—l sCZ-COSY+1— , (12)
2 cosy cosy
c? cosy+1 cosy—1
a—bl =\ 5 = 222 g, (13)
2 cosy cosy
— +
=229 5, =229 (<), (14
2 2
+ J—
=" b= (a=zb) (15)

1. példa. A 48-1. &bra adataibdl elindulva, a y hegyesszog eset:
c =40; y = arcsin (4/5) ~ 53,1301°; s, = 5v/58 ~ 38,0789,
p ~ 84,8528; g~ 14,1421;
a;; ~ 35,3553; b1 ~ 49,4975;
a5 ~ 49,4975, b,, ~ 35,3553.

2. példa. A 48-1. 4bra adataibdl elindulva, a y tompaszogl eset:

c=40; y=180°—arcsin (4/5)~ 126,8699°% s.=5-(3v3—V7)~ 12,7520,

p~43,7780;  q=~ 18,2740;
4y ~12,7520; by, ~ 31,0260;
dyy ~31,0260; by, ~ 12,7520.

Az (12) és a (22) indexszel jelolt mdsodik megoldast a 48-1. dbrdn mindkét példandl szaggatott

vonallal jeloltiik.
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49. Egy oldal, a szemben lev sz0g és egy mdsik oldalhoz tartozd sulyvonal 129

A megolddsok szdma 0, 1 vagy 2 lehet, mely utdébbi szimmetrikus pdr, mindkét példdban 2.

Most hdrom oldal (a, b, c) g; a tobbi adat.

49. Egy oldal, a szemben levo szog és egy masik (c,7,8p)
oldalhoz tartozé sulyvonal

Ac>0ésa0°<y<180° felvétele utan a C pontok egy ldtészogkoriven helyezkednek el (C # A,
C # B). C mértani helyét tekintve egy y-hoz két iv tartozik, azonban a szimmetria miatt elegend6
az egyiket vizsgdlni. A sugdr kétszerese 2R = c/siny, lasd E. 11(12)-t, a 49-1. és a 49-2. abrékat.

Induljunk el az s, stlyvonal oldalakkal kifejezett képletébél (1), és fejezziik ki b>-et (2). [rjuk fol

a koszinusztételt a ¢ oldalra (3), és helyettesitsiik (2)-t:

A nyil a névekvé a iranyaba mutat.

G

b/2
XSy (a) C
b/2
AN~ ¢ ../ B
12=180—r1 Gy \ C 180°—y
49-1. abra 49-2. 4bra

E. 24(8) 45y =2a*+2c*—b?, (1)

b*>=2a*+2c*—4s;, (2)

E. 12(14) c*=a*+b*—2ab-cosy, (3)

> =a*+2a*+2c*—4s; —2a-cosy- \/2a2+2c2—45§,

2a-cosy-\/2a2+2c2—45§:3a2+62_4s§. /()2 @

A négyzetre emelés utdn alakitsuk at, majd rendezziik az egyenletet a fogyé hatvanyai szerint

O-ra. Igy az a ismeretlen oldal negyedfoku egyenletéhez jutunk c,v,s, paraméterekkel, 14asd
(5)-ot:

4a®-cos’y-(2a*+2c*—4s7) =9a* +c* +165; + 6a* > —24a°s; —8¢’s;,

(9—8cos?y)a*—((c*— 257)-8cos’y —6¢% + 2455) a? + (c? —452)2 =0. (5)
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130 A hdromsz6g meghatdrozdsdnak kiilonbozo esetei

Az a € R* a megoldds sziikséges feltétele.
Az a, c és s, ismeretében b (2)-bodl szdmolhato, és pozitiv lesz, ha
2a* +2¢* —4s? > 0.

A pozitiv a, b, c ismeretében felirhatd a hdromszog-egyenlétlenség:

E.1(3) la—b|<c<a+b.
Az a,b,c € R és a hdromszog-egyenlbtlenség teljesiilése a megoldds sziikséges és elégséges feltétele.

Példa. A 49-1. abra adataibdl elindulva:

5-4130+6+v21
c = 40; y =y, = arcsin (4/5) ~ 53,1301°; sp = 5 ~ 31,3743,

6,12a*—12962,48a% + 5463375 =0,
a; ~ 39,21; a, ~ 24,10; as ~—39,21; a, ~—24,10;
b, ~ 48,35; b, ~ 20,59.

A negativ értékek értelemszertien nem tekinthet6k megoldasnak. A y = y; < 90° hegyesszoghoz
az a, tartozik, ugyanis ekkor (4) mindkét oldala pozitiv, a, pedig a négyzetre emelés miatt fellépd
hamis gyok. A y =y, = 180°— v, tompaszog esetén pedig éppen forditva. Itt a, lesz a megoldds,
ugyanis ekkor (4) mindkét oldala negativ, és a, a hamis gyok. A két esetet a 49-1. dbra mutatja.

A részletesebb vizsgalat:
Rajzoljuk f6l az A € R* halmazon értelmezett A— R*, a — s, (a) fliggvényeket.

Ac,v,s, adatok felvétele utdn kiszamitjuk a-t, mint a példdban, eztttal azonban tovdbbi pontokon
c-t és y-t paraméternek valasztva, majd felrajzoljuk a sikgorbe grafikonjat egy a,s;, koordinata-
rendszerben, amit ezutan fiiggvényekre bonthatunk (49-3. dbra).
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Sp 1 Paraméterek:
50 C3 = 50 /O
Ys = 900 ‘/'/‘
43,42 S
40
31,37
25 }
18,42 ~— 3 Paraméterek:
¢ =, =40
'y, ~53,1301°
Y, ~ 180° —53,1301°
5 | |
0 5 9,90 24,10 39,21 49,01 a
aminsbn(a) a, a; amaxsbu(a)
49-3. abra

A c felvétele utdn v felvételétdl fliggben 3 eset lehetséges. Legyen a, b,c,R € RY,
2R =c/siny, 0° < y < 180° és az értelmezési tartomanyokat jeloljik A-val.

1. Ha y; <90° akkor A;; = {a|0 < a < 2R}, A;, = {a|c < a < 2R}, és mins,;;,(a) <

<s, < maxsy,(a) kell legyen, ami a megoldds sziikséges és elégséges feltétele. Mint lathatd,
ez az eset két fiiggvénybdl, egy s;,,(a) és egy sp15(a)-bdl tevodik Ossze. Itt s, a ¢,y utan
felvett harmadik indulé értéket jelenti. A c¢; = 40, és y; ~ 53,1301° esetén 18,42 ~
A mins,,;(a)<s, < maxs,;,(a) ~ 43,42. A mins,,;(a) az a ~ 9,90-nél, a maxs,,,(a) az
a ~ 49,01-nél jelentkezik.

: — 90 ; e
ali%1+5b11(a) =5 20; alggsbu(a) =c =40,

spn(@)|, _ . =a-siny =40-sin53,1301° ~ 32.

Ezt a két fliggvényt a 49-3. dbran folytonos vonallal és pontelvélasztdssal jeloltiik.
Lasd a 49-2. 4brat is.
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132 A hdromsz6g meghatdrozdsdnak kiilonbozo esetei

2. Ha90° < y, < 180° akkor A, = {a|0 < a < c}, és % < spo(a) < c, és igy felvételkor s, ebben

az intervallumban kell legyen, ami a megoldds sziikséges és elégséges feltétele. A c, = 40 és
Y, A~ 180°—53,1301° ~ 126,8699° esetén 20 < s3,(a) < 40 lesz.

Tovabba c
lim s;,(a) = = = 20; lim s,,(a) = c =40.
a—0+ 2 a—c—

Ezt a fliggvényt a 49-3. dbrdn szaggatott vonallal jeloltiik. Lasd a 49-2. dbrat is.

3. Ha y; = 90°, akkor A; = {a|0 < a < ¢} és % < sp3(a) < ¢, és igy felvételkor s, ebben

az intervallumban kell legyen, ami a megoldds sziikséges és elégséges feltétele. A c; = 50,
v5 = 90° esetén 25 < s,5(a) < 50 lesz. Tovabba:

. c .
all)r(§1+sb3(a) == 25; alirgl_sbg(a) =c¢ =150.

Ezt a fliggvényt a 49-3. dbran pontvonallal jeloltiik.

A pozitiv a, b, c ismeretében a megolddst a hdromszog-egyenlétlenség teljesiilésével ellendrizhetjiik.

A megolddsok szdma (5) pozitiv valds gydkeinek szdmdtdl fiigg, ha azok kielégitik a (4)-et is. A
példdban a y hegyesszogli esetben 1, a y tompaszogli esetben szintén 1, altaldban 0, 1 vagy 2
lehet. Lasd még a 49-3. abrat. Az dbrdbdl a példa megolddsa is leolvashato.

Most hdrom oldal (a, b, c) g; a tobbi adat.

50. Egy oldal, a szemben levo szog és a hozzajuk (c,1,f.)
tartozo bels6 szogfelez6

Ac>0és0° <y < 180° felvétele utdn a C pontok egy ldtdszogkoriven helyezkednek el (C # A,
C # B). C mértani helyét tekintve egy y-hoz két iv tartozik, azonban a szimmetria miatt elegend6
az egyiket vizsgalni. A sugar kétszerese 2R = c¢/siny, lasd E. 11(12)-t.

Keressiink feltételt az indulé adatharmasra.

Bizonyithato, hogy adott ¢ és y esetén f. bels6 szogfelez6 az a = b egyenld szaru (esetlegesen
egyenl6 oldali) haromszognél lesz maximalis (E. 28(1)).

Az 50-1. abrén valasztott c-nél és y hegyesszognél f, belsé szogfelez6 maximuma Cy-nél lesz.

Ci1z Co Cin

O<fC§maxfC:§-ctgg. (D

(1) a megoldds sziikséges és elégséges feltétele.

[rjuk fol az f, két oldalbdl és a kozbezart szogbél kifejezett
képletét, és fejezziik ki ab-t:

. b
_felath) -
2:Cos—
2

E. 28(1) ab

50-1. abra
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Irjuk fol az f, oldalakkal kifejezett képletét, 14sd (3)-at, majd helyettesitsiik (2)-t:

2_ 1. [1_ c?
E. 20(3) f2=ab (1 (a+b)2), 3)

fc2=fc'(a+b)'(1 c? ),

2-cos£ (a+by

C2

+b

fc-2-cos£=(a+b)—a /-(a+b)

Atalakitas utdn ezt rendezziik a + b fogyé hatvanyai szerint nullara. Igy a + b masodfoku
egyenletéhez jutunk c, v, f. paraméterekkel:

[ (a+b)2—2fc-cosg-(a+b)—c2=0. 4

Mivel D > 0 és (a+ b), -(a+b), = —c? (l4sd Viéte-féle formuldk), ezért a két valds gyok ellentétes
el6jelli. Az (a + b) azonban negativ nem lehet, ezért a negativ gyok nem értelmezett. A pozitiv
(a + b) ismeretében ab (2)-bél szamolhatd és szintén pozitiv lesz.

{a+b:p, b=p—a,
ab=q, a*—pa+q=0,

@ —PZVPTA4 _PHVPTAG (5)
1 2 > 2 2 >
pPHVP o4 pP—VPi—4
1 2 E] 2 2 .

Az a és b valds gyokok akkor és csak akkor pozitivak, ha:

p>0, g>0, p*—4q=>0. (6)

A pozitiv a, b, c ismeretében felirhat6 a hdromszog-egyenlétlenség:
E. 1(3) la—b|<c<a+b. (7)

Az a,b,c € R" és a hdromszdg-egyenldtlenség teljesiilése a megoldds sziikséges és elégséges feltétele.
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Példa. Az 50-1. dbra adataibdl elindulva:

184320
c = 40; y = arcsin (4/5) ~ 53,1301°; f.= 1/ o1 A 39,0296,

(a+b)*—(768/11)-(a+ b)—1600 = 0,

{ (a+Db),=88=p,

(a+b), =—(200/11) ~ —18,18. A negativ érték nem értelmezett.
(ab); =1920 =q,

a; = 40; ajpp = 48;
A részletesebb vizsgalat:
Rajzoljuk fol az A C R* halmazon értelmezett A — R*, a — f.(a) fliggvényeket.

Ac,v, f. adatok felvétele utan kiszamitjuk a-t, mint a példdban, ezuttal azonban tovabbi pontokon,
c-t és y-t paraméternek valasztva, majd felrajzoljuk a sikgérbe grafikonjat egy a, f, koordinata-
rendszerben, amit ezutan fiiggvényekre bonthatunk (50-2. 4bra).

fe !
39,03 Példa
Paraméterek:
¢ =c, =40 fen(a) r
v, ~ 53,1301°
Yo~ 180°—53,1301°
_ fclz(a)
/‘// ch(a)
’ Paraméterek:
C3 - 50 A
o \
Y3 =90 A
—_—e \
RN 1
fCZ(a) SN |
i
i
!
22,36 35,36 40 48 50 a
ainn i
50-2. 4bra

A c felvétele utan y felvételétSl fiiggéen harom eset lehetséges. Legyen a,b,c,R € R™,
2R =c/siny, 0° <y < 180°, és az értelmezési tartomanyokat jeloljiik A-val.

1. Ha v, < 90° akkor A;; ={al0 <a < 2R}, A}, ={alc <a<2R}, és0 < f,(a) <

< max f.;(a) = % - ctg El’ és igy felvételkor f. ebben az intervallumban kell legyen, ami a
megoldds sziikséges és elégséges feltétele.
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Mint lathato, ez az eset két fliggvénybdl, egy f.,,(a) és egy f.1,(a)-bdl tevodik Gssze. A
c; =40 és v, ~ 53,1301° esetén 0 < f,.4;(a) < 40.

Ezt a két fliggvényt az 50-2. dbran folytonos vonallal és pontelvalasztéssal jeloltiik.

Az 4brabdl a példa mindkét megoldasa is leolvashato.

2. Ha 90° < y, < 180°, akkor A, = {a|l0 < a <c}, és 0 < f.,(a) < max f,(a) = 5 ctg% és

igy felvételkor f,. ebben az intervallumban kell legyen, ami a megoldds sziikséges és elégséges
feltétele.
Ac, =40és y, ~ 180°—53,1301° ~ 126,8699° esetén 0 < f,,(a) < 10 lesz.

Ezt a fliggvényt a 50-2. dbrdn szaggatott vonallal jeloltiik.

3. Ha y3 = 90° akkor A; = {al0 < a < c} és 0 < f4(a) < maxf(a) = % -ctg%, és igy
felvételkor f. ebben a 0 < f. < c¢/2 intervallumban kell legyen, ami a megoldds sziikséges és

elégséges feltétele. A c; =50, y3 =90° esetén 0 < f 5(a) < 25 lesz.
Ezt a fliggvényt a 50-2. dbran pontvonallal jeloltiik.
A pozitiv a, b, c ismeretében a megolddst a hdromszdog-egyenlétlenség teljesiilésével ellendrizhetjiik.

A megolddsok szdma 0, 1 vagy 2 lehet, mely utdbbi szimmetrikus pdr, a példdban 2.

Most hdrom oldal (a, b, c) g; a tobbi adat.

51. Egy oldal, a szemben levé szog és egy masik (c,7,fp)
oldalhoz tartozo belso szogfelezo

Ac>0¢ésa0°<y<180° felvétele utan a C pontok egy ldtészogkoriven helyezkednek el (C # A,
C # B). C mértani helyét tekintve egy y-hoz két iv tartozik, azonban a szimmetria miatt elegend6
az egyiket vizsgalni. A sugar kétszerese 2R = c/siny, lasd E. 11(12)-t és az 51-1. 4brat.

Induljunk el az f, belsé szogfelezd oldalakkal kifejezett képletébdl (1), és fejezziik ki b2-et (2),
illetve b-t (3). frjuk fol a koszinusztételt a c oldalra (4), majd helyettesitsiik (2)-t, illetve (3)-at.
Igy a kapott egyenletben csak az a ismeretlen oldal marad (5). Keressiik a-t:

A nyil a névekvé a irdnyaba mutat.

b2
E. 29(3 2=qc-|1— 1
C, 9(3) fy =ac ( (a+c)2)’ (1)
b2=(a+c)2'(1—f—b) 2)
ac
ac— f2?
b=(a+c)- fb, (3)
ac
A \bz \/ ac— sz > 0 sziikséges feltétel.
r2=180—y{ C, / E.12(14)  c¢*=a*+b*—2ab-cosy, 4)

51-1. abra
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136 A hdromsz6g meghatdrozdsdnak kiilonbozo esetei

2 — 2
02=a2+(a+c)2-(M)—2a-(a+c)-Vac Sy - CosY, (5)
ac ac

amibdl atalakitds utan (6)-hoz jutunk.

_r2 _r2
2a-(a+c)-vaC fb-cosyz(a+c)-(a—c)+(a+c)2-(aC fb), /:(a+c)
ac ac

_ r2 _r2
2a-vac Sy -cosyza—c+(a+c)-(ac fb),
ac ac

2a-4/ac-(ac—f?) ac— f? ac— f?
Sy -cosy=a-| 1+ Sy +c- fb—l ,
ac ac ac

ac ac ac

2a-4/ac-(ac—f2)-cosy =a-(2ac—f2)—cf},
2a-4/ac-(ac—f2)-cosy =2a*c—(a+c)- f2. /()2 (6)

Emeljiik (6)-ot négyzetre, majd rendezziik az egyenletet a fogyé hatvanyai szerint O-ra. Igy az a
ismeretlen oldal negyedfoku egyenletéhez jutunk c, y, f, paraméterekkel, 1dsd (7)-et.

. . —f2 : —fy )
2a m OSY:a(Za—cfb)_ij /-(ac)

4a®-(a*c® —acf?)-cos’y =4a’c* —4a’c-(a+c)- fi+(a+c) fl

4c*cos’yat —4acfcos’ya® =4ctat —4cfla’ —4cPfla’ + fla® + 2cffa+ S,

4c*sin’yat —4cf?sin’ya® + (f) —4cf2)a® +2cfla+ *f=0. (7)

Az a € R* a megoldds tovdbbi sziikséges feltétele.

Az a, c és f; adatok ismeretében b (3)-bdl szdmolhatd és pozitiv lesz, ha

ac > sz.

A pozitiv a, b és c ismeretében felirhat6 a hdromszog-egyenltlenség:

E. 1(3) la—b]|<c<a+b.
Az a,b,c € R és a hdromszog-egyenlbtlenség teljesiilése a megoldds sziikséges és elégséges feltétele.
Példa. Az 51-1. abra adataibdl elindulva:
c=40; y=135°—arctg7~53,1301% f, =(—280+200-v2)- vV 50+ 35v2 ~ 28,3556,
4096a*—82333,75a> —4499378,11 a* + 51718490,99a + 1034 369819,9 = 0,
a; ~ 35,3553; a,~22,8643; a;~—26,1911; a,~—11,9275;
b, ~ 49,4975; b, ~ 21,8542.
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A negativ értékek értelemszertien nem tekinthet6k megoldasnak. A y = vy, < 90° hegyesszoghoz
az a, tartozik, ugyanis ekkor (6) mindkét oldala pozitiv, a, pedig a négyzetre emelés miatt fellép6
hamis gyok. A y =y, = 180° — y, tompaszog esetén pedig éppen forditva. Itt a, lesz a megoldas,
ugyanis ekkor (6) mindkét oldala negativ, és a; a hamis gyok. A két esetet az 51-1. abra mutatja.

A részletesebb vizsgalat:
Rajzoljuk fol az A ¢ R* halmazon értelmezett A — R*, a — f;(a) fiiggvényeket.

Ac,y, f, adatok felvétele utan kiszamitjuk a-t, mint a példaban, eztttal azonban tovabbi pontokon,
c-t és y-t paraméternek valasztva, majd felrajzoljuk a sikgorbe grafikonjat egy a, f, koordinata-
rendszerben, amit ezutdn fiiggvényekre bonthatunk (51-2. &bra).

fp
50 L
7
fra(a) -~
R
42,98 //.’ fblz(a)
40 Paraméterek: /,/‘:
C3 == 50 ;7/;//
Y3 = 90° /,‘
/.//
/////
28,36 Példa ,:./’
//‘/
7 7/
d I
/7
Paraméterek:
a
fr1(a) ¢ = ¢, =40
v, ~ 53,1301°
Y, ~ 180° —53,1301°
5
Y
0 5 22,86 35,36 40 48,69 a
as ay ¢ max fy15(a)
51-2. abra

A c felvétele utdn y felvételétSl fliggben hdrom eset lehetséges. Legyen a, b,c,R € RY,
2R =c/siny, 0° < y < 180°, és az értelmezési tartomanyokat jeloljiik A-val.

1. Ha y, < 90° akkor A;; = {al0 < a < 2R}, A}, = {alc <a < 2R}, és 0 < f, < max f},,(a)
kell legyen, ami a megoldds sziikséges és elégséges feltétele.

Mint lathatd, ez az eset két fliggvénybdl, egy fi,;(a)-bdl és egy f,,,(a)-bdl tevédik Gssze.
Itt f, a ¢,y utdn felvett harmadik indulé értéket jelenti. A ¢; = 40, és y; ~ 53,1301°
esetén 0 < f, < max f;;,(a) ~ 42,98. A max f,,,(a) az a ~ 48,69-nél jelentkezik. Ezt a két
fliggvényt az 51-2. 4bran folytonos vonallal és pontelvédlasztassal jeloltiik.
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2. Ha 90° < y, < 180° akkor A, = {al0 < a < c} és 0 < f,,(a) <c, és igy felvételkor f, ebben
az intervallumban kell legyen, ami a megoldds sziikséges és elégséges feltétele. A c, = 40 és
v, &~ 180°—53,1301° ~ 126,8699° esetén 0 < f;,(a) < 40 lesz. Ezt a fiiggvényt az 51-2.
abran szaggatott vonallal jeloltiik.

3. Ha y5; = 90° akkor A; = {al0 < a < c} és 0 < fy3(a) < c, és igy felvételkor f, ebben az
intervallumban kell legyen, ami a megoldds sziikséges és elégséges feltétele. A c; =50, y5 = 90°
esetén 0 < fy5(a) < 50 lesz. Ezt a fliggvényt az 51-2. dbran pontvonallal jeloltiik.

A c>04és0° <y < 180° felvétele utan, ha f; nincs a kijeldlt intervallumban, akkor a negativ
valés vagy komplex szdm.

A megolddsok szama (7) pozitiv valés gyokeinek szdmdtdl fiigg, ha azok kielégitik (6)-ot is. A
példdban a y hegyesszogli esetben 1, a y tompaszogl esetben szintén 1, dltaldban 0, 1 vagy 2
lehet. Lasd még az 51-2. 4brat is.

A pozitiv a, b, c ismeretében a megolddst a hdromszog-egyenlitlenség teljesiilésével ellendrizhetjiik.

£
Most hdarom oldal (a, b, c) (12; a tobbi adat.

52. Egy oldal, a szemben levo szog és az oldalhoz (.75 fer)
tartozo kiilso szogfelez6

Ac>0ésa0°<y<180° felvétele utan a C pontok egy ldtészogkoriven helyezkednek el (C # A,
C # B). C mértani helyét tekintve egy y-hoz két iv tartozik, azonban a szimmetria miatt elegend6
az egyiket vizsgdlni. A sugar kétszerese 2R = ¢/ siny, lasd E. 11(12)-t, és az a = b pontok nem
értelmezettek (52-1. abra).

52-1. 4bra

Induljunk el f,; kiils6 szogfelez6 oldalakkal kifejezett képletébdl:

2
E. 31(3) fi:ab-((aib)z—l), a#b. )

Folytassuk f,;, két oldalbdl és a kozbezart szogbdl kifejezett képletével, és fejezziik ki ab-t:
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' la—D>b
_farlasbl ©

2-sin —

2

E. 30(3) ab

Helyettesitsiik (2)-t (1)-be, igy az alabbi egyenlethez jutunk:

2 fck"a_bl ( c? ) 2 2
= . —1 , (a_b) :la_b|7
fa=" T \@—by
2
2f sinz— ¢ —|a—b| /|a—b|>0
*k 72 T la—b| '

Atalakitds utan |a — b| masodfoku egyenletéhez jutunk c, y, f,, paraméterekkel:

[ |a—b|2+2fck-sing-|a—b|—c2=0. (3)

Mivel D > 0 és |a—b|; - |a — b|, = —c? (14sd Viéte-féle formuldk), ezért a két valds gyok ellentétes
elGjeld. Az |a — b| azonban negativ nem lehet, ezért a negativ gyok nem értelmezett. A pozitiv
|a — b| ismeretében ab (2)-bdl szamolhatd, és szintén pozitiv lesz. Keressiik a-t és b-t:

{ la—bl=—(a—b)=b—a=p, ha 0<a<b,

ab=q,
b=a+p; a’*+pa—q=0;
_TPptvpitaq b o PVPPt+4q

1 2 > 3 2 ’
p _ PTVPPH4q p. = P VPrt+4q
1 2 ) 3 2 .

la—b|=a—b=p, ha 0<b<a,

ab=q,

b=a—p; a*—pa—q=0;
b Pt VPHAq 0 P VP HAq
2 2 ) 4 2 )
p - P VPitaq p - P VPt
2 5 4 — .

2 2

A negativ a és b nem tekinthet6 megoldasnak, ezért a 3-as és 4-es indexszel jelolt gyokok nem
értelmezettek.
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140 A hdromsz6g meghatdrozdsdnak kiilonbozo esetei

A pozitiv a, b, c ismeretében felirhaté a hdromszdg-egyenlétlenség:
E. 1(3) O<la—b|<c<a+b, a#b. 4)

Az a,b,c € R" és a hdromszog-egyenlbtlenség teljesiilése a megoldds sziikséges és elégséges feltétele.

Példa. Az 52-1. abra adataibdl elindulva:

¢ = 40; y = arcsin (4/5) ~ 53,1301°;  f,, = V12250 ~ 110,6797,
la—b|*+98,9949 - |[a— b| — 1600 = 0,
la—bl|; ~—113,1371; la — bl, ~ 14,1421;
la—b| ~ 14,1421 = p,
ab~ 1750 =q,
a; ~ 35,3553; a, ~ 49,4975;
b, ~ 49,4975; b, ~ 35,3553,

Az a,, b, megolddst az 52-1. dbran szaggatott vonallal jeloltiik.
A részletesebb vizsgalat:
Rajzoljuk f6l az A ¢ R* halmazon értelmezett A — R*, a — f.,(a) fliggvényeket.

A c,y, f. adatok folvétele utdn kiszdmoljuk a-t, mint a példédban, ezuttal azonban tovabbi ponto-
kon c-t és y-t paraméternek valasztva, majd felrajzoljuk a sikgorbe grafikonjat egy a, f., koordinata-
rendszerben, amit ezutan fliggvényekre bonthatunk (52-2. dbra).
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141
fck
i
|
|
200 !
Paraméterek: !
c=40 g l|
Y ~ 53,1301° a !
fan@ [ E| | fan(@
2
|
|
|
‘.
7 |
110,68 Példa
|
|
|
I
67,08 f
i
i
./'I fcle(a)
20 /./
/’/
49 N'/
0 5

35,36 40 44,72 49,50 a
a, ¢ by a,

52-2. abra

A c felvétele utdn y felvételétdl fliggben harom eset lehetséges. Legyen a,b,c,R € R*, a # b,
2R =c/siny, 0° < y < 180°, és az értelmezési tartomanyokat jeloljiik A-val.

1. Hay <90°, akkor:

Ertelmezési tartomany

Ertékkészlet
Allz{a|0<a< C Y} 0 < fan(a) <+oo
251n§
A, = {al C -<a< ZR} fek12(2R) < fp0(a) < +00
2sin;

A3 ={alc <a < 2R} 0 < feriz(a) < fir13(2R)

Mint lathatd, ez az eset harom fliggvénybdl, egy f..1;(a)-bol, egy f.;1.(a)-bol,
és egy f.;13(a)-bol tevodik Gssze.

A ¢ =40, y = arcsin 0,8 ~ 53,1301° paraméterek esetén a, = b, =

_ ~ 44,7214,
251n§
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142 A hdromsz6g meghatdrozdsdnak kiilonbozo esetei

Az 52-2. 4brdn ezen paraméterek mellett az f,;,;(a) fliggvényt folytonos vonallal, az
f.1o(a) fliggvényt szaggatott vonallal, az f..;5(a) fliggvényt pedig pontvonallal és
pontelvalasztdssal jeloltiik.

Az 4brabdl a példa mindkét megoldasa is leolvashato.

2. Ha90° <y < 180° akkor:

Ertelmezési tartomany Ertékkészlet
A21={a|0<a< c Y} 0 < fior(a) < +o00
2sin;
Azz—{a| - <a<c} 0 < feao(a) <+o0
N3
3. Hay=90° akkor: 2R=c¢
Ertelmezési tartomany Ertékkészlet
c
A ={a|0<a<—} 0 < fersi(a) <400
31 /2
c
A ={a|—<a<c} 0 < fasz(a) <+oo0
U2

Mint lathaté ¢ > 0, 0° < v < 180° és 0 < f,, < +00 induld feltételek a megoldds sziikséges és
elégséges feltételei.

A megolddsok szdma mindig 2, amelyek egymdsnak szimmetrikus pdrjai.

A vizsgalat programmal késziilt.

Most hdrom oldal (a, b, c) g; a tobbi adat.
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53. Egy oldal, a szemben levd szog és egy mdsik oldalhoz tartozo kiilsé szogfelezd 143

53. Egy oldal, a szemben levo szog és egy masik (b, B, fer)
oldalhoz tartozo kiils6 szogfelezo

Ab>0¢ésa0°<f <180° felvétele utan a B pontok egy ldtészogkoriven helyezkednek el (B # C,
B # A). B mértani helyét tekintve egy -hoz két iv tartozik, azonban a szimmetria miatt elegendé
az egyiket vizsgdlni. A sugar kétszerese 2R = b/sinf3, és az a = b pontok nem értelmezettek.
Lasd E. 11(12)-t és az 53-1. abrat.

a=b 4_/

c>0

A nyil a névekvé a iranyaba mutat.

53-1. 4bra

Induljunk el az f,; kiils6 szogfelez6 oldalakkal kifejezett képletébol:

2
E. 31(3) ;zab-((aib)zﬂ), a#b. )

Fejezziik ki c2-et, illetve c-t, és irjuk fol a koszinusztételt a b oldalra. Igy egy kétismeretlenes (a, c)
egyenletrendszerhez jutunk, ldsd (3)-at és (4)-et. Keressiik a-t, majd ezutan c-t:

2
c2=(a—b)2-(i{+1), (2)
ab
2
cz‘/(a—b)z-(i(+1), (3)
ab
E. 12(14) b%* =a®+c*—2ac-cos f. 4)

A ¢ kikiiszobolésével oldjuk meg ezt az egyenletrendszert a-ra.

2 2

+ab +ab
b2=a2+(a—b)2-Ck——2a-‘/(a—b)Z-Ck—-cosﬂ, (5)
ab ab
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144 A hdromsz6g meghatdrozdsdnak kiilonbozo esetei

2

2a~‘/(a—b)2~Lab-cosﬁ=(a—|-b)-(a—b)+(a—b)2~M /()2 (6)
ab ab

Emeljiik (6)-ot négyzetre, majd osszuk (a — b)? > 0-val, ezutdn pedig szorozzuk (ab)>-tel.
2

+ab
4a2-(a—b)2-6k—b-c052[5:(a+b)2-(a—b)2+
a

2 2

2
+2(a+b)(a—b)(a—b)2-%bab+(a—b)4-(%bab) . @by

2
Ck+ab
ab

4a® - -cos® B = (a+ b)*+

2 2

+ab +ab 2
+2(a2—b2)-”‘T+(a—b)2-(ckT). /-(ab)2

Atalakitds és egyszerisités utan rendezziik az egyenletet a fogyé hatvanyai szerint nulldra. Igy az
a ismeretlen oldal negyedfoku egyenletéhez jutunk b, f3, f., paraméterekkel, ldsd (7)-et.

4a*b - (f2 +ab)-cos®f = (ab-(a+b))*+2ab-(a>—b*)-(f3+ab)+(a—b)*-(f3 +ab)?

4a°bf’; cos® B +4a*b®cos® p = (a*b)* + 2a’b - ab® + (ab*)*+

+(2a®b —2ab®) - (f3 +ab) + (a* — 2ab + b*) - (f.1 + 2abf> + a*b*),

4bf2 cos® B a® +4b2cos® B a* = b2a* + 2b°a® + b*a? + 2bf2a° + 2b%a* — 2b3f2a — 2b*a%+
+fia®+2bf2a® + bPa* —2bfia—4b f2a? — 26°8° + b2f4 + 26°F27 + bAd7,

4b*sin® B a* +4bf; sin® B a® + (f5 —4b*f2)a®> —2bfa+ b*f 1 = 0. (7)

Az a € R* a megoldds sziikséges feltétele.
Most a, b, f., adatok ismeretében c (3)-bdl szdmolhatd, és pozitiv lesz, ha a, b pozitiv, és a # b.

A pozitiv a, b, c ismeretében felirhatd a hdromszog-egyenlétlenség:

E. 1(3) O<l|a—b|<c<a+b, a#b.
Az a,b,c € R" és a hdromszog-egyenlbtlenség teljesiilése a megoldds sziikséges és elégséges feltétele.
1. példa. Az 53-1. dbra adataibdl elindulva:
b=35v2~49,4975; B =arctg7~81,8699% f., = 12250~ 110,6797,
9604 a*+2376869a® +30012500a* — 14855429589 a + 367 653 125000 = 0,
a, ~ 35,3553; a,~41,0061; a;=komplex; a,=komplex;

¢, ~40; c¢,~22,5227; c3=komplex; c,=komplex.
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53. Egy oldal, a szemben levd szog és egy mdsik oldalhoz tartozo kiilsé szogfelezd 145

A komplex gyokok sikgeometriai szempontbdl nem tekintheték megoldasnak. A 8 = f3; < 90°
hegyesszoghoz az a; megoldas tartozik, ugyanis ekkor (6) mindkét oldala pozitiv, és a, a négyzetre
emelés kovetkeztében fellépé hamis gyok. A f = 3, = 180° — 3; tompaszog esetén pedig éppen
forditva. Itt a, lesz a megoldas, ugyanis ekkor (6) mindkét oldala negativ, és a; a hamis gyok. A
két esetet az 53-1. dbra mutatja.

2. példa. Az 53-1. dbra b, 3 adataibdl, de egy nagyobb f,,-bdl elindulva:

b=35v2~49,4975; B =arctg7~81,8699% f.. = 1000,
a, ~ 48,5890; a,~ 49,9539; a;=komplex; a,=komplex;
¢, ~ 18,5475; ¢,~9,1900; c;=komplex; c,=komplex.

A komplex gyokok sikgeometriai szempontbdl nem tekinthet6k megoldasnak. A valds gyokok
kielégitik (6)-ot is, vagyis két megoldds van. Lasd még az 53-3. dbrdt is.

A részletesebb vizsgalat:
Rajzoljuk fol az A c R* halmazon értelmezett A — R*, a — f,.(a) fliggvényeket.

A b, B, f.. adatok folvétele utdn kiszamoljuk a-t mint a példdkban, ezuttal azonban tovéabbi
pontokon b-t és 3-t paraméternek vélasztva, majd felrajzoljuk a sikgorbe grafikonjat egy a, f.;
koordinata-rendszerben, amit ezutdn fliggvényekre bonthatunk. Lasd az 53-2., 53-3. és az 53-4.
abrakat.

ka 1 /
346,48 Jeko
Paraméterek:
b =352 ~ 49,4975 i
fera1(a)-nél ,'
p = arctg7 ~ 81,8699° i
kaZ(a)_nél fckll(a) ",
= 180° —arctg 7 ~ 98,1301° 1
p 8 I fral@)
200 i
/
E
./. cs
/ =
a S
1. péld 2 o
110,68 i o E
a N
[P S
40 =T : =
H(g 5 35,36 41,01 49,50 a
a; a, b
53-2. abra
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A hdromsz6g meghatdrozdsdnak kiilonbozo esetei
fck 1 |
|
4000 | paraméterek: < '
b =352 ~ 49,4975 2 !
fexn1(@), fera(@), feras(a)ndl E ll
p = arctg7 ~ 81,8699° § \
fckZ(a)'na’-I N l|
3000 o 0 < |
B =180° —arctg 7 ~ 98,1301 S \
— \
3 \
S \
‘\‘ fera2(a)
a
2000 fckll( ) \‘
‘\
\
\
\
\\
\
2. pél
1000 pelda kY
\
7 fon(@) 1
ck13\d) _ 4
346,48 Jero 1 ___ff_kz_(a_)___ﬁsﬂﬁ- ——————
48 48,59 49 49,50 49,95 a
a, b a,
53-3. dbra

A b felvétele utan f felvételétdl fiiggéen harom eset lehetséges. Legyen a, b,c,R € R*, a # b,
2R =b/sinf3, 0° < B < 180° és az értelmezési tartomanyokat jeloljiik A-val.

1. Ha p <90° akkor:

Ertelmezési tartomany

Ertékkészlet
A;; ={al0<a< b}

0 < feri(a) <+o0
Ay, ={alb < a < 2R}

fek12(2R) < fipp0(a) < +00
A3 ={alb<a<2R}

fero < fexa3(@) < fir13(2R)

Mint lathatd, ez az eset harom fiiggvénybdl, egy f..11(a)-bol, egy f..12(a)-bol
és egy f.a3(a)-bdl tevédik ossze.

Vegyiik észre, hogy az f.,;(a) fiiggvénynek az a = b, ¢ > 0-ndl végtelen
hatdrértéke van:

al_igl_fckll(a) = +00.

De az f,;q5(a) fliggvénynek az a = b, ¢ = 0-nal véges hatarértéke van, amit
jeloljink f.;o-val.
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A b =352~ 49,4975, B = arctg 7 ~ 81,8699° esetén

IIIII)l fckls(a) B kaO ] 346,482.
a—b+

A hiarom fliggvényt ezen paraméterek mellett az 53-2., illetve az 53-3. dbra
mutatja. Az f.,,(a) fliggvényt folytonos vonallal, az f,;,,(a) és az fq5(a)
fliggvényt pedig szaggatott vonallal és pontelvalasztassal jeloltiik.

Mint ldthatd, ebben az esetben mindig van megoldds. A megolddsok szdma

(7) pozitiv valds gyokeinek szdmdtdl fiigg, ha azok kielégitik (6)-ot is.

Ha f,; < f.o, akkor 1 megoldds van, ldsd az 1. példa 8 hegyesszogl esetét.
Ha f,; > f.o, akkor 2 megoldas van, lasd a 2. példat.

Megjegyzés: Az a = b-nél f,; nem értelmezett, és mindkét helyen oldalt valt
(53-1. abra).

2. Ha90° < 3 <180°, akkor:
Ertelmezési tartomany Ertékkészlet
A, ={al0 <a < b} 0 < fera(@) < fexo
Mint lathatd, ez az eset egy fliggvénybdl 4ll. Vegyiik észre, hogy az f.;,(a)
figgvénynek az a = b, ¢ = 0-ndl véges hatarértéke van, ami ugyanaz, mint

faz(a)-nél. A b =352~ 49,4975, B = 180°—arctg 7 ~ 98,1301° esetén

lirll;l_fckz(a) = kaO ] 346,482

A fiiggvényt ezen paraméterek mellett az 53-2., illetve az 53-3. dbra mutatja.
Az f.,(a) fliggvényt mindkét abran pontvonallal jeloltiik. Mint lathatd, ebben
az esetben csak akkor van megoldds, ha 0 < f.; < f.o. Vagyis ez a megoldds
sziikséges és elégséges feltétele. A megolddsok szama mindig 1.

Lasd az 1. példa 3 tompaszogi esetét.

3. Ha f3 =90° akkor: 2R=1b
Ertelmezési tartomany Ertékkészlet
A; ={al0 <a < 2R} 0 < fus(a) < +o0
Es az f..(a) fiiggvénynek a = 2R, ¢ = 0-nal végtelen hatarértéke van.
al_i)g%_fckB(a) = too.
A b =50,  =90° paraméterek esetén az f..;(a) fliggvényt az 53-4. dbra
mutatja. Ezt a fliggvényt az dbrdn kettds pontvonallal jeloltiikk. Mint ldthatd,

ebben az esetben mindig van megoldds, a megolddsok szdma mindig 1.
Lasd a kovetkez6 példat.
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148 A hdromsz6g meghatdrozdsdnak kiilonbozo esetei

3. példa: b=50; PB=90°% f.,=30v5x 67,0820

¢, =40; ¢, =40; c3=komplex; c,=komplex.

fck 1 :
!
i
Paraméterek: :
b=50 i
p=90° .-'
300 i
i
I
i
i
200 /'!
fckB(a) :I
./
/'/ g
g
100 £
, e S
67.08 3. példa - 2
=
0 10 20 30 40 50 a
al == a2 2R
53-4. abra

A pozitiv a, b, c ismeretében a megolddst a hdromszog-egyenlétlenség teljesiilésével ellendrizhetjiik.

A vizsgélat programmal késziilt.

£
Most hdrom oldal (a, b, c) (1=g a tobbi adat.
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54. Egy oldal, a szemben lev6 szog és a beirt kor sugara (c,7,1)

Ac>0¢és0°<y < 180°felvétele utdn a C pontok egy ldtészogkoriven helyezkednek el (C # B,
C #A). C mértani helyét tekintve egy y-hoz két iv tartozik, azonban a szimmetria miatt elegend6
az egyiket vizsgalni. A sugar kétszerese 2R = c/siny, lasd E. 11(12)-t és az 54-1. 4brat.

54-1. 4bra

Induljunk el R képletébdl (1), a sugdregyenlitlenségbol (2) és a (3) egyenletbdl.

Keressiink feltételt az indulé adatharmasra:

E. 11(12) R=——, )
2-siny

(2)

E.17(1) 0<2r SR:Z-siny'

(2) a megoldds sziikséges feltétele.

E. 33(12) Wl T __2r 3
g2 s—c a+b—c’ (3)

a+b=2r-ctg§+c. 4

Az a + b = 4llanddénak megfelel6 C pontok egy A, B fokuszu ellipszis vonalon helyezkednek el
(a nagytengely hossza a + b). Igy a max (a + b) a k korén 16v6 Cy-nél lesz (54-1. abra), ezért:

c

max (a+ b) =

=

sin —

\V]

Lasd még az 57. feladat (8)-at.

max (a+b)—c -tgz.
2 2

maxr =
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150 A hdromsz6g meghatdrozdsdnak kiilonbozo esetei

Bizonyithato, hogy:

maxr=—-—Y=—-tg(45°—Z). (5)

R
0<r£maxr£§. (6)
A bal oldali egyenl6ség a = b-nél, mindkett6 az a = b = c-nél all fenn.
(6) a megoldds sziikséges és elégséges feltétele.
Most irjuk fol a koszinusztételt a ¢ oldalra, 1asd (7)-et, és fejezziik ki ab-t, 1asd (8)-at:

E. 12(14) c?=a?*+b*—2ab - cosy, 7)
c?=(a+b)*—2ab—2ab -cosvy,
c?=(a+b)*—2ab-(1+cosy),

a+Db)?>—c?
_ latby-c ®)
2-(1+cosy)

(4) miatt a + b > c és pozitiv, majd a (8)-bdl szamolt ab is pozitiv lesz.

Most a + b és ab ismeretében:

{a+b=p, b=p—a,
ab=gq, a’—pa+q=0,

1 2

_p—+p*—4q _pt+vp*—4q 9)
2 ’ N 2 ’

_pt+vpP—4q _P—+vP*—4
2 J

b= Y- T

b, 2

Az a és b valds gyokok akkor és csak akkor pozitivak, ha:
p>0, g>0, p’—4g>0. (10)

A pozitiv a, b, c ismeretében felirhat6 a hdromszog-egyenlétlenség:
E. 1(3) la—b|<c<a+b. (11)

Az a,b,c € R" és a hdromszog-egyenlbtlenség teljesiilése a megoldds sziikséges és elégséges feltétele.
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Példa. Az 54-1. adbra adataibdl elindulva:

¢ = 40; y =2-arctg(1/2) ~ 53,1301 r=12,
a+b=88=p, ab=1920=q,
a; = 40; a, = 48;
b, =48; b, =40.

A két megoldds egymasnak szimmetrikus pdrja. Az 54-1. dbrdn az 1. megoldast teljesen, a 2.
megoldast részben jeloltiik folytonos vonallal. Az 1. megoldés az a =c, a 2. megolddsa b =c
egyenld szaru esetet mutatja.

A részletesebb vizsgalat:
Rajzoljuk fol az A C R* halmazon értelmezett A— R*, a — r(a) fliggvényeket.

A c,y,r adatok folvétele utdn kiszdmoljuk a-t, mint a példaban, ezuttal azonban tovabbi pontokon
c-t és y-t paraméternek valasztva, majd felrajzoljuk a sikgorbe grafikonjat egy a, r koordinata-
rendszerben, amit ezutan fiiggvényekre bonthatunk. Lasd az 54-2. és 54-3. abrakat.

Paraméterek:
r +c=40
ri1(a), rip(a)-nal
y =2-arctg 1 ~ 53,1301°
20 ro(a)-nal
y =180°—2-arctg 3 ~ 126,8699°

Példa

12 max r;(a)
ri1(a)
4,72 /_,___ ____fz_(fQ % ria(a)
4(( ~
0 5 22,36 40 48 a
a=b a, a=ba,
54-2. &bra
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r
Paraméterek:
c=>50
y =90°
10,36 — ._._.f'ojgc_l)
/"""." .\.\.
/"‘ \
5 ‘/,/‘ \
PR \
w‘ /k >
0 5 35,36 50 a
a=>b 2R
54-3. 4bra

A c felvétele utan y felvételétdl fiiggéen harom eset lehetséges. Legyen a,b,c,R € R*,
2R =c/siny, 0° <y < 180°, és az értelmezési tartomanyokat jeloljiik A-val.

1. Hay <90° akkor:

Ertelmezési tartomany Ertékkészlet
A;; ={al0 <a < 2R} 0 < ry;(a) £ maxry;(a)
Ay, ={alc <a < 2R} 0 < ryy(a) < r5(2R)

Mint lathatd, ez az eset két fliggvénybdl, egy rq;(a)-bol és egy rq,(a)-bol tevodik
Ossze. A ¢ =40, y = 2 -arctg(!/2) ~ 53,1301° paraméterek esetén az a = b =
= 20+/5 ~ 44,7214-nél maxry,(a) ~ 12,3607. Ezt a két fiiggvényt az 54-2. dbrdn
folytonos vonallal jeloltiik, és ponttal valasztottuk el egymdstol.

Az 4brabdl a példa mindkét megoldasa is leolvashaté.

2. Ha 90° <y < 180° akkor:
Ertelmezési tartomany Ertékkészlet
A,={al0<a<c} 0 < ry(a) < maxr,(a)
A c =40, y = 180°— 2 - arctg(1/2) ~ 126,8699° paraméterek esetén a = b =

=104/5 ~22,3607-nél maxr,(a) ~ 4,72. A fiiggvényt az 54-2. 4bran szaggatott
vonallal jeloltiik.
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3. Hay=90° akkor: 2R=c¢

Ertelmezési tartomany Ertékkészlet
A; ={al0 <a < 2R} 0 < r3(a) < maxry(a)
, , 45°
A c =50, y = 90° esetén a = b = 25+/2 ~ 35,3553-ndl maxr;(a) = R-tg 5 =
= 25(v/2—1) ~ 10,3553. A fiiggvényt ezen paraméterek mellett az 54-3. abran

pontvonallal jeloltiik.

A pozitiv a, b, c ismeretében a megolddst a hdromszog-egyenlétlenség teljesiilésével ellendrizhetjiik.

A megolddsok szdma 0, 1 vagy 2 lehet, mely utdbbi szimmetrikus pdr, a példdban 2.

£)
Most hdrom oldal (a, b, c) (1=> a tobbi adat.

55. Egy oldal, a szemben levo szog és ezen oldalhoz (c,7,7.)
a hozzairt kor sugara

A c>0és0°<y < 180°felvétele utdn a C pontok egy ldtdszogkoriven helyezkednek el (C # B,
C #A). C mértani helyét tekintve egy y-hoz két iv tartozik, azonban a szimmetria miatt elegend6
az egyiket vizsgalni. A sugar kétszerese 2R = c/siny, lasd E. 11(12)-t, az 55-1. és az 55-2.
abrakat.
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Induljunk el az E. 33(12) és az E. 35(8) képletekbdl, ami itt két egyenletet jelent. Igy a két
ismeretlen (r,s) kiszamolhatd:

r re
E. 33(12), E. 35(8) tgz =—=—. (D
Fejezziik ki r-et:

= —_ ‘tg—=s5-tg——cC-tg —

r=rc—c-tg§. (2)

Keresstink feltételt az indulé adatharmasra:

R
0<r£maxr£§. 3
Lasd még az 54. feladat (6)-ot.
Y
1—sin—-
R
o<r<s.——2<, )
2 cosi 2
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Helyettesitsiik (2)-t (4)-be, és alakitsuk at:

1 R
O<rc—c-thS£-——£-thS—, /+c tgr
2 cosL 2 7272 2
2
c-tg <r<c +C th R+c th
Ler <= el < L
2 cosl 2 272 2
1+sin—
C.tgz<r <£
2 2 st
Bizonyithatd, hogy:
c 1+sin£ c v
maxrcz—-—},=—-ctg(45°——). (5)
cos — 2 4
2
: _ Y r_
1nfrc—c-tg§<rCSmaxr+c-tg§—maer. (6)

Egyenl6ség csakis a = b, illetve a = b = ¢ estén 4ll fenn.
(6) a megoldds sziikséges és elégséges feltétele.
1. példa. Az 55-1. dbra adataibdl elindulva:
c=40; vy=2-arctg(!/2)~53,1301°% r.=32,
Y 1
r:rc—c-tg§=32—40-§ =12.
Majd az 54. feladat itmutatésait és az ott adott példat kovetve:
a+b=88=p, ab=1920 =g,
a; = 40; a, = 48;
b,=48;  b,=A40.

2. példa. Az 55-2. dbra adataibdl elindulva:
c=40; y=180°—2-arctg(l/2)=2-arctg2~ 126,8699°
r. =40+ 10v/3 4+ 10v/7 ~ 83,7780,

r=r.—c- tgg ~ 83,7780 — 40 - 2 ~ 3,7780.

Most ismert ¢, y, r, igy az 54. feladatnal leirtak szerint folytathatjuk a szamolast:
a+b~ 43,7780 =p, ab~395,6440 =g,
a, ~12,7520; a, ~ 31,0260;
b, ~ 31,0260; b, ~ 12,7520.
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A részletesebb vizsgalat:
Rajzoljuk f6l az A € R* halmazon értelmezett A — R*, a — r (a) fiiggvényeket.

Hasonléak, mint az el6z6, 54. feladatndl azzal a kiilonbséggel, hogy eltolédnak az y tengelyen

pozitiv irdnyban c - tg g—vel. Az 1j fiiggvények r.(a) =r(a) +c¢ -tgg lesznek:

1
1. ¢=40, y=2-arctg(!/2) ~53,1301° esetén c- tgg =40- 5= 20.
2. ¢=40, y=2-arctg2~ 126,8699° esetén . tgg =40-2 = 80.
3. ¢=50, y=90° esetén c-tg§=50-1=50.

A megolddsok szdma 0, 1 vagy 2 lehet, mely utébbi szimmetrikus pdr, mindkét példdban 2.

L (54.£) af) .
Most (2) utdn ismert (c,y,r) = (a,b,c) = a tobbi adat.

56. Egy oldal, a szemben lev) szog és egy masik oldalhoz (c,r,1q)
a hozzairt kor sugara (egyértelmii)

Ac>0és0°<y < 180° felvétele utdn a C pontok egy ldtészogkoriven helyezkednek el (C # B,
C #A). C mértani helyét tekintve egy y-hoz két iv tartozik, azonban a szimmetria miatt elegend6
az egyiket vizsgalni. A sugar kétszerese 2R = c/siny, lasd E. 11(12)-t és az 56-1. 4brat.

56-1. abra

Induljunk el a korilirt kor R sugardnak képletébdl:

c

E. 11(12) R (1)

:2-siny'
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E. 11(9) a=2R-sina
E. 11(10) b=2R-sinf
E. 11(11) + c=2R-siny

a+b+c=2R-(sina+sinf +siny),

2s =2R-(sina+sinf +siny),

S . . .
— =sina+sinf +siny.

Helyettesitsiik az s képletét, ami itt egy egyenletet jelent,

o )
s =
E. 35(8) g &’

2

és alakitsuk &t a jobb oldalt egy kordbban emlitett trigonometrikus azonossag felhasznaldsaval:
o 1_ @ P cost
B 9(35) tgg .= =4-cos 5 "COs - cos (3)
2

~

A a a
— =4-tg —-COS — - COS — * COS —.
R 2 2 2 2

Helyettesitsiik f = 180° — (a + y)-t, és a kapott egyenletet alakitsuk at.

180°—a—
E=4-sing-cos(#)-cosz,
R 2 2 2
La :4-sing-cos((90°—g)—z)-cosx,
R 2 2 2 2
fa =4-sing-(cos(90°—g)-cosz+sin(90°—g)~sinz)-cosz,
R 2 2 2 2
Iy .a (.« Y a Y
— :4-s1n—-(s1n—-cos—+cos—-sm—)-cos—,
R 2 2 2 2 2
a Y Y

r .o QA . a .
a =4-sm2—-coszr+2-s1n5-cosa-z-smi-cos2

Attériink ctg (¢/2)-re, lasd E. 9(27)-et és E. 9(29)-et.

a
2-ctg—
r 1
_a:4.—a.coszz+—2a‘5in')/,
R 1+ctg? o 2 1+ctg? o

r, T
444 2OL:4-coszz+2-sin)f-ctgg.
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2 Y _ 1+cosy
2 2

azonossagot felhasznalva rendezziik az egyenletet ctg (%/2) fogyd hatvanyai szerint nulldra.
Igy ctg (¢/2) masodfokii egyenletéhez jutunk r,, R, y paraméterekkel:

E. 9(33) cos

Ta ctzg—z siny - ct g+E—2 (14+cosy)=0 4
R 82 TSR =
A ctg(a/2)eR", (0°<a/2<90°) a megoldds sziikséges feltétele. (5)
1

a=2-arctg —, (6)

t —_

ctg
p=180"—(a+y). (7)

A hidnyz6 a és b oldal ezutdn a szinusz dsszefiiggéssel szamolhatd:

E. 11(9) a=2R-sina,

E. 11(10) b= 2R - sin f. ®)

1-1. példa. Az 56-1. 4bra adataibdl elindulva:

4
¢ =40; y=arctg 3~ 53,1301°% r,=40—10+/2~25,8579; R=25,
1,0343 - ctg? g —1,6- ctg % —2,1657 =0,

(ctg g) ~ 2,4142; (ctg 9) ~ —0,8673:
2/11 2 /12

aqq ~ 45°; Nem ad megoldast.

1-2. példa. Az 56-1. dbran a szaggatott vonallal jelolt eset:

4
c=40; y=arcig; ~53,1301% r,=40+10vV10~ 71,6228 R=25,
2,8649 - ctg? g —1,6- ctg g —0,3351 =0,

(ctgg) ~ —0,1623; (Ctgg) ~ 0,7208;
2/11 2/12

Nem ad megoldast; aq, ~ 108,4349°.
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2. példa. Egy y derékszogt eset:

C

c=40; y=90% r,=30; R= — =20,
2-siny
P g% 2 gt 20
2 983 3T 7T
a 2—47 a 2+ /7
(9 -5% (9),-5
2/1 3 2/2 3
Nem ad megoldast; a, A 65,7048°.

3. példa. Egy y tompaszogi esetbdl elindulva:

4
c=40; y= 180°—arctg§ ~ 126,8699°% r,=26; R=25,
, 0 a
1,04+ ctg’ - = 1,6+ ctg - +0,24=0,

(ctgg) ~ 0,1684; (ctgg) ~ 1,3700;
21 22

a; ~ 160,8822°% a, A 72,2534°.

Lathato, hogy itt a két a koziil egyik sem megfeleld, ugyanis mindkét esetben a + y > 180°.

A részletesebb vizsgalat:

Rajzoljuk 6l az A= {a|0° < a < 180°— y} halmazon értelmezett A— R*, a — r,(a) fiiggvénye-
ket. Itt r,(a) (4) implicit fiiggvénye, de explicit is el6allithat6 (4)-bdl.

Vegyiik észre, hogy r,-nak = 0°-nal fels6 hatara van:

a 180°—y
supra=sup(s-tg§)=c-tg — ) ©)
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ra
71,62 L----- 1-2.példa /~ Paraméterek:
' ¢=40
. 1rq(a)ndl
3 y = arctg% ~ 53,1301°
: ra2(a)'né1
o r=90°
: raS(a)'nél
. y=2-arctg2 ~ 126,8699°
50 | 2 Példa : }
25,86 1-1. Délda /','/ rag(a) i
/s I
~/."O !
st !
s !
10 Zit
4 raB(a) |
49 ! >
0 20° 45° 65,70° 108,43° 180° a
A A A1

56-2. abra

A ¢ > 0 felvétele utan y felvételétdl fliggéen hdrom eset lehetséges. Legyen c,R € R*, 2R = ¢/siny,
0° <y < 180°, és az értelmezési tartomdnyokat jeloljiik A-val.

1. Hay <90° akkor:

Ertelmezési tartomany Ertékkészlet

Alz{a|00<a<1800—}/} O<ra1(a)<c.tg(18()T_Y)

A ¢ =40 ésy = arctg(4/3s) ~ 53,1301° paraméterek esetén:

180°— 180° — arctg (4
O<ra1(a)<c-tg(TY):40-tg( azrcg( /3)):80.

A fliggvényt ezen paraméterek mellett az 56-2. dbrdn folytonos vonallal jeloltiik.
Az abrabdl az 1-1. és az 1-2. példa megoldasa is leolvashatd.

2. Hay=90° akkor: 2R =c.

Ertelmezési tartomany Ertékkészlet

A2:{a|00<a<900} 0<ra2(a)<c.tg(18()T_Y):C

A ¢ =40, y =90° paraméterek esetén:

© Hompola Istvan, Typotex, Budapest, 2026



57. Egy oldal, a szemben levé sz0g és a mdsik két oldal dsszege 161

180°— 180°—90°
O<rpla)<c-tg (TY) =40-tg (Tg) = 40.

A fliggvényt ezen paraméterek mellett az 56-2. &bran pontvonallal jeloltiik.
Az abrabdl a 2. példa megolddsa is leolvashatd.

3. Ha90° <y < 180° akkor:

Ertelmezési tartomany Ertékkészlet

A3:{(X|O°<a<1800—'}/} 0<ra3(a)<c'tg(1SOT_Y)

A c=406ésy =2 arctg2 ~ 126,8699° paraméterek esetén:

180°—y 180°—2-arctg2
O0<rygla)<c-tg — =40-tg 2 = 20.

A fiiggvényt ezen paraméterek mellett az 56-2. dbran kettds pontvonallal jeloltiik.
Az abrdbdl a 3. példa nem létez6 megoldasa is leolvashato.

Lathatd, hogy a (4)-b6l szamolt ctg(?/2) € R* és a + y < 180° egyiittes teljesiilése a megoldds
sziikséges és elégséges feltétele. Vagy ¢ > 0 és 0° < y < 180° esetén 0 < r, < supr, kell legyen, ami
szintén a megoldds sziikséges és elégséges feltétele.

A megoldédsok szama O vagy 1 lehet. Az 1-1. példaban 1, az 1-2. példaban szintén 1, a 2. példaban
1, a 3. példaban pedig 0.

Ha van megoldds, akkor csak 1 van. A feladat megolddsa egyértelmil.

A vizsgélat programmal késziilt.

£
Most hdrom oldal (a, b, c) g a tobbi adat.

57. Egy oldal, a szemben lev) szog és a masik (c,y,a+Db)
két oldal 0sszege

Ac>0és0°<y < 180° felvétele utdn a C pontok egy ldtészogkoriven helyezkednek el (C # B,
C #A). C mértani helyét tekintve egy y-hoz két iv tartozik, azonban a szimmetria miatt elegend6
az egyiket vizsgalni. A sugar kétszerese 2R = c¢/siny, lasd E. 11(12)-t és az 57-1. 4brat.

E. 1(3) a+b>c. (1)

(1) a megoldds sziikséges feltétele.
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57-1. abra

a+b .
=sina

a+b

—CoSd =

Induljunk el a szinusztételbol:

E. 11(12)

a+b sina+sinff  sina+sin(a+7y)

[

ui. sinff =sin(180°— ) =sin(a+y)

a+b sina+sina-cosy+cosa-siny

c

Ebben csak sin a, cos a az ismeretlen, keressiik a-t.

1+ cosy
siny

1+ cosy
siny

(2)

()

Mivel (3) mindkét oldala cos a el6jelétol fiiggetleniil mindig pozitiv, a négyzetre emelés kovet-

keztében nem lép fol hamis gyok.

(

tovabba az

E. 9(34)

-cosa+cosza=(

1+ cos
siny

2
—) (1 —cos?a),

azonossagot felhasznalva rendezziik az egyenletet cos a fogyé hatvanyai szerint O-ra. fgy cosa-ra

nézve egy masodfoku egyenlethez jutunk c, v, (a + b) paraméterekkel:

+b
(1+ctgzg)-cosza—2- a

A hidnyz6 a és b oldal ezutdn a szinusztétellel szdmolhato:

E. 11(12)
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a = arccos (cos a),
p =180°—(a+7).

r

\

sina

siny

sin
= P - C.

siny

4)

)
(6)

(7)
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Példa. Az 57-1. abra adataibdl elindulva:
c=40; y=arcsin (%/5) ~53,1301°% a+b=60v2~ 84,8528; 2a,=40v5~ 89,4427,
5-cos’a—3v2-cosa+1/2=0,

(cosa), = Q; (cosa), = Q;
2 10
a; = 45°%; a, ~ 81,8699°;
B, ~ 81,8699°; Py = 45°;
a; ~ 35,3553; a, ~ 49,4975;
b, ~ 49,4975; b, ~ 35,3553.

Az a,, b, megoldast az 57-1. 4brdn szaggatott vonallal jeloltiik.

Vegylik észre, hogy adott ¢ > 0 és 0° < y < 180° esetén (a + b)-nek nemcsak alsé hatdra, hanem
maximuma is van, azaz:
c-(sina+sinﬁ)< C
: S 2dy =
siny 07 sin(v/2)

=max (a+ b). (8)

inf(a+b)=c<a+b=

Ugyanis ¢ és a + b = alland6 (a+ b > c) felvétele utdan a C pont egy A, B fokuszii ellipszis vonalon
helyezkedik el, melynek y latészogkorivvel ¢ < a + b < 2a, esetén két, c < a + b = 2q, esetén
egy metszéspontja van, a + b > 2a, esetén pedig nincs metszéspont.

A (8) bizonyitdsa trigonometrikus tton:

a+b=c'(Sin(_X+Sinﬂ)§ c ’ /'siny ©
siny SinZ ¢
2
2-sinz-cosZ
a+b . : : 2
-siny =sina+sinff <
sin —
2
Az E. 9(24) felhasznalasaval:
+b + —
a -siny=2-sina ﬁ-cosa ﬂSZ-cosZ, /:2
2 2 2
+b + — 180°—(a +
= -sin}f:sina ﬁ-cosa ﬁScos( (a ﬁ)),
2c 2 2 2
+b + — +
a -siny:sina ﬁ-cosa ﬁScos(90°—u),
2c 2
b + — + +
at -2-sinr-cosr=sina ﬂ-cosMSsina ﬂ, /:sina P
2c 2 2 2 2
b —
at 'siHEZCOSa ﬂSL (10)
c

Felhasznalva, hogy:

+ 180°—
sina P :sin(—y) :sin(90°—z) :cosz.
2 2 2 2
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(10) bal oldala akkor maximum, ha a =

P, és ekkor:

2a
__9._fi_::1 <1.
C

2aq,

Tehdt (8) teljestilése a megoldds sziikséges és elégséges feltétele.

A megolddsok szama 0, 1 vagy 2 lehet, mely utébbi szimmetrikus pdr, a példdban 2.

Most hdrom oldal (a, b, c) g; a tobbi adat.

58. Egy oldal, a szemben levd

szog és a masik

két oldal kiilonbsége (egyértelmii)

(11

(C;T:a_b)

Most (a—b) € R. Ac > 0¢és0° <y < 180° felvétele utan a C pontok egy ldtdszogkdriven
helyezkednek el (C # B, C # A). C mértani helyét tekintve egy y-hoz két iv tartozik, azonban a
szimmetria miatt elegend6 az egyiket vizsgalni. A sugar kétszerese 2R = ¢/ siny, lasd E. 11(12)-t

és az 58-1. abrat.
A hdromszog-egyenlitlenség szerint:
E. 1(3)

(1) a megoldds sziikséges feltétele.

58-1. 4bra
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0<|a—b|<c.

Induljunk el a szinusztételbdl:

a sina

b
siny’ c

__sinf3
~ siny’

E. 11(12)

a—b sina—sinf3 sina—sin(a+y)
c siny B siny
ui. sinf =sin (180°— ) =sin (a +7v)

a—b sina—sina-cosy—cosa-siny

c siny

(D)

(2)

Ebben csak sin a, cos a az ismeretlen, keressiik a-t.

(3
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tovabba az

1—cosy Y

— L —tg-—

E. 9(34) siny g 5
azonossagot felhaszndlva rendezziik az egyenletet cosa fogyd hatvanyai szerint nullara. Igy

cos a-ra nézve egy masodfoku egyenlethez jutunk c,y,a — b paraméterekkel:

— —b\?
(1+tg2§)-cosza+2-ac -cosa+(ac ) —tg2£=0. @)
a = arccos (cos a), (5)
p =180°—(a+7). (6)

A hidnyz6 a és b oldal ezutdn a szinusztétellel szdmolhato:

sina
a=——-¢,
E. 11(12) :112/? (7)
b=——-c.
siny
Példa. Az 58-1. abra adataibdl elindulva:
c=40; y=arcsin(%/5)~53,1301°; a—b=-10vV2~ —14,1421,
0<|a—b|~|—14,1421| < c =40. Az (1) feltétel teljesil.
(5/4) - cos’a—(v2/2)-cosa—(1/8) =0,
2 V2
(cosa), = B (cosa), = ~10°
a =45°%;
P ~ 81,8699°
a ~ 35,3553; b ~ 49,4975.
oo 7 2 7 7 . 7 v . .. .
Vegyiik észre, hogy (cosa), = o a négyzetre emelés miatt fellép6 hamis gyok, ugyanis ekkor

(3) bal oldala negativ, jobb oldala pedig pozitiv.

A ¢ és az |a — b| = éllandé < c felvétele utan a C pontok egy hiperboldn vagy egy egyenesen
helyezkednek el. Pontosabban —(a + b) < —c < a — b < 0 esetén a jobb oldali hiperbola agon,
0 <a—b <c<a+ b esetén a bal oldali hiperbola dgon, és 0 =a—b < ¢ < a+ b esetén pedig
AB felez6merdélegesén vannak. Mivel a harom eset kizdrja egymast, a latészogkorivvel csak egy
metszéspont 1étezhet.

A példdban C egyrészt rajta kell legyen y ~ 53,1301° < 90° 14tészogkoriven, mdsrészt az A, B
fékuszokkal rendelkez6 jobb oldali hiperbola agon (—(a + b) < —c < a — b < 0), melyeknek
azonban csak egy metszéspontja van, C (58-1. dbra).

Mivel a hiperbola csticspontja nem megoldas, igy tehat:
(1), (3) és 0° < y < 180° egyiittes teljesiilése a megoldds sziikséges és elégséges feltétele.
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166 A hdromsz6g meghatdrozdsdnak kiilonbozo esetei

A megolddsok szdma 0 vagy 1 lehet, a példdban 1.

Ha van megoldds, akkor csak 1 van. A feladat megolddsa egyértelmil.

£
Most hdarom oldal (a, b, c) (12; a tobbi adat.

59. Egy oldal, a rajta fekvo egyik szog és a teriilet (c,p,t)
(egyértelmii)

Rajzoljunk fel egy ABC altaldnos hdromszoget, és jeloljiik a valasztott adatokat (59-1. &bra).

Legyen c,t € R* és 0° < 8 < 180°. Induljunk el a trigonometrikus teriiletképletbdl:

t_a-c-sin/j

E. 11(15) (D
2
Az a oldal (1) atrendezésével, majd ezutan a b oldal a
koszinusztétellel szamolhato:
2t
a=
c-sinf’ (2)
E. 12(22) b= \/a2+c2—2ac-cos[3.

59-1. abra

Ldthatd, hogy mindig van megoldds, a megolddsok szdma mindig 1. A feladat megolddsa egyértelmdi.

Megjegyzés: A c oldaltdl m, = % tavolsagra, vele parhuzamosan huzott egyenesbdl a B csticsbol
indulé B hajlasszogl félegyenes kimetszi a C cstcsot (59-1. dbra).

Most hdrom oldal (a, b, c) g; a tobbi adat.

60. Egy oldal, a rajta fekvo egyik sz0g és a keriilet (c,p,k)
(egyértelml)

Rajzoljunk fel egy ABC altalanos hdromszoget, és jeloljiik a valasztott adatokat (60-1. abra).

Keressiink feltételt az indulé adatharmasra:

E.1(3) k—c=a+b>c, (D

a+b
c

>1, k> 2c. (2)

(2) a megoldds sziikséges feltétele.

60-1. abra
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60. Egy oldal, a rajta fekvo egyik szog és a keriilet 167

Induljunk el az elsé Mollweide-féle formuldbdl, és alakitsuk at:

iy 0L ws(5-5)
E. 14(8) = P o« BV (3)
COS COS(—-I——)
2 2 2
a B . a . B
COS — - COS — <+ SIn — - SIn —
atb_ "2 2 2~ 2

5

a B . a .
COS — - COS — — sin — - Sin —
2 2 2 2

a
Osszuk el a jobb oldali tort szamlaléjat és nevezdjét sin 5 sing > 0-val:

a B
ctg—-ctg—+1
85 8y

a B ’
el ctg D1
&5 8y

a+b

a+b p [3) a a+b
ctg= —ctg = |-ctg— = +1,
(c T8y T8, )8y
a k 1
tg—=——-tg—, = 2-arct . 4
8y Tk—2c °2 * arcgctgz (4)
2
y =180°—(a+ f). (5)

A hidnyz6 a és b oldal ezutdn a szinusztétellel szamolhaté:

sina
siny
sin f3
b=— - C.
siny

E.11(12) (6)

\

Példa. A 60-1. dbra adataibdl elindulva:

c=40; P =arctg7 ~81,8699°  k=40+60v2~ 124,8528,

a 1248528
tg — A . -0,8673 ~ 2,4142,
&5~ 124.8528—80

a & 45°% Y ~ 53,1301°% a ~ 35,3553; b ~ 49,4975.

A részletesebb vizsgalat: Rajzoljuk fol az A = {a|0° < a < 180°— 3} halmazon értelmezett
A— R, a— k(a) fliggvényt c, B paraméterek mellett (60-2. dbra).

Itt lehetséges k(a) explicit eléallitasa (4)-bol:

2
=2 .
1—tg§ th
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168 A hdromsz6g meghatdrozdsdnak kiilonbozo esetei

Vegyiik észre hogy:
lim k(a)=+o0. (8)
a—(180°—f)—
k
400
Paraméterek:
k(a) - c=40
2 B ~ 81,8699°
a,
g
200 N
©
124,85 példa
2c¢ =80
40
0 20° 45° 98,13° 180° a
180°—f
60-2. abra

Legyen ¢,k € R, k > 2¢, 0° < 3 < 180°, és az értelmezési tartomanyt jeloljiik A-val.

Ertelmezési tartomany Ertékkészlet
A={a|0°< a<180°—f} 2c < k(a) < +o00
c=40 és 3 =arctg7 ~ 81,8699° paraméterek esetén:
180°— 3 ~ 98,1301° és 2c = 80.

A fliggvényt ezen paraméterek mellett a 60-2. dbra mutatja. Az d4brdbdl a példa
megoldésa is leolvashatd.

Ldthatd, hogy 0° < 3 < 180° és k > 2c a megoldds sziikséges és elégséges feltétele.

A megolddsok szdma 0 vagy 1 lehet, az emlitett példdban 1.

Ha van megoldds, akkor csak egy van. A feladat megolddsa egyértelmil.

A vizsgélat programmal késziilt.
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61. Egy oldal, a rajta fekvo egyik szog és ezen oldalhoz tartozé magassdg 169

Megjegyzés: Vegyiik észre, hogy k —c = a + b > ¢ miatt a C pontok egy A, B fokuszil ellipszis
vonalon helyezkednek el, melybdl f felvétele utan (0° < < 180°) a félegyenese kimetszi a C
pontot (60-1. &bra és 76-1. dbra).

£
Most hdrom oldal (a, b, c) (12; a tobbi adat.

61. Egy oldal, a rajta fekvo egyik szog és ezen (c,p,m,.)
oldalhoz tartozé magassag (egyértelmt)

Rajzoljunk fel egy ABC altaldnos haromszoget, és jeloljiik a valasztott adatokat (61-1. abra).

Legyen c,m, € R", és 0° < f§ < 180°.

C Cc’
Ha 0° < f3 <90°,
b akkor sinf3 = &. (D
a
Ha 90° < 3 < 180°,
(] m
A c akkor sinf3 =sin (180°—f3) = —.
a
61-1. abra
Az a oldal (1)-bdl, majd ezutdn a b oldal a koszinusztétellel szamolhato:
mC
a=— 5
sin f3 (2)
E. 12(22) bz\/a2+c2—2ac-cosﬁ.

Ldthatd, hogy mindig van megoldds, a megolddsok szdma mindig 1. A feladat megolddsa egyértelmdi.

Megjegyzés: A c oldaltél m, tdvolsagra vele parhuzamosan huzott egyenesbdl a B csticsbdl induld
B hajlasszogl félegyenes kimetszi a C csticsot (61-1. dbra).

Most hdrom oldal (a, b, c) g; a tobbi adat.

62. Egy oldal, a rajta fekvo egyik szog és egy masik (c,,my)
oldalhoz tartozé magassag

A c, 3, m, valasztasa esetén nincs harom fiiggetlen adat, ugyanis sin 3 = m,/c, ha egyaltalan

1étezik.

A ¢, 3, m, valasztasa esetén induljunk el a sina = m;/c hanyadosbdl, és vizsgdljuk meg a
lehetséges értékeket:

sina=—2>1 esetén nincs megoldas. (D
c
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170 A hdromsz6g meghatdrozdsdnak kiilonbozo esetei

m
a, = arcsin —£ . ha a; + B <180° és v, =180°—(a; + B3),
c

m
—L <1 esetén (2)
¢ a, =180°—a,, ha a,+ B < 180° és y, = 180°— (a, + p).
A hidnyz6 a és b oldal ezutdn a szinusztétellel szdmolhato:
__sina
E. 11(12) :112 /g (3)
b=— - C.
siny

62-2. abra

1. példa. A 62-1. dbra adataibdl elindulva:

c=50; f =arctg4~ 75,9638

m, = 25v/2 ~ 35,3553,

2
V2 =45°% v, ~59,0362°%

a,; = arcsin
a, =180°—45°=135% y,~ —30,9638°.

Ezekkel az indulé adatokkal tehat csak egy megoldds
van.

2. példa. A 62-2. dbra adataibdl elindulva:
c=30; p =arctg(?/3)~ 33,6901
m, = 12v/5 ~ 26,8328,

1245
V5 A 63,4349°% v, ~ 82,8750%

o, = arcsin
a, ~ 180°—63,4349° ~ 116,5651°%; 7y, ~ 29,7448°.

Ezekkel az indulé adatokkal tehat két megoldds van.
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62. Egy oldal, a rajta fekvé egyik sz0g és egy mdsik oldalhoz tartozé magassdg 171

A grafikus megoldas: Ezt a 62-3. dbra mutatja.

my, ,
C
1 | 2 péda
1. példa
—C 59
20°  45° 63,43° 116,57° 135° 180° a

20° J J
33,69°

75,96° o
B <180°—a
180°
By
62-3. abra

Az abrabdl mindkét példa megoldasa is leolvashatd. Megoldasndl a tomor pont a hAromszégmezon
beliil kell legyen.

Ha m;, = ¢, akkor a = 90°, ez a derékszogli eset. Derékszogli lehet még 5 = 90° vagy y = 90°
esetén is.

.My p .. P P ,
Ha a = arcsin— = ff < 90°, akkor a hdromszog egyenl6 szaru. Egyenld szdrd lehet még

c
a=y<90°vagy =y <90°esetén is. Ha a = 3 =y = 60°, akkor a haromszog egyenlé oldald.
Ldthatd, hogy (2) teljesiilése a megoldds sziikséges és elégséges feltétele.

A megolddsok szdma 0, 1 vagy 2 lehet. Az 1. példdban 1, a 2. példdban 2.

Most hdrom oldal (a, b, c) g; a tobbi adat.
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172 A hdromsz6g meghatdrozdsdnak kiilonbozo esetei

63. Egy oldal, a rajta fekvo egyik szog és ezen (c,B,s.)
oldalhoz tartozo sulyvonal

Els6 megoldas (szinusztétellel)

1. Has, > E, akkor a BCDA-ben ismert két oldal és a nagyobbikkal szemben fekvé szog.
Lasd a 63-1. dbrat és a 3. feladatot.

Irjuk f6l a szinusztételt a BCDA-ben, és fejezziik ki

siny’-t:
‘. sin f3
E. 11(12) siny’ =
SC
Mivel
A c/2 D ¢/2 B c
E. 2(2) §<scz>y’</3:>0°<y’<90°,
63-1. dbra
ezért az alabbiakat irhatjuk fol:
c .
—-sinf L
-sin
y’ = arcsin , a'=180°—(y' + B), a= SC,—a. (D
Se sin 3

2. Has, = %, akkor a BCDA-ben ismert két egyenl6 oldal és az alapon fekvé egyik szog.

Lasd a 63-2. abrat és a 4. feladatot.

B = 90° esetén nincs megoldas.

P < 90° esetén pedig az aldbbiakat irhatjuk fol:

A ¢c/2 D ¢/2 'B

63-2. dbra

Y/:ﬁ’ a’=180°—2/3, a=c-cosﬂ. (2)

3. Has. < %, akkor a BCDA-ben ismert két oldal és a kisebbikkel szemben fekvé szog.

Lasd a 63-3. abrat és az 5. feladatot.
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63. Egy oldal, a rajta fekvd egyik szog és ezen oldalhoz tartozd sulyvonal 173
B = 90° esetén: nincs megoldas.
P < 90° esetén:
c . } .
e 5. < 3 sinf3 nincs megoldas,
* 5. = % -sinf3 egy megoldas van,
, . < -sinf} <s. < $ két megoldas van.
63-3. dbra 2 2
Egy megolddsndl az aldbbiakat irhatjuk fol:
Y =90°, a’' =90°—f3, a=%-cos/3. (3)
Két megoldasndl az aldbbiakat irhatjuk fol:
c .
/ : 5 sinp , , s.-sinaj
Y, = arcsin ; a; =180°—(y] + B); a=—" 5 ;
s sin
¢ 4)
/ o / / o / Sc- Sin a/Z
T, =180°—7y;  a, =180°—(y,+); ©= "

Mivel D-bdl s, sugarral hazott koriv és a félegyenesének metszéspontja(i) C(C;, C,), ezért a

BCDA-ek létezése a megoldds sziikséges és elégséges feltétele.
Masodik megoldas (koszinusztétellel)

frjuk fol a koszinusztételt a BCDA-ben s.-re (63-1. dbra).

2
2 [
a —c-cosﬁ-a+(£) —s2=0,
c\2
c-cosf3 £ cz-coszﬂ—4.((§) _scz)
12 = 2 ,
c-cosp & /452 —c2-sin?
A2 = 5 ,

al’zzg-cosﬂ:&\/(sc+%-sinﬂ)-(sc—%-sinﬂ).

Az a € R" a megoldds sziikséges és elégséges feltétele.

A folytatds mindkét megolddsnal a b oldal kiszamitasaval torténik:
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174 A hdromsz6g meghatdrozdsdnak kiilonbozo esetei

E. 12(22) b =/a?+c2—2ac-cosp. (11)

A megolddsok szdma 0, 1, vagy 2 lehet. A 63-1. dbrdn 1, a 63-2. dbrdn szintén 1, a 63-3. dbrdn 2.

£
Most hdarom oldal (a, b, c) (12; a tobbi adat.

64. Egy oldal, a rajta fekvo egyik szog és egy masik (c,B,sq)
oldalhoz tartozo sulyvonal, 1.

Vizsgaljuk meg a 64-1. abran lathaté ABD A-et.

Ebben a hdaromszoégben ismert két oldal c, s, és egy szog, 3. Ha s, > c, akkor 8 a nagyobbik
oldallal szemben 1évé szog, ha s, = ¢, akkor 3 az alapon fekvé egyik szog, és ha s, < ¢, akkor 3 a
kisebbik oldallal szemben 1év6 szog lesz.

Most lassunk a feladat megolddsara a 3., a 4., illetve az 5. feladatokban bemutatott eljardsoktdl
kiilonb6z6, tovabbi utat.

frjuk fol a koszinusztételt az ABD/\-ben s,-ra, lasd (1)-et és E. 12(14)-et.

Atalakitas utén egy a-ra nézve masodfoku egyenlethez jutunk c, B, s, paraméterekkel, 14sd (2)-t:

2
s§=c2+(§) —2c-%-cos[3, (D
2

(%) —2c-%-cos/5+c2—s§=O, [-4
[a2—4c-cosﬁ-a+4-(c2—s§)=0. 2)
D=(4c-cos/5)2—16-(c2—s(21). (3)

64-1. abra
4c-cos[5i\/(4c-cos/3)2—16-(c2—sg)
Ao = ) 4)
2

a1’2:2c-cos/3i2-\/(sa+c-sin/5)-(sa—c-sinﬁ). (5)

Az ABD/A-ben kovetkezd esetek lehetségesek:
1. Két oldal és a nagyobbikkal szemben levé szog (c, 8,s, €s s, > ).

Ekkor D > 0 és az egyik gyOk pozitiv, a masik gyok negativ, egy megoldas van.

© Hompola Istvan, Typotex, Budapest, 2026



64. Egy oldal, a rajta fekvd egyik szog és egy mdsik oldalhoz tartozo stilyvonal, 1. 175

2. Két egyenlo oldal és az alapon fekvo egyik szog (c, 8,s, és s, = c).

* [B>90° esetén D > 0 ésazegyik gyok nulla, a masik gyok negativ,
nincs megoldas.

* [ =90° esetén D =0 és mindkét gyok nulla, nincs megoldas.

* B <90° esetén D > 0 ésaz egyik gyok nulla, a masik gyok pozitiv,
egy megoldas van, lasd a 2. példat.

3. Két oldal és a kisebbikkel szemben levé szog (c, 8,5, és s, < ¢).

* f>90° esetén havan valds gyok, akkor az negativ, nincs megoldas.
* f3<90° esetén

S <c-sinf D < 0, nincs valés gyok, nincs megoldas.

S, =c-sinf3 D =0, egy pozitiv valds gyok van, egy megoldas.

c-sinfi <s,<c D> 0,kétpozitiv valos gyok van, két megoldas.
Lasd a 64-1. 4brat és az 1. példat.

A folytatds mindhdrom esetben a b oldal kiszdmitdsaval torténik:

E. 12(22) b= \/a2+c2—2ac-cosﬁ. ©)

1. példa. A 64-1. dbra adataibdl elindulva:
c=40; P=45; s,=+/252+152~ 29,1548,
40 -sin45° < s, < 40; B <90°% D = 800.
Mint lathatd, ez a 3. esetnél felsoroltak koziil az utols6 lehetéség.
a?—80v2-a+ 3000 =0,
a, ~ 42,4264;  a, ~ 70,7107.
Az a, a 64-1. dbran a szaggatott vonallal jel6lt megoldas.
2. példa. Amikor az ABD/A-ben ismert két egyenld oldal és az alapon fekvo egyik szog:
c =40; B =45°% S, = 40;
s,=c=40; <90  D=12800.
Mint lathatd, ez a 2. esetnél felsoroltak koziil az utolsé lehetéség.
a’>—4-40-cos45°- a =0,
a,=0; a,=80v2~113,1371.
Ha az A kozéppontbdl s, sugdrral hizott korivnek van k6zos pontja a oldalegyenesével (egy

érintési vagy két metszéspont), akkor (2)-nek van valés megoldésa (nulla, pozitiv vagy negativ).
Ha nincs k6zos pontja, akkor (2)-nek nincs valés megoldasa.
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176 A hdromsz6g meghatdrozdsdnak kiilonbozo esetei

Ha az A kozéppontbdl s, sugarral huizott korivnek van kozos pontja az a oldal B-b6l huzott
félegyenesével (ami lehet egy érintési vagy két metszéspont, az abran D-vel jeloltiik és B # D),
akkor (2)-nek van pozitiv valds megolddsa. Ha nincs k6z6s pontja, akkor (2)-nek nincs pozitiv
valds megoldasa.

Az ABD A (-ek) létezése vagy ami ugyanaz, (2)-bél szdmolt a € R" [étezése tehdt a megoldds sziikséges
és elégséges feltétele.

A megolddsok szdma (2) pogzitiv valds gyokeinek szdmdtdl fiigg, 0, 1 vagy 2 lehet, az elsé példdban
2, a mdsodik példdban 1.

Most hdrom oldal (a, b, c) g a tobbi adat.

65. Egy oldal, a rajta fekvo egyik szog és egy masik (c,B,sp)
oldalhoz tartozo sulyvonal, 2.

Rajzoljunk fel egy ABC altaldnos haromszoget, és jeloljiik a valasztott adatokat (65-1. &bra).

Induljunk el az s, sulyvonal oldalakkal kifejezett képletébdl:

C
2a2 + 2c2— b2

E. 24(8) 5, = Y2a2+2ci b2 1)

b 2
2 Fejezziik ki b-et, majd irjuk f6l a koszinusztételt

a az ABC /A-ben a b oldalra:
g b2 = 2a* + 2¢* —4s?, 2)
B
A P B E. 12(14) b% = a®+c?—2ac - cos f3. (3)
65-1. dbra

Vonjuk ki (2)-bdl (3)-at.

Igy az a ismeretlen oldal masodfoku egyenletéhez jutunk c, 8, s, paraméterekkel:

a®+2c-cosf-a+c*—4s? =0. 4

—2c-cosf} = \/4C2'C052/3—4-(62—4s§)

ajp = 5 >
alzz—c-cosﬁ:i:\/(Zsb+c-sinﬂ)-(Zsb—c-sinﬂ). (5)
A b oldal ezutdn a koszinusztétellel szamolhatd:
E. 12(22) b = +y/a?+c2—2ac - cos . (6)
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65. Egy oldal, a rajta fekvd egyik sz0g és egy mdsik oldalhoz tartozo stlyvonal, 2. 177

1. példa. A 65-1. 4bra adataibdl elindulva:
c=50; B =455 s, =597~ 492443,
a’?+50v2-a—7200 =0,
a; ~ 56,5685; a, ~—127,2792.

Ebben a példdban egy megoldast kaptunk. Taldljunk olyan indulé adathdrmast, amelyik két
megoldast eredményez. Ehhez el6szor meg kell vizsgdlnunk, hogy az

ax’4+bx+c=0 (a#0 a,b,c €R)

masodfoku egyenletnek mikor lesz két kiilonb6z6 pozitiv valds gyoke. Ennek sziikséges és
elégséges feltétele D > 0, tovabba hogy a gyokok 0sszege is és a szorzata is pozitiv legyen. Irjuk
fol a D diszkrimindnst és a Viéte-féle formuldkat:

) c
D = b —4ac, X, + Xy =——, XXy =—.
a a

frjuk ezt f61 (4) paramétereivel:

4c%-cos? B —4-(c?—4s) > 0; —2c-cosf3 > 0; > —4s2 > 0;

2s 2s
O<sin[3<—b; —1<cosf <O0; 0<=t<1.
c c

A kovetkezo6 példdban egy ilyen adathdrmasbél indulunk el.
2. példa: c =40; B =150% s, =15,
a®>—40+/3-a+700 =0,
a, ~ 12,2803; a, ~ 57,0017.

Az a; megoldast a 65-2. dbrdn szaggatott vonallal jeloltiik.

65-2. abra

3. példa: c=40;  p=90% s, =20,
a®+2-40-cos90°-a + 40> —4-20> =0,
a’?=0; nincs megoldas.
A (4) egyenletbdl szdmolt a € R* [étezése tehdt a megoldds sziikséges és elégséges feltétele.
A megolddsok szdma a (4) egyenlet pozitiv valds gyokeinek szdmdtdl fiigg, 0, 1 vagy 2 lehet.
Az els6 példaban 1, a masodik példéban 2, a harmadik példaban O.
(1.£)
Most hdrom oldal (a,b,c) = a t6bbi adat.

© Hompola Istvan, Typotex, Budapest, 2026



178 A hdromsz6g meghatdrozdsdnak kiilonbozo esetei

66. Egy oldal, a rajta fekvo egyik szog és ezen oldalhoz (c.B,f.)
tartozo belsé6 szogfelez6 (egyértelmii) (grafikus megoldas)

Rajzoljunk fel egy ABC altalanos haromszoget, és jeloljiik a valasztott adatokat (66-1. dbra).

Mivel a numerikus ut hatodfoku egyenletre vezet, a Iényegesen egyszer(ibb grafikus megoldast
mutatjuk be.

Legyenek c, B vdlasztott paraméterek, és vegyiik fol a-t (0 < a < +00). A b-t a koszinusztétellel,
majd f, bels6 szogfelez6t az oldalakbdl szamolhatjuk. Lasd (1)-et és (2)-t:

E.12(22) b= +/a®+c2—2ac-cosp, (1)

C2
E.29(3) f. = ‘/ab : (1— T b)z). 2)

66-1. abra

Ezutan felrajzolhatjuk az R* — R*, a — f,(a) fiiggvényeket c, 3 paraméterek mellett (66-2. dbra).

Vegyiik észre, hogy:

Jimf) = +oo. ®

c=060, fp=30° esetén a fliggvényt jeloljiik f.,(a)-val,
c =60, f =arctan2 ~ 63,4349° esetén a fiiggvényt jeloljiik f,.,(a)-val,
c =60, B =150° esetén a fliggvényt jeloljiik f.5(a)-val.
Példa. A 66-1. dbra adataibdl elindulva:
¢ = 60; P = arctg2 ~ 63,4349°;
a = /202 + 402 = 20+/5 ~ 44,7214;
b = 40v2 ~ 56,5685.
Végiil f.-t (2)-b6l szamolhatjuk:

f.=,]20vV5-40v2-| 1— 60 > | ~40,5233.
(205 + 40+/2)

Tovabbi a oldalak felvételével felrajzolhatjuk az egész f.,(a) grafikont. Ezutén tetszéleges f.-nél
leolvashaté a kozelit6 értéke, majd (1)-bdl szamolhaté b. A 66-2. abran berajzoltuk a példa
megolddasat is.
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67. Egy oldal, a rajta fekvd egyik szog és egy mdsik oldalhoz tartozo belsé szogfelezo, 1. 179

fe

100

Paraméterek:
c=60

B =150°

Paraméterek:
c=60
B ~ 63,43°

fcz(a)

Paraméterek:

40’52 Példa c =60
B =30°
fcl(a)
10
ﬁ/ 10 44,72 100 a

66-2. abra

Elegend8en nagy (10®) a oldalaknél kiszdmolva f.-t 14thatd, hogy f.(a) fiiggvény grafikonjadnak
érint6i kozelednek az x tengely pozitiv 4gdval bezart 45°-os félegyeneshez.

A ¢c>0,0°< 8 <180° f. > 0 a megoldds sziikséges és elégséges feltétele.
A megolddsok szdma mindig 1. A feladat megolddsa egyértelmdl.

A vizsgélat programmal késziilt.

Most hdrom oldal (a, b, c) g a tobbi adat.

67. Egy oldal, a rajta fekvo egyik szog és egy masik (c,B,f)
oldalhoz tartozo belso szogfelezo, 1.

Tekintsiik a 67-1. abran lathaté ABD A-et, melyben ismert két oldal (c, f,) és egy nem kozbezart
sz0g (). Most lassunk a feladat megoldasdra egy a 63. és a 64. feladatokban leirtaktdl kiilonb6z6
harmadik utat.
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180 A hdromsz6g meghatdrozdsdnak kiilonbozo esetei

Irjuk fol a szinusatételt az ABD/A\-ben. Vegyiik figyelembe, hogy:

E. 9(2) sin(180°—(/3’ +g)) =sin([3’ +g). (D

67-1. dbra

fa c
E.11(12) = ,
sin f3 . a
sin (ﬂ + 2)

sin(ﬂ+g)=c.j§anﬁ. (2)

Most a jobb oldalon minden ismert, a bal oldalon pedig egy 6sszeg szinusza all, melyben csak a
az ismeretlen. Keressiik a-t.

A kovetkezd esetek fordulhatnak elé:

o c-sinf ~ 1 esetén nincs megoldas.
a
1. ¢sinf_ 1 esetén egy megolddsvan: g+ g =90°, a=2-(90°—p).
fa
9 c-sinf ; ; . . . c-sinf
. <1 esetén kétmegolddsvan: o —2.( arcsin —B
fa a ’

a,=2- (180°—arcsin & jcm/j —ﬁ).

a
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67. Egy oldal, a rajta fekvd egyik szog és egy mdsik oldalhoz tartozo belso szogfelez6, 1. 181
A megoldas tovabbi feltétele, hogy:
0°< a<180°—p. (3)
A feladatot a y szog kiszamitasaval folytatjuk:
Y =180°—(a + f3). (4)
A hidnyz6 a és b oldal ezutdn a szinusztétellel szdmolhato:
sina
a=——-c,
E. 11(12) :;E/Ys (5)
b=——-c.
siny

1. példa. A 67-1. &bra adataibdl elindulva:

c=40; B =45°; f.=5v34~29,1548,

c-sinf3 _ 40-sin45°
fa 5v34
a, =2 (arcsin 0,970143 — 45°) ~ 61,9275°,

~ 0,970143 < 1,

0°<61,9275° < 135°,
a, =2-(180°—arcsin 0,970143 — 45°) ~ 118,0725°,
0° < 118,0725° < 135°.

Az a, megoldast a 67-1. dbran szaggatott vonallal jeloltiik.

2. példa. Egy 8 tompaszogl eset:
c=40; p=120°  f,=50,
c-sinf8  40-sin120°
f. 50
a, =2 - (arcsin0,692820 — 120°) ~ —152,2924°,

~ 0,692820 < 1,

a, = 2 - (180° — arcsin 0,692820 — 120°) ~ 32,2924°,
0° < 32,2924° < 60°.

Lathatd, hogy csak a, lesz megoldas.

c-sinf3
fa
A megolddsok szdma 0, 1 vagy 2 lehet, az 1. példdban 2, a 2. példdban 1.

(1.£)
Most hdrom oldal (a,b,c) = ¢és a t6bbi adat.
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182 A hdromsz6g meghatdrozdsdnak kiilonbozo esetei

68. Egy oldal, a rajta fekvo egyik szog és egy masik (c, B, fp)
oldalhoz tartozo belsé szogfelezo, 2. (egyértelmii)

Rajzoljunk fel egy ABC altaldnos haromszoget, és jeloljiik a valasztott adatokat (68-1. &bra).

Induljunk el a bels6 szogfelez6 (f;,) két oldalbdl (a, c) és a kozbezart szogbol () kifejezett (1)
képletébol:

E. 28(1) fr= " -cosg. (D

Ebben csak az a oldal ismeretlen, fejezziik ki a-t:

a fo-c
N 2
2c - cos b_ fp (2)
2
68-1. dbra
A kovetkez6 esetek lehetségesek:
° 2c - cos g —f, <0 esetén nincs megoldas. (3)
1. 2¢ - cos g —f, >0 esetén egy megoldds van. (4)
A hidnyz6 b oldal ezutdn a koszinusztétellel szamolhatd:
E. 12(22) b =+/a?+c2—2ac-cosf. )
Példa. A 68-1. dbra adataibdl elindulva:
7 (100—10v65) - v 8v65 + 130
¢ = 50; p = arctg y ~ 60,2551°; fr= 7 ~ 38,6061;
38,6061 - 50
a= 6’0 ERE ~ 40,3113.
2-50-cos —— — 38,6061

A (4) egyenlitlenség teljesiilése a megoldds sziikséges és elégséges feltétele.

Ha van megoldds, akkor csak egy van. A feladat megolddsa egyértelmil.

£
Most hdrom oldal (a, b, c) g a tobbi adat.

© Hompola Istvan, Typotex, Budapest, 2026



69. Egy oldal, a rajta fekvo egyik szog és ezen oldalhoz tartozo kiilsé szogfelezo, 1. 183

69. Egy oldal, a rajta fekvo egyik szog és ezen oldalhoz (c, B, fer)
tartozo kiilso szogfelezo, 1. (grafikus megoldas)

Rajzoljunk fel egy ABC hdromszdget Ugy, hogy:

E. 2(3) a<besa<f<180°—a= a<90°, @Y

és jeloljiik a vdlasztott adatokat (69-1. dbra).

69-1. abra

Mivel a numerikus ut hatodfoku egyenletre vezet, a Iényegesen egyszer(ibb grafikus megoldast
mutatjuk be.

Legyenek c és 3 vdlasztott paraméterek, és vegyliik fol a-t tigy, hogy a # b.

A b-t a koszinusztétellel (2), majd f,.-t az oldalakbdl szamolhatjuk (3).

E. 12(22) b=4/a?+c2—2ac-cosp, (2)
E. 31(3) ¥ b ( ¢ 1) #b (3)
. ck — 4/AD - - 5 a .
‘ (a—bY’
Az egyenl6 szarud hatdresetben (a = 8 < 90°) az a, = b,-t konnyen kiszdmolhatjuk:
c
=by= .
0= 2= 5 cos p (4)

lim f..(a) = +o0,
a—ay
és f., oldalt valt. Ha most innen elindulva a tovabb né, akkor f,;(a) fliggvény el6szor csokken,
majd ismét no, és
lim f,(a)=+o00,
a—+00

vagyis az f..(a) fliggvénynek az a, < a < +0o0 intervallumon valahol lokalis minimuma kell
legyen.

A grafikus megolddshoz elsé 1épésben rajzoljuk fol az A € R* halmazon értelmezett A — R¥,
a — f.(a) fliggvényeket c, B paraméterek mellett.

A ¢ felvétele utan f felvételétdl fiiggden két eset lehetséges (f < 90°, B = 90°), ahol az elsé
(B < 90°) esetet tovabb bonthatjuk, az értelmezési tartomanyokat pedig jeloljiik A-val.
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184 A hdromsz6g meghatdrozdsdnak kiilonbozo esetei

1. Legyen f8 <90°ésa < a,, akkor:
Ertelmezési tartomany Ertékkészlet
A={al0<a<ay} 0 < fqla) < +o0

Egy ilyen f..,(a) fliggvényt ¢ = 40, B = arctg 7 ~ 81,8699° paramétereknél a 69-2.
abran folytonos vonallal jeloltiink. Az egyenlé szard hatdresetben:

_ c _ 40
" 2.cosB  2-cos81,8699°

4= b ~ 141,4214.

2. Legyen 3 <90° és a > a,, akkor:
Ertelmezési tartomany Ertékkészlet
A={alay <a < +oo} min f(a) < f.(a) < +o0
Egy ilyen f,(a) fliggvényt ¢ = 40, 3 = arctg7 ~ 81,8699° paramétereknél a 69-2.
abran szintén folytonos vonallal jeloltiink. A fliggvény minimuma pedig:
min f.,,(a) ~ 3950.
3. Legyen 90° < 3 < 180°, akkor:
Ertelmezési tartoméany Ertékkészlet
A={al0 <a < +o0} 0 < fuyla) < +oo.

hiﬂ fck(a) = 4 00.

Egy ilyen f..5(a) fiiggvényt ¢ = 40, B = 120° paramétereknél a 69-2. dbran
szaggatott vonallal jeloltiink.

Példa. A 69-1. dbra c és 3 adataibdl, de egy nagyobb a-bdl elindulva:

c = 40; p = arctg7 ~ 81,8699°; a =100;

2-100-40-+/5
b= Q 1002 + 402 — 00 54(;0 0 ~ 102,3163.

Végiil f..-t (3)-bdl szamolhatjuk:

fux & 1743,85.

Tovéabbi a oldalak felvételével felrajzolhatjuk az egész f,;,(a) grafikont, majd az egész f..,(a)
vagy az f.s(a) grafikont. Ezutan tetszéleges f,,-nal leolvashato a kozelit6 értéke (értékei), majd
(2)-bdl szamolhat6 b. A 69-2. dbran berajzoltuk a példa megolddsat is.
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69. Egy oldal, a rajta fekvd egyik szog és ezen oldalhoz tartozo kiilso szdgfelezo, 1. 185

fck 3
Paraméterek:
6000 4+ c=40
p ~ 81,87°
8
8
a,
=
N
s
4000 -
fckl(a) ]

Paraméterek:
c=40
p = arctg7 ~ 81,87°

Paraméterek:
2000 1 pgida ¢ =40
1743,85 B =120°
fck3(a) - -
500 - / e
@ = — T i i i T a
0 100 141,42 200 300 400 500
aO == bo
69-2. abra

A ¢, f€R", 0°< B <180° a megoldds sziikséges és elégséges feltétele.

A megolddsok szdma c, f3 és f., felvételétdl fiigg, 1, 2 vagy 3 lehet, a példdban 1.

A vizsgélat programmal késziilt.

Most hdrom oldal (a, b,c) g a tobbi adat.
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186 A hdromsz6g meghatdrozdsdnak kiilonbozo esetei

70. Egy oldal, a rajta fekv6 egyik szog és ezen oldalhoz (c,a, foi)
tartozo kiilso szogfelezo, 2. (grafikus megoldas)

Rajzoljunk fel egy ABC hdromszoget ugy, hogy:

E. 2(3) a<besa<f<180°—a= a<90°, @Y

és jeloljiik a vdlasztott adatokat (70-1. dbra).

70-1. abra

Mivel a numerikus Ut nyolcadfoku egyenletre vezet, a 1ényegesen egyszer(ibb grafikus megoldast
mutatjuk be.

Legyenek c és a vdlasztott paraméterek, és vegyiik fol -t tigy, hogy f < 180°—a, és 8 # a:

y =180°—(a+ ). (2)

Az a-t és b-t a szinusztétellel (3), majd f.,-t az oldalakbdl szamolhatjuk (4).

sin sin
E. 11(12) a=22c,  b== ﬁ-c. (3)
siny siny
c2
E. 31(3) fu=ab- ~—1), a#b. 4)
(a—b)
A B = a <90° egyenl6 szara hatdresetben:
/ljigtleck(/j) = +00, (5

és f,; oldalt valt.
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70. Egy oldal, a rajta fekvé egyik szog és ezen oldalhoz tartozo kiilsé szogfelezd, 2. 187

Ha most innen elindulva 8 tovabb né, akkor f,,(f) fliggvény el6szor csokken, majd ismét nd, és

lim  fu(B)=+oo, (6)

p—(180°—a

vagyis f..(p) fliggvénynek az a < 8 < 180° — a intervallumon valahol lokdlis minimuma kell
legyen.

A grafikus megolddshoz els6 1épésben rajzoljuk fél a B= {|0° < f < 180° — a} \ {a} halmazon
értelmezett B— R", 8 — f..(f) fiiggvényeket ¢, a paraméterek mellett.

A c felvétele utan a felvételétdl fiiggden két eset lehetséges (a < 90°, a = 90°), ahol az elsé
(a < 90°) esetet tovabb bonthatjuk, az értelmezési tartomdnyokat pedig jeldljiik B-vel.

1. Legyen a <90° és 3 < a, akkor:
Ertelmezési tartomany Ertékkészlet

B={f]0°< B <a<90°} 0< fu(B) <400

Egy ilyen f,,(pB) fiiggvényt ¢ = 40, a = 45° paramétereknél a 70-2. &bran
folytonos vonallal jeloltiink.

2. Legyen a < 90°és a < 3 < 180° — a, akkor:

Ertelmezési tartomany Ertékkészlet

B={Bla<p <180°—a) min f(B) < fu(B) < +00

Egy ilyen f,,(B) fliggvényt c = 40, a = 45° paramétereknél a 70-2. abran szintén
folytonos vonallal jel6ltiink. A fliggvény minimuma pedig:

ﬁminz ~ 94’ minfckz(/j) ~ 104.

Példa. A 70-1. dbra ABC,; hdromszogének adataibdl elindulva:
c =40; a =45 fae=35v10~110,6797.

A numerikus ut eredményeit felhasznalva:

P~ 29,8540°% 35, ~ 81,8699°% f3,, ~ 106,1426°;
a; ~29,3021; ay; ~ 35,3553; ay, ~ 58,6043;
b, ~ 20,6282; by ~49,4975; b,, ~79,6113.

Tovabbi 3 szogek felvételével berajzolhatjuk az egész f.,, () grafikont, majd az egész f,,(f) gra-
fikont. Ezutdn tetszbleges f,,-nél leolvashatd 3 kozelit6 értéke (értékei), majd (2)-bol szdmolhatd
Y, (3)-bdl pedig a és b. A 70-2. dbran berajzoltuk a példa megolddsait is.
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188 A hdromsz6g meghatdrozdsdnak kiilonbozo esetei

fck I
g g
S Paraméterek: 2
g‘ c=40 E‘
400 N a = 45° N
[a9] [a]
Paraméterek:
c=40
a = 45°
200
fckl(ﬂ) fckz(ﬂ)
110,68 Példa
40
— .
0° 10° 29,85°  45° 81,87° 106,14° 135° p
B1 a Bar Baa 180°—a
70-2. abra

Ac > 0és a < 90° paraméterek felvétele utdn a 70-2. dbrdbdl is ldthatd, hogy mindig van megoldds.

A megolddsok szdma f . felvételétdl fiigg, 1, 2 vagy 3 lehet, a példdban 3.

Ha a paraméterek ¢ > 0 és a > 90°, akkor a f3 fiiggetlen vdltozo intervalluma 0° < 3 < 180° — a,
és f..(B) fiiggvény szigortian monoton nd, igy minden f,.-hoz egy 3 addodik, tehdt egy megolddst

kapunk (70-3. dbra).
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71. Egy oldal, a rajta fekvé egyik szdg és a kortilirt kor sugara 189

Paraméterek: ¢, a

70-3. abra

A vigsgdlat programmal késziilt.

Most hdrom oldal (a, b, c) g a tobbi adat.

71. Egy oldal, a rajta fekvo egyik szog és a koriilirt kor sugara (¢, 5,R)

Rajzoljunk fel egy ABC altalanos haromszoget, €s jeloljiik a valasztott adatokat (71-1. abra).

Induljunk el a korilirt kor R sugaranak képletébdl:

a b c
E.11(12) 2R=—=——>=—". (1)
sina sinf3  siny

71-1. dbra

Vizsgéljuk meg a lehetséges kiinduld adatokat:
¢ > 2R esetén nincs megoldas.

c = 2R esetén y =90°, és

* >=90° nincs megoldas,

1. B <90°, egy megoldds van, és a = 90° — 3.

c c
¢ < 2R esetén siny = — < 1, y = arcsin — < 90°, lasd a 71-1. abrat,
2R 2R
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190 A hdromsz6g meghatdrozdsdnak kiilonbozo esetei

* 3>180°—7 nincs megoldas,

1. y< B <180°—7y egy megoldas, a =180°—(f + ),
ezt az esetet a 71-1. abran folytonos vonallal jeloltiik,

2. °<B<y két megoldas, a; =180°—(f +7),
a,=180°—(B+180°—y)=y—p,
ezeket az eseteket a 71-1. &dbrdn szaggatott vonallal jeloltiik.

A hidnyz6 a és b oldal ezutan (1)-bdl szamolhatd:

a=2R-sina,
E. 11(12) b=2R-sinp (2)

Ha 3 =y,a =y vagy a = f3, akkor a hdromszog egyenld szérti, ha R =c+/3/3, 5 = 60°, akkor
pedig egyenl6 oldald.

Egy masik tt, ha kiszamoljuk b-t (b = 2R - sin ), majd innen a feladat két oldal (b, c¢) és egy
(nem a kozbezart) szog () esetek valamelyikére vezet.

AO0<c<2R éa 0°<fB <180°—arcsin (c/2R) egyiittes teljesiilése a megoldds sziikséges és
elégséges feltétele.
A megolddsok szdma 0, 1 vagy 2 lehet (71-1. dbra).

£
Most hdrom oldal (a, b, c) (12; a tobbi adat.

72. Egy oldal, a rajta fekv6 egyik szog és a beirt kor sugara (c,p,r)
(egyértelmii)

Rajzoljunk fel egy ABC 4ltaldnos hdromszoget, és jeloljiik a valasztott adatokat (72-1. abra).

Induljunk el az (1), (2) egyenletekbdl és a (3) trigonomet-
rikus teriiletképletbdl. Igy egy haromismeretlenes (a, b, t)

c egyenletrendszerhez jutunk. Az s ismeretlen 2s = a+b+c
helyettesités utdn kiesik:

b a E. 33(12 b = T 1
.33(12) 82 iy (1)
r
. B/2
A C s—b B E. 32(4) t=r-s, 2
72-1. 4dbra E. 11(15) t = —a-c-zsmﬁ. 3)

Kiiszoboljik ki (2)-bdl és (3)-bdl t-t, majd a kapott egyenletet allitsuk egyenletrendszerbe (1)-gyel.
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72. Egy oldal, a rajta fekvé egyik szog és a beirt kor sugara 191

at+b+c a-c-sinf

, 4
T 2 )
B r . 2r
tgz_a+b+c_§_a—b+c' ®)
2 2
Fejezziik ki b-t mindkét egyenletbdl:
p=2CSmB o, ©)
r
2
b=(a+c)——rﬁ. 7)
t —_
%3
A b kikiiszobolése utan kapjuk:
.c-si 2
w—(a+c)=(a+c)——%. (8)
t —_
& 2
Rendezziik (8) egyenletet a-ra:
.c-si 2
acsinf o002 /.r.tgﬁ
: B 2
%9
ac-sinf -tgg—Zar-tgg = 2cr-tgg—2r2,
2r~(c-tg§—r)
a= ©))

tgg-(c-sinﬂ—Zr).

Hozzuk egyszer(ibb alakra (9) tortet, ezzel (10)-hez jutunk. Most a jobb oldalon minden ismert,
igy az a ismeretlen oldal kiszamolhato:

2-(c—r-ctgg)

a= . . (10)
c-sinf3 _9

r

A hidnyzdé b oldal ezutdn a koszinusztétellel szamolhato:

E. 12(22) [ b =4/a+c2—2ac-cosf. ] (11
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192 A hdromsz6g meghatdrozdsdnak kiilonbozo esetei

Példa. A 72-1. dbra adataibdl elindulva:

c=40; B=45 r=15v2—-10~11,2132,

_ 2-(40—11,2132-2,4142)
~40-0,7071/11,2132—2

~ 49,4975,

b = 25+/2 ~ 35,3553.
Vegylik észre, hogy:

supr
cosE: P ,

c-sin—
2

2-c-sinﬁ-cosE=2-supr,
2 2

c-sinf3 =2-supr,

supr = C'S;“ﬂ. (12)

72-2. dbra

Es ekkor:
lim a(r)=+oo. (13)

r—supr—

A supr (12) képlete nem valtozik B > 90° esetén sem.

Lathatd, hogy adott ¢ és 3 esetén r-nek fels6 hatdra van, vagyis r < supr kell legyen. Ekkor a
(10) képletének szamlaloja és nevezdje is pozitiv, tehdt a > 0 lesz.

Tehdt r < supr a megoldds sziikséges és elégséges feltétele.
A megolddsok szama 0 vagy 1 lehet, a példdban 1.
Ha van megoldds, akkor csak egy van. A feladat megolddsa egyértelmil.

Megjegyzés:
A c oldaltdl r tavolsagra, vele parhuzamosan huzott egyenesbdl 3 szog szogfelezbje kimetszi a
beirt kor kézéppontjat (72-1. dbra).

Most hdrom oldal (a, b, c) g a tobbi adat.
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73. Egy oldal, a rajta fekvd egyik szog és ezen oldalhoz a hozzdirt kor sugara 193

73. Egy oldal, a rajta fekvo egyik szog és ezen oldalhoz (c,B,r.)
a hozzairt kor sugara (egyértelm)

Rajzoljunk fel egy ABC 4ltaldnos hdromszoget, és jeloljiik a valasztott adatokat (73-1. dbra).

Induljunk el az (1) alatti kettd, valamint a (2), (3)
egyenletekbdl, mint egy négyismeretlenes
(a, b, rp, t) egyenletrendszerbdl. Az s ismeretlen

C 2s = a + b + ¢ helyettesités utan kiesik:
t t
E. 34(3) r,=—o, re=—of), (1)
s—b s—c¢
b . \
E. 35(8) wh="T, 2)
2 s
E. 11(15) t:a'c';mﬁ. 3)

2 2 2 ’
_a+b+c_%_a—b+c

s—b=
2 2 2

Az (1)-b8l és (3)-bdl kiiszobsljiik ki t-t, majd
(2)-b8l, (1)-b8l és (3)-bél r,-t és t-t:

a-c-sinf
=" " 4
¢ a+b-—c )
73-1. ébra a+b+c B a-c-sinf
— gt =7 5
2 g2 a—b+c ()
Most fejezziik ki b-t (4)-bdl:
r.-(a+b—c)=a-c-sinf,
b:a-c'smﬂ+c—a:(c'smﬁ—1)-a+c. (6)
rC rC
Alakitsuk at (5)-0t:
(a+b+c)-(a—b+c)-tg§=2ac-sin[3’,
(a+c)*—b*=2ac- sinfp (7)
t —_
%2

© Hompola Istvan, Typotex, Budapest, 2026



194 A hdromsz6g meghatdrozdsdnak kiilonbozo esetei

Helyettesitsiik (6)-ot (7)-be, valamint a (11) atalakitast is felhasznalva:

s 2
(a2+2ac+c2)—((c sin —1) -a+c) = 2ac - 2 cos? g,

e

. 2 .
c-sin c-sin

a2+2ac+c2—( ﬂ—l) -a2—2-( ﬁ—l)-ac—c2=2ac-2coszg,
r r

C

(1—(6.?:1/3—1)2)-a2+2c-(1—(c'jicn[5—1)—2coszg)-a=0.

Az a = 0 megoldas sikgeometriai szempontbdl nem értelmezett, tegyiik f6l, hogy a # 0.
Ekkor a-val torténé osztds, majd a-ra torténé rendezés utan kapjuk:

[

ZC-(ﬂ+2coszz—2)

= _ .
1_(c sin 3 _1)
rC
sin 3 2-sin5-cosE B B
—2= —2:2-(cosz——1)=—2-sin2—:cos/3—1.
tg(f/2) sin? 2 2
2
B
cos —
2

(8)

)]

(10)

(11)

(11) atalakitas felhasznaldsaval hozzuk egyszer(ibb alakra a (10) tortet, ezzel (12)-hoz jutunk.

Most a jobb oldalon minden ismert, igy az a ismeretlen oldal kiszdmolhatd:

2.(C_rc.tg§)'

c-sinf3

a=

r

C

A hidnyzé b oldal ezutan a koszinusztétellel szamolhato:

E. 12(22) [ b =+/a?+c2—2ac-cosp. ]

A f intervalluma 0° < 3 < 180°.

Vegyiik észre, hogy adott c és 3 mellett r.-nek felsé hatara van (73-1. 4bra):

=c-t 90 —— |=c-ctg —.
suprc C g( D) C ng

A supr.-nél (12) szamlédldja nulla, nevezdje pozitiv, ugyanis ekkor a nevezd:
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73. Egy oldal, a rajta fekvd egyik szog és ezen oldalhoz a hozzdirt kor sugara 195

c-sin(Z-g) 2-sin2§-cos§ B B
2—— =2 —9 :2-(1—sin2—)=2-c052—>0. (15)
f 2 2
COS — COS —
.. 2 2
siné
2

Ha r, a supr.-tél indulva csokken, akkor (12) szdmléldja nd, vagyis pozitiv lesz, pozitiv nevezdje
pedig a nulldig csokkenhet, igy kiszadmithatd r, alsé hatara, infr, is:

< .- sin f3 _0
infr,
majd ebbol
infr, = ¢ SinP (16)
2
ami a 73-2. 4brabdl is latszik.
infr
sin(90°—é) = -~
2 c-sing
2-c-siné -cosé =2-infr,,
2 2
. c-sinf}
infr. = 5
73-2. &bra
[ infrczc'smﬂ <rc<c-cth:suprc. 17)
2 2

A (17) egyenlétlenség 90° < 8 < 180° esetén sem valtozik.
Példa. A 73-1. dbra adataibdl elindulva:

¢ =40,

15+ /252 —102
p = arctg 30 A 51,6459°,
t 40- (15 +5+v21)
r.= = ~ 31,8890,

T s—c  20/3+20V7—40

a ~ 48,3465; b ~ 39,2095.
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196 A hdromsz6g meghatdrozdsdnak kiilonbozo esetei

A részletesebb vizsgalat: Rajzoljuk fel az a(r,) fiiggvény (lasd (12)-t) r.(a) inverzét, ¢ = 40,
P ~ 51,65° paraméterek mellett (73-3. dbra). Az abrabdl a példa megolddsa is leolvashatd. Mds
paraméterértékek esetén a grafikon hasonld jellegli. A hatarértékek pedig (17)-bél szamithatok:

,Am  supr, =0, pAm infr, =0,
Jm supr,=+oo,  [Mm infr =0.

rC
100 -
supr, ~ 82,66
C
70 A paraméterek:
r.(a) c =40
50 - p ~51,65°
Péld
r. 31,89 —
20 - infrc % 15,68
0 10 50 100 ¢
a~ 48,35
73-3. 4bra

Az r.(a) fiiggvényt explicit is eléallithatjuk (12)-bol:

2-rc(a)-a—c-sinﬁ-a—2-rc(a)-c+2-rf(a)-tg§=0,
2-tg§-rcz(a)—z-(c—a)-rc(a)—ac-sin/& =0,

2-(c—a)+\J4-(c—a)2+4~2-tg§-ac-sinﬂ

B
4't i
g2

rC(a) =

Mivel r (a) pozitiv kell legyen, ezért a négyzetgyok elott csak a pozitiv eléjel értelmezett, tovabba

sin — sinE-Z-sinE-cosE
B . . "2 BY_ "2 2 2 _ 5 2B
tg—-sinff = -sin{ 2-— =2-sin” — (18)
2 B 2 B
cos — cos —
2 2
atalakitas felhaszndlasaval kapjuk:
c—a+ \J (c—a)2+4ac-sin2§
r.(a) = 5 . (19)
2-tg—
& 2

© Hompola Istvan, Typotex, Budapest, 2026



74. Egy oldal, a rajta fekvd egyik szog és egy mdsik oldalhoz a hozzdirt kér sugara, 1. 197

A ¢ és f induld adatok felvétele utdn infr, < r. < supr, a megoldds sziikséges és elégséges feltétele.
A megolddsok szdma 0 vagy 1 lehet, a példdban 1.

Ha van megoldds, akkor csak egy van. A feladat megolddsa egyértelmdi.

A vizsgdlat programmal késziilt.

Megjegyzés: A c oldaltdl r, tdvolsagra vele parhuzamosan huzott egyenesb6l 180° — 3 szog
szogfelezbje kimetszi a hozzairt kor kozéppontjat (73-1. dbra).

Most hdrom oldal (a, b,c) g; a tobbi adat.

74. Egy oldal, a rajta fekvo egyik szog és egy masik (c,pB,ry)
oldalhoz a hozzairt kor sugara, 1. (egyértelmi)

Rajzoljunk fel egy ABC 4altaldnos hdaromszoget, és jeloljiik a valasztott adatokat (74-1. abra).

Induljunk el az (1) alatti kettd, valamint a
(2), (3) egyenletekbdl, mint egy
négyismeretlenes (a, b, ry, t)
egyenletrendszerbol. Az s ismeretlen
2s = a + b + ¢ helyettesités utan kiesik:

E.34(3) r,= ‘ , Ty = ‘ , (D
—a s—b
E. 35(8) wh="T, 2)
2 s
a-c-sinf
741, dbra ELA%) = ®
s_q= afbte o, _azb+c @
2 2
Kiiszoboljiik ki t-t (1)-bdl és (3)-bdl, majd rp,-t és t-t (1)-bol, (2)-bdl és (3)-bol:
a-c-sinf3
=" S
“ —a+b+c (°)
a+b+c B a-c-sinf
— g = 6
2 & 2 a—b+c (6)
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Most fejezziik ki b-t (5)-bdl:

re-(—a+b+c)=a-c-sinf,

b:a.c-smﬁ +a—c,
ra
bZ(C.smﬂ+1)-a—c. (7)
ra

Most szorozzuk be (6)-ot, hogy ne legyen benne tort:
(a+b+c)-(a—b+c)-tg§=2a-c-sinﬂ,

sin 3
tg 2

(a+c¢)*>—b%=2ac- (8)

Most kiiszoboljiik ki b-t, helyettesitsiik (7)-et (8)-ba, hasznéljuk fel (11) atalakitést is:

. 2
-sin
a2+2ac+c2—((c ! ﬂ+1)-a—c) =2ac-2c052§. 9

I'q

Végezziik el bal oldalon a négyzetre emelést:

. 2 .
c-sin ¢ -sin
a2+2ac+c2—( ﬁ+1) -a2+2-( ﬂ+1)-ac—c2:2ac-2coszg.

r, r

a a

Most emeljiik ki a®-et és a-t, és rendezziik bal oldalra az egyenletet:

. 2 .
(1—(C sin f +1) )-a2+20-(1+(c sin +1)—2coszg)-a=0.
ra ra

Az a = 0 megoldas sikgeometriai szempontbdl nem értelmezett, tegyiik fel, hogy a # 0.
Ekkor a-val torténd osztds, majd a-ra torténoé rendezés utan kapjuk:

ZC-(C'Slnﬂ —2coszg+2)

r(l
a= . (10)

- 2
(c sin +1) _1q
ra

Most f3 intervalluma: 0° < f3 < 180°.

b B

sin 2sin 5 - cos

22 ﬂ=2—#=2-(1—coszé)=z-sin2ﬁ=1—cos/3>0. (11)
tgg sing 2 2

B

Cos 5
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A (11) atalakitas felhasznaldsaval hozzuk egyszer(ibb alakra a (10) tortet, ezzel (12)-hoz jutunk.
Most a jobb oldalon minden ismert, igy az a ismeretlen oldal kiszdmolhatd:

2-(c+ra-tg§)

a= c-sinff (12)

T'q

Lathatd, hogy (12) szamléldja és nevezdje is mindig pozitiv, ami azt jelenti, hogy mindig van
megoldas, és mindig csak egy. A hidnyzé b oldal ezutan a koszinusztétellel szamolhaté:

E. 12(22) [ b= \/a2 +¢2—2ac - cos 3. ] (13)

Példa. Induljunk el a 74-1. &bra adataibodl. Mivel a csucsok rdcspontokban vannak, az induld
adatok konnyen kiszamithatok:

¢ =40,
B = arctg7 ~ 81,8699°,
t 700

=40—10+/2 ~ 25,8579.

rq{=

s—a  204+5+v2

Ezutan a-t (12)-bdl, b-t (13)-bdl szamolhatjuk: a ~ 35,3553, b ~ 49,4975.

A részletesebb vizsgalat: Rajzoljuk fol az a(r,) fiiggvény (lasd (12)-t) r,(a) inverzét c = 40 és
p = arctg7 ~ ~ 81,8699° paraméterek mellett (74-2. dbra). Az dbrabdl a példa megoldasa is
leolvashatd. Mas paraméterértékek esetén a grafikon hasonld jellegi.

ra A
60 -
paraméterek:
50 A c =40
P ~ 81,8699°
40 - r.(a)
301 példa
r, ~ 25,8579
20 ~
10 A
T x x x x x x I
0 10 20 30 40 50 60 70 80
a ~ 35,3553
74-2. 4bra
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Az r,(a) fiiggvényt explicit is eléallithatjuk (12)-bdl:
B

2-ra(a)-a+c-sinﬁ-a—2-ra(a)-c—2-r§(a)-tg§:0,

2-tg§-rf(a)+2-(c—a)-ra(a)—ac-sinﬁ =0,

—2-(c—a)+\J4-(c—a)2+4-2-tg§-ac-sinﬂ

B
4 g2

ro(a) =

Mivel r,(a) > 0 kell legyen, ezért a négyzetgyok elétt csak a pozitiv eldjel értelmezett, tovabba

B sinE B sinz-z-sing-cosg B
tgg-sin[ﬁ= B -sin(2-§)= B :2-sin2§ (14)
Ccos — Ccos —
2 2

atalakitds felhaszndlasdval kapjuk:

a—c+\J(a—c)2+4ac-sin2§

B
2.tg2
&5

ro(a) = (15)

Adott ¢ és 3 paraméterek mellett az a(r,) fiiggvény hatarértékeit a (12) képletbdl szamolhatjuk:

lim a(r,)=0 és lim a(r,)=+oco. (16)

r,—0+ ro—+00

A megolddsok szama mindig 1. A feladat megolddsa egyértelmil.
A vizsgdlat programmal késziilt.

Megjegyzés:
A c oldaltdl r, tavolsagra vele parhuzamosan htzott egyenesb6l 180° — 3 szog szogfelezbje
kimetszi a hozzairt kor kozéppontjat (74-1. abra).

Most hdrom oldal (a, b,c) g; a tobbi adat.

© Hompola Istvan, Typotex, Budapest, 2026



75. Egy oldal, a rajta fekvé egyik szog és egy mdsik oldalhoz a hozzdirt kor sugara, 2. 201
75. Egy oldal, a rajta fekvé egyik szog és egy masik (c,B,rp)

oldalhoz a hozzairt kor sugara, 2. (egyértelmi)

Rajzoljunk fel egy ABC 4ltaldnos hdromszoget, és jeloljiik a valasztott adatokat (75-1. dbra).

Induljunk el az aldbbi négy egyenletbdl, (1),
(2), (3), (4) mint egy négyismeretlenes
(a, b, s, t) egyenletrendszerbdl:

0, .
E. 34(3) r, = B (1)
s—b
) C
B_r
E. 35(8) tg—=—, (2)
2 S
a
rp infrb
B E 115 = LCsinb 3)
AN 2
. 2
A ¢ B —b+
s—b=22T° (4)
2
75-1. abra
Kiiszoboljik ki t-t és (s — b)-t (1)-bdl és (3)-bdl és (4)-bdl, majd helyettesitsiik s-et (2)-be:
a-c-sinf3
- - 5
T b+ (>)
a+b+c [§;
— -th =T (6)
Fejezziik ki b-t (5)-bdl:
rp,-(@a—b+c)=a-c-sinf,
b=—a- ¢-sinp +a+c,
Ty
b:(l—c.smﬂ)-a+c. (7
'y
Fejezziik ki b-t (6)-bdl:
2
b= Lfbj —a—c. 8)
t ju—
&y
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Kiiszoboljiik ki b-t (7)-bol és (8)-bdl:

sin 2r
(1—c : ﬂ) a =—/l;—a—c, 9
'y tgf

Rendezziik az egyenletet a-ra, ezzel (10)-hez jutunk. Most a jobb oldalon minden ismert, igy az

a ismeretlen oldal kiszamolhato:

2-(rb-ctg§—c)
a= - . (10)
2_c sin 3
p

Itt B intervalluma 0° < 3 < 180°.

Adott ¢ és 3 mellett r,-nek als6 hatdra van, 1dsd a 75-1. 4brat:

infrbzc-tga. (11)
Ekkor (10) szamléldja nulla, nevezdje pozitiv (lasd 74. (11)-et), vagyis

ry > lnf ry (12)

kell legyen. Ekkor (10) szamlaldja nd, és nevezoje is no, és igy a > 0 lesz. Tovabba:
lim a(r,) =0, lim a(r,) =+o0. (13)

rp—infr,+ rp—+00
A hidnyz6 b oldal ezutdn a koszinusztétellel szamolhatd:

(14)

E. 12(22) b:\/a2+c2—2ac-cosfa’.
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Példa. A 75-1. dbra adataibdl elindulva:

c=40; p =arctg7~81,8699°,

t 700 700
ry, = = = A 54,1421.
s—b 254/2-35V/2+40 20—5+2
2

Ezutan a-t (10)-bol, b-t (14)-bdl szamolhatjuk:

2-54,1421

. _ 18(81,8699°/2) B

40 - 5in 81,8699°
54,1421

2-40

A 35,3553, b ~ 49,4975.

A részletesebb vizsgalat:

Rajzoljuk ol az a(ry) fliggvény (lasd (10)-et) r,(a) inverzét c =40 és B = arctg7 ~ 81,8699°
paraméterek mellett. Ekkor infr, ~ 34,6918 (11) alapjan (75-2. dbra). Az &brabdl a példa
megoldasa is leolvashatd. Mas paraméterértékek esetén a grafikon hasonlé jellegli. Az r,(a)
fiiggvény explicit is el6allithat6 (10)-bol.

Ty
60 - ,
ry & 54,1421 Példa
50 A
Paraméterek:
40 - c =40
infr, ~ 34,6918 ry(a) B~ 81,8699°
30
20 +
10 A
x x x x x x x x a
0 10 20 30 40 50 60 70 80
a ~ 35,3553
75-2. dbra

A ¢ és 3 indulo adatok felvétele utdn r, > infr, a megoldds sziikséges és elégséges feltétele.
Ha van megoldds, akkor csak egy van. A feladat megolddsa egyértelmil.
A vizsgalat programmal késziilt.

Megjegyzés:
A c oldaltdl r;, tdvolsdgra vele parhuzamosan huzott egyenesbdl a 3 szog szogfelezdje kimetszi a
hozzairt kor kozéppontjat (75-1. abra).

£
Most hdrom oldal (a, b, c) (12; a tobbi adat.
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76. Egy oldal, a rajta fekv6 egyik szog és a masik (c,B,a+Db)
két oldal 6sszege (egyértelmii)

A c és a + b felvétele utan (¢ < a + b) az a + b = allandénak megfelel6 C pontok egy A, B
fokusz1i ellipszis vonalon helyezkednek el (a nagytengely hossza a + b), melybdl 3 felvétele utan
(0° < B < 180°) a félegyenese kimetszi a C pontot (76-1. &bra).

ellipszis

76-1. abra

Induljunk el az elsé Mollweide-féle formuldbdl:

E. 14(8) at+ B @)

Ebben csak a ismeretlen, keressiik a-t.

a B . a . B

COS — -COS— +SIn — - Sin —
at+tb_ "2 2 2 2
B

a B a .
COS — - COS — — sin — - sin —
2 2 2

a
A jobb oldal szamlaléjat és nevezo6jét osszuk el cos— - cos b > 0-val:

a
a+b 1+tg§tg5
a B’
1—tg—-tg—
8578
a+b a+b a B a B
— tg—tg——1—tg—-tg= =0
c c 2 g2 g2 g2 ’
+b +b
= —tg 2 (a -th+tgﬁ)—1—O,
C 2 2 2
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76. Egy oldal, a rajta fekvé egyik szdg és a mdsik két oldal Gsszege 205
+b
a 1
c
tg— =
2 (a +b ) B’ @)
+1)-tg
2
b
a-+ 1 5
=9. L Y
a = 2-arctg P ctg 9 3
+1
c
A B intervalluma 0° < 3 < 180°.
Y =180°—(a+ ). 4
A hidnyzdé a és b oldal ezutan a szinusztétellel szamolhatd:
sina
a=——-c,
siny
E. 11(12) sin B )
b=——-c
siny
Példa. A 76-1. abra adataibdl elindulva:
c=40; P =arctg7~81,8699°; a+b=60v2~ 848528,
60v2
40
a=2-arct A 45°.
& 602 arctg 7
— 241 |-tg
40 2
a<supa=180°—p3 (6)
kell legyen, ez azonban teljesiil, ugyanis (2)-bol:
a+b 1
a_ ¢ B supa _ 180°—f ( o_ﬁ)
tgz_a—i—b ctg — < tg 2 =tg 2 =tg| 90 2 )
+1
c
a+b_1
: B _ B B
74D ctg2<ctg2, /.ctg2>0
+1
c
a+b_1<a+b+1,
c c
0<2.
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Ha a + b > c, akkor (3) bels6 tort szamlaldja és nevezdje is pozitiv.
Igy tehdt az a+b>c és 0° < < 180° a megoldds sziikséges és elégséges feltétele.

Ha van megoldds, akkor csak egy van. A feladat megolddsa egyértelm.

Most hdrom oldal (a, b, c) g a tobbi adat.

77. Egy oldal, a rajta fekv6 egyik szog és a masik (c,B,a—Db)
két oldal kiilonbsége (egyértelmii)

Most (a—b) € R. Ac és |a—b| = allandé < c felvétele utan a C pontok egy A, B fokuszu hiperboldn
vagy egy egyenesen helyezkednek el. Pontosabban —(a+ b) < —c < a—b < 0 esetén a jobb oldali
hiperbola dgon, 0 < a—b < ¢ < a+ b esetén a bal oldali hiperbola 4gon, és0=a—b <c<a+b
esetén pedig AB felez6merdlegesén. Mivel a harom eset kizarja egymast, B-val (0° < 8 < sup 3,
lasd (9)-et) csak egy metszéspont 1étezhet (77-1. abra).

frjuk fol a mdsodik Mollweide-féle formuldt:

a—p

a—b sin 5
E. 14(16) . at+p (1)

sin

Ebben csak a ismeretlen, keressiik a-t:

77-1. dbra

B a . P

a—b SiI‘l%-COSE—COSE-SiI‘IE

E. 9(20) = 9 B a B
sin — - cos — + cos — - sin —

2 2 2 2

a
A jobb oldal szamlaléjat és nevezojét osszuk el cos 5 cosg > 0-val,

a P
a—b ®37185
c  a B’
tg— +tg =
8278
majd rendezziik az egyenletet tg %-re:
a—b>b a a-—b>b p a p
‘g —+ ——-tg——tg—+tg— =0, (1
gty By /( )

(1—a_b) t g—(1+a_b)-t E—O
c g2 c g2— ’
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77. Egy oldal, a rajta fekvé egyik szog és a mdsik két oldal kiilénbsége 207

a—>b
a 1+ . B
©y= —a-p ®% @)
1 —
c
E. 1(3) 0<|a—b|<c amegoldds sziikséges feltétele 3)

Ekkor (2)-ben a jobb oldali tort szamlaldja és nevezdje is pozitiv, és

a—b
=9. N N
a =2-arctg > tg2 . 4
1—
c
y =180°—(a + f3). (5)
A hidnyzdé a és b oldal ezutan a szinusztétellel szamolhatd:
sina
a=——-c,
siny
E.11(12) sin (6)
b=— - C.
siny

A 77-1. abrabdl is latszik, hogy most nemcsak a-nak, hanem f3-nak is felsé hatara van, ugyanis
B kisebb kell legyen —(a + b) < —c < a— b < 0 esetén a hiperbola jobb oldali, 0 < a—b <
< ¢ < a+ b esetén a hiperbola bal oldali aszimptotdjdnak az x tengely negativ dgdval bezdrt
hajlasszogénél, illetve 0 = a—b < ¢ < a + b esetén, amikor is a = f3, ekkor a = f# < 90° kell
legyen. Részletesebben:

a <supa=180°—f3, (7)
14920
a c B sup a
tg2 1_a—b tg2<tg 5 (8)

Folytassuk (8)-at:
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208 A hdromsz6g meghatdrozdsdnak kiilonbozo esetei

B < 2-arctg 9

Megjegyzés: tgg > 0 miatt az el6jel a négyzetgyok elétt pozitiv.

Az la—bl|<c<a+b és 0°< f3 <supf egyiittes teljesiilése tehat a megoldds sziikséges és
elégséges feltétele.

1. példa. A 77-1. &bra adataibdl elindulva:

c=40; p=arctg7~81,8699°; a—b= —10v/2 ~ —14,1421.
A feltételek:
la—b| = |-10v2| = 10v2 ~ 14,1421 < c = 40,
p =arctg7 ~ 81,8699° < sup B ~ 110,7048°.

Ha 0° < 3 < sup B, akkor teljesiil a ¢ < a + b is. Végiil a-t (4)-bdl szdmolva a ~ 45°.
2. példa:
c=40; B =45 a—b=10V2~14,1421.
A feltételek :
la—b| = [10v2| = 10v2 ~ 14,1421 < ¢ = 40,
B =45° <supf ~ 69,2952°.

Ha 0° < 3 < sup f3, akkor teljesiil a ¢ < a + b is. Végiil a-t (4)-bdl szdmolva a ~ 81,8699°.

A y szog (5), majd az a és b oldalak (6) innen mar kénnyen szamolhatok.

Ha van megoldds akkor csak egy van. A feladat megolddsa egyértelmti.

Most hdrom oldal (a, b, c) g; a tobbi adat.
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78. Teriilet, keriilet és egy szog (t,k,7)

Rajzoljunk fel egy ABC altaldnos haromszoget és jeloljiik a valasztott adatokat (78-1. &bra).

Induljunk el a teriilet (t) és a félkeriilet (s)
egyenl6tlenségébdl, lasd E. 16(4)-et:

52 a+b+c k
t < , §=——=—. @y
3v3 2 2
(1) a megoldds sziikséges feltétele.
78-1. &bra
frjuk még fol a koszinusztételt a ¢ oldalra (2) és a trigonometrikus teriiletképletet (3):
E. 12(14) c2=a?*+b?—2ab - cosy, (2)
ab-siny
E. 11(15) = 5 (3)
Fejezziik ki c-t a félkeriilet képletébdl, és emeljiik négyzetre:
2 2
¢ =(2s—(a+ b)), 4)
majd rendezziik a trigonometrikus teriiletképletet ab-re:
2t
siny
Kiiszoboljiik ki c?-et, helyettesitsiik (2)-be (4)-et és (5)-6t:
2 2 2t 2 2 2t 2
a‘+b*—2-——-cosy=4s"—4s-(a+b)+a*+2-—+b". (6)

siny siny

Most a2, b? kiesik, majd rendezziik (6)-ot (a + b)-re:

Vegylik figyelembe, hogy:

E. 9(34)
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210 A hdromsz6g meghatdrozdsdnak kiilonbozo esetei

( 52+t-ctgg
{a+b=—=p, p>0, )
s
2t
\ siny

Most oldjuk meg a (7) és (8) egyenletekbdl all6 egyenletrendszert a-ra, b-re:

a+b=p, b=p—a,
ab=gq, a*—pa+q=0,
L oP=VPi—m4e Pt Vpi—4q 9)
1 — ) 2 )
2 2
b _pt+Vp*—4q b _ p—V/p*—4q
1 ’ 2 .
2 2

Az a és b valés gyokok akkor és csak akkor pozitivak, ha:

p>0, q>0, p*—4qg=>0. (10)

c=2s—(a+Db). an

A ¢ pozitiv lesz, ha 2s > a + b. A pozitiv a, b, ¢ ismeretében felirhatd a hdromszdog-egyenlétlenség:
E.1(3) la—b|<c<a+b. (12)
Az a,b,c € R és a hdromszog-egyenlitlenség teljesiilése a magoldds sziikséges és elégséges feltétele.

Példa. A 78-1. abra adataibdl elindulva:

t=700; k=25s=40+ 60v2 ~ 124,8528; Y = arcsing A 53,1301°,

700
62,42642 + W : (1 + cos 53,13010)
at+b= S22, ~ 84,8528 = p,
62,4264
2-700
’ ~ 1750 =g,

~ §in53,1301°

a, ~ 35,3553; a, ~ 49,4975;
b, ~ 49,4975; b, ~ 35,3553;
¢ & 40.

Az a,, b, megoldast a 78-1. dbrdn szaggatott vonallal jeloltiik.
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78. Tertilet, kertilet és egy sz0g 211

A részletesebb vizsgalat: A t, k, y adatok felvétele utan kiszamoljuk a-t és b-t, mint a példaban,
ezuttal azonban tovdbbi pontokon a t teriiletet és a k keriiletet (s félkertiletet) paraméternek
valasztva, majd felrajzoljuk az a(y), b(y) fiiggvényeket.

Rajzoljuk fol a G C {y|0° < y < 180°} halmazon értelmezett G — R*, y — a(y), y — b(y)
fiiggvényeket a t = 700, k = 40 + 60+/2 ~ 124,8528 paraméterek esetén (78-2. 4bra).

Az abra az a(y) < b(y) esetet mutatja, ugyanis a két fiiggvény felcserélhets, ami a példabdl is
latszik. Az abrabdl a példa a < b megoldasa is leolvashaté.

Jeloljiik: min D(a(y)) = miny, maxD(a(y)) = maxy. Ekkor:

miny ~40,785°; a= b~ 46,30; ¢~ 32,26;
maxy ~82,910°; a= Db~ 37,56; c ~49,73.

a,b,

Példa max b(y)
b ~ 49,4975 Paraméterek:

a=b ~ 46,30 k =40+ 60+/2 ~ 124,8528

46 -

44
a(y) — b(r)
42 A

40 -
38 - a:bN37,56

a~ 353553 | tolda

34 -

mina(y)

32 4
30 A
28 -

26 I I I I I I I I I I -
0° 10° 20° 30° 40° 50° 60° 70° 80° 90° 100° 4
Példa: y ~ 53,1301°
miny ~ 40,785° maxy ~ 82,910°

78-2. abra

o

2

Atésk=2st< , felvétele utdn miny < y < maxy kell legyen, ami szintén a megoldds

sziikséges és elégséges feltétele.
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212 A hdromsz6g meghatdrozdsdnak kiilonbozo esetei

343

A megolddsok szdma 0, 1 vagy 2 lehet, mely utébbi szimmetrikus pdr, a példdban 2.

At

az egyenld oldaltl eset, ekkor miny =y = 60° =maxy ésa =b =c = 2s/3.

A miny, illetve a maxy a (7), (8) egyenletrendszerb6l a = b-nél nyert

Tm
2

2 Ym

2 3Ym 4
— +s7-ct
5 g

t%-ctg® - —25%- t - ctg —4s*-t=0 (13)

egyenlet valés gyokeibdl szamolhatd. A 78-2. dbra paramétereivel:
t=700, s=20+30vV2,  ésigy
Y, = maxy ~ 82,91°; Y2 = Mminy ~ 40,78°; Y3 & 15,57°,
ahol is y,,3 a ¢ < 0 miatt nem ad megolddst, hamis gyok.

A vizsgélat programmal késziilt.

£
Most hdrom oldal (a, b, c) (12; a tobbi adat.

79. Teriilet, keriilet és egy oldal (t,k,c)

Rajzoljunk fel egy ABC altaldnos hdaromszoget, és jeloljiik a valasztott adatokat (79-1. ébra).

Induljunk el a teriilet (t) és a félkeriilet (s) egyen-
16tlenségébdl, lasd E. 16(4)-et és a c, s egyenlbtlen-

ségébol:
52 at+b+c k
t < , (<————=—=5. (D
3v/3 2 2
(1) a megoldds sziikséges feltétele.
79-1. dbra
Alakitsuk at a Héron-képletet:
£2
E. 36(4) =(s—a)(s—Db), 2)
s(s—c)
c=(a+b+c)—(a+b)=2s—a—b=(s—a)+(s—b),
s—b=c—(s—a). 3)

Helyettesitsiik (3)-bdl (s — b)-t (2)-be:
£2
s(s—c)

=(—a) - (c—(s—a)),
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t2

s(s—¢)

=c(s—a)—(s—a)?

t2

=c-s—c-a—s>+2sa—a’.
s(s—c¢)

Az a-ra valé rendezés utan az a ismeretlen oldal masodfoku egyenletéhez jutunk, t,s, c paramé-
terekkel:

2

a*—(2s—c)a+s(s—c)+ = 4
s(s—c¢)
A (4) egyenlet a,,a, valds gyokei akkor és csak akkor pozitivak, ha:
D>0, a;+a,>0 és a;-a,>0, (5)
lasd még a megoldd képletet és a Viete-féle formuldkat.
[ b=2s—(c+a). ] (6)

A b pozitiv lesz, ha 2s > ¢ + a. A pozitiv a, b, ¢ ismeretében felirhatd a hdromszog-egyenlétlenség:
E. 1(3) la—b|<c<a+b. (7
Az a,b,c € R" és a hdromszog-egyenlbtlenség teljesiilése a megoldds sziikséges és elégséges feltétele.
Példa. A 79-1. 4bra adataibdl elindulva:
t = 700; k =2s =40+ 602 ~ 124,8528; ¢ = 40,
a®—84,8528a + 1750 =0,

a; ~ 35,3553; a, ~ 49,4975;
b, ~ 49,4975; b, ~ 35,3553.

Az a,, b, megoldast a 79-1. dbran szaggatott vonallal jeloltiik.

Az a = b egyenld szaru esetben:

2s—¢
2

a=b= , D =0. (8)

Egyenl6 szaru lesz még a hdromszog a = ¢ vagy b = ¢ esetén is.

Ha

52

t= ,
343

akkor a haromszog egyenl6 oldald, és a = b =c = 2s/3.

9)
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214 A hdromsz6g meghatdrozdsdnak kiilonbozo esetei

Adott ¢ és 2s (c < s) felvétele esetén 2s —c = a + b = éllandd, igy a C pontok egy A,B fokuszu
ellipszis vonalon helyezkednek el, melynek nagytengelye a + b, a teriilet maximumadt pedig az
a = b egyenl( szaru esetben C,-ndl kapjuk (88-2. dbra), és (8)-nak (2)-be torténd helyettesitésével
ki is tudjuk szamolni:

0 < t(a,b,c) < —4/s(s—c),

c
2

és igy

maxt(s,c) = %\/s(s—c). (10)

Ldtszik, hogy 0 < ¢ <sés 0 < t < maxt egyiittes teljesiilése szintén a megoldds sziikséges és elégséges
feltétele. A megolddsok szdma 0, 1 vagy 2 lehet, mely utébbi szimmetrikus pdr, a példdban 2.

A részletesebb vizsgalat:

A t,k,c adatok felvétele utdn kiszdmoljuk a-t, b-t, mint a példdban, ezuttal azonban tovdbbi
pontokon most a t tertiletet és a c oldalt paraméternek vdlasztva, majd felrajzoljuk az a(k), b(k)
fiiggvényeket.

Rajzoljuk fol a K = {k|k € R*, k > mink} halmazon értelmezett K — R*, k — a(k), k — b(k)
fiiggvényeket t = 700, ¢ = 40 paraméterek, és a K,, = {k|k € R*, k > 2c} halmazon értelmezett
K, — R*, k — max t(k) fiiggvényt c = 40 paraméter mellett (79-2. dbra).

Az abra a C,-tdl jobbra 1évé oldalt (a(k) < b(k)) és a példa a < b megolddsat mutatja.
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maxt,
1600 A
Paraméterek: ¢ = 40
1200 +
max t(k)
Példa
748,3315 +— 700 _
400 -
Paraméterek:
00 t =700
b, c=40
60 -
b(k)
b~ 49,4975 L rida
a(k)
a=b=~40,3113
40 - ¢
a ~ 35,3553 | Leida
mina =m, =35

30 I I I I I I I I I I I I g

70 80 90 100 110 120 130 140 150 160 170 180 190 k, 25

Példa: k ~ 124,8528
mink ~ 120,6226

79-2. abra

Latszik, hogy t és c felvétele esetén m, = 2t/c, igy a C pontok egy c-vel parhuzamos, t6le m,
tavolsagra 1évé egyenes mentén helyezkednek el, és ezek koziil a min(a + b)-t Cy-ndl aza =b
egyenld szara esetben kapjuk (79-1. dbra, 115-1. 4bra).
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216 A hdromsz6g meghatdrozdsdnak kiilonbozo esetei

Igy:

min(a+b)=2- \j (%)2 + (%)2,

Tehat t és ¢ felvétele esetén k-nak minimuma van:

mink = min (a + b) +c,

2 2
mink=2-\l(£) +(§) +c,
2 C

és igy t és c felvétele esetén k > mink szintén a megoldds sziikséges és elégséges feltétele.

Ha t =700 és ¢ =40 (79-1. abra, 79-2. abra):

0\?> [2-700)?
min(a+b)=2-¢(4—) +( 7 ) ~ 80,6226,
2 40

- min(a + b)
B 2

a= ~ 40,3113,

mink =min(a + b) + ¢ ~ 80,6226 + 40 ~ 120,6226.

Ha k =25 =40+ 602 ~ 124,8528 és c = 40, mint a példaban, akkor:

40
maxt = %y/s(s —)=— v/ (20 +30v/2) - (20 + 30v/2 — 40) ~ 748,3315.

A vizsgélat programmal késziilt.

Most hdrom oldal (a, b, c) g; a tobbi adat.
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80. Teriilet, keriilet és egy magassag (t,k,m,)

Rajzoljunk fel egy ABC 4ltalanos hdaromszoget, és jeloljiik a valasztott adatokat (80-1. abra).

o}

Induljunk el a teriilet (t) és a félkeriilet (s) egyen-
16tlenségébdl (1), t,m. és s egyenlStlenségébdl (2),
valamint m, és s egyenl6tlenségébdl (3):

2

E. 16(4) t< s (D
3v3
2t +b+ k
2o 2oy (2)
m. 2 2
80-1. 4bra
Mivel m, a C csucs tavolsdga c egyenesétdl, igy a kovetkezo esetek lehetségesek:
* m.=a é m.,<b, igy 2m.<a+b,
*m.<a és m.,=b, igy 2m.<a+0b,
e m,<a és m.,<b, igy 2m, <a+b.
Tehat
E. 23(1) 0<s—c<m.<s. 3)
(1), (2) és (3) teljesiilése a megoldds sziikséges feltétele.
2t
c=, 4)
mC
Folytassuk 79. (4)-gyel, majd helyettesitsiik (4)-et:
2
a’—(2s—c)a+s(s—c)+ (5)

s(s—c) -

Igy az a ismeretlen oldal masodfoku egyenletéhez jutunk t,s, m, paraméterekkel:

5 2t 2t t?
a®— ZS—E -a+s S—; +S(Sj20. (6)

me

A (6) egyenlet a,, a, valés gyokei akkor és csak akkor pozitivak, ha:
D=0, a;+a,>0 és a;-a,>0. (7)
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218 A hdromsz6g meghatdrozdsdnak kiilonbozo esetei

Lasd még a megoldd képletet és a Viéte-féle formuldkat.

[ b=2s—(c+a). ] (8)

A b pozitiv lesz, ha:
2s>c+a.

A pozitiv a, b, c ismeretében felirhaté a hdromszdg-egyenlétlenség:

E. 1(3) la—b|<c<a+b. )]
Az a,b,c € R és a hdromszog-egyenlbtlenség teljesiilése a megoldds sziikséges és elégséges feltétele.
Példa. A 80-1. dbra ABC,; haromszogének adataibdl elindulva:

t =700; k=2s=40+60v2~ 124,8528; m, = 35;

C

a?—84,8528a + 1750 =0,

a; ~ 35,3553; a, ~ 49,4975;
b, ~ 49,4975; b, ~ 35,3553;
c =40.

A ¢ (4)-b6l, b pedig (8)-bdl szamolhatd.
Az a,, b, megoldast a 80-1. dbran szaggatott vonallal jeloltiik.

Az a = b egyenl6 szdru esetben:

P . . ) 2t (.
Egyenl6 szdrt lesz még a hdromszég ¢ = — =a vagy ¢ = — = b esetén is.
mC C

52 2t 2s

3

At=

esetén D =0, ez az egyenl6 oldalt eset. Ekkora=b=c

m.

Vegyiik észre, hogy t és m, felvétele utdn s-nek minimuma van C,-ndl, 14sd a 80-1. 4bran a
pontvonallal rajzolt eseteket és a 79. feladatot.

mins =

min(a+b)+c 2-4/(c/22+mi+c N (C)2+m2
= 5 — hd

5 hd

t t \?
mins = — + (—) +m2. (10)

Igy tehdt t > 0 és m, > 0O felvétele utdn s > mins szintén a megoldds sziikséges és elégséges feltétele.

A megolddsok szdma 0, 1 vagy 2 lehet, mely utébbi szimmetrikus pdr, a példdban 2.

Most hdrom oldal (a, b, c) g a tobbi adat.
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81. Teriilet, keriilet és egy sulyvonal (t,k,s.)

Rajzoljunk fel egy ABC 4ltalanos hdromszoget, és jeloljiik a valasztott adatokat (81-1. abra).

C32 C3 1

Tiikrozzilk az ABC, A-et az AB oldal F
felez6pontjara. A Cj; tiikorképe legyen D.
Induljunk el a teriilet (t) és a félkeriilet (s)
egyenl6tlenségébdl (1), lasd még E. 16(4)-et, vala-
mint s —c, s. és s egyenl6tlenségébdl (2):

52 k a+b+c
t< , SEo =/, (D)
3v/3 2 2
c c
s;+=->a, s,+=->0b,
2 2
2s.+c>a+b,
a+b—c a+b+c—2c
s> = =s—c.
2 2
81-1. &bra
Az AC5;;D hiromszogbdl
2s,<a+b<a+b+c,
és igy
E. 23(1) 0<s—c<s,<s. (2)

(1) és (2) teljestilése a megoldds sziikséges feltétele.

Folytassuk a Héron-képlettel (3), az s, sulyvonal képletével (4), valamint c, illetve s — ¢ képletével
(5), mint harom ismeretlent (a, b, ¢) tartalmazé egyenletrendszerrel:

t2=s(s—a)(s—b)(s—c), E. 36(4) (3)
5, = v 2b2 +22a2 — c2’ E. 24(8) @
c=2s—(a+b), & s—c=(a+b)-—s. (5)

Kiiszoboljik ki (s — c)-t (3)-bdl és c-t (4)-bbl (5) helyettesitésével:

2
%=(sz—sb—sa+ab)-((a+b)—s), (6)
4s?=2(a+b)*—4ab— (25 —(a+ b))z. 7

Alakitsuk at (6)-ot és (7)-et igy, hogy benniik csak a + b és az ab valtozdk forduljanak el6.
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2
4Tt = (45> —4s(a+b) +4ab) - ((a+b)—s), (8)
4ab = (a+b)*+4s(a + b) — (45> + 4s2). 9
Fejezziik ki (9)-bol ab-t:
ab:%-(a+b)2+s(a+b)—(sz+sf). (10)

Helyettesitsiik (9)-et (8)-ba:

4th:(M—M+(a+b)2+M—M—4Sf)-((a+b)—S), (11)

4t° 2 42
— = ((a+b)y*—4s7) - ((a+b)—s) (12)

Bontsuk {6l (12) jobb oldalat, és rendezziik az egyenletet (a + b) fogyd hatvanyai szerint nulléra.

Igy a + b harmadfoki egyenletéhez jutunk t, s, s, paraméterekkel:

2

(a+b)3—s(a+b)2—4scz-(a+b)+4scz-s—4—t=0. (13)
s

Ezutdn ab (10)-b6l szdmolhaté: (a + b), ab € R* a megoldds tovdbbi sziikséges feltétele.

a+b=p, b=p—a,
ab =g, a®*—pa+q=0,
L oP=VPi4e P+ VP—Aq (14)
1 — ) 2 — )
2 2
p _PHVPi—4q PP
1 2 ) 2 2 .
Az a és b valds gyokok akkor és csak akkor pozitivak, ha:
p>0, q>0, p?>—4q>0. (15)
c=2s—(a+b). (16)

A ¢ pozitiv lesz, ha:
2s>a+b.

A pozitiv a, b, c ismeretében felirhatd a hdromszdg-egyenlétlenség:
E. 1(3) la—b|<c<a+b. a7
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82. Tertilet, kertilet és egy belso szogfelezd 221

Az a,b,c € R és a hdromszog-egyenlbtlenség teljesiilése a megoldds sziikséges és elégséges feltétele.
Ha a = b vagy a = ¢ vagy b = ¢, akkor a hdromszog egyenl szaru.

s2 2s 2s ﬁ svV3
3 2

Ha t = ——, akkor a = b =c = —, a haromszog egyenlé oldaluy, és s. =
373 3 g egy c
Példa. A 81-1. abra adataibdl elindulva:

t =700; k=2s=40+60v2~ 124,8528; s =5v58~ 38,0789,
(a+b)>—62,4264 - (a+ b)>—5800-(a+ b) +330676,1902 = 0,
(a+b); ~#52,2123; (a+b),~—74,6387;, (a+b);~ 84,8528;

(ab), ~ —1406,09; (ab); ~ 1750.

Lathatd, hogy csak (a + b),, (ab); ad megoldast, amibdl:

as; ~ 35,3553; agy, ~49,4975;
bs, ~ 49,4975; by, ~ 35,3553;
¢~ 40.

Az a;,, by, megoldast a 81-1. dbran szaggatott vonallal jeloltik.
A pozitiv a, b, c ismeretében a megolddst a hdromszog-egyenlétlenség teljesiilésével ellendrizhetjiik.

A megolddsok szdma 0, 1 vagy 2 lehet, mely utébbi szimmetrikus pdr, a példdban 2.
£
Most hdrom oldal (a, b, c) g a tobbi adat.
82. Teriilet, keriilet és egy belso szogfelezo (t,k,f.)

Rajzoljunk fel egy ABC 4altalanos hdromszoget, és jeloljiik a valasztott adatokat (82-1. abra).

Induljunk el a teriilet (t) és a félkeriilet (s)
egyenl6tlenségébdl (1), lasd még E. 16(4)-et, vala-
mint s —c, f. és s egyenl6tlenségébdl (2):

< s? S_E_a+b+c 8
—3\/§) 2 2 )
ac bc
<f.+—1, b<f.+ s
a<fe a+b J, a+b

a+b<2f. +c,

82-1. abra
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222 A hdromsz6g meghatdrozdsdnak kiilonbozo esetei

E. 23(1) 0<s—c<f.<s. (2)
(1) és (2) teljestilése a megoldds sziikséges feltétele.

Folytassuk a Héron-képlettel (3), az f. bels6 szogfelezd képletével (4), valamint c, illetve s —c
képletével (5) mint harom ismeretlent (a, b, c) tartalmazé egyenletrendszerrel:

t>=s(s—a)(s—b)(s—c), E. 36(4) 3
2_ 1.[1_ c? )

fi=ab (1 TRk E. 29(3) 4)
c=2s—(a+b), & s—c=(a+b)-—s. (5)

Kiiszoboljik ki (s —c)-t (3)-bdl és c-t (4)-bol (5) helyettesitésével:

2

%:(sz—sb—sa+ab)~((a+b)—s), (6)
o _(25—(a+b))2
pea (1-CCERE) 7

Alakitsuk at (6)-ot és (7)-et ugy, hogy benniik csak az a + b és ab valtozék forduljanak elé:

2

5 =(sz—s(a+b)+ab)~((a+b)—s) 8
(a+b)? —4s>+4s(a+b)— (a+b)?
2 .
2=av-( (a+ b2 ) ©
Fejezziik ki ab-t (9)-bdl:
2, b 2
ap= Jeathr (10)

4s-((a+b)—s)

Helyettesitsiik (10)-et (8)-ba:

2. (a+b)?

f; Ww_/sj—s (@+b)=s), [-4s (11)

4t> = f2-(a+b)*—4s*- ((a + b)*—2s(a + b) +52). (12)

Rendezziik (12)-t a + b fogyé hatvanyai szerint nulldra. Igy a + b masodfoku egyenletéhez jutunk
t,s, f. paraméterekkel:

(45> = f2)a+b)*—8s(a+b)+4s* +4t>=0. (13)

Ezutdn ab (10)-b6l szdmolhaté: (a + b), (ab) € R* a megoldds tovdbbi sziikséges feltétele.
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82. Tertilet, kertilet és egy belso szogfelezd 223
a+b=p, b=p—a,
ab=gq, a*—pa+q=0,

_ p—+p*—4q _p++/p*—4q
T a®
pPTVP =49 P—VPi—4q
1 2 s 2 2 .

Az a és b valds gyokok akkor és csak akkor pozitivak, ha:
p>0, q>0, p?>—4q>0. (15)
[ c=2s—(a+D). ] (16)
A c pozitiv lesz, ha 2s > a + b.
A pozitiv a, b, c ismeretében felirhat6 a hdromszog-egyenlétlenség:
E.1(3) la—bl|<c<a+b. (17

Az a,b,c € R és a hdromszog-egyenlbtlenség teljesiilése a megoldds sziikséges és elégséges feltétele.

Ha a = b vagy a = ¢, vagy b = ¢, akkor a hdromszog egyenld szaru.

2 2 2 3 3
Hat = ,akkora=b=c= —S, a hdromszog egyenlé oldaluy, és f. = =, £ = Si
3v3 3 3 2 3
Példa. A 82-1. dbra adataibdl elindulva:
35v10
t =700; k=2s=40+60v2~ 124,8528; f.= 5 ~36,8932,

14227,1140 - (a + b)*> — 1946 233,7649 - (a + b) + 62708 190,4364 = 0,
(a+b); ~51,9447;, (a+b),~ 84,8528;
(ab), ~—1403,1876; (ab),~ 1750.

Lathatd, hogy csak (a + b), és (ab), ad megoldast:

as; ~ 35,3553; a,, &~ 49,4975;
b, ~ 49,4975; b,, ~ 35,3553;
¢~ 40.

Az a,,, b,, megoldast a 82-1. abran szaggatott vonallal jeloltiik.

A pozitiv a, b, c ismeretében a megolddst a hdromszog-egyenlétlenség teljesiilésével ellendrizhetjiik.

A megolddsok szdma 0, 1 vagy 2 lehet, mely utébbi szimmetrikus pdr, a példdban 2.

£
Most hdarom oldal (a, b, c) (12; a tobbi adat.
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224 A hdromsz6g meghatdrozdsdnak kiilonbozo esetei

83. Teriilet, keriilet és egy kiils6 szogfelez6 (t,k, f.1)
Rajzoljunk fel egy ABC hdromszoget ugy, hogy:

E. 2(3) a<b & a<f<180°—a = a<90°,

és jeloljiik a vdlasztott adatokat (83-1. dbra).

83-1. 4bra

Induljunk el a teriilet (t) és a félkeriilet (s) egyenl6tlenségébdl, 1asd (1)-et, azzal, hogy most
a # b, igy a haromsz6g nem lehet egyenl6 oldalt sem:

s2 k a+b+c
E. 16(4 t<—, §s=—=—«-——, a#b. 1
“4) 373 > 2 # (D

(1) teljesiilése a megoldds sziikséges feltétele.

Folytassuk a Héron-képlettel (2), az f,; kiils6 szogfelezé képletével (3), valamint c, illetve s —c
képletével (4), mint harom ismeretlent (a, b, ¢) tartalmazé egyenletrendszerrel:

t2=s(s—a)(s—Db)(s—c), E. 36(4) (2)
2

i=ab'((aib)2_1)’ W7 A >

c=2s—(a+b) & s—c=(a+b)-—s. 4

Kiiszoboljiik ki (s — ¢)-t (2)-bdl és c-t (3)-bdl (4) helyettesitésével:

t2

—= (s?—sb—sa+ab)-((a+b)—s), (5)
5 45> —4s(a+b) + @ + 2ab + p% — a% + 2ab — b~
x =ab- (@—by . (6)

Alakitsuk at (5)-0t és (6)-ot:
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83. Terliilet, keriilet és egy kiilsé szogfelezd 225

2
t?:( 2—s(a+b)+ab)-((a+b)—s), (7)
2—s(a+b)+ab
2 _ aqh- (s s(a ) 8
ok =44 (a+ b)2—4ab ®
Alakitsuk tovabb (7)-et és (8)-at tigy, hogy ab kifejezheté legyen:
, (a+Db)*—4ab t2
2. = , 9
¢ 4ab s-((a+b)—s)
fj(-s~((a+b)2—4ab)-(a+b—s)=t2-4ab, (10)
f2-s-((@a+b)*(a+b—s)—4ab(a+b—s))=t>-4ab,
j{-s~(a+b)z-(a+b—s)=fi-s-(a+b—s)-4ab+t2-4ab, (1D
2es-(a+b)-(a+b—s)
ab="== , a+b—s>0. (12)

4f%-s-(a+b—s)+4t2

Helyettesitsiik (12)-t (7)-be:

2 f2.s-(a+b)-(a+b-—s
r_Jx > ( ) )-(a+b—s)—s-(a+b—s)2.
s 4f2-s-(a+b—s)+4t2

Atalakitas utdn az a + b = p ismeretlen negyedfok egyenletéhez jutunk t, s, f., paraméterekkel:

2s? p*—6f2s® p°+
+(13f2s* —4t3s?) p*—
—4s(t*f2 +3f st —2t%*) p+ (13)
+ 4t%( j{sz —t2—sN+4 C2ks6 =0.

Ezutan ab (12)-bdl, ¢ (4)-bdl szamolhatd:
Az (a+Db), ab, c € R" a megoldds tovdbbi sziikséges feltétele.

a+b=p, b=p—a,
ab=q, a*—pa+q=0,
_p—+vp*—4q _pt+vp*—4q 1
S I T a9
b _pt+/p*—4q b _ p—V/p*—4q
1— > 2= .
2 2
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226 A hdromsz6g meghatdrozdsdnak kiilonbozo esetei

Az a és b két valds gyok akkor és csak akkor kiilonb6zé pozitiv, ha:
p>0, ¢g>0, p°>—4q¢>0, (15)

hiszen most sem a = b egyenl6 szaru, sem egyenl6 oldalt a haromszog nem lehet.

[ ¢=25—(a+b). ] (16)

A ¢ pozitiv lesz, ha:
2s>a+b.
A pozitiv a, b, c ismeretében felirhat6 a hdromszog-egyenlétlenség:
E. 1(3) O<l|a—bl|<c<a+b, a#b. a7
Az a,b,c € R és a hdromszog-egyenlbtlenség teljesiilése a megoldds sziikséges és elégséges feltétele.

Adott f., € R* esetén a haromszog egyenl6 szdrud lehet, ha a = ¢ vagy b = ¢, egyenl6 oldala
azonban nem lehet.

Példa. A 83-1. dbra adataibdl elindulva:

t =700; k=2s=40+60v2~ 124,8528; f,,=35v10~ 110,6797,

47738939,37 p*—
—17881022715p>+
+ 2410899101 480 p*—
—139911907028 000 p+
+ 2962895487 750000 = 0,

(a + b); ~ 61,8290; (a+b),~79,9982; (a+b);~ 84,8528;(a+ b),~ 147,8784;
(ab), ~—13175,8482; (ab),~ 1543,6412; (ab);~ 1750; (ab), ~ 5426,3162;
cy, ~ 44,8546; c3 ~ 40; c4 ~ —23,0256.

Lathatd, hogy csak a (2), illetve a (3) indexszel jelolt eset ad megoldast:

ay; ~ 32,4965; a,,~47,5017; a;; ~35,3553; as, ~ 49,4975;
by, ~47,5017; by, ~ 32,4965; by ~49,4975; by, A~ 35,3553.

A (32) index(i megoldast a 83-1. abran, a (22) index(i megoldast pedig a 83-2. dbran szaggatott
vonallal jeloltiik, vagyis két szimmetrikus par adédik.
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83. Terliilet, keriilet és egy kiilsé szogfelezd 227

83-2. dbra

A részletesebb vizsgalat:

A t,k, f., adatok felvétele utan kiszamitjuk a-t és b-t, mint a példdban, ezuttal azonban tovabbi
pontokon a t teriiletet és a k keriiletet (s félkeriiletet) paraméternek valasztva, majd felrajzoljuk
a kapott két sikgorbét egy a, b, f., koordindta-rendszerben (83-3. &bra).

Egy P(a,f.;), illetve Q(b, f.,) pont akkor és csak akkor van rajta a grafikonon, ha a, b, f,
koordinatdk kielégitik a (12), (13), (14) egyenleteket, valamint a (15) és (17) egyenl6tlenségeket.
A 83-3. dbra grafikonjain beirtuk a gyokoket (a,, b,, as, bs), melyeket f,, felvétele utdn kapunk.

Az dbra az a < b esetet mutatja, a példa négy megoldasabodl pedig kett6t, ugyanis az a és b
gyokok grafikonja felcserélhet6. Pontosabban az a, grafikon a b,-vel, az a; grafikon pedig a
bs-mal, ami a példabdl is latszik.
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228 A hdromsz6g meghatdrozdsdnak kiilonbozo esetei

fees Paraméterek: t =700, k =2s =40+ 602~ 124,8528

300 -
a, bz as b3
8 8
8 1]
250 E* g-'
5 5
a3 s
200 -
150
110,68 Példa
105,79 — min f; -o- g
80 w w w w w w w w w w w —— a,b
26 28 30 32 34 36 38 40 42 44 46 48 50
3 s by;  bs
83-3. abra

Latszik, hogy a t, k paraméterek esetén f.,-nak minimuma van. Ha t = 700, k = 40 + 60+/2 ~
~ 124,8528 akkor min f,; ~ 105,785. Az f., = min f,, a megoldds tovabbi sziikséges feltétele.

Az dbrdbdl a példa négy megolddsdbdl kettd (ay;, by, €s asq, bsq) leolvashatd.

A megolddsok szdma 0, 2, egy szimmetrikus pdr vagy 4, két szimmetrikus pdr lehet, a példdban 4,
két szimmetrikus pdr.

A pozitiv a, b, c ismeretében a megolddst a hdromszog-egyenlétlenség teljesiilésével ellendrizhetjiik.

A vizsgalat programmal késziilt.

Most hdrom oldal (a, b, c) g a tobbi adat.
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84. Teriilet, keriilet, és a haromszog egyenl6 szaru (t,k,a=D>)

Rajzoljunk fel egy ilyen ABC hdromszoget (84-1. dbra).

Induljunk el a teriilet (t) és a félkeriilet (s)
egyenl6tlenségébdl, 1asd E. 16(4)-et:
2
( < s , S:E:a+b+c. %)
343 2 2

(1) teljesiilése a megoldds sziikséges feltétele.

84-1. abra

Folytassuk a Héron-képlettel (2), valamint a = b (3) és s—c (4) képleteivel mint harom ismeretlent
(a, b, c) tartalmazdé egyenletrendszerrel:

t2=s(s—a)(s—b)(s—c), E. 36(4) 2)
a=>b, 3)
s—c=(a+b)—s=2a—s=a—(s—a). 4

Helyettesitsiik (3)-at és (4)-et (2)-be ugy, hogy csak t, s és a maradjon benne:

t;:(S—a)2‘(a—(s—a)):a(s—a)z—(s_a)gs

tz
— =as?>—2a%s +a® —s> + 3s%a — 3sa® + a>. /-s
s

Beszorzas és Gsszevonds utan rendezziik az egyenletet a fogyé hatvanyai szerint nulldra. Igy az a
ismeretlen oldal harmadfoku egyenletéhez jutunk t,s paraméterekkel:

[ 2sa®—5s?a’+4sla—(t*+sM) =0. ] (5)

Az a € R* a megoldds tovdbbi sziikséges feltétele.

[ b=aq, c=2s—2a. ] 6)

A c pozitiv lesz, ha 2s > 2a.
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230 A hdromsz6g meghatdrozdsdnak kiilonbozo esetei

Példa. A 84-1. dbra A;B,C; haromszogének adataibdl elindulva:
t =800; k=25=40-(v5+1)~129,442719; a=b,

129,442719 a®—
— 20944, 271910 a*+
+1084433,40224 a—
—18186501,0336 =0,

a, ~ 44,7214; a,~41,6469; a,~ 75,4351;
b, ~ 44,7214; b, ~41,6469; bs~ 75,4351;
¢, ~ 40; C, ~46,1489; 3~ —21,4275.

Lathatd, hogy csak az (1) és (2) indexszel jelolt eset ad megoldast, amit a 84-1. dbra is mutat.
Az a,, b,, c, megoldast az dbran szaggatott vonallal jeloltiik.

Az a,b,c € R" és a hdromszog-egyenlbtlenség teljesiilése a megoldds sziikséges és elégséges feltétele.

A megolddsok szama (5) pozitiv valds gyokeinek szamdtdl fiigg ha c is, mds esetben a harmadik
oldal is pozittv, a példdban 2, mds esetben 0, 1, vagy 2 lehet.
2

S 2s
Ha t = ——, akkor a =b =c¢ = —, aharomszog egyenl6 oldalu.
343 3 8 o8

£
Most hdrom oldal (a, b,c) g a tobbi adat.

85. Teriilet, keriilet és a koriilirt kor sugara (t,k,R)
Rajzoljunk fel egy ABC 4ltaldnos hdromszoget, és jeloljiik a valasztott adatokat (85-1. 4bra).

Induljunk el a teriilet (t), a félkertilet (s) és a ko-
riilirt kor (R) sugaranak egyenlotlenségébdl. Az
egyenl6ség egyszerre 1ép fol mindkét helyen az
egyenld oldalu hdromszog esetén:

2 3.3
r< s—‘/_RZ, )
343 4
k b
S:_:M. (2)
2 2

(1) teljesiilése a megoldds sziikséges feltétele.
Lasd E. 16(4)-et és E. 19(8)-at.

85-1. abra

Folytassuk a Héron-képlettel (3), c képletével (4), valamint R képletével (6) mint hdrom ismeretlent
(a, b, c) tartalmazo egyenletrendszerrel. (5) nem fiiggetlen ugyanis (4)-bol kovetkezik:
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85. Terlilet, keriilet és a kortilirt kor sugara 231

(t2 =s(s—a)(s—Db)(s—c), E. 36(4) (3)

c=2s—(a+b), < 4)

{ s—c=(a+Db)—s, (5)
abc

(R="— E. 11(17) (6)

Helyettesitsiik (5)-6t (3)-ba és (4)-et (6)-ba:

t2

5= (s—a)(s—b)(a+b—s), (7)
4Rt =ab-(2s—(a+b)). (8)
Fejezziik ki ab-t (8)-bdl:
4Rt
Folytassuk (7) atalakitasaval:
£2
?=(32—sb—sa+ab)-(a+b—s), (10)
£2
?:(sz—s(a+b)+ab)-(a+b—s). (11)
Helyettesitsiik (9)-et (11)-be:
t_ ARt - _)? s (25—
ST nT(arpy @hS) st bs) [s-(2s—(a+Db)) (12)
t*-(2s—(a+b))=4Rts-(a+b—s)—s*-(a+b—s)*(s—(a+b—s)), (13)
t2. (25 —(a+ b)) =4Rts - ((a + b) —s) —s3. ((a + b) —5)2 +s2- ((a + b)—s)B. (14)

Atalakitas utdn rendezziik az egyenletet a + b fogyé hatvanyai szerint nullara. gy (a + b)-re
nézve egy harmadfoku egyenlethez jutunk ¢, s, R paraméterekkel:

s?(a+b)®>—4s3(a+ b)* + (55* + 4Rts + t*)(a + b) — (2s° + 4Rts? + 2t%s) = 0. (15)

Ezutan ab (9)-bdl, ¢ (4)-bdl szamolhatd: (a+ b), ab, c € R™ a megoldds tovdbbi sziikséges feltétele.
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a+b=p, b=p—a,
ab=q, a*—pa+q=0,
_ p—+p*—4q _p++/p*—4q
Q= G= (16)
pPTVP =49 P—VPi—4q
1 2 s 2 2 .
Az a és b valds gyokok akkor és csak akkor pozitivak, ha:
p>0, qg>0, p?>—4q>0. (17)
[ c=2s—(a+D). ] (18)
A c oldal pozitiv lesz, ha
2s>a+b.
A pozitiv a, b, c ismeretében felirhat6 a hdromszog-egyenldtlenség:
E. 1(3) la—b|<c<a+b. (19)

Az a,b,c € R" és a hdromszog-egyenlbtlenség teljesiilése a megoldds sziikséges és elégséges feltétele.

Ha a = b vagy a = c, vagy b = c, akkor a haromszog egyenl6 szart.
52 2s .
Hat=——,akkora=b=c= 3 = v/3R, a haromszog egyenlé oldald.

3v3

Példa. A 85-1. abra adataibdl elindulva:
t =700; k=2s=40+60v2= 124,852814; R =25,

3897,05627482 - (a + b)*—
—973116,882444 - (a + b)*+
+80795086,5265 - (a + b)—
—2230117444,40 = 0,

(a+b), ~75,3553; (a+b),~84,8528; (a+ b);~ 89,4975;

(ab); ~ 1414,2136; (ab), ~ 1750; (ab); ~ 1979,8990;
¢, & 49,4975; cy A 40; c3 ~ 35,3553;
a;; ~ 35,36; a;, ~40; a, ~35,36; ay, ~49,50; as ~40; as, ~ 49,50;
b, &~ 40; b,y &~ 35,36; by ~49,50; b,,~35,36; bs; ~49,50; bs, ~40.
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A pogzitiv a, b, c ismeretében a megolddst a hdromszog-egyenlétlenség teljesiilésével ellendrizhetjiik.

A (2)-es index(i esetet a 85-1. dbra mutatja. Az a,,, b,, megolddst az dbran szaggatott vonallal
jeloltiik.

A megolddsok szdma 0, 1 (ha a hdromszog egyenld oldalil), 3 (ha a hdromszog egyenld szdri)
vagy 6 (3 szimmetrikus pdr) mint a példdban, ahol (1), (2) ill. (3) egymads elforgatottja, vagyis 6
egybevdgd hdromszogrol van szo.

Lasd még a 92. feladatot és a 92-2. dbrat.
Most hdrom oldal (a, b, c) g a tobbi adat.
86. Teriilet, keriilet és a beirt kor sugara (t,k,r)

Rajzoljunk fel egy ABC éaltaldnos haromszoget, és jeloljiik a valasztott adatokat (86-1. &bra).
Keressiink feltételt az indulé adatokra:

S
E. 16(4 < , 1
4 t 373 (1)
k a+b+c
S=o T (2)
E. 19(9) 6V3 r < 2s, (3)
E. 32(4) t=r-s. 4

86-1. abra

(1), (3) és (4) a megoldds sziikséges feltételei.

Ha viszont t = r-s, akkor sem lehet elindulni, ugyanis (t, k, r), illetve (t, s, r) nem harom fiiggetlen
adat, hiszen éppen az emlitett 6sszefiiggés van kozottiik, ami minden haromszogben igaz, ezért
ebbdl nincs egyértelmi megoldas.

t S
Egyetlen kivétel van, ha r = — = ——, amikor is a haromszog egyenl6 oldald.

s 343

Ha egy hdromszog egyenlé oldalu, akkor meghatdrozdsdhoz egyetlen szdmadat (hosszusdg vagy
teriilet) sziikséges és elegendd. Lasd még az E. 3. pontot.

Mads esetben ellentmondd, nincs megoldds.
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87. Teriilet, keriilet és egy hozzairt kor sugara (t,k,r.)

Rajzoljunk fel egy ABC altaldnos haromszoget, és jeloljiik a valasztott adatokat (87-1. dbra).

Induljunk el a teriilet (t), a félkeriilet
(s) és a hozzairt kor sugaranak (r,) két
egyenlétlenségébdl (1), (3), valamint
s —c egyenl6tlenségébdl (4):

2

E. 16(4) t<o )

E.34(3) r=f<——=r, ®©
s Ss—c

E. 1(3) s—c>0. 4)

(1), (3) és (4) teljesiilése a megoldds

87-1. abra sziikséges feltétele.

Folytassuk a Héron-képlettel (5), c (3)-bdl kifejezett képletével (6), valamint a + b képletével (7)
mint hdrom ismeretlent (a, b, ¢) tartalmazd egyenletrendszerrel:

(2 =s(s—a)(s—b)(s—c), E. 36(4) (5)
| e=s- =, ©)
t
a+b=2s—c=s+—. (7)
\ e
Alakitsuk at (5)-0t: . .
—-——=(s—a)(s—b), (8)
s s—¢
majd helyettesitsiik (3)-at (8)-ba, és bontsuk f6l a jobb oldalt:
t
;-rc=52—s(a+b)+ab. 9)
Helyettesitsiik (7)-et (9)-be, és rendezziik az egyenletet ab-re:
ab=£~rc+s-(s+£)—sz, (10)

S r

c
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ab:t-(ﬁ+i). (11)

s T

Az a + b (7)-bél szamolhat6 és pozitiv lesz, 1asd az indul6 adathdrmast.

a+b=p, b=p—a,
ab=q, a*—pa+q=0,
_p—+vp*—4q _pt+vp*—4q
R (2
o PTVP =49 P—VP—4q
1 2 L] 2 2 .
Az a és b valos gyokok akkor és csak akkor pozitivak, ha:
p>0, g>0, p?—4q>0. (13)
Mivel p > 0, ¢ > 0 most teljesiil, elegend6 a diszkrimindnst vizsgalni.
A c oldal (6)-bdl szamolhatd,
t
c=s——, 14
rC
. .y t
és pozitiv lesz, has > —.
rC
A pozitiv a, b, c ismeretében felirhatd a hdromszdg-egyenlétlenség:
E. 1(3) la—b|<c<a+b. (15)

Az a,b,c € R" és a hdromszog-egyenlbtlenség teljesiilése a megoldds sziikséges és elégséges feltétele.

Ha a = b vagy a = c vagy b = c, akkor a haromszog egyenld szaru.

2 t 3t

. .4 t
, akkor a hdromszog egyenl6 oldalu és r. = — = — = —.
s—c s/3 s

S
Ha t=
3

Példa. A 87-1. dbra adataibdl elindulva:
700

t =700; k=2s=40+60v2~124,8528; r,=——— ~ 31,2132,
304/2—20
a+ b~ 84,8528; ab ~ 1750;
a; ~ 35,3553; a, ~ 49,4975;
b, ~ 49,4975; b, ~ 35,3553;

¢ ~ 40.
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Az a,, b, megoldast a 87-1. dbran szaggatott vonallal jeloltiik.

A pozitiv a, b, c ismeretében a megolddst a hdromszog-egyenlétlenség teljesiilésével ellendrizhetjiik.

A megolddsok szama 0, 1 vagy 2 lehet, mely utébbi szimmetrikus pdr, a példdban 2.

Most hdrom oldal (a, b, c) g; a tobbi adat.

88. Teriilet, keriilet és két oldal 6sszege

(t,k,a+b)

Rajzoljunk fel egy ABC altalanos hdaromszoget, €és jeloljiik a valasztott adatokat (88-1. abra).

88-1. abra

(1) és (3) teljestilése a megoldds sziikséges feltétele.

Folytassuk a ¢ oldal kiszdmitdsaval:

c=2s—(a+Db).

Induljunk el a teriilet (t), a félkeriilet
(s) és az (a + b) két egyenlGtlenségébdl
(1), (3):

2

E. 16(4 < , 1
4 t 373 @)

k a+b+c
T2 @
a+b < 2s. 3)
4)

Mivel most a + b = 4llandé, igy a C pontok egy A, B fékuszt ellipszis vonalon helyezkednek el
(a nagytengely hossza a + b), melyen maxm, Cy-ndl, a = b-nél lesz az egyenlé szaru esetben

(88-2. abra).

—
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88. Terlilet, kertilet és két oldal Osszege 237

ellipszis

88-2. 4bra
c-maxm
t,., = -, 6
esz 2 ( )
2
S
to = : (7)
343

Mivel egy adott s-nél a teriilet nagyobb nem lehet, mint ehhez az s-hez tartozé egyenl6 oldalu
haromszog teriilete (lasd (1)-et), igy 2s és a + b indulé adatok felvétele utan (2s > a + b), t
megvalasztasanal

[ <t <t, ] 8)

kell legyen.

Balrdl az els6 egyenléség az a = b egyenld szart, mindkét egyenléség az egyenl6 oldali haromszog
esetében 4ll fenn. Ezért

(8) a megoldds sziikséges és elégséges feltétele.
Egyenl6 szaru lehet még a haromszog a = ¢ vagy b = c esetén is.

A megolddsok szdma 0, 1 vagy 2 lehet, mely utébbi szimmetrikus pdr (88-1. dbra).

(79.£) af .
Most (t,k,c) = (a, b,c) = a tébbi adat.
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89. Teriilet, keriilet és két oldal kiilonbsége (t,k,a—Db)

Rajzoljunk fel egy ABC altaldnos haromszoget, és jeloljiik a valasztott adatokat (89-1. dbra).
Most t,k € R*; és (a—b) € R.

Induljunk el a teriilet (t) és a félkeriilet (s) (1),
valamint a felirhat6 (3) egyenl6tlenségekbdl:

2

s
E. 16(4) t < s (D
33
g=k_atbre @
A 2 2
89-1. dbra E. 1(3) s>c>|la—b|l=u>0. 3)

(1) és (3) teljesiilése a megoldds sziikséges feltétele.

Folytassuk a Héron-képlettel (4), valamint a+b és a—b képleteivel (5), (6) mint hdrom ismeretlent
(a, b, c) tartalmazdé egyenletrendszerrel.

Tegylik f6l, hogy a > b, ekkor |[a—b|=a—b=u>0.

t>=s(s—a)(s—b)(s—c), E. 36(4) 4
a+b=2s—c, (5)
a—b=u. (6)

Most (5)-0t és (6)-ot 6sszeadva, majd kivonva kapjuk a-t és b-t:

2s—c+u
a=—

. a>b, 7
5 a (7)
b:—zs‘zc‘”, a>b. ®)

25— (25 —c+
g— s (52 c u), )

2s—(2s—c—u)
5 .

s—b=

(10)
Helyettesitsiik (9)-et és (10)-et (4)-be:

t> c—u c+u

s 2 2

(s—c),

t—t2=(c2—u2)-(s—6),
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4¢2
— =% —c—u?s + u’c.
S

Rendezziik az egyenletet ¢ fogyé hatvanyai szerint nulldra. Igy a c ismeretlen oldalra nézve egy
harmadfoku egyenlethez jutunk t,s,u paraméterekkel:

2

4t
—sc?—vlc+uils+—=0. (1)
s

A ¢ € R* a megoldds tovdbbi sziikséges feltétele. (12)

Ezutdn a és b (7)-bol és (8)-bol szadmolhatd és pozitiv valds lesz, ha (1), (3) és (12) teljesiil.
Ugyanis ekkor:
s—c>0, s—u>0, s+u>0, (13)

és igy
2a=2s—c+u>0, 2b=2s—c—u>0. 14

Az a < b esetén |[a—b| = b—a =u > 0, és ugyanerre az eredményre jutunk azzal a kiilonbséggel,
hogy ekkor a és b mindenhol helyet cserél, igy a (8)-bdl, b (7)-bdl lesz szamolhato.

Mivel (a — b)* = (b—a)?* = u?, ezért a (11) egyenlet sem véltozik.
A pozitiv a, b, c ismeretében felirhat6 a hdromszog-egyenlétlenség:
E. 1(3) 0<l|a—bl|<c<a+h. (15)

Az a,b,c € R és a hdromszog-egyenlbtlenség teljesiilése a megoldds sziikséges és elégséges feltétele.

Példa. A 89-1. dbra AB;C; hdromszogének adataibdl elindulva:

t =700; k=2s=40+60v2~ 124,8528; u=|a—b|=|—10v2|~ 14,1421, a <D,

c®—62,4264-c*—200-c +43882,2510 =0,

¢, ~ 40; ¢y, ~ —23,7552; c3 ~ 46,1816;
a, ~ 35,3553; as ~ 32,2645;
b, ~ 49,4975; b; ~ 46,4067.

Lathatd, hogy csak az (1) és (3) indexszel jelolt eset ad megoldast. Az ag, bs, c; megoldast a
89-1. dbran szaggatott vonallal jeloltiik.

2
Ha t = ;7, akkor a haromszog egyenlé oldald, és |a—b| =u=0.
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Megvizsgalva a (11) egyenletet megdllapithatd:

Mivel )
4t
cA—sct—ulc+uls+— =0,
s

c-ben harmadfoku egyenlet valds gyokei megegyeznek az

4t2
fle)=c®—sc?—ulc+us+ —
s

harmadfoku fliggvény zérushelyeivel, és
lim_f(c)=—oc0,

de )
t

f(0)=uzs+4—>0,
s

(16)

(17)

(18)

(19)

és az f fliggvény folytonossdga miatt kell legyen ennek a fiiggvénynek legaldbb egy negativ
zérushelye, és igy a pozitiv zérushelyek (pozitiv valés gyokok) szama legfeljebb kett6 lehet.

A részletesebb vizsgalat: A t,k,|a — b| adatok felvétele utdn kiszamoljuk c-t, mint a példaban,
ezuttal azonban tovabbi pontokon a t teriiletet és a k keriiletet (s félkertiletet) paraméternek va-
lasztva, majd felrajzoljuk a sikgorbe grafikonjat egy ¢, |a—b| = u koordinata-rendszerben. Lathatd,
hogy fiiggvényt kapunk (89-2. dbra). Az 4brdbdl a példa mindkét megoldasa is leolvashaté.

Tovabba az is lathatd, ha a b-vel helyet cserél, |a — b| = |b — a| miatt ugyanazt a grafikont kapjuk,
ez azonban az a = b kivételével nem ugyanaz a haromszog. Lasd még az indulé adatharmast.

la—b|=u Paraméterek: t =700
s =20+ 30+/2 ~ 62,4264
max |a — b|
15,2768 (—
14,1421 —=<2
10 u(c)
5 —
0 ¢ w w *
30 32,26 35 40 43,41 49,73
€1 %)
89-2. abra
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89. Teriilet, kertilet és két oldal kiilonbsége 241

Lathato, hogy az |a — b| = u(c) fiiggvénynek maximuma van. A max |a — b| = maxu(c) kiszami-
tasahoz elsé 1épésben allitsuk el6 u(c)-t (11)-bél. Mivel u(c) = 0:

4¢2
u(c) = fule)| = yu(c) = p— S (20)
Tegylik fel, hogy:
3 , 4t?
—c’+scc———=>0; s—c>0. 2D

S

Most az a ¢, amelyiknél u(c) maximalis lesz, az u’(c) = 0 egyenletbdl nyert

3 2 .. 4t
2c°—4sc*+2s°c—— =0 (22)
S

egyenletbdl szdmolhaté. A 89-2. dbra paramétereivel:

t =700; s=20+30vV2~ 62,4264:
¢, ~ 4,7131; ¢, A 43,4097; cs A 76,7300,

ahol ¢; és c¢; hamis gyok (21) nem teljesiil6 feltételei miatt.

Majd (20)-bél:

max |a — b| = maxu(c) = u(c,) ~ 15,2768,

lasd a 89-2. 4brat. Mivel u”(c) el64llitdsa nehézkes, hogy maximumrdl van sz, azt az u(c)
fliggvény néhany ponton torténd helyettesitésébdl is lehet latni.

A t, s paraméterek utan az utoljara felvett |a — b|-ra igaz kell legyen:

0 <|a—b| <max|a—b|. (23)

(1) és (23) egyiittes teljestilése szintén a megoldds sziikséges és elégséges feltétele.

A megolddsok szdma (11) pozitiv valds gydkeinek szdmdtdl fiigg, 0, 1 vagy 2 lehet, a példdban 2.
P agy .
Most hdrom oldal (a,b,c) = a t6ébbi adat.
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90. Koriilirt kor sugara, a beirt kor sugara és egy oldal (R,r,c)

Rajzoljunk fel egy ABC altaldnos haromszoget, és jeloljiik a valasztott adatokat (90-1. abra).

Induljunk el a sugdregyenlétlenségbdl (1) valamint
a c oldal és a koriilirt kor sugara, R kozotti egyen-
16tlenségbdl (2):

E. 17(1) 2r <R, (1)

c <2R. (2)

(1) és (2) a megoldds sziikséges feltétele.

90-1. abra

Folytassuk a kovetkezé négyismeretlenes (a, b, s, t) egyenletrendszerrel:

( abc
R=— E.11(1 3
i 17) (3)
{ t=r"s, E. 32(4) 4
t>=s(s—a)(s—b)(s—c), E. 36(4) (5)
\a+b=2s—c=2(s—c)+c. (6)
Helyettesitsiik (4)-et (3)-ba és (5)-be, igy t-t kikiiszobolhetjiik:
ab = 4Iirs’ 7)
rzs=(52—s(a+b)+ab)-(s—c). (8
Helyettesitsiik (6)-ot és (7)-et (8)-ba:
rls = (sz—s(s +s—c)+ 4Rrs)‘(s—c), (9
c
rls = ARrs (s—c)—s-(s—c)? /: s (10)
c c
r’c=4Rr-(s—c)—c-(s—c)> (11)

Igy s — ¢ masodfoku egyenletéhez jutunk R, r, c paraméterekkel:

c-(s—c)*—4Rr-(s—c)+r3c=0,

s=(s—c)+c. (12)
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90. Kortilirt kor sugara, a beirt kor sugara és egy oldal 243

Ezutdn a + b (6)-bdl, ab (7)-bol szamolhato:

Az s—c,s,a+b, abeR" lesz, ha (1) és (2) teljesiil. (13)

A bizonyitdshoz elegend6 belatni, hogy (12) egyenlet diszkrimindnsa D > 0, tovabba gyokeinek
Osszege és szorzata is pozitiv:

D = (—4Rr)?>—4c-(r?c) >0,

16R*r* —4c*r* > 0, / :4r?

4R?> -2 >0,

(2R+c¢)-(2R—c) =0, de

2R—c>0, 2R=>c. lasd (2)-t.

A tovabbiakban haszndljuk a Viéte-féle formuldkat:

—4Rr 4R
(s—c)+(s—c)=— r:_r>0’
c
2
(S_C)l'(s_c)2:!:r2>0,
c
amibol (s—c)eR", s=(s—c)+c, ésigy seR",
a+b=2s—c=2-(s—c)+c, 1igy a+beR",
R
vegil ab=2" 4igy aber.
a+b=p, b=p—a,
ab=q, a*—pa+q=0,
_p—+vp*—4q _pt+vp*—4q
Q=" GF T (14)
b_p+\/p2—4q, b_p—\/p2—4q
1— > 2 .
2 2

Az a és b valds gyokok akkor és csak akkor pozitivak, ha:
p>0, qg>0, p?>—4q>0. (15)
Mivel most p > 0, ¢ > O teljestil, elegend6 a diszkrimindnst vizsgalni.
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A pozitiv a, b, c ismeretében felirhaté a hdromszdg-egyenlétlenség:

E. 1(3) la—b|<c<a+b. (16)
Az a,b,c € R és a hdromszog-egyenlbtlenség teljesiilése a megoldds sziikséges és elégséges feltétele.
Ha a = b vagy a = c, vagy b = c, akkor a haromszog egyenl6 szaru.
Ha 2r =R, akkor a = b = ¢ = v/3R, a hadromszog egyenlé oldalt.
Ha ¢ = 2R vagy b = 2R, vagy a = 2R, akkor a hdromszog derékszog.
Példa. A 90-1. 4bra adataibdl elindulva:

700

R=25 r=———"06—
20 + 3042

~11,2132; ¢ =40;

(s —c); ~ 22,4264; (s —c), ~ 5,6066;
s ~ 62,4264; S, ~ 45,6066.
(a+b), ~84,8528; (ab),~1750; (a+b),~51,2132; (ab),~ 1278,4903;
D, ~ 200; D, ~ —2491,1688;

a;; ~35,3553; a,,~49,4975; a, =komplex; a,,=komplex;
by, &~ 49,4975; by, ~ 35,3553; b,; =komplex; b,, =komplex.

Lathato, hogy csak az (1) indexszel jelolt eset ad megoldést. Az a,,, b,, megolddst a 90-1. abran
szaggatott vonallal jeloltiik.

A részletesebb vizsgalat: Folytassuk a megoldas feltételeinek vizsgalataval, lasd a 90-2. dbrat.

siny = <<, 17
2R
Y, = arcsin < < 90°, (18)
2R
v, =180°—7y,; > 90°, (19)
E. 33(12) tgg - S%C (20)

Rogzitsiik R-et és c-t, és legyen ¢ < 2R. Ha C, B-bdl C,(C,) felé halad, akkor r = (s —c) - tgg

szigorian monoton né s miatt maxr-ig, vagyis r-nek az a = b egyenl6 szdru esetben lesz
maximuma.
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Ha C;-nél, ill. C,-nél fellép6 max r-ek kiilonb6zbek, a nagyobbikra kell teljesiiljon hogy:

0 < r < maxr. (21)

R
Mivel r nem lehet nagyobb E—nél, atalakitds utan:

R
O<r£maxr=£-tg(45°—r)ﬁ—. (22)
2 4 2

Ha y; (18) és v, (19) kiilonb6z6, akkor y (22)-ben a kisebbik.

R
A0 <c<2R 0<r <maxr < — egyiittes teljesiilése szintén a megoldds sziikséges és elégséges
feltétele (ugy értve, hogy ilyenkor van legaldbb egy pozitiv valés megoldds).
A megolddsok szdma 0, 1 (egyenld oldaltl vagy egyenld szdru hdromszog, ldsd a 90-2. dbradt),

2 (egy szimmetrikus pdr, ldsd a 90-1. dbrdt), 3 (egy egyenld szdru hdromszog és egy szimmetrikus
pdr, ldsd a 90-3. dbrdt), 4 (két szimmetrikus pdr, ldsd a 90-4. dbrdt) lehet.

(=T (DT
AW A ] [ ) B
C, Ca2 Cxn

90-3. abra 90-4. abra
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a+b.
c paraméterek: R =25
la — b c =40
0<l|la—bl|<c<a+b: a hdromszog-egyenlbtlenség
a max(a + b) fels6 hatdra = 4R
100
max(a + b)
89,4427 Peld
84,8528 S
80 (a+b),
70
60 -
50 A
(a+b),
40 < ‘
30 a—>b
a—bl, | lh
20 )
14,1422 Pelda
10 +
T T T T T T T T T T T T T 'r
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
maxr, ~ 4,7214 Példa: 11,2132 maxr; ~ 12,3607
R
— =125
2

90-5. abra

A 90-5. abra a haromszog-egyenlotlenség alakuldsat mutatja R = 25 és ¢ = 40 paraméterek
mellett. A fiiggvényeknél az r fliggetlen véltozé jelolését most az egyszertiség kedvéért elhagytuk,
és (1) indexszel a hegyesszog(, (2) indexszel a tompaszogl esetet jeloltiik. Az dbrdba a példa
haromszog-egyenlbtlenségét is berajzoltuk. Lasd még a 90-2. abrat.

A vizsgalat programmal késziilt.

Most hdrom oldal (a, b, c) g; a tobbi adat.
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91. Koriilirt kor sugara, a beirt kor sugara és egy szog (R,1,7)

Rajzoljunk fel egy ABC altaldnos haromszoget, és jeloljiik a valasztott adatokat (91-1. abra).

Induljunk el a sugdregyenlétlenségbdl (1)
és v intervalluméabdl (2):

E. 17(1) 2r <R, (D

0° <y < 180°. 2)

(1) és (2) a megoldds sziikséges feltétele.

E.11(11) c=2R-siny. 3

91-1. abra

(90.£) )
Most (R,r,c) = (a, b,c). Mivel

siny = sin (180° —y), 4)

a 90. feladat eredményeibdl csak az lesz a 91. feladat megolddsa, amelyiknél

E. 33(12) 2- arctg(é) =y. (5)

A megolddsok szdma 0, 1 (egyenlé oldalil vagy egyenlé szdru hdromszog, ldsd a 90-2. dbrdt), vagy
2 (egy szimmetrikus pdr, ldsd a 91-1. dbrdt) lehet.

(1.£)
Most hdrom oldal (a, b, c) 1=> a tobbi adat.
92. Koriilirt kor sugara, a beirt kor sugara és a teriilet (R,r,t)

Rajzoljunk fel egy ABC altaldnos haromszoget, és jeloljiik a valasztott adatokat (92-1. dbra).

Induljunk el a sugdregyenlétlenségbdl (1)
és R, r, t egyenl6tlenségébol (2):

E. 17(1) 2r <R, (D

E. 20(3) 3vV3r2<t< %RZ. (2)

(2)-nél az egyenl6ség egyszerre 1ép fol mindkét
helyen az egyenl6 oldalt haromszog esetén.
92-1. 4bra (1) és (2) teljestilése a megoldds sziikséges feltétele.
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248 A hdromsz6g meghatdrozdsdnak kiilonbozo esetei

E. 32(4) s= ;, 3)
k = 2s. 4)

Most vegyiik fol R-et és t-t (2) figyelembevételével, és keressiink feltételt r-re a 85. feladat
(t,k,R) eredményeinek felhasznalasaval. A vizsgélatot, s valtozasat R és t paraméterek mellett a
92-2. abra mutatja. Egy P(a,s), Q(b,s) és W(c,s) pont akkor és csak akkor van rajta a grafikonon,
haaza, b, c, s koordindtak kielégitik a 85. feladat (4), (9), (15) és (16) egyenleteit. Vegyiik észre,
hogy az s fliggvény a, b, c fliggetlen valtozo6i permutalhatdk, tovabba a = b-nél s-nek minimuma,
b = c-nél pedig maximuma van (92-2. dbra).

S

63.0

62,8832 | AXS .

62.8 Paraméterek
R=25
62.7 t =700

62.6 - s(a, b,c) s(b,c,a) s(c,a,b)
62.5
62,4264 | Lclda

62,3646 |05 ~_.

62.3

62.2

62.1

62.0 : , : .
30 35,3553 40 45 49,4975 a,b,c
a b C

92-2. abra

Megjegyzés: A 92-2. abraban példaként a 85-1. dbra folytonos vonallal berajzolt (a, c, b) harom-
szogének (a, b, ¢) szimmetrikus pdrja jelenik meg els6ként (92-1. dbra). Az oldalak permutalasa
és/vagy valamelyik oldalra val¢ tiikr6zés azonban az ottani (t, k,R), (rs,s,R) és amostani (R, 1, t),
(R, r,rs) feladat szempontjabol nem jelent kiillonbséget, ugyanarra az eredményre vezet. Lasd
még a 85. feladat példéjanak (a,;, by;,c;) megoldasat.

Most forgassuk el a b = ¢ esetét ugy, hogy (b, c, a) helyére rendre (a, b, c) keriiljon, és rajzoljuk fol
ugy, hogy a c oldalak parhuzamosak legyenek. Ezt megtehetjiik, mivel az elforgatas kovetkeztében
sem R, sem t, sem s, sem r, sem az oldalak hossza nem valtozik (92-3-1. abra).
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C C
mins
a
R
t=700
A B R mc
t =700 faxs A 5 R 5B
A B c m, c
C
92-3-1. 4bra
92-3-2. 4bra
Mivel t allandd, és
t
r=-, (5)
s
igy
t
minr = , (6)
maxs
t
maxr = —, (7)
mins
minr < r < maxr. (8)
A mins-et és maxs-et, majd a minr-et és a maxr-et ki is tudjuk szadmolni (92-3-1. dbra).
Az els6 1épésben szamoljuk ki c-t (92-3-2. dbra):
c\2
c-|RE\|R2— (—)
2
t= , 9
> %)
2t c)?
R— — =4+A\|R2—| — 5 2 10
c \J (2) /() (10)
2t 4t2 c?
—2-— R+ — =R ——, - 4¢* 11
R =2 = S =K-= an
—16tRc + 16t* = —c*, (12)
c*—16Rt-c+16t*=0. ] (13)

A (13) egyenlet megolddsanak két pozitiv valds gyoke adja a keresett két c-t.
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Folytassuk a szamitdst R és t paraméterek felhasznalasaval:

R=25; t="700;

¢~ 31,5295; ¢~ 49,5789,
m,=—, (14)

m, ~ 44,4029;  m, ~ 28,2378,

2
a= (E) + m2, (15)

a~ 47,1184, a~ 37,5751,

s— 2a2+ c’ (16)
max s &~ 62,8832, min s &~ 62,3646,
r=t 17)
s
min r ~ 11,1318, max r & 11,2243,
min r <r <maxr, (18)

11,1318 < 11,2132 < 11,2243.

Az (1), (2) és (8) egyenlitlenségek egyiittes teljesiilése a megoldds sziikséges és elégséges feltétele. A
megolddsok szdma ugyanaz, mint a 85. feladatndl. Ha R-et és r-et valasztjuk paraméternek és
2r < R, vagyis a hdromszog nem egyenl6 oldaly, akkor t varhatéan mint < t < maxt kozott kell
legyen, ugyanis t =r-s, ésigy r -mins < t < r - maxs, lasd a 94-2. és a 99-2. dbrdkat. A mins és
a maxs csak R-t6l és r-t6l fligg, és a 99. (17)-bdl elindulva szamolhatjuk. Egy adott és megfelel6
R, 1, t-nél a megoldas legfeljebb harom szimmetrikus par lesz, mint a 85. feladatndl. A feladat
megolddsat javaslom a gyakorlottabb olvasénak.

A vizsgélat programmal késziilt.
(85.£) af) .
Most (t,k,R) = (a, b,c) = a tobbi adat.

© Hompola Istvan, Typotex, Budapest, 2026



93. Kortilirt kor sugara, a beirt kor sugara és a keriilet 251

93. Koriilirt kor sugara, a beirt kor sugara és a keriilet (R, r, k)

Rajzoljunk fel egy ABC altaldnos haromszoget, és jeloljiik a valasztott adatokat (93-1. abra).

Induljunk el a sugdregyenlétlenségbol (1)
és R, r, k (k = 2s) egyenl6tlenségébdl (2):

E. 17(1) 2r <R, (D

E. 19(9) 6v3r <2s<3v3R. (2)

(2)-nél az egyenl6ség egyszerre 1ép fol mindkét
helyen az egyenl6 oldalt haromszog esetén.

93-1. 4bra (1) és (2) teljesiilése a megoldds sziikséges feltétele.
k
k = 2s, = —, 3
s 5= (3)
E. 32(4) t=r-s. 4)

Ha R-et és t-t vdlasztjuk paraméternek, és a hdromszog nem egyenlé oldaltl, vagyis 2r < R, akkor
maxs-et, mins-et és maxr-et, illetve minr-et a 92. feladatban (R,r,t) leirtak szerint szdmoljuk.
Ldsd még a 92-2. dbrdt.

Ha R-et és r-et vdlasztjuk paraméternek, akkor maxs és mins a 99. feladatban (R, r,a + b) leirtak
szerint szdmolhatd, és csak R, r-tdl fiigg. Induljunk el 99. (17)-bol. Ldsd még a 99-2., 99-3., 99-4.
és 99-5. dbrdkat.

Egy adott és megfelel6 R, r, s-nél a megoldds legfeljebb hdrom szimmetrikus pdr lesz, mint a 85. (rs,s,R)
feladatndl.

(85.£) af)
Most (t,k,R) = (a, b,c) = a tobbi adat.
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94. Koriilirt kor sugara, a beirt kor sugara és egy magassag (R,r,m,.)

Rajzoljunk fel egy ABC altaldnos haromszoget, és jeloljiik a valasztott adatokat (94-1. abra).

Induljunk el a sugdregyenlétlenségb6l (1)
és m,., 2R egyenl6tlenségébdl (2):

E. 17(1) 2r <R, (D

m, < 2R. (2)

(1) és (2) teljesiilése a megoldds sziikséges feltétele.

94-1. 4bra

Folytassuk a kovetkezé otismeretlenes (a, b, ¢, s, t) egyenletrendszerrel, ahol (4) tulajdonképpen
t két egyenlete, vagyis 0t egyenletiink van:

:
_ abe E.11(17) 3)
4t
) t:r~szcmc, = C:2-r-s’ E. 32(4) 4)
2 m.

t2=s(s—a)(s—b)(s—c), E. 36(4) (5)
la+b=2s—c=s+(s—c). (6)

Kiiszoboljik ki t-t és c-t, majd (a + b)-t és (ab)-t:
ab =2Rm,, (7)
rs = (sz—s(a+ b)+ab)-(s—c), 8

2rs 2rs\*
rzs=2Rmc-(s——)—s-(s——) .
mC mC

Atalakitas, majd nulldra torténd rendezés utan s masodfoku egyenletéhez jutunk R, r, m, paramé-
terekkel:

2r\? 9 9
1—— | -s°+2R-(2r—m_/)+r*=0. )
mC
Az s € R™ a megoldds tovdbbi sziikséges feltétele. (10)
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Ezutan ¢ (4)-b6l, a + b (6)-bdl, ab pedig (7)-bdl szamolhatd:

2:r-s

c= (1D
mC
A ¢ pozitiv lesz, ha s pozitiv.
a+b=p, b=p—a,
ab=gq, a’*—pa+q=0,
_ p—+p*—4q _ p++/p*—4q
e T (2
po_PTVP =44 P—VP =4
1 2 > 2 2 .
Az a és b valds gyokok akkor és csak akkor pozitivak, ha:
p>0, qg>0, p?—4q9>0. (13)
A pozitiv a, b, ¢ ismeretében felirhaté a hdromszdg-egyenlitlenség:
E. 1(3) la—b|<c<a+b. (14)

Az a,b,c € R" és a hdromszog-egyenlbtlenség teljesiilése a megoldds sziikséges és elégséges feltétele.

Ha a = b vagy a = c vagy b = c, akkor a haromszog egyenld szaru.

2v3
Ha 2r =R, akkor a=b=c= T‘/_ -m, = V3R, a hiromszog egyenlé oldald.

Példa. A 94-1. dbra adataibdl elindulva:

700

R=25 r=—""™" —
20+ 30v/2

~11,2132; m, =35,

C

0,129057 - s> — 502,943725 = 0,

s, ~ —62,4264; Sy ~ 62,4264,

(a+b), ~ 84,8528,
(ab), ~ 1750,

a,; ~ 35,3553; a9y A 49,4975;
by, ~ 49,4975; b,, ~ 35,3553.
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Lathato, hogy csak a (2) index( eset ad megoldést, amit a 94-1. dbra is mutat.
Az a,,, b,, megolddst az 4brdn szaggatott vonallal jeloltiik.

A megolddsok szama 0, 1 vagy 2 lehet, mely utébbi szimmetrikus pdr, a példdban 2.
A részletesebb vizsgalat:

Az R, r,m, adatok felvétele utdn kiszamitjuk s-et, a-t, b-t és c-t, mint a példdban, eztttal azonban
tovabbi pontokon R-et és r-et paraméternek vdlasztva, majd felrajzoljuk a kapott sikgorbéket egy
m,,a, b, c,s koordinata-rendszerben. Lathato, hogy s(m,.) és c(m,) fiiggvények, a, b sikgorbéje
pedig a(m,.), b(m,) fliggvényekre bonthat6 (94-2. abra).

Az dbrdban a fliggvényeknél az m, fiiggetlen valtozo jelolését az egyszerliség kedvéért most
elhagytuk, tovabba az a, b és b, a elsé betlii azt az esetet jelolik, amikor a < b, masodik bet(iinél
pedig b < a, ugyanis a két fiiggvény felcserélhetd, ami a példabdl is latszik.
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maxs ~ 62,9988 Paraméterek:
R=25
700
= ) 11,2132
20 + 3042
62,4264 belda
mins &~ 62,3400
62
a,b,c,
maxs mins
, 49,5908
49,4975 20 - pelda
47,0289 b0
20 Példa
37,5446 ,
35,3553 \Pelda
31,9398 %5 :
30
20

28,1920 30,0419
b=a b=c
a=c
minm,
94-2

T T T

x x x x x x x
24 26 28 30 32 34 36 38 40 42 44 46

35 37,2373 44 2344
a=c
b=c a=D>b
maxm,
. abra

Az abrabdl a példa a < b megoldasa is leolvashato.

Az R, r (2r <R) felvétele utdn minm.(R,r) és maxm.(R,r) kiszamitasdhoz els6 1épésben
szamoljuk ki m -t maxs, illetve mins-nél. Ezt (9) s(m_) implicit fliggvény m, szerinti derivalasaval,
majd s'(m,) = 0 egyenletbdl nyert

Rm?>—6Rrm,+8Rr*+2r* =0

(15)

egyenletbdl szdmolhatjuk. Ahol s”(m_) > 0, ott lesz a minimum, ahol s”(m,) < 0, ott lesz a
maximum. Lasd a 94-2. abrat.
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Az 4bra paramétereivel:

700

R=25 r=—""—_
20+ 302

~11,2132;

min s-nél m. ~ 37,2373; max s-nél m, ~ 30,0419.
A 94-2. abrabdl is lathatd, hogy harom egyenlé szaru egybevago parrdl van szd, ahol a hdrom par

egymads elforgatottja, és a par egyik tagja maxs-hez, mdsik tagja mins-hez tartozik. Az elforgatott
esetek koziil vdlasszuk ki b = c-t, ugyanis itt ismerjiik m.-t és keressiik m,-t.

a=2s—(b+c)=2s—2c=2(s—c),

2rs
—_— mc
c-m, m, 2rs r
Ma = - ors\ 2r\ 2r’
a 2-(5——) 25-(1——) 1-=
m, m, m,
mg-r
m,=— . (16)
m.—2r
min m, ~ 28,1920; max m, ~ 44,2344.
C
. 3 Az oldalak permutdlasa a visszaforgata-
min g sa utan (a, b, c,m,) helyére (c,a, b, m,.)
é . 1ép, vagyis az a=b, maxm,, ill. a b=a,
E . 7 . L.
A B . minm, esetét kapjuk, tehat:
maxs e minm, = minm,,
maxm, = maxm,
A B

lesz (94-3. abra).

94-3. 4bra

Az R,r (2r <R) indulé adatok felvétele utan tehat:

2r <R, min m, < m, < max m,, 17)

a példanal
2-11,2132 < 25; 28,1920 < 35 < 44,2344,
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egylittes teljestilése szintén a megoldds sziikséges és elégséges feltétele.

A megolddsok szdma 0, 1 vagy 2 lehet, mely utébbi szimmetrikus pdr, a példdban 2.
Lasd a 94-1. és a 94-2. dbrdkat. A vizsgalat programmal késziilt.

Most hdrom oldal (a, b, c) g; a tobbi adat.

Megjegyzés: A 94-2. dbran szarnyprofil jellegli zart gorbét kapunk. A szarnyprofilok elmélete,
amivel a komplex fliggvénytan foglalkozik, messze tilmutat e konyv keretein. Lasd még ebben a
témaban: Fazekas Ferenc: Miiszaki Matematikai Gyakorlatok B IV. Komplex Fiiggvénytan 190.,
191., 192. oldal, Zsukovszkij-féle szarnyprofil.

95. Koriilirt kor sugara, a beirt kor sugara és egy sulyvonal (R,1,s,.)

Rajzoljunk fel egy ABC altalanos haromszoget, €s jeloljiik a valasztott adatokat (95-1. abra).

Induljunk el a sugdregyenldtlenségbdl (1), valamint
s. sulyvonal és 2R egyenl6tlenségébdl (2):

E. 17(1) 2r <R, (1)

s. < 2R. (2)

(1) és (2) teljesiilése a megoldds sziikséges feltétele.

95-1. dbra

Folytassuk a kévetkezé Otismeretlenes (a, b, ¢, s, t) egyenletrendszerrel:

)
R= a_bc’ E.11(17) 3)
4t

t=r .S, E. 32(4) (4)
{ t>=s(s—a)(s—b)(s—c), E. 36(4) (5)
a+b=2s—¢c & s—c=(a+b)—s, (6)
| 42 =2a°+2b*—c’, E. 24(8) (7)

(3)-bdl és (4)-bdl fejezziik ki c-t:

4Rrs

= . 8
[ . ab ] ®
4Rrs=ab -c, 9)
r’s=ab-(s—c)—s-(s—c)? (10)
45> =2-(a+ b)*—4ab—c>. (11D
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Majd (9)-bdl és (10)-bdl:

r?=ab—4Rr — (s —c)?,

(s—c)*>=ab—4Rr —r?,

R 2
(5—4 rs) =ab—4Rr —r?,
ab

R 2
32'(1_4_1”) =ab—4Rr —r?,
ab

, (ab)*-(ab—4Rr —r?)
° T (ab —4Rr)? /‘/_

[ S a—bVab—4Rr—r2. ‘

- ab—4Rr

Az ab—4Rr—r?>>0 (s€R') amegoldds tovdbbi sziikséges feltétele.

Ezutan alakitsuk at (11)-et:

453=(a+b)2—4ab+(a+b+c)~(a+b—c),

4562=(s+(s—c))2—4ab+4s-(s—c),

majd (8) és (13) felhasznalasaval:

4562252+6s-(s—c)—3ab—4Rr—r2,

R .
4562=752—6s-4 d S—Sab—4Rr—r2,
ab
24R
435252-(7— br)—Sab—4Rr—r2.
a

Most (16) helyettesitésével kiiszobéljiik ki s>-et:

4% — (ab)?*(ab—4Rr —r?) 7ab—24Rr
¢ (ab—4Rr)? ab

—(3ab +4Rr +r?).

(12)

(13)

(14)

(15)

(16)

(17)

(18)

(19)

(20)

(21

(22)

(23)

(24)

Atalakitas utdn rendezziik az egyenletet ab fogyé hatvanyai szerint nulldra. Igy ab harmadfoku

egyenletéhez jutunk R, r, s, paraméterekkel:
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(ab)® —(8Rr +2r* +s2)(ab)*+
+ (20R*r? + 8Rr® + 8szr) ab —
—(16R*r® + 4R?*r* + 16sC2R2r2) =0.

Ezutan s (17)-bol, ¢ (8)-bdl, végiil a + b (6)-bdl szamolhatd:

Az ab,s,c,(a+b) €R"' amegoldds tovdbbi sziikséges feltétele.

a+b=p, b=p—a,
ab=q, a*—pa+q=0,

L P VP A _p+vp*—4q.
1 — ) - )

2 2
_pPtvpi—4q P—vp?—4q
2 ’ 2 '

a,

bl bz ==

Az a és b valds gyokok akkor és csak akkor pozitivak, ha:

p>0, qg>0, p?>—4q>0.

A pozitiv a, b, c ismeretében felirhatd a hdromszdg-egyenlétlenség:

E. 1(3) la—b|<c<a+b.

(25)

(26)

(27)

(28)

(29)

Az a,b,c € R" és a hdromszog-egyenlbtlenség teljesiilése a megoldds sziikséges és elégséges feltétele.

Ha a = b vagy a = c vagy b = c, akkor a haromszog egyenld szaru.

24/3
Ha 2r =R, akkora=b=c = T‘/_ -5, = V3R, a hdromszog egyenl§ oldalu.

Példa. A 95-1. dbra adataibdl elindulva:

700

r=————~11,2132; s, =5v58~ 38,0789,
20 + 3042

R=25;

(ab)®—3944,11- (ab)? + 5105508,65 - ab — 2215170458,90 = 0,

(ab), ~ 1750; (ab), = komplex; (ab); = komplex,
s, ~ 62,4264;
¢, ~ 40;
(a+b), ~ 84,8528;
a;; ~ 35,3553; a1y ~ 49,4975,
by, ~49,4975; by, ~ 35,3553.
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260 A hdromsz6g meghatdrozdsdnak kiilonbozo esetei

Lathatd, hogy csak az (1) indexszel jelolt eset ad megolddst. Az a;,, b;, megoldast a 95-1. dbran
szaggatott vonallal jeloltiik.

A megolddsok szdma 0, 1 vagy 2 lehet, amely utobbi szimmetrikus pdr, a példdban 2.

A részletesebb vizsgalat: Hasonloképpen zajlik, mint a 94. feladatndl. R,r (2r <R) felvétele
utan itt is varhatéan s, egy minimum és egy-egy maximum kozott kell legyen. A min s (R, 1)
és max s.(R, r) kiszamitasahoz elsé 1épésben szamoljuk ki s -t max s, illetve min s-nél. Ezt (17)
s(ab) (R, r paraméterek) fiiggvény ab szerinti derivaldsaval, majd s'(ab) = 0 egyenletbdl nyert

[ (ab)>—12Rr(ab) + 8Rr?(4R+1)=0 (30)

egyenletbdl szdmolhatjuk. Ahol s”(ab) < 0, ott lesz a maximum, ahol s”(ab) > 0, ott lesz a
minimum. A 95-1. abra adataival:

700
R=25; r=—~11,2132;
20 +30+/2
(ab), ~ 1502,0936; (ab), ~ 1861,8675,
s= a—b\/ab—4Rr—r2,
ab—4Rr
max s ~ 62,9988; min s ~ 62,3400,
c— 4Rrs
~ ab’
¢~ 47,0289; ¢ ~ 37,5446,
a+b=2s—c,
a+ b~ 78,9687; a+ b~ 87,1354,

s = v2(a+b)2—4ab—c?
c 2 )

s. ~ 32,6038; s. & 39,7746.
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95. Kortilirt kor sugara, a beirt kor sugara és egy sulyvonal 261

Most a + b és ab-bél szamolhato a és b:

a~ 31,9398; a ~ 37,5446;

b ~ 47,0289; b ~ 49,5908;

¢~ 47,0289; c ~ 37,5446;
b=c; a=c.

B
mins
sC
Sp
C b A
B
95-2. abra 05-3. 4bra

V2(b +c)?—4bc —a?
S, = ;
a 2 3

_ V2(c+a)*—4ca—b2
= 5 )

Sp

max s, ~ 44,2344; min s, ~ 28,1920.

Lathato, hogy itt is, mint az a 94-2. dbrdnal volt, hdrom egyenl6 szari, egybevagd parrdl van szo,
ahol a harom par egymas elforgatottja, és a par egyik tagja max s-hez, a masik tagja min s-hez
tartozik. A kapott két haromszog oldalainak permutaldsa (visszaforgatdsa) utdn éppen a keresett
max s.-t, illetve min s -t kapjuk, ldsd a 95-2. és a 95-3. dbrakat.

max s, = max S,; min s, = min s,.
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262 A hdromsz6g meghatdrozdsdnak kiilonbozo esetei

Az R,r indulé adatok felvétele utan tehat:

[ 2r <R; min s, <s. < maxs,, ] (31)

a példdban 2-11,2132 < 25; 28,1920 < 38,0789 < 44,2344,

egylittes teljestilése szintén a megoldds sziikséges és elégséges feltétele.

A megolddsok szdma 0, 1 vagy 2 lehet, mely utobbi szimmetrikus pdr, a példdban 2.

Most hdrom oldal (a, b, c) g a tobbi adat.

96. Koriilirt kor sugara, a beirt kor sugara (R, 1, f.)
és egy belso szogfelezo

Rajzoljunk fel egy ABC 4ltaldnos hdromszoget, és jeloljiik a valasztott adatokat (96-1. dbra).

Induljunk el a sugdregyenldtlenségbdl (1), valamint
f. bels6 szogfelez6 és 2R egyenlbtlenségébodl (2):

E. 17(1) 2r <R, (1)

f. <2R. 2

(1) és (2) a megoldds sziikséges feltétele.

96-1. abra

Folytassuk a kévetkezd otismeretlenes (a, b, ¢, s, t) egyenletrendszerrel:

.

R= a—bc, E. 11(17) (3)
4t

t=r-s, E. 32(4) 4

{ t?=s(s—a)(s—b)(s—c), E. 36(4) (5)
a+b=2s—¢c & s—c=(a+b)—s, (6)
2_ 1. [1_ c?

\fc =ab (1 T b)Z)' E. 29(3) (7)

(3)-bdl és (4)-bdl fejezziik ki c-t:

4Rrs
[ Cc= F’ ] (8)
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96. Kortilirt kor sugara, a beirt kor sugara és egy belso szogfelez6 263
4Rrs =ab-c, 9)
r’.s=ab-(s—c)—s-(s—c)? (10)
fZ-(a+b)=ab-(a+b+c)-(a+b—c), (11)
majd (9)-bél és (10)-bél:
r>=ab—4Rr — (s —c)?, (12)
(s—c)*=ab—4Rr —r?. (13)
A 95. feladatban taldlhaté atalakitas utdn (14)-hez jutunk:
_ab Jab—arr—r2
S_ab—4Rr ab—4Rr —r2. 14
Az ab—4Rr—r*>0 (s€R") amegoldds tovdbbi sziikséges feltétele. (15)
Ezutan alakitsuk at (11)-et:
fcz-(s+(s—c))2:ab-4-s-(s—c), (16)
fczs2 + 2fczs -(s—c) +fc2 ‘(s—c)*=4s-(s—c)-ab, a7
f2s%+(2f*—4ab)-s-(s—c)+f*-(s—c)*=0, (18)
R
£25% + (2f2—4ab). (52 —s- 2 ’”s) +£2-(ab—4Rr —r?) =0. (19)

ab

Beszorzds utan helyettesitsiik s?-et (14)-bél, és rendezziik az egyenletet ab fogyé hatvanyai
szerint nulldra. Igy az ab ismeretlen harmadfoku egyenletéhez jutunk R, r, f, paraméterekkel:

(ab)* = (£ +4Rr)(ab)* + 4f?Rr(ab) — 4f?R*r* = 0.

Ezutan s (14)-bol, ¢ (8)-bdl, végiil a + b (6)-bdl szamolhaté:

Az ab,s,c,(a+b)€R" amegoldds tovdbbi sziikséges feltétele.

a+b=p, b=p—a,
ab=gq, a*—pa+q=0,

_p—vp*—4  _ptvpP-4q

a; 5 a, )

b _pt++vpr—4q b _ p—V/p*—4q

1— > 2 :
2 2
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Az a és b valds gyokok akkor és csak akkor pozitivak, ha:

p>0, qg>0, p?>—4q>0. (23)

A pozitiv a, b, c ismeretében felirhatd a hdromszdg-egyenlétlenség:

E. 1(3) la—b|<c<a+b. (24)
Az a,b,c € R" és a hdromszog-egyenlbtlenség teljesiilése a megoldds sziikséges és elégséges feltétele.
Ha a = b vagy a = c vagy b = c, akkor a haromszog egyenld szaru.

2v3
Ha 2r =R, akkor a=b=c= T\/_ - f. = v/3R, a haromszog egyenlé oldalti.

Példa. A 96-1. dbra adataibdl elindulva:

700 35v10

R=25;, r=—~11,2132; = ~ 36,8932;
20 +30v/2 & 3

(ab)® —2482,4315 - (ab)*+
+1526241,5788 - (ab) —
—427851432,858 = 0,

(ab), ~ 1750; (ab), = komplex; (ab); = komplex;
s, ~ 62,4264;
¢, ~ 40;
(a+Db), ~ 84,8528;
a;; ~ 35,3553; a1y ~ 49,4975,
by, ~49,4975; by, ~ 35,3553.

Lathato, hogy csak az (1) indexszel jelolt eset ad megoldést. Az a;,, b;, megolddst a 96-1. dbran
szaggatott vonallal jeloltiik.

A megolddsok szama 0, 1 vagy 2 lehet, amely utobbi szimmetrikus pdr, a példdban 2.

A részletesebb vizsgalat: Most mell6zziik. Az azonban az eddigiekbdl is latszik, hogy R, r(2r < R)
indulé adatok felvétele utdn f, egy minimum és egy maximum kozott kell legyen, vagyis:

2r <R, min f, < f, <max f, ] (25)

ami csak R-t0l és r-t0l fligg és igy (1) és (25) egyenlitlenségek egyiittes teljesiilése szintén a megoldds
sziikséges és elégséges feltétele. Lasd még a 94. (R, r, m,) és a 95. (R, r, s.) feladatokat.
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97. Kortilirt kor sugara, a beirt kor sugara és egy kiilsé szogfelezé 265

Ha R és r ugyanaz, akkor a = b-nél min m. = min f. = min s, és max m, = max f. = max s,
lasd még az E. 23., Magassdg, szogfelezd és a sulyvonal kozotti egyenlitlenséget.

Ha R=25 r= & ~ 11,2132, akkor
20 +30+/2
min f. ~ 28,1920; max f, ~ 44,2344; (26)
b = a ~ 37,5446, a= b~ 47,0289. 27)

Lasd még a 94-2. 4brat.

Most hdrom oldal (a, b, c) g a tobbi adat.

97. Koriilirt kor sugara, a beirt kor sugara (R, 7, fu1)
és egy kiils6 szogfelezo

Rajzoljunk fel egy ABC hdromszoget gy, hogy:

E. 2(3) a<b & a<f<180°—a = a<90°,

és jeloljiik a vdlasztott adatokat (97-1. dbra).

97-1. 4bra

Induljunk el a sugdregyenlétlenségbdl:

E.17(1) 2r <R, a#b, (D
hiszen a haromszog most egyenl6 oldali nem lehet.

(1) a megoldds sziikséges feltétele.
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Folytassuk a kovetkez6 otismeretlenes (a, b, ¢, s, t) egyenletrendszerrel:

f

abc
= ?, E.11(17)
t=r-s, E. 32(4)
{ ?=s(s—a)(s—b)(s—c), E. 36(4)
a+b=2s—¢c; < s—c=(a+Db)—s,
2 — . C2 —
fr=ab ((a—b)z 1), a# b. E. 31(3)

(2)-bdl és (3)-bdl fejezziik ki c-t:

C_4Rrs
"~ ab’

4Rrs = ab - c,
r’.s=ab-(s—c)—s-(s—c)?
fi-(a—b)z=ab'£c+a—bl~£c—a+bl,

v v
25—2b 25—2a

majd (8)-bdl és (9)-bdl kapjuk, hogy:

r>=ab—4Rr — (s —c)?,

(s—c)*>=ab—4Rr —r2.

A 95. feladatban taldlhato atalakitas utan (13)-hoz jutunk:

ab vV ab—4Rr —r2.

5= ab—4Rr

Az ab—4Rr—r?>>0 (s€R') amegoldds tovdbbi sziikséges feltétele.
Ezutdn alakitsuk at (10)-et:
2 ((a+ b)2—4ab) =4ab-(s—a)-(s—b),

r2s

2. — 2_ — .
ol ((25 c) 4ab) 4ab Py
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Helyettesitsiik c-t (7)-bol:

4Rrs)? r2-s
2 . — — 2 . — -
2 (23 — ) 4 -4ab =4ab “Rrs’ 17)
ab
fZ.SZ.(M)Z_ 2 '4ab_4ab'r2-—ab (18)
ck ab ck B ab—4Rr’
Helyettesitsiik (13) négyzetét, igy s>-et kikiiszébolhetjiik:
2 (ab)?-(ab—4Rr —r?) - (2ab—4Rr)2_ 2 4qb = 4r2-(ab)2‘ (19)
¢ (ab—4Rr)? (ab)? ¢ ab—4Rr

Atalakitds utan az ab ismeretlen harmadfoku egyenletéhez jutunk R, , f., paraméterekkel:

(ab)® — (4Rr — f2)(ab)*—
—4Rf2(R+T) ab+ (20)
+ 4R2rfc2k(4R + r) =0.

Ezutan s (13)-bdl, ¢ (7)-bdl, végiil a + b (5)-bél szamolhaté:

Az ab,s,c,(a+b)€R" amegoldds tovdbbi sziikséges feltétele. 21
a+b=p, b=p—a,
ab=q, a*—pa+q=0,
_p—+vp*—4q _pt+vp*—4q
hETT o BT T (22)
b _pt+vp*—4q _ p—V/p*—4q
1 — 2 > 2 2 *
Az a és b valds gyokok akkor és csak akkor pozitivak, ha:
p>0, ¢g>0, p°>—4g>0, (23)
hiszen a hdromszog most sem a = b egyenl6 szaru, sem egyenl6 oldali nem lehet.
A ¢ (7)-b6l szamolhat6 és pozitiv lesz, ha ab és s pozitiv.
A pozitiv a, b, c ismeretében felirhat6 a hdromszog-egyenlétlenség:
E. 1(3) O<|a—b|<c<a+hb, a#b. (24)

Az a,b,c € R" és a hdromszdg-egyenlbtlenség teljesiilése a megoldds sziikséges és elégséges feltétele.

A haromszog egyenl6 szart lesz a = ¢ vagy b = ¢ esetén, de egyenl6 oldali nem lehet.

© Hompola Istvan, Typotex, Budapest, 2026



268 A hdromsz6g meghatdrozdsdnak kiilonbozo esetei

Példa. A 97-1. dbra adataibdl elindulva:

00
R=25;, r= __700 ~11,2132; f, =35v10~110,6797,
20+ 302
(ab)’ +11128,6802 - (ab)*—
—44361176,4271 - ab+
+38191098417,3 =0,
(ab), ~ 1750; (ab), ~ 1516,0723; (ab); ~ —14394,7520;

5, A 62,4264; 5y A 62,9919;
c; ~ 40; Cy ~ 46,5902;

(a + b), ~ 84,8528; (a+b), ~ 79,3936;

aj; ~ 35,3553;  ay, ~49,4975;  a,, ~31,9661; ay, A 47,4275;
by, ~ 49,4975; by, ~35,3553; b, ~47,4275; b,, ~31,9661.

Lathatd, hogy csak az (1) és a (2) indexszel jel6lt eset ad megoldast. A példa (2) indexszel jelolt
két megoldasdt a 97-2. dbra mutatja. Az a,,, b, megoldast a 97-1. dbrdn, az a,,, b,, megoldast
pedig a 97-2. dbrdn szaggatott vonallal jeloltiik.

A megolddsok szdma 0, 2 (egy szimmetrikus pdr), vagy 4 (két szimmetrikus pdr) lehet. A példdban
4, két szimmetrikus pdr.

97-2. abra

A részletesebb vizsgalat: Az R,r, f., adatok felvétele utdan kiszdmoljuk ab-t, majd a-t és b-t,
mint a példaban, ezuttal azonban tovabbi pontokon R-et és r-et paraméternek valasztva, majd
felrajzoljuk a sikgorbe grafikonjat egy ab, f., koordindta-rendszerben. Lathatd, hogy fiiggvényt
kapunk (97-3. abra).

© Hompola Istvan, Typotex, Budapest, 2026



97. Kortilirt kor sugara, a beirt kor sugara és egy kiilsé szogfelezé 269

fck A
Paraméterek:
R=25
200 - r~11,2132
8 g
S =
a, a,
E =
N N
3 a
150 -
4 fck(ab)
110,6797 Pelda
102,4905 -
min f;
50 -
10 S
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000 2200 2400 ab
inf(ab) 1612 sup(ab)
1516 1750
(ab)z (ab)1
97-3. abra

Az abrabdl a példa megoldésa ((ab),, (ab),) is leolvashato.

Az f.(ab) fliggvénynek minimuma van az

inf(ab) < ab < sup(ab) (25)

hatarokon beliil, ezért (25) a megoldds tovdbbi sziikséges feltétele.
Az inf(ab) és a sup(ab) kiszamitasa.

Keressiik azt a két ab-t, ahol az f.,(ab) fiiggvény hatarértéke (jobb oldali, bal oldali) végtelen
(97-3. abra).

Mivel a kiilsé f,, és a belsé f, szogfelez6 egyenese merdleges egymasra, igy:

inf(ab) = (ab)yny, @ minf -nél, sup(ab) = (ab)payy, @ maxf -nél. (26)

Lasd még a 96. (26)-ot és 96. (27)-et.
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Igy a 97-3. 4bra paramétereivel, ha

700

R=25;, r=———
20 + 3042

~ 11,2132,

akkor

inf(ab) ~ 37,5446% ~ 1409,5996, sup(ab) ~ 47,0289% a~ 2211,7207.

Egy masik ut a (20)-bdl kifejezett f,,(ab) fliiggvény vizsgalata:

f.(ab) = —(ab)? +4Rr(ab)>?
ok (ab)?— (4R2 + 4Rr) ab + 16R3r + 4R2r2’

(27)

A fiiggvény hatarértéke (jobb oldali, bal oldali) végtelen, ha a gyok alatti tortben ab > 0, és véges
szamlal6 mellett az azonos el6jeld nevezo kozelit a nulldhoz (97-3. abra).

2R-(R+r—4/R-(R—2r)) <ab<2R-(R+r++/R-(R—2r)). (28)

Az 4bra paramétereivel: R =25, r ~ 11,2132.

inf(ab) ~ 1409,5996 < ab < 2211,7207 ~ sup(ab). (29)

A min f,,(ab) kiszamitasa.

A min f;(ab)-hoz tartozé ab-t az ), (ab) = 0 egyenletbdl nyert

(ab)® —(8R*+ 8Rr)(ab)*+
+ (64R3r + 28R?r?) ab — (30)
—(128R*r2+32R*r®) =0

egyenletb6l szdmoljuk. A 97-3. dbra paramétereivel:

700

R=25 r=—""—
20+ 302

~ 11,2132,

(ab), ~921,0433;  (ab),~ 1611,7566;  (ab), ~ 4709,8407,

(ab), < inf(ab); (ab); > sup(ab).

© Hompola Istvan, Typotex, Budapest, 2026



98. Kortilirt kor sugara, a beirt kor sugara és egy hozzdirt kor sugara 271

A keresett minimum hely tehat (ab), ~ 1611,7566. Mivel f/(ab) el6allitasa nehézkes, hogy valé-
ban minimum helyrél van szo, azt (27) f..(ab) fliggvény néhdny ponton torténd helyettesitésébol
is lehet latni.

Most
min f.,(ab) = f..((ab),) = fx(1611,7566) ~ 102,4905,

lasd a 97-3. abrat.

Az R, r (2r <R) és végiil f,; indul6 adatok felvétele utan

fck 2 minfck(ab)' (31)

Az (1), (25) és (31) egyenlitlenségek egyiittes teljesiilése szintén a megoldds sziikséges és elégséges
feltétele.

A pozittv a, b, ¢ ismeretében a megolddst a hdromszog-egyenlotlenség teljesiilésével ellenorizhetjiik.

A vizsgdlat programmal késziilt.

Most hdrom oldal (a, b, c) g a tobbi adat.

98. Koriilirt kor sugara, a beirt kor sugara (R,r,1,)
és egy hozzairt kor sugara

Rajzoljunk fel egy ABC altaldnos haromszoget, és jeldljiik a valasztott adatokat (98-1. 4bra).

Induljunk el a sugdregyenlétlenségbdl:

E. 17(1) 2r <R. (D

(1) a megoldds sziikséges feltétele.

98-1. abra
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Folytassuk a kovetkez6 hétismeretlenes (a, b, ¢, s, t,r,, },) egyenletrendszerrel, ahol (6) tulajdon-

képpen harom egyenlet:

(t=r"5, E. 32(4)
t>=s(s—a)(s—b)(s—c), E. 36(4)
4R=r,+r,+r.—1, E. 7(2)

11 1 1 1
r, 1, T. T

t t t
r,= ; ry = ; ro=—. E. 34(3)
\ s—a s—b s—c¢

Vezessiik be a kovetkezo jeloléseket:

rg+r,=4R+r—r.=u,
1 1 1 1

J— _—___:v’
r, r, T T.
ra+rb:u,
retry
o Th ’
u
g Trp=—.
v
r,+r,=u, r, =u—r,
u u
2 —
'y rb—;, re—u-r,+—=0,
4u 4u
u—qfu—— u+qfuz——
—_— v. —_— v-
Ta1 2 s Fao = 2 )
, 4u , 4u
u+/us—— u—4jus——
v vV
rblz—' rbzz—-
2 ’ 2

Az r, és r;, valos gyokok akkor és csak akkor pozitivak, ha:

u 4u
u>0, - >0, u>——>0.
v v

Har, =ry vagy r, =r,, vagy r, =r., akkor a hdromszog egyenld szdru,
ha r, = r, =r,, akkor pedig egyenl6 oldala.

Most (6)-bdl, (3)-bdl, majd (2)-bol:

_ t3 Pt ' »
" (s—a)(s—=b)(s—c) @ t2 ’

T Ty T
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szl TeTe (15)
r
amibél
t=r-s, (16)
és igy (6)-bol:
t t t
a=s——, b=s——, c=s——. 17
I'q 'y e

Példa. A 98-1. abra adataibdl elindulva:

700
R=25, r=——"—~112132; r,=10+15v2~ 31,2132,
20+30v2
u=4R+r—r. =80,
1 1 2
yV=———= —,
r r. 35
u
= = 1400,
A%
r, =40—10v2; roo =40+ 10v2;
rp; =40+ 10V/2; rps = 40—10v2;
s =20+ 30v2.
00
p=— 790 (20 + 30+/2) = 700.
20+ 30+/2
a; ~ 35,3553; a, ~ 49,4975;
b, ~ 49,4975; b, ~ 35,3553;

¢ ~ 40.

Az a,, b, megoldast a 98-1. dbrdn szaggatott vonallal jeloltiik.
(1) és (13) egyenlétlenségek egyiittes teljesiilése a megoldds sziikséges és elégséges feltétele.
Teljestil a hdromszog-egyenl6tlenség is, 1asd a 23. (r,, 1}, r.) feladatot.

A megolddsok szdma 0, 1 ha a hdromszog egyenlé oldali, 1 vagy 2 (egy szimmetrikus pdr), ha
egyenld szdru és 2 (egy szimmetrikus pdr), ha minden oldala kiilonb6z6, mint a példdban.

£
Most hdrom oldal (a, b, c) (12; a tobbi adat.
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274 A hdromsz6g meghatdrozdsdnak kiilonbozo esetei

99. Koriilirt kor sugara, a beirt kor sugara (R,r,a+b)
és két oldal osszege

Rajzoljunk fel egy ABC altalanos haromszoget, és jeloljiik a valasztott adatokat (99-1. &bra).

Induljunk el a sugdregyenlétlenségbdl:

E. 17(1) 2r <R. (1)

(1) a megoldds sziikséges feltétele.

99-1. 4bra

Folytassuk a kévetkez6 négyismeretlenes (ab,c,s, t) egyenletrendszerrel:

( abc
R_

= E. 11(17) 2)
{ t=r-s, E. 32(4) 3)
t2=s(s—a)(s—b)(s—c), E. 36(4) 4)
\ c=2s—(a+Db); & s—c=(a+b)—s. (5)
Kiiszoboljiik ki t-t (2)-bél és (3)-bdl, majd (3)-bdl és (4)-bél:
ab = 4Rrs’ ] 6)
c
{4Rrs =ab-c, (7)
r’.s=ab-(s—c)—s-(s—c)> (8)

Fejezziik ki ab-t (7)-bdl, hasznéljuk fel c-t, (s — c)-t (5)-bél, és helyettesitsiik (8)-ba:

_ 4Rr-§ . R RY
rz'g_—Zs—(a+b) ((a+b)—s)—g-((a+b)—s), )
r2-(25—(a+b)):4Rr-((a+b)—s)—(s—(a+b))z-(s+s—(a+b)), (10)
r?-(2s—(a+b))=4Rr-((a+b)—s)—(s—(a+ b)) -s—(s—(a+b))". (11)

Atalakitas utdn az s ismeretlen félkeriilet harmadfoki egyenletéhez jutunk R, r, (a + b) paraméte-
rekkel:
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99. Kortilirt kor sugara, a beirt kor sugara és két oldal dsszege 275
25> —5(a+Db) s>+
+(2r* + 4Rr + 4(a + b)*) s — (12)
—(r*+4Rr)(a+b)—(a+Db)*=0.
Ezutan ¢ (5)-bél, ab (6)-bdl szamolhato:
Az s,c,ab € R* a megoldds tovdbbi sziikséges feltétele. (13)
a+b=p, b=p—a,
ab=q, a*—pa+q=0,
_p—+vp*—4q _pt+vp*—4q
I, Ty a9
p o PHVPi—4q . Pp— VP4
1 2 ) 2 2 .
Az a és b valés gyokok akkor és csak akkor pozitivak, ha:
p>0, qg>0, p?>—4q>0. (15)
A pozitiv a, b, c ismeretében felirhatd a hdromszdog-egyenlétlenség:
E. 1(3) la—b|<c<a+b. (16)

Az a,b,c € R" és a hdromszog-egyenlbtlenség teljesiilése a megoldds sziikséges és elégséges feltétele.

Ha a = b vagy a = c, vagy b = c, akkor a haromszog egyenl6 szarq,
ha 2r =R, akkor pedig egyenld oldald, és a+ b =2v/3R=4+/3r.
Példa. A 99-1. 4bra adataibdl elindulva:

700

r=——"—"—a~11,2132; a+b=60v2~ 84,8528,
20+ 302

R =25;

253 — 4242641 - 5% +30172,7922 - s — 716 756,4928 = 0,

s; ~ 62,4264; s, = komplex; s; = komplex;
¢, ~ 40;
(ab), ~ 1750;
a;; ~ 35,3553; a;, ~49,4975;
by, ~ 49,4975; b,, ~ 35,3553.

Latszik, hogy csak az (1) index( eset ad megoldast.

Az a,,, b;, megoldast a 99-1. dbrdn szaggatott vonallal jeloltiik.
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276 A hdromsz6g meghatdrozdsdnak kiilonbozo esetei

A részletesebb vizsgalat:

Az R, r,(a + b) adatok felvétele utan kiszamitjuk s-et, a, b, c-t, mint a példaban, eztttal azonban
tovabbi pontokon, R-et és r-et paraméternek valasztva, majd felrajzoljuk a kapott sikgérbéket
egy (a+ b), a, b, c,s koordinata-rendszerben. Lathatd, hogy s(a + b), c(a + b) fiiggvények, a, b
sikgorbéje pedig egy a(a + b), b(a + b) fiiggvényre bonthaté (99-2. 4bra).

Az abraban a fliggvényeknél az (a + b) fiiggetlen valtozd jelolését az egyszerliség kedvéért most
elhagytuk, tovabba az a, b és b, a elsé bettii azt az esetet jelolik, amikor a < b, méasodik bet(iinél
pedig b < a, ugyanis a két fiiggvény felcserélhetd, ami a példabdl is latszik.

S

maxs ~ 62,9988 Paraméterek:
RO?) 25
=790 o 11,2132
20+ 30+/2
62,4264 Példa
mins & 62,3400
62
a,b,c,
s maxs | mins
; 49,5908
49,4975 50 = belda
b,a
47,0289
c
Pél
40 élda
37,5446 -
35,3553 \ Példa
31,9398 a,b
30
24 T T T T T T T T T T -
72 74 76 78 80 82 84 8 88 90 92 94 a+b
75,0893 78,9687 84,8528 87,1354 94,0579
b =a b = a==¢c¢
a=c b=c a=D>b
min(a + b) max(a + b)
99-2. abra

Az 4brabdl a példa a < b megoldasa is leolvashatd.
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99. Kortilirt kor sugara, a beirt kor sugara és két oldal dsszege 277

Az R, r (2r < R) felvétele utdn a 99-2. abrabdl is lathatd, hogy a + b egy minimum és egy
maximum kozott kell legyen, ami csak R-t6l és r-tél fligg. A min(a+ b)(R,r) és amax(a+b)(R,r)
kiszamitasahoz els6 1épésben szamoljuk ki (a+ b)-t maxs, illetve mins-nél. Ezt 95. (17) s(ab,R,1)
(R, r paraméterek) fiiggvény ab szerinti derivaldsaval, majd s’(ab) = 0 egyenletbdl nyert

(ab)®>—12Rr(ab)+8Rr*(4R+1r)=0 17)
egyenletbdl szamolhatjuk. Ahol s”(ab) < 0, ott lesz a maximum, ahol s”(ab) > 0, ott lesz a
minimum. Lasd 95. (30)-at.

A 99-2. dbra paramétereivel:

700

R=25 r=—""_
20 + 3042

~ 11,2132,

(ab), ~ 1502,0936;  (ab), ~ 1861,8675,

igy az

s= Lv ab—4Rr —r2

ab—4Rr
Osszefliggésbol
maxs & 62,9988; mins & 62,3400,
majd
o= 4Rrs
~ ab

felhasznalasaval

¢~ 47,0289; ¢ ~ 37,5446,
tovabba

a+b=2s—c,

és igy

a+ b~ 78,9687; a+ b~ 87,1354.
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278 A hdromsz6g meghatdrozdsdnak kiilonbozo esetei

Most (a + b) és ab-bdl (14) szerint szamolhatjuk a-t és b-t:

a~ 31,9398; a ~ 37,5446;
b ~ 47,0289; b ~ 49,5908;

c ~47,0289; c &~ 37,5446;
b=c; a=c.
A B
‘ mins
maxs
c b
C A
b
B C
a
99-3. abra 99-4. abra

A 99-2. abrabdl is lathatd, hogy harom egyenl6 szaru, egybevagd parrdl van szd, ahol a harom

par egymas elforgatottja, és a par egyik tagja maxs-hez, a masik tagja mins-hez tartozik. Lasd a
99-3. és a 99-4. abrakat.

max(a + b) ¢ min(a + b)

A kapott két haromszog oldalainak
permutéldsa (visszaforgatdsa) utan épp
a keresett szélsé értékeket kapjuk,

mins-nél a min(a + b)-t,
maxs-nél a max(a + b)-t.

Lasd a 99-5. abrat.

99-5. 4bra

min(a + b) ~ 75,0893; max(a + b) ~ 94,0579;

Az R, r és (a+ b) indul6 adatok felvétele utan:

[ 2r <R, min(a + b) < (a+ b) <max(a + b), (18)

a példanal 2-11,2132 < 25, 75,0893 < 84,8528 < 94,0579,
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100. Koriilirt kér sugara, a beirt kor sugara és két oldal kiilonbsége 279

egyenlotlenségek egyiittes teljesiilése szintén a megoldds sziikséges és elégséges feltétele.
A megolddsok szdma 0, 1 vagy 2 lehet, mely utébbi szimmetrikus pdr, a példdban 2.

A vizsgalat programmal késziilt.

Most hdrom oldal (a, b, c) g; a tobbi adat.

100. Koriilirt kor sugara, a beirt kor sugara (R,r,a—Db)
és két oldal kiillonbsége

Rajzoljunk fel egy ABC altaldnos hdaromszoget, és jeloljiik a valasztott adatokat (100-1. &bra).

MostR,r € R, és (a—b) €R.

100-1. 4bra 100-2. abra

Induljunk el a sugdregyenldtlenségbdl (1), a hdromszdog-egyenlétlenségbol (3), valamint a keriilet
és a sugarak (R, r) egyenl6tlenségébdl (4):

E. 17(1) 2r <R, (D
S:E:a+b+c’ 2)

2 2
E. 1(3) 2-la—b|<2c<2s<2-(a+b), 3
E. 19(9) 6v3 r < 2s<3v3R. 4)

(4)-ben az egyenlbség egyszerre 1ép fol mindkét helyen az egyenld oldalti hdromszog esetén.

(1), (3) és (4) egyenlébtlenségek teljesiilése a megoldds sziikséges feltétele.

© Hompola Istvan, Typotex, Budapest, 2026



280 A hdromsz6g meghatdrozdsdnak kiilonbozo esetei

Folytassuk a kovetkezé otismeretlenes (a, b, ¢, s, t) egyenletrendszerrel, ahol |a — b| = u, és (8)
kovetkezményeként kapott (9) és (10) vagylagos mint 6tédik egyenlet. Ezt lehet tudni, hiszen
(a — b)-t ismerjiik. Emiatt (8)-hoz hasonldan, a és b két egyenlete sem fliggetlen:

(
R= a_bc, E. 11(17) (5)
4t
t=r-s, E. 32(4) (6)
t>=s(s—a)(s—b)(s—c), E. 36(4) (7)
X a+b=2s—c, <& s—c=(a+b)—s, (8
2s—c+u 2s—c—u
- - >
a S b 5 a>b. ©))
la—b|=u . )

a:ﬂ, b:ﬂ’ a<bh. (10)

\ 2 2

Kiiszoboljiik ki t-t (5)-bdl és (6)-bol, valamint helyettesitsiik (9)-et vagy (10)-et. Ezutdn kiiszo-
boljiik ki t-t (6)-bdl és (7)-bol.

Vegyiik észre, hogy ab-t és u?-et (9)-bél vagy (10)-bé8l szdmoljuk, az ugyanaz.

2s—c+u 2s—c—u

4Rrs 2 5 ¢ (a1
r’.s=(s—a)(s—b)(s—c), (12)
4Rrs:25—c+u.25—c—u.c’ (13)
2 2
rz-s=C;u-CZu-(s—c), c2—u?>>0 1d.(3)-at (14)
{16Rrs = ((25 —c)? —uz) -c, 15)
4r? . s=(c>—u?)-(s—o), (16)
{16Rrs = ((23 —c)*— uz) ., (17)
4r2 - s=(c>—u?)-s—(*—u?) -c. (18)
Az s-et (18)-bdl kapjuk:
22y,
_(cf=u?)-c 19)

cZ—u2—4r2’

Az s € R"  a megoldds tovdbbi sziikséges feltétele. (20)

Folytassuk (17) atalakitdsaval:
16Rr - s = 4cs? —4c?s + ¢ —u’c, 21D

4c-52—(16Rr+4cz)-s+c-(cz—u2)=O. (22)
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Helyettesitsiik s2, illetve s helyére (19)-et:

2 .2)2 . 2
4c - (¢*-) Cz—(16Rr+4c2)-

(c2—u?)-c
(c2—u2—4r2) 2

c2—u2—4r2 +e-(?—u?)=0.

c2—u?— 4r2)2
Szorozzuk meg mindkét oldalt > 0 torttel:
c-(c2—u?)

4c? - (c*—u?)— (16Rr +4c*) - (c* —u?—4r>) + (c* —u*—4r?)* =o.

Beszorzas és 6sszevonds utan rendezziik az egyenletet ¢ fogyd hatvanyai szerint nullara.

Igy a c ismeretlen oldal negyedfoku egyenletéhez jutunk R, r,u paraméterekkel:

¢+ (8r2 —16Rr —2u?) ¢+ (16Rru? + 64Rr® + u* + 16r* + 8r2u?) = 0.

A ¢ € R" a megoldds tovdbbi sziikséges feltétele.

(23)

(24)

(25)

Ezutan az s félkertlet (19)-bdl, (a + b) (8)-bdl, végiil a és b (9), illetve (10)-bdl szamolhaté attdl

fliggben, hogy melyik a nagyobb. Ezt lehet tudni, hiszen (a — b)-t ismerjiik.

Az a,b,c € R" és a hdromszog-egyenlbtlenség teljesiilése a megoldds sziikséges és elégséges feltétele.

Az a=Db, |a—b| =u =0 esetén a haromszog egyenld szari. Lasd még a 101. feladatot. Egyenl6

szaru lehet még a = ¢ vagy b = c esetén is.

Ha 2r =R, akkor a haromszog egyenl6 oldald, és |a — b| =u = 0.

Példa. A 100-1. 4bra adataibdl elindulva:

00
R=25; r= _ 700 ~11,2132; a—b=—-10V2~—14,1421 (a < b);
20+ 30+/2
ekkor u = |a—b| =|—10v2| = 10V2 ~ 14,1421;
c*—3879,3939 - ¢2 +3647030,2783 = 0,
c; ~ —40; Cy A 40; c3 A~ —47,7430; ¢y ~47,7430;
5o A 62,4264; 54 & 62,9747,
(a +b), ~ 84,8528; (a+Db), ~ 78,2064;

a, ~ 35,3553; b, ~49,4975;  a,~32,0321; b, ~ 46,1743

Lathato, hogy csak a (2), illetve a (4) index( eset ad megoldast.

Az a,, b,, c, megoldds a 100-1. 4brdn, az a,, b,, c, megoldas pedig a 100-2. dbran lathatd.
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282 A hdromsz6g meghatdrozdsdnak kiilonbozo esetei

A részletesebb vizsgalat: R, r, |a — b| adatok felvétele utan kiszamoljuk c-t, mint a példaban,
ezuttal azonban tovdbbi pontokon R-et és r-et paraméternek vdlasztva, majd felrajzoljuk a
sikgorbe grafikonjat egy c, |a — b| = u koordindta-rendszerben. Lathatd, hogy fiiggvényt kapunk
(100-3. abra). Az abrabdl is latszik, hogy |a — b|-ra igaz kell legyen:

[ 0 <|a—b| <max|a—b|. ] (26)

(1), (3), (4) és (26) egyenlitlenségek egyiittes teljestilése szintén a megoldds sziikséges és elégséges
feltétele. (3) miatt a hdromszog-egyenlotlenség is teljestil.

la—b|=u,
16,0424 | maxla =0l
141421 1 FElda
10 4 Paraméterek:
R=25 u(c)
ra 11,2132
2 —
0 x . Y .
20 30 40 47.74 54
31,94 44 69 49,59
Cy Cy
100-3. abra

Az 4brabdl a példa mindkét megoldasa is leolvashato.

A max |a — b| = maxu(c) kiszamitasdhoz els6 1épésben derivaljuk az u(c) implicit fiiggvényt c
szerint (R, r paraméterek), ldsd (25)-6t. Majd u’(c) = 0 és 4c (¢ > 0)-val val6 osztds utdn kapjuk,
hogy

[ c? +4r% —8Rr = u?(c). ] (27)

Ha ezt visszahelyettesitjiik (25)-be, akkor megkapjuk azt az egyenletet, amib6l max|a — b| =
= maxu(c)-hoz tartozé ¢ szamolhato:

[ 2 +4r*—4R*=0. ] (28)
. . . 700
A 100-3. dbra paramétereivel: R=25; r=———~11,2132;
20 +30+/2

¢, ~ 44,6884; c, ~ —44,6884.

© Hompola Istvan, Typotex, Budapest, 2026



101. Koriilirt kér sugara, a beirt kor sugara és a hdromszog egyenld szdri 283

A negativ érték nyilvan nem értelmezett, ezért ¢ = ¢;, és most maxu(c) (27)-bol:

maxu(c) ~ 16,0424.

Mivel u”(c) eléallitdsa nehézkes, hogy maximumrdl van sz, azt az u(c) fiiggvény néhdny ponton
torténd helyettesitésébdl is lehet latni.

A megolddsok szama 0, 1 vagy 2 lehet, a példdban 2. Lasd a 100-1., 100-2. és 100-3. abrdkat.

A vizsgdlat programmal késziilt.

Most hdrom oldal (a, b, c) g a tobbi adat.

101. Koriilirt kor sugara, a beirt kor sugara (R,r,a=Db)
és a haromszog egyenl6 szaru

Rajzoljunk fel egy ilyen ABC hdromszadget, és jeldljiik a vdlasztott adatokat (101-1. dbra).

C, C,

"v r
.r A/2 .

A c/2 c/2 B

c/2 B

101-1. 4bra 101-2. 4bra

Induljunk el a sugdregyenldtlenségbdl (1), az a = b feltételbdl (3), valamint a keriilet és a sugarak
(R, r) egyenlétlenségébdl (4):

E. 17(1) 2r <R, (D
E. 1(3) 0<2c<2s=2a+c=2b+c<2(a+b)=4a=4b, 3)
E. 19(9) 6v3 r <25 <3vV3R. 4)

(4)-ben az egyenl6ség egyszerre 1ép fol mindkét helyen az egyenl6 oldalt haromszog esetén.

(1), (3) és (4) egyenldtlenségek teljesiilése a megoldds sziikséges feltétele.

© Hompola Istvan, Typotex, Budapest, 2026



284 A hdromsz6g meghatdrozdsdnak kiilonbozo esetei

Folytassuk a kovetkez6 otismeretlenes (a, b, c,s, t) egyenletrendszerrel, ahol (9) a feltételt és
annak kovetkezményeit tartalmazdé 6todik egyenlet:

’
R= a—bc, E. 11(17) (5)
4t

t=r-s, E. 32(4) (6)
1 t>2=s(s—a)(s—Db)(s—c), E. 36(4) (7)
a+b=2s—c & s—c=(a+b)—s, (8)
la—b|=u=0; a:25—c; b=25_c; a=>b. 9

2 2

A tovabbiakban ugy, mint ahogy a 100. feladatban lattuk, azzal a kiilonbséggel, hogy most u = 0:

CB

S= a7 (10)
c*+(8r?—16Rr)c? + 64Rr3 + 16r* = 0. (11)
A c €R* amegoldds sziikséges feltétele (Idsd (3)-at). (12)

Ezutan az s félkeriilet (10)-bdl, a + b (8)-bdl, majd a és b (9)-bol szamolhato.

Példa. A 101-1. abra adataibdl elindulva:

R=25, r=10v/5—-10~12,3607; a=D),

c¢*—3721,9807 - ¢ +3395169,0784 = 0,

c; = —40; cy = 40; c3 ~ —46,0650; ¢4 ~ 46,0650;
s, ~ 64,7214, S4 A 64,6986;
(a+ b), ~ 89,4427; (a+b), ~ 83,3323;

a, = b, ~ 44,7214, a, = b, ~ 41,6661.

Lathatd, hogy csak a (2), illetve a (4) indext(i eset ad megoldast.

Az a,, b,, c, megoldds a 101-1. 4brdn, az a,, b,, c, megoldas pedig a 101-2. abran lathatd.
Egyenl6 szdru lesz még a hdromszog az a = ¢ vagy b = c induld feltétel esetén is,

2r =R esetén pedig egyenld oldala.

(1), (3), (4) egyenlétlenségek egyiittes teljesiilése a megoldds sziikséges és elégséges feltétele.
(3) miatt a hdromszog-egyenlétlenség is teljesiil.
A megolddsok szdma 0, 1 vagy 2 lehet, a példdban 2.

A pogzitiv a, b, c ismeretében a megolddst a hdromszog-egyenlétlenség teljesiilésével ellendrizhetjiik.

£
Most hdrom oldal (a, b,c) (12; a tobbi adat.
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102. Egy oldal, a hozzd tartozé magassdg és még egy oldal 285
102. Egy oldal, a hozza tartozé magassag és még (c,m,,Db)
egy oldal
(29.£) (1.£)
Lasd: (b,c,m.) = (a, b,c) = a t6bbi adat.
103. Egy oldal, a hozza tartozé magassag és az (c,m.B)
oldalon fekvo egyik szog (egyértelmii)
(61.£) (1.£)
Lasd: (c,8,m.,) = (a, b,c) = a tobbi adat.
104. Egy oldal, a hozza tartoz6 magassag és ezen (c,m,,7r)
oldallal szemben fekvo6 szog
(45.£) (1.£) ]
Lasd: (c,y,m.) = (a, b,c) = a tobbi adat.
105. Egy oldal, a hozza tartozé magassag és a teriilet (c,m,t)
Ha c, m, és t felvétele utdn
c-m
t = =y 1
> (D
akkor nincs harom fiiggetlen adat, nincs egyértelm(i megoldas.
Ha c, m, és t felvétele utan
c-m
t <, 2
# 2 (2)
akkor ellentmondd, nincs megoldas.
106. Egy oldal, a hozza tartozé magassag és a keriilet (c,m_,k)
c-m
t= - 1
2 (1
A c és m, felvétele utan k-nak minimuma van:
2
rninkzmin(a+b)+c=2-\(%) +m2+c=,4/c2+4m?+c, 2)
k > mink. (3)

(3) a megoldds sziikséges és elégséges feltétele.

(79.£) af)
Most (t,k,c) = (a, b,c) = a t6bbi adat.
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107. Egy oldal, a hozza tartozé magassag és még (c,m,,my)
egy magassag

c-m b-m c-m
t=-—~<=-—"2L = bh=—F. (1
2 2 my,
Mivel ¢ és m, felvétele utdn min b = m, tehat:
c-m
minb =m, < <=, (2)
my
majd ebbdl kapjuk a feltételt m,-re (107-1. abra).
0 <my, <maxm, =c a megoldds sziikséges és elégséges feltétele. 3

C, Gy
Thalész-kor
A megoldasok szdma legfeljebb 2, pontosabban:
My Mo * b < m, esetén nincs megoldas,
B

A c B * b =m, esetén egy megoldas van (a = 90°),
m

b * b > m, esetén két megoldds van, mint a

107-1. &dbran.

107-1. 4bra

(29.£) af .
Most (b,c,m.) = (a, b,c) = a tébbi adat.
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108. Egy oldal, a hozza tartozé magassag és a hozza (c,m,,s.)
tartozo sulyvonal

Rajzoljunk fel egy ABC dltalanos haromszoget, €s jeloljiik a valasztott adatokat, valamint m,
talppontjat E-vel, AB = c oldal felezépontjat pedig F-fel. (108-1. 4bra).

Ekkor az EF C; haromszogben felirhatd:

sing = e (D

c

Vizsgaljuk meg a lehetséges értékeket:

esinp>1, s.<m, (1.1

C

esetén nincs megoldas,

esinp=1, s.=m, (1.2)

a esetén egy megoldds van,
B\ 2
_ o _ — ¢ 2
A C/2 F C/ZE B @—90, a=b= (5) -|-SC
108-1. dbra a hdaromszog egyenlo szara

(esetlegesen egyenl6 oldalud),

esinp <1, s.>m, (1.3)

c

esetén pedig két megoldas van (108-1. dbra):

m
(p; = arcsin — < 90°, Y, = 180°— p; > 90°.

C

A hidnyzdé a és b oldal ezutdn a koszinusztétellel szamolhato:

2 2
c c
E. 12(22) al:\(i) +52—c-5,-COS Py; azz\(i) +52—C-5,°COS (Py;

E.12(22) p, = \ (%)2 +52—c-s.-COS (Py; b, = \J (%)2 +52—c-5,-COS Q.
Az a,, b, megolddst a 108-1. abran szaggatott vonallal jeloltiik.
Egyenl6 szaru lesz még a haromszog a = ¢ vagy b = ¢ esetén is.
Derékszogt lesz a hdromszog, has, = % (y =90°) vagy m, = a (8 = 90°), vagy m, = b (a = 90°),
m,=s,= ? esetén pedig egyenld oldalu lesz.
A megolddsok szdma 0, 1 vagy 2 lehet, mely utébbi egy szimmetrikus pdr, mint a 108-1. dbrdn.
Most hdrom oldal (a, b, c) g a tobbi adat.
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109. Egy oldal, a hozza tartozé magassag és egy (c,m_,sp)
masik salyvonal

Rajzoljunk fel egy ABC altaldnos hdaromszoget, és jeloljiik a valasztott adatokat (109-1. &bra).

Induljunk el a tertilet két képletébdl:

c-m, _s. C-Sp-Singy
2 2 ’
hiszen a sulyvonal felezi a teriiletet.
Ebbdl:

t= (D

. m.
sing = X 2
b

Vizsgaljuk meg a lehetséges értékeket:

. mC

esinpg>1, s5,< ? 2.1
109-1. abra esetén nincs megoldas.
. mC

e sinyp = 1, Sp = ? (2.2)

esetén egy megoldas van (109-2. dbra),

@ =90° (s; és c merdlegesek),

b=2-4/c2+5s3,

. mg o
a= arcsmT < 90°,

a= \/b2+c2—2bc-cosa.

109-2. dbra

. mC
e sinp <1, s> 5 (2.3)
esetén pedig két megoldas van (109-1. abra):
m
(, = arcsin 2—C < 90°, Y, =180°— p; > 90°.
Sb

A b oldal ezutdn két oldal és a kozbezart szog (c, s;, @1, illetve ¢,) ismeretében a koszinusz-
tétellel szamolhatd. Ezt kovetéen a-t a tétel atrendezésével, majd a hidnyzdé a oldalt szintén a
koszinusztétellel szamolhatjuk:

E.12(22) b, =2- \/c2 + 57 —2cs;, - COS Py b,=2- \/c2 +57 —2cs}, - COS Py

2 2
b b
- +CZ—S§ -2 +c2—s§
2 2

E.12(14) a, = arccos ; a, = arccos

b2'c
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E.12(22) a, = \/bf +¢2—2byc-cosa; a, = \/bg +c2—2b,c - cos a,.

A (2) index{ megoldast a 109-1. dbran szaggatott vonallal jeloltiik.

o Cy
A c B
109-3. abra

A két megoldas koziil az egyik lehet egyenl6 szar, egyenl6 oldali, vagy derékszogli haromszog.
A 109-3. 4dbran a C; megoldas az egyenl6 oldalt esetet mutatja.

A megolddsok szdma 0, 1 vagy 2 lehet sin p-tdl fiiggden.

£
Most hdrom oldal (a, b, c) (1:; a tobbi adat.

110. Egy oldal, a hozza tartozé magassag és a hozza (c,m,f.)
tartozo belsé szogfelez6

Rajzoljunk fel egy ABC 4ltaldnos hdromszoget, és jeloljiik a valasztott adatokat, valamint f, belsé
szogfelezo c oldali pontjat D-vel (110-1. &bra).

Induljuk el a konnyen felirhaté sin ¢-bél,

. m,
sing = f—, (1)

és vizsgaljuk meg a lehetséges értékeket:

110-1. abra
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. m . .
e sinp=—7>1 esetén nincs megoldds,
c

m
e sinp=—=1& ¢ =90° esetén egy megoldas van,
C

hiszen m, = f. miatt a hdromszog egyenlé szaru, és ha még

cv3

m,=f. = 0 akkor a haromszog egyenl6 oldald,

. mg o
¢, = arcsin — < 90°,

e sinp= Me o1 { ¢ esetén két megoldas van.

@, = 180°— @, > 90°,

C

Folytassuk a szinusztétel felirasaval a BC, D, illetve az AC; D haromszogekben.

Vegyiik figyelembe, hogy sin 3 = sin(180°— f3) = sin (ap + g)

((a  ac 1 f.
sing  a+b .V ’
sz sin(tp+g)
| b bc 1 f.
sing  a+b sinr_ Y '
2 sin| ¢—=
L 2

A (2) és (3) egyenletekbdl:

( f.-sing
a=——
. Y
+ =
sm(go 2)
{ b f.-singp

sin (np — g)

(a+b)-sinZ=c-sincp.
\ 2

Most kiiszoboljiik ki a-t és b-t (4), (5) és (6)-bdl:

fosing  foesimg | v c. sing,

sin(np+§) sin(gp—g) 2
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y_, Sn(erg) (o))

f.+sin (8)
2 sin(cp—g)+sm(<p + )
y (singo -cos£+coscp-sing)-(simp -cosg—cosgo-sing)
forsin-=c- ) )
2 sin@-cosg—wﬁg+sinw-cosg+wsin)§
y sin? ¢ -coszg cos? ¢ - sin® = !
fe -sinE =c- ) (10)

. Y
2sin @ : cos —
P05,

J% 2- smg cosg smgo=sin2<p-coszg—coszgo-sinzg, /:(sing-cosg) (11)
fe

. . 1 . Y Y
. - 2  — — — 2 . — . —
. 2-sinp =sin” ¢ v (1 sin cp) tg —. / tg2 (12)

2
t —_
&2
Rendezziik az egyenletet tgg fogy6 hatvanyai szerint nullara. gy tgg masodfoku egyenletéhez

jutunk c, f., sin ¢ paraméterekkel:

(1—sin?¢)-t g2£+2 Je singo-tgg—sinzgozo. ] (13)

A tgg eR” (0" < g < 90°) a megoldds sziikséges feltétele. (14)
Y Y

- = tg| tg— |. 15

—— s

A ¢ (1)-bdl, g (13)-bdl, majd eztuan a és b (4), ill. (5)-bdl szamolhatd.

Az (1.2) és (14) vagy (1.3) és (14) egyiittes teljestilése a megoldds sziikséges és elégséges feltétele.
Példa. A 110-1. abra adataibodl elindulva:

35410
c=40; m,=35;, f = 3

3v10
sinp = o ~ 0,9487; ¢, ~71,5651° ¢, ~ 108,4349°,

2X 4 1,75. tgg—09 0,

~ 36,8932,

0,1-tg

Y
; tg - =—18.
5

Y
tg— =
&5

NI~ DN|

Y

A negativ érték nyilvdn nem értelmezett 0° < = < 90° miatt.

© Hompola Istvan, Typotex, Budapest, 2026



292 A hdromsz6g meghatdrozdsdnak kiilonbozo esetei

A pozitiv értékbél pedig g ~ 26,5651°, amivel:

1+ 5 ~98,1301% oy + L 135
Y Y
— — A 45°%; — — ~ 81,8699°.
Y1 5 P2 5
a; ~ 35,3553; a, ~ 49,4975;
b, &~ 49,4975; b, ~ 35,3553.

Az a,, b, megoldast a 110-1. dbrdn szaggatott vonallal jeloltiik.

A megolddsok szdma 0, 1 vagy 2 (egy szimmetrikus pdr) lehet sin ¢-tdl fiiggben, a példdban 2.

£
Most hdrom oldal (a, b, c) (1=; a tobbi adat.

111. Egy oldal, a hozza tartozé magassag és egy (c,m, f,)
masik belso szogfelez6 (egyértelmii)

Rajzoljunk fel egy ABC altalanos haromszoget, €és jeloljiik a valasztott adatokat (111-1. 4bra).

Induljunk el b és f, bels6 szogfelezé képleteibol
(1), (2) mint egy kétismeretlenes (b, a) egyenlet-
rendszerbdl:
b=, ©)
sina
2bc o
E. 28(1 = - COS —. 2
@) fa bTe > (2)
111-1. abra
Helyettesitsiik (1)-et (2)-be, igy b-t kikiiszobolhetjiik:
fa-(fnc +c):2- .mc -c-cosg, /-sina (3)
sina sina 2
a a
a. C+ . o1 :2 . C' -, :(a. _)
fo-(m.+c-sina) c-m cos2 / f. cos2
2.5inZ . cos X
m, c sm2 COSZ_Z'c-mC
a + a - f :
cos — cos — a
2 2
Attériink tg g—re, lasd E. 9(28)-at. 4
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a
, R 2cm, , o
E. 9(28) me- /118" 5 +2c: = | 1+1g> (5)
\/1+tg2— ¢
2
a a 2cm a
A14+tg? = |+2c-tg= = ¢ J1+tg2 =, 2 6
mc( gz) cgy = Y1+es [0 (6)

2 2 4@ 2 2% 2 2% a 3% _
m_ +m: - tg §+4c - tg E+2mc-tg §+4cmc-tg§+4cmc-tg 5=

4c’m?  4c*m? ,a
= + g% =,

Rendezziik az egyenletet tg x fogyé hatvanyai szerint nullara. Igy tgg negyedfoku egyenletéhez

jutunk ¢, m, f, paraméterekkel:

2. 1g* 2 4 dcm, - tg® —+
m - tg o +dcm, - tg” o
4c®m?
+ (me +4c* — TC) - tg? %+ (7)
a ) 4c*m?
+4cm, - tg -+ m: — 72 =0.
a t (e Q o L ;
A thGR (O < 3 <90) a megoldds sziikséges feltétele. (8)
a=2-arctg(tgg). 9

Az m, és a ismeretében a b oldal (1)-bdl, majd ezutan az a oldal a koszinusztétellel szamolhato:

E. 12(22) a= \/b2 +c2—2bc-cosa. ] (10)

Példa. A 111-1. 4bra adataibdl elindulva:

2-354/2- 40 - 05 22,5°
c=40; m, =35 f,= ¥2:40- cos ~ 40,8769,
352+ 40

1225 - tg* g +5600 - tg® g +4157,9690 - tg? g +5600 - tg g —3467,0310 =0,

(tgg) ~ 0,4142; (tgg) ~ —4,0548; (tgg) = komplex; (tgg) = komplex.
2 /1 2/, 2 )3 2 )4
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Lathato, hogy csak az (1) index( eset ad megoldast:

a ~ 45°%; b ~ 49,4975; a ~ 35,3553.
Ha f, belsé szogfelez6 (2) képletét megvizsgaljuk, megallapithatjuk, hogy rogzitett c és m, esetén,
ha a tart 180°-hoz, akkor f, tart nulldhoz, ha pedig a tart nulldhoz, akkor f, tart 2c-hez, vagyis

f,-nak fels6 hatdra is van (111-2. 4bra).

C C

111-2. abra
) 2c a a
lim cos— | =0; lim -cos— | = 2c. 11D
a—180— | 1 4 < 2 a=0+ | 1 4 < 2
b b
Adott ¢,m, € R* indulé adatok esetén tehat:
0=inff, < f, <supf, = 2c. (12)

Igy (8) és (12) egyiittes teljesiilése a megoldds sziikséges és elégséges feltétele.

3
Az m =f,= E¥°  esetén a haromszog egyenl6 oldald.
A megolddsok szdma (7) pozitiv valés gyokeinek szdmdtdl fiigg, 0 vagy 1 lehet, a példdban 1.

Ha van megoldds akkor csak egy van. A feladat megolddsa egyértelmtl.

Most hdrom oldal (a, b, c) g; a tobbi adat.

112. Egy oldal, a hozza tartozé magassag és a hozza (c,m_, f.i)
tartozo kiils6 szogfelezo

Rajzoljunk fel egy ABC hdromszoget ugy, hogy:

E. 2(3) a<b&s=a<f <180°—a=a<90°, (D

és jeloljiik a vdlasztott adatokat, valamint f,. bels6 szogfelez6 c oldali pontjdt E-vel (112-1. dbra).
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112-1. abra
Induljunk el a |cos ¢| lehetséges értékeinek vizsgalatabol:
. o m,
|cos | = |sin(90° — )| = —. (2)
fck
o |cosp|=1 vagy |cosp|=0 (p=90° esetén nincs megoldas, (3)
e 0<]|cosp|<1 esetén két megoldas van: 4)
0, = arccos JT— <90°,  (p, = 180°— p; > 90°. 4.1)
ck
frjuk fol a szinusztételt a BC,E és az AC,E haromszogekben, ahol sin ¢ = T <1: (5)
([ a ac 1 c
— = L T S ™ (6)
singa+ sina sin(tp-l—i)
E.11(12
(12) | b bc 1 fe
sintp:a+b'- Y = Y 7)
sin — i — =
| ; sin(e=3)
mC
a= ,
sin (cp + I)
(8)
b= —
sin ((p — 5)
Hasznaljuk fel a 110. feladat (13) egyenletét:
(1—sin2cp)-tg2£+2-£-sincp-tgg—sinch=0, 9)
c

C

) m
majd f, =

sin

egyenletéhez jutunk c, m,, | cos ¢ | paraméterekkel:

© Hompola Istvan, Typotex, Budapest, 2026

(lasd (5)-6t) és cos’¢ = |cose|* figyelembevételével tgg mdsodfoku



296 A hdromsz6g meghatdrozdsdnak kiilonbozo esetei

21

m
|cos p|? - tg +2-—C-th+|coscp|2—1=O.
2 c 2

A tgg eR” (O" < g < 90°) a megoldds sziikséges feltétele,

Y Y
=~ =arctg| tg = |.
2 arc g( gz)

A ¢ (4)-bol, g (10)-bdl, majd ezutan a és b (8)-bdl szamolhatd.

(10)

(11)

(12)

A haromszog egyenld szart lehet a = ¢ vagy b = ¢ esetén, egyenlé oldali azonban az a # b miatt

nem lehet.

(4) és (11) egyiittes teljesiilése a megoldds sziikséges és elégséges feltétele.

Példa. A 112-1. 4bra adataibdl elindulva:

c=40; m,=35; f,=35v10~110,6797,

V10
|cos | = To <1 ¢ ~ 71,5651°% ¢, A~ 108,4349°,
Y Y
0,1-tg?~+1,75-tg=—0,9=0,

&5 &5
y_ 1 Y

tg— = —; tg — = —18.
§573 85

A negativ érték nyilvdn nem ad megoldast.

A pozitiv értékbol pedig g A 26,5651°, amivel:

oy + g ~98,1301% @, + g ~ 135°%

Y Y
— — & 45°; — — & 81,8699°;
¥1 5 P2 5
a; ~ 35,3553; a, ~ 49,4975;
b, ~ 49,4975; b, ~ 35,3553.

Az a,, b, megolddst a 112-1. dbran szaggatott vonallal jeloltiik.

A megolddsok szdma 0 vagy 2 (egy szimmetrikus pdr) lehet, a példdban 2.

A (4) azt is jelenti, hogy c és m, felvétele utan f,;-nak alsé hatdra van, pontosabban f,; > m, kell

legyen (112-1. abra).
(1.£)
Most hdrom oldal (a, b, c) 1=> a tobbi adat.
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113. Egy oldal, a hozza tartozé magassag és egy (c,m, fai)
masik oldalhoz tartozé kiils6 szogfelez6

Rajzoljunk fel egy ABC hdromszoget ugy, hogy:

. m
m, <c, a < arcsin —, (1)
c

és jeloljiik a vdlasztott adatokat (113-1. dbra).

Induljunk el b (2) és f,; kiils6 szogfelezé (3) kép-
letébdl, mint egy kétismeretlenes (b, a) egyenlet-
rendszerbdl:
b= <, @
sina
2b
E.30(3) fu=—sine, b#c. (3)
|b—c| 2
b—c| {b—c, ha b > c, “4)
cCl=
—(b—c)=c—b, hab<ec. (5)
113-1. abra
Mivel most b # c, ezért ¢ és m, viszonyara a kovetkezé esetek lehetségesek (113-1. abra):
e m.>c, akkor b>minb=m,>c minden a-ra, (6)
m
e m.=c, akkor a # arcsin— =90°, mas a-ra b>c, (7)
c
e m.<c vagy a< arcsin&, akkor b>c, (8.1)
c
vagy a > 180°—arcsin &, akkor b>c, (8.2)
c
. m, . m,
vagy arcsin— < a < 180°—arcsin —, akkor b < c. (8.3)
c c
Folytassuk (2) helyettesitésével (3)-ba:
m
Far * Tnc —6‘22' —< -c-sing, /-sina 9
sina sina 2
fak-lmc—c-sinal:2-mc-c-sin%, /:(sing-fak) (10)
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. a a
c+-2-sin—-cos—
2 2

m. _ 2cm,
—a — = o an
sSin — sSin — ak
Attériink tg%—re, lasd E. 9(28)-at. 12)
m, - 4|1+tg?=
¢ & 2 2c 2cm, a , a
- _ == g 1+tg 5 (13)
85 1/1+tg2§ ak
a a 2cm a a
m, - 1+t2—)—2c-t —’: Cotg—4/1+tg—, 2 14
‘( g3 8o|= . 83 g3 10 (14)
2 2 2 2 . 4@ a 3 & 2 . 2@
+2me-tg—+m-tg' ——4 -tg——4 -tg® — +4c” - tgt — = 15
mC mc g 2 mc g 2 CmC g2 Cmc g 2 C g 2 ( )

2 2.2
4c mc' ,a 4c m; e’

a , a
Kiemelések utan rendezziik az egyenletet tg ) fogyo hatvanyai szerint nullara. Igy tg ) negyed-

foku egyenletéhez jutunk c, m, f,; paraméterekkel:

2

‘I-CZTTl2 a a
(mf — —C) -tg? o —dem, tg® ot
ak

- (16)
4c mc a a
+ 2mf+4<:2——2 tg® = —4cm, ~tg—+mf =0.
) 2 2
a a o ;
A th €R* (0" < ) < 90°) a megoldds sziikséges feltétele. (17)
a
a=2-arctg(tg5). (18)
m
[ b=—. ] (19)
sina
A hidnyz6 a oldal ezutdn a koszinusztétellel szdmolhato:
E. 12(22) [ a=+/b2+c2—2bc-cosa. ] (20)
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1. példa. A 113-1. dbra ABC; haromszogének adataibdl elindulva:

280V 50 +31+/2
17

c=40; m, =35 [f,= ~ 159,5528,

917,0310 - tg* g — 5600 - tg® % +8542,0310 - tg? % — 5600 - tgg +1225 =0,

a a
(tg —) ~ 0,4142; (tg —) A 4,2271;
21 2/
a, & 45°%; a, ~ 153,3809°%
b, ~ 49,4975; b, ~ 78,1149;
a; ~ 35,3553; a, ~115,2768.

2. példa:

c=40; m, =35, f,; =400,

1176-tg4%—5600-tg3 g +8801 -tg2%—5600-tg% +1225 =0,

(tg%) ~ 0,4970: (tgﬁ) ~ 0,8640; (tgg) ~1,0180; (tgg) ~ 2,3829;
21 2/ 2 /3 2/,

a; ~ 52,8548°; a, ~ 81,6540°; a; ~91,0221°; a, ~ 134,4687°;
b, ~ 43,9087, b, ~ 35,3746; b; ~ 35,0056; b, ~ 49,0448;
a; ~ 37,5084; a, ~ 49,4023; a; ~ 53,6223; a, ~ 82,1824.

A 113-2. abrabdl mindkét példa valamennyi megolddsa leolvashaté.
A részletesebb vizsgalat:

Lathatd, hogy f,; megvéltozasa a gyokok szamdnak megvaltozdsat eredményezi. Ennek megérté-
séhez el6szor allitsuk el6 az f,; (a) fliggvényt (11)-bol, majd vizsgaljuk meg.

m
1. Legyen — <1 (113-1. &bra, 113-2. 4bra). Ekkor:
c

oa
2m, - s1n§
fal@) = g, (21)
— —sina
c
. m,
a, = arcsin — < 90°. (22)
c
. . m.
sina, =sin(180°—a,) = — < 1, a # a,, a # 180°— a,. (23)
c
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300 A hdromsz6g meghatdrozdsdnak kiilonbozo esetei

Vizsgéljuk meg (21) fiiggvény hatarértékeit:

i, S ) =0 Jm fale)=2c, (24)
lim fy(a) = +o00, im  fo(a) = +oo. (25)
a—ag a— °—a0

Az f,(a)-nak tehat a, < a < 180° — a, kozott lokalis minimuma kell legyen, ami az f, (a) =0
m
—— sina’ =|sina,—sina| =sina — — > 0) egyenletb8l nyert
c c

&

a m a m
2tg° = — —<-tg? ———<=0 26
[ g5 ¢ By ] (26)

egyenletbol szamolhato.
A tgg eR* (0° < g < 90°), lésd még (17)-et.

A 113-2. 4dbra paramétereivel tehat:

Ha c=40, m. =35,
. 35
akkor a, = arcsin 20 ~ 61,0450° 180°—a,~ 118,9550°
és Qin ~ 86,2391°; min . (a) ~ 389,4829.

fak A
Paraméterek:
800 - c=40
m. =35
600 — fax(a@)
2. példa
400 min f,;(a) ~ 389,4829
200 — 1. példa
2c =80
0 < T T T T T T T T T ‘a
0° 20°  40° 60° 80° 100° 120° 140° 160° 180°
Ay Amin 180° — Ay
113-2. abra
mC 7
2. Legyen — =1 (113-3. 4dbra). Ekkor:
c
2m, - sin %
fak(a) = . 5 (27)
1—sina
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m
a # a, = arcsin — = arcsin 1 = 90°. (28)
C
fak A
Paraméterek:
800 — c=40
fax(a) m, = 40
600 -
400 -
200
2c =80
0 < 1 x x x x x x x x S
0° 20°  40° 60° 80° 100° 120° 140° 160° 180°
2%
113-3. abra
7 .. mC 4
3. Végiil legyen — > 1 (113-4. abra). Ekkor:
c
. a
2m, - sin 3
fak(a) = m . (29)
c .
— —sina
c
fak
Paraméterek:
600 - c=40
m. =50
400 -
max f,(a) ~ 290,9429
200 - far(@) \
2¢ =80
0 T T T T T T T T T o
0° 20°  40° 60° 80° 100° 120° 140° 160° 180°
amax
113-4. abra

m
Most az f, (a) =0, (—C —sina > O) egyenletbdl szintén (26) nyerhetd, ami ¢ =40 és m, = 50
c

paramétereknél:
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2-tg3%—1,25-tgzg—1,25=0,

a (o}
tgz ~1,1217; ar~2-arctg1,1217 ~ 96,5667° = a4, -

A max f ;. (a) ezutan (29)-b6l szamolhaté: max f,(a) ~ 290,9429.

Lathatd, hogy f,.(a)-nak m, > c esetén maximuma van, ami azt is jelenti, hogy f,;-t felvéve
fak > max f,;(a) esetén nincs megoldas.

Visszatérve a 113-1. abrahoz, lathatd, hogy a = b vagy a = ¢ esetén a haromszog egyenl6 szar,
b # ¢ miatt azonban egyenl6 oldali nem lehet.

A vizsgalatbdl az is kidertil, hogy a (16)-bdl szamolt tg% € R" a megoldds sziikséges és elégséges
feltétele.

A megolddsok szdma (16) pozitiv valds gyokeinek szdmdtdl fiigg, 0, 1, 2, 3, ill. 4 lehet, az 1.
példdban 2, a 2. példdban 4.

Megjegyzés: Helyi minimumndl f/}(a) > 0, a helyi maximumnal f/,(a) < 0. Mivel f/ (a)
el6allitasa nehézkes, hogy minimumrdl vagy maximumrol van szé, arra a fiiggvény felvazolasa
utdn is lehet kovetkeztetni.

A vizsgdlat programmal késziilt.

Most hdrom oldal (a, b, c) g a tobbi adat.

114. Egy oldal, a hozza tartozé magassag és a koriilirt (c,m.,R)
kor sugara

Rajzoljunk fel egy ABC altalanos haromszoget, és jeloljiik a valasztott adatokat (114-1. dbra).

Induljunk el a konnyen felirhatd siny-bdl, majd
keresstink feltételt az indulé adathdrmasra:

c
E.11(11 siny = —. 1
(11) T= o5 (1)
C

— <1, 2
2R 2)

= arcsin < <90° 3

Y12 5R = s
Y34 = 180°— 75 = 90°, 4)
c Y12
m,. < ma = —.ctg—. 5
c = Xm, 2 g 2 ( )

114-1. abra

(2) és (5) egyiittes teljestilése a megoldds sziikséges és elégséges feltétele.
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Példa. Egy hosszanti kerités mentén utat, az it mellé ldmpasort terveznek. Milyen széles lehet
az ut legfeljebb, ha tudjuk, hogy két lampaoszlop tavolsdga ¢ = 4 m, egy lampa 4ltal bevilagitott
tertilet sugara R = 2,5 m, és azt szeretnénk, hogy az uton ne legyen vakfolt, olyan teriilet, ahol
nincs vilagitas? Lasd a 114-1. és 114-2. dbrakat.

( I [ ,

c=4m; R=25m,

Y19 = arcsin ~ 53,1301°,
maxme = 53,1301° ™%
2

¥ i } ¥
114-2. abra

A folytatas c, y,, m.-vel, ill. c, y54, m.-vel (amennyiben y,, kiilonbozik y,,-t6]) torténik. Lasd a
45. (¢, y, m.) 1. ésa 46. (c, y, m,) 2. feladatokat.

(46.£) ,
Ha ez utébbit vdlasztjuk, akkor: (c,y,m,) = a. Igy egy oldalhoz és két sz0ghoz jutunk, a 46.

feladatban c, v, a, amibél mdr kénnyen szdmolhatd a hidnyzd két oldal. A c és R felvétele utdn
(c £ 2R) m-tél fiiggben a megolddsok szdma 0, 1 (egy egyenld szdrii vagy egyenlo oldalit hdromszog),
2 (egy szimmetrikus pdr, ldsd a 114-1. dbrdt), 3 (egy egyenld szdru hdromszog és egy szimmetrikus
pdr), illetve 4 (két szimmetrikus pdr) lehet.

Most hdrom oldal (a, b, c) g; a tobbi adat.

115. Egy oldal, a hozza tartozé magassag és a beirt (c,m,r)
kor sugara

Rajzoljunk fel egy ABC altaldnos hdaromszoget, és jeloljiik a valasztott adatokat (115-1. &bra).

Induljunk el a teriilet (t) és a félkeriilet (s) képleté-

bél (1), (2) mint egy kétismeretlenes (s, t) egyen-
letrendszerbél. Keressiink feltételt az indul6 adat-
harmasra:
a
c-m
t = <, 1
5 (1)
E. 32(4) s= E; k = 2s. 2
B r
s 3)
E. 16(4) t < .
33

115-1. abra

(3) teljesiilése a megoldds sziikséges feltétele.
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(2)-bdl latszik, hogy adott teriileti haromszogben r maximuma s minimumanal jelentkezik.
Folytassuk r maximumdnak megkeresésével, jeloljiikk maxr,,,-szel.

Rogzitett ¢ és m, esetén (a + b)-nek minimuma van C,-ndl az a = b egyenld szaru esetben,
ugyanis a + b = allandéndl a C pontok egy A, B fokuszu ellipszis vonalon helyezkednek el
(a nagytengely hossza a + b) (115-1. dbra).

2
min (a+b)=2- m§+(%) = /4m2 + 2, @

min (a+b) ¢ c\? ¢ y4mi+ct+c
mins=L+—= m2+(—) + - = . . 5)
2 2 ¢ 2 2 2
C
t
maxre, = ——, (6)
Y mins
2|2 com
2 -m,
m, — maxr m2+(5) -5 maxr,, = , 7)
‘ > VJam2+ct+c
vagy a 115-2. dbrabdl szamolhato.
c/2
maxr,,,
L
A ¢/2 ¢/2 B [ 0 <r < maxr,,,. ] (8)
115-2. abra

Egyenl6ség az a = b egyenl6 szard (a = b = c esetén egyenl6 oldalt)) haromszognél all fenn.

Ha az indulé adatharmasra igaz, hogy:

akkor a haromszog egyenl6 oldalu.

A ¢ és m, induld adatok felvétele utdn (8) egyenldtlenség teljesiilése a megoldds sziikséges és elégséges
feltétele.

A megolddsok szama 0, 1 vagy 2 lehet, mely utdébbi szimmetrikus pdr, ldsd a 115-1. dbrdt.

. wr . . ) (79.£) af)
Most a tertilet, keriilet és egy oldal ismeretében (t,k,c) = (a, b,c) = a tobbi adat.

© Hompola Istvan, Typotex, Budapest, 2026



116. Egy oldal, a hozzd tartozé magassdg és ezen oldalhoz a hozzdirt kor sugara

305

116. Egy oldal, a hozza tartozé magassag és ezen (c,m,r,)

oldalhoz a hozzairt kor sugara

Rajzoljunk fel egy ABC altaldnos haromszoget, és jeloljiik a valasztott adatokat (116-1. dbra).

indulé adatharmasra:

. c- mc,
2
t
A E. 34(3) re=—o1j,
s—c¢
c-m,
s= +c,
2r.
k = 2s,
rc 52
E. 16(4) t < .
0 343

(5) teljesiilése a megoldds sziikséges feltétele.

116-1. abra

-m

[\CH o)

t

. ¢ . c-m.
mins —c m2+(£)2—£ /—4m§+c2—c'
©\2 2

Lasd még 115. (5)-6t. Adott ¢ és m, indulé adatok esetén tehat igaz kell legyen:

maxr, =

[ 0 <r,<maxr,. ]

A (7) egyenlétlenség teljesiilése a megoldds sziikséges és elégséges feltétele.

A megolddsok szdma 0, 1 vagy 2 lehet, mely utébbi szimmetrikus pdr, ldsd a 116-1. dbrdt.

. vy . ) , (79.£) af)
Most teriilet, kertilet és egy oldal ismeretében (t,k,c) = (a, b,c) = a tobbi adat.
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117. Egy oldal, a hozza tartozé magassag és egy masik (c,m,r,)
oldalhoz a hozzairt kor sugara (egyértelm)

Rajzoljunk fel egy ABC 4ltaldnos hdromszoget, és jeloljiik a valasztott adatokat (117-1. dbra).

Induljunk el a teriilet (t) és a hozzairt kor suga-
ra (r,) képletébdl (1),(2) valamint (4)-bdl és a
Héron-képletbdl (5) mint egy négyismeretlenes
s, (s—a), (s —b), t egyenletrendszerbdl:

o t:c-mc’ )
2

ro B.34G) o=, )

N s—a=r—ta, (3)

s—b:c—(s—a)=c—r£, 4)

E. 36(4) t>=s(s—a)(s—b)(s—c). (5

117-1. abra

Helyettesitsiik (5)-be (3)-at és (4)-et:

t=i-(c—£)-(s—c), (6)
ra a
r2.t
a =s2—5s-c. (7
cory—t

Rendezziik a (7) egyenletet s fogy6 hatvanyai szerint nulldra. Igy az s ismeretlen félkeriilet
masodfoku egyenletéhez jutunk c, t, r, paraméterekkel:

5 r t
s°—c-s— =0. (8)
C-ry—t
Az s € R" a megoldds sziikséges feltétele. %)
¢\ ¢
s—c=\|m2+ (—) ——=>0, hiszen s Cy-nél lesz minimalis, (10)

(10) a megoldds tovdbbi sziikséges feltétele.

Keressiink feltételt r,-ra, ehhez vizsgaljuk meg (4)-et:

t c-m m
s—b=c——=c— C=c-(1— c)>0. (1D
r 2r 2r,

a a
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(11) a megoldds tovdbbi sziikséges feltétele.

(11)-bél kapjuk a feltételt r,-ra:

(12)

Vizsgéljuk meg a (8) egyenlet diszkrimindnsdt és a gyokok elgjelét, 1d. a Viéte-féle formuldkat:

4r t
D=c*+—,
t

c__

ra

ra-t
51‘82— t.
C__

T'q

(13)

(14)

t
Hac—— >0 (Id. (11)-et), akkor D > 0 és s, -5, < 0, vagyis a két kiilonb6zé gyok mindig valds,
r

és koziilik az egyik és csak az egyik mindig pozitiv.
(9), (10) és (11) egyiittes teljesiilése a megoldds sziikséges és elégséges feltétele.

Az elégségesség igazoldsa:

) (9) miatt s € R*.

t —a+b+c
o —=s5—a>0, igy AT2T 50 é b+c>a
Iy 2
a—b+c
o (11) miatts—b > 0, igy T>O és a+c>b.
+b—
° (10) miatt s —c > 0, igy ¥>O és a+b>c.

Most a hdromszog-egyenlétlenség teljesiilése miatt a, b € R* lesz, és (18)-bdl szamolhato:

t
a=s——, b=2s—(a+c).

I'q

Példa. A 117-1. 4bra adataibdl elindulva:

c=40; m,=35; r,=40—10v2~ 25,8579,
s2—40-5s—1400 =0,

s, =20—30vV2~ —22,4264; s, =20+30v2~ 62,4264,

Latszik, hogy csak s, ad megoldast, mint ahogy az varhaté volt, és ekkor:

a~ 35,3553, b ~ 49,4975.

A megolddsok szdma O vagy 1 lehet, a példdban 1.
Ha van megoldds, akkor csak egy van. A feladat megolddsa egyértelm.
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A részletesebb vizsgalat: A c,m.,r, adatok felvétele utan kiszamitjuk s-et, a-t, b-t, mint a
példdban, ezuttal azonban tovabbi pontokon c-t és m -t paraméternek vdlasztva, majd felrajzoljuk
a kapott s(r,), a(r,), b(r,) fiiggvényeket egy r,, a, b,s koordinata-rendszerben.

Az a, b, s fliggvényeknél az r, fliggetlen valtozo jelolését az egyszertliség kedvéért most elhagytuk
(117-2. dbra). Az 4brabdl a példa megolddsa is leolvashatd.

a,b,s,
100 - Paraméterek:
c=40
90 ~ m. =35
80
70 - \
Példa
62,426
,4264 60 |
49,4975 50 | Felda
40 4 s
35,3553 Pclda
30 -
20
10
T T T T T T T T ;_
10 17.5 35 50 60 70 80 90 100 110 a
24,0754 64,0754
Példa: 25,8579
117-2. abra

A c és m, felvétele utan az r,(a) fliggvény hatarértékei a kovetkez6képpen alakulnak:

c-m c-m,
a_l’rg}“L ra(a) a—l’rg"l+s—a a—1>I£+ (b—a)+c c+c¢ 2’ (19)
2 2
c-mg
. . . 2
1 = 1 = lim —2 = to0. 9
R . e E T (20)
2

Ezutdn vizsgaljuk meg a 117-2. dbra fiiggvényeit.

A minimumokat és a hozzajuk tartozé r,-kat pedig a kovetkez6képpen szamithatjuk:
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J mina =m, (21)
ha m, = 35, mina = 35,
a hozza tartozé r, pedig: r. & 24,0754.
. minb =m, (22)
ha m. =35, min b = 35,
a hozz4 tartozé r, pedig: r, ~ 64,0754.
¢} ¢
. mins =s,;, = \| m2 + (5) + 3 (a=0Db) (23)
ha m, =35, c =40, mins ~ 60,3113,
a hozza tartozé r, pedig: r, =35,
c-m, c-m,
ugyanis r, = L _ 2 - =m,.
¢ s—a (b—a)+c c ¢
2 2

A vizsgdlat programmal késziilt.

Most hdrom oldal (a, b, c) g; a tobbi adat.

118. Egy oldal, a hozza tartozé magassag és a masik

két oldal Osszege

(c,m,a+b)

Rajzoljunk fel egy ABC altalanos haromszoget, és jeloljiik a valasztott adatokat, valamint m,

magassdg talppontjat D-vel (118-1. 4bra).

118-1. abra

Induljunk el a hdromszog-egyenlétlenségbdl (1), a
félkeriilet (s) és a teriilet (t) képleteibdl (2), (3)
mint egy kétismeretlenes (s, t) egyenletrendszerbdl.
Keressiink feltételt az indul6é adatharmasra:

E. 1(3) a+b>c. (1)
_(@rbre_k o
2 2

SO @)

="

SZ
E. 16(4 < . 4
4 t 373 4

(1) és (4) egyenlétlenségek teljestilése a megoldds sziikséges feltétele.

Rogzitett ¢ és m, esetén (a + b)-nek minimuma van Cy-nal, az a = b egyenld szara esetben
jeloljiik (a + b),,-szel, ugyanis a + b = allandéndl a C pontok egy A, B fékuszt ellipszis vonalon
helyezkednek el (a nagytengely hossza a + b) (115-1. dbra, 118-1. dbra).
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¢ <min (a+b)=(a+b),, =4/4m2+c2<a+b. (5)

(5) egyenldtlenség teljesiilése a megoldds sziikséges és elégséges feltétele.

Irjuk fel a Pitagorasz-tételt a BC,D és az AC,;D haromszogekben:

ym2+x2+4/m2+(c—x)2=a+b, (6)

Jmi+e—x2=(a+b)—y/m+x2, [
mZ+(c—x)*=(a+b)*—2-(a+Db) /m2+x2+ p’ +x7,
2-(a+b)- /m?+x? = (a+b)* + x* —c?+2cx — x2, /()2
4-(@+by-m2+4-(a+b) - x*—4c®x*—4cx - ((@+ by —c*)—((a+ by —c*)" =0,

4-((a+b)2—c2)-x2—4c-((a+b)z—cz)-x+4-(a+b)z-mf—((a+b)2—cz)2=O.

A p, q jelolések bevezetése utan az x ismeretlen egyszeribb masodfoku egyenletéhez jutunk
¢, m,, a + b paraméterekkel:

(a+b)?—c*=p, (a+b)*-m?=q,

7
4p-x*—4pc-x +4q—p*=0. )

Az x € R a megoldds tovdbbi sziikséges feltétele. (8)

a=,/m2+x2, b=4/m2+(c—x)>2 9

Példa. A 118-1. dbra ABC, hdromszoégének adataibdl elindulva:

¢ =40; m =45; a+b=5v82+5v130~ 102,2857,
p = (5v/82+5v130)" — 40> ~ 8862,3638,
q = (5v82+5v130) - 45% ~ 21 186286,6943.

A (7) egyenletbe torténd helyettesités és az egyenlet megolddsa utdn kapjuk x értékeit, majd
(9)-bél szamolhatjuk a-t és b-t:

X; =35; Xy =35,
a; =5v82~45,2769; a, =5v130~ 57,0088,

b, =5v130~57,0088; b, =5v82~ 45,2769.
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Az a,, b, megoldast a 118-1. dbran szaggatott vonallal jel6ltiik.

Megjegyzés: Ha D egybeesik B-vel, vagy azon tul helyezkedik el, akkor x < 0, ha pedig D
egybeesik A-val, vagy azon tul helyezkedik el, akkor x > ¢, a feladat megolddsa azonban nem
valtozik.

Ha az indulé adatharmasra igaz, hogy

mCZT; a+b=2c, (10)

(1D

Megjegyzés: A t teriilet (3), a k keriilet (2) adatok ismeretében a megoldas folytathaté a
79. (t,k, ¢) feladatban leirtak szerint is.

A megolddsok szdma 0, 1 vagy 2 lehet, mely utdbbi szimmetrikus pdr, a példdban 2.

Most hdrom oldal (a, b, c) g a tobbi adat.

119. Egy oldal, a hozza tartozé magassag és a masik (c,m,,a—>b)
két oldal kiilonbsége (egyértelmii)

Most (a —b) € R. Ac és |a— b| = allandd < ¢ < a + b felvétele utdn a C pontok egy A, B
fokuszu hiperboldn vagy egy egyenesen helyezkednek el. Pontosabban —(a+b) < —c <a—b <0
esetén a jobb oldali hiperbola 4gon, 0 < a—b < ¢ < a + b esetén a bal oldali hiperbola dgon,
0=a—b < c < a+b esetén pedig AB felezémerdlegesén (119-1. abra). Mivel a hdrom eset kizarja
egymast, ezért AB-vel parhuzamosan téle m, tavolsagra hiizott egyenessel csak egy metszéspont
létezhet.

Induljunk el a Héron-képletbdl (4), és alakitsuk at.
Hasznaljuk fol az (1), (2) és a (3) Osszefiiggéseket:
c-m
t = = 1
5 (D
_(a—zb)+C:S_ ’ )
(a—g)+c: b, 3)
119-1. abra

E. 36(4) t>=s(s—a)(s—b)(s —c). 4)
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312 A hdromsz6g meghatdrozdsdnak kiilonbozo esetei

Atalakitas utdn egy s-re nézve masodfokd egyenlethez jutunk c, t, (s — a), (s — b) paraméterekkel:

t2

D

SZ—C'S—

Az s € R" a megoldds sziikséges feltétele.

Vizsgéljuk meg az (5) egyenlet s;, s, gyokeit.

Tegyiik fel, hogy c,t pozitiv paraméterek, és teljesiil a hdromszog-egyenlitlenség:

E. 1(3) O0<|a—b|<c<a+h.

A disgkrimindns:

+ 4’ >0
(s—a)-(s—b)

D=c?
ugyanis (7) miatt

2 2

Az (5) egyenlet valds gyokeinek vizsgalatat folytassuk a Viéte-féle formuldkkal:

t2
G- G-b

S1+S,=c>0, S§;-59=—

Vagyis s; és s, koziil az egyik és csak az egyik mindig pozitiv.
Tovéabba ha s pozitiv valds, akkor
t2
B D
a+b—c
2
a+b>c.

S—¢C

> 0,

Ezzel teljesiil a (7)-ben feltett hAromszog-egyenlétlenség jobb oldala is.

A 0<|a—b|<c<s<a+b amegoldds sziikséges és elégséges feltétele.

A pozitiv s-et felhasznélva (2)-bdl és (3)-bdl szamolhatjuk a-t és b-t:

:(a—b)+c>

_c—(a—b) b:S_c+(a—b)'

a=s ,
2 2
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Példa. A 119-1. 4bra adataibdl elindulva:

c=40; m,=35 a—b=-10v2.

A feltétel: la—b|=|—10+/2| =10+/2~ 14,1421 < 40 =c.
10v/2 + 40 —10v2+40
— :L:S\/ﬁuo; s—b=#=—5«/§+20; t2 = 700% = 490 000,

s*—40-5—1400 =0,
s, =20+ 30vV2 ~ 62,4264; s, =20 —30v2 ~ —22,4264.

Latszik, hogy csak a pozitiv s; ad megoldast (s =s; > ¢ > 0), mint az varhatd volt:

—(a—b +(a—Db
a:s—¥=2sﬁ~35,3553; b=s—¥=35\/§~49,4975.

A megolddsok szdma 0 vagy 1 lehet, a példdban 1.

Ha van megoldds, akkor csak egy van. A feladat megolddsa egyértelm.

Most hdrom oldal (a, b, c) g a tobbi adat.
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314 A hdromsz6g meghatdrozdsdnak kiilonbozo esetei

120. Egy jatékos feladat

Nemrég meglatogatott egy régi baratom, Peté Sandor, akinek elmeséltem, mivel foglalkozom.
Felcsillant a szeme, nekem is van egy feladatom: Egy foldmtves kiviszi a kecskéjét legelni a
mezore és kikoti egy kardhoz. A kecske estére kor alakban lelegeli a fiivet. Masnap a kardt a kor
egy keriileti pontjdra szurja. Mennyivel kell megnovelnie a zsinért, ha azt akarja, hogy a kecske
ugyanakkora teriiletet legeljen le, mint el6z6 nap?

(D
r_ 1 kell 1
[ enlesyen Kovetkezik: r<R<2r, /:2r (2)
120-1. abra 1 < R <1,
2 2r
T 1 a R
3 —<cosg=—<1, 3)
" 2 2 2r
1 a m 2z
0< =< —; O<a<—. 4
/4 2 <3 s
/2 1/2
120-3. abra
Vélasszuk paraméternek a-t.
R?-sina ) ~ fvhossz-R R?-a
th = T; ivhossz =R - a; teirk = > =— (5)

A korszelet teriilete altalaban:
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120. Egy jdtékos feladat 315

SR
Wl

ivhossz

120-4. abra

t =tk —tas t =tk T tas

R>-a R?-sina _RZ-a+RZSin(2n—a)

— 6
2 2 2 2 ©)
Hasznaljuk fol az (5)-nél és (6)-nal kapott eredményeket.
A 120-1. abraban az als6 korszelet tertilete:
R?-(a—sina)
to = 5 : (7)
A 120-1. abraban a fels6 korszelet teriilete:
r2((2n—2a) —sin(2w—2a)) r?(2m—2a +sin2a)
2 2
A keresett zsinérhosszusdg a kovetkezé egyenletb6l szamolhaté:
2 . __ p2
rin=Rn—(t_+to), 9)
R —(t_+to)
1= = , (10)
r2m
R — (Rz(a —Zsin a) N r2(2m — 2;3 +sin 2&))
1= , (11)
rim
R\* R%*(a—sina)+ r?(2m —2a + sin 2a)
r 2rim
:(}_2)2_(1_{)2. a—sina_Zn—28+sin28’ (13)
r r 21 27
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316 A hdromsz6g meghatdrozdsdnak kiilonbozo esetei

R\? 2nm—a+sina 2m—2a+sin2a
(5} ] | ”
r 27 271
R a , s
Azonban — =2co0s > lasd a 120-1. abrat. (15)
r
1:4(:052%'2n—a+sina_2n—28+sin28’ (16)
2 2T 2T
. 2m—a+sina 2m—2a+sin2a
1=2(1+cosa)- ¢ ¢ 2 a’ 17)
27 27
2n=(2+2cosa)-(2n —a+sina)— (2m — 2a + sin 2a), (18)

27T = 41T — 28 +2sina+47m-cos d—2a-cos A+ 2 - sina~cos a — 27 + 24 — 2sina=cosa, (19)

0=2-sina+4m-cosa—2a-cosa, /:2 (20)
O=sina+2m-cosa—a-cosa, 2D
0=sina+cosa- (27 —a). (22)
~ ~ (4 , 1 e~ . p .
Ha cosa = 0, akkor a = 3 tehdt az egyenletbdl sina = 0, ami ellentmondds, hiszen

sin® a + cos? @ = 1 kell legyen, vagyis fel lehet tenni, hogy cos a # O:

O=sina+cosa- (2w —a), /:cosa (23)

- —_ -~ 2
[ tga+2n=aq, O<a< ?TE ~ 2,094395 1d. (4). (24)

Kézi vagy gépi gyokkozelito iteracids mddszerrel,

a ~ 1,7897758; a~ 102,546599°.

Har=100: R=2r-cos— ~125,121251. (25)

N Q)

Tehat kb. 25,12%-al kell megnévelnie a foldmiivesnek a kecske zsinorjat, ha azt akarja, hogy
masnap is ugyanakkora teriiletet legeljen le, mint el6z6 nap, 1asd a 120-1. 4brat.
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Jelolések

Geometriai jelolések:
AB,C a haromszog csucsai
a,b,c a haromszog (rendre az A, B, C cstcsokkal szemkozti) oldalai
a, B,y a hdromszog (rendre az A, B, C csticsoknal levd) bels6 szogei
k,s a haromszog keriilete és keriiletének fele
t a haromszog teriilete
mg, my,m.  ahdromszog a, b és ¢ oldalahoz tartozé
(rendre A, B, C csticsokbdl induld) magassdgai
SasShsSe a haromszog a, b és c oldaldhoz tartozé
(rendre A, B, C csucsokbdl induld) sulyvonalai
fas fos fe a haromszog a, b és c oldaldhoz tartozé
(rendre A, B, C csticsokbdl induld) belsé szogfelez6i
fars foio fex @ hdromszog a, b és c oldaldhoz tartozé
(rendre A, B, C csticsokbdl induld) kiils6 szogfelezbi
R,r a haromszog koriilirt és beirt korének (bels6 érint6kor) sugarai
TosThsTe a haromszog a, b és c¢ oldaldhoz tartozé hozzdirt koérok
(kiilsé érint6korok) sugarai
Ry a Feuerbach-féle kor (Euler-féle kor, , kilencpontt kor”) sugara
ell f e egyenes parhuzamos f egyenessel
L merdleges
X Sz0g
B derékszog
a a fvmértéke radidn
a’® a fok
~ hasonld
= egybevagd
AB A és B ponton dthaladé egyenes
AB A és B pontot 0sszekot6 szakasz
AB A és B pontot 0sszekot6 koriv
ABC A, B és C pontot 0sszekotd koriv
AB A pontbdl B pontba mutaté vektor

© Hompola Istvan, Typotex, Budapest, 2026



318

Jelolések

a

a-b

vektor

a és b vektor skaldris szorzata

Matematikai logikai jelolések:

A,B allitasok
A<B A, a B sziikséges feltétele
B csak akkor igaz, ha A igaz
A=B A, a B elégséges feltétele
B akkor igaz, ha A igaz
A<B A, a B sziikséges és elégséges feltétele
B akkor és csak akkor igaz, ha A igaz
(ekvivalens atalakitas)
Halmaz jelolések:
a€A a eleme az A halmaznak
agA a nem eleme az A halmaznak
A=B halmazok egyenl6sége
A#B kiilonb6z6 halmazok
{a,b,c} halmaz megadasa elemeivel
{x|P(x)} a P allitast kielégité elemekbdl 4116 halmaz
0 tires halmaz
ACB részhalmaz (mds tankonyvekben el6fordulhat mas jel6lés)
ACB valddi részhalmaz (mds tankonyvekben eléfordulhat mas jelolés)
AUB halmazok unidja
ANB halmazok metszete
A\B halmazok kiilonbsége
ACR intervallum (szamko6z)
N a természetes szamok halmaza, N={0,1,2,...}
Z az egész szamok halmaza, Z={...—2,—1,0,1,2,...}
Q a racionalis szamok halmaza,
Q={?/s|p€Z q€Z', p,q relativprimek}
Q* az irracionalis szamok halmaza, pl. v2, 7, e stb.
R a valos szamok halmaza, R = QU Q*
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R* a pozitiv valds szdmok halmaza
R} a nulla, pozitiv, valds szamok halmaza
C a komplex szdmok halmaza, C={a+b-i|a,b€R, i = V/—1}
i: képzetes (imaginarius) egység
[a,b] zart intervallum
[a, b[ balrdl (alulrél) zart, jobbrdl (feliilr6l) nyilt intervallum
[a,b) ugyanaz
]a, b] balrdl (alulrdl) nyilt, jobbrdl (feliilrél) zart intervallum
(a,b] ugyanaz
la, b[ nyilt intervallum
(a,b) ugyanaz
[c,+00] balrdl (alulrdl) zart, jobb felé (feliilr6l) végtelen intervallum
[c,+00) ugyanaz
Jc,+o00[ jobb felé (feliilrél) végtelen, nyilt intervallum
(c,+00) ugyanaz
+00 plusz végtelen
Algebrai jelolések:
a+b valds szamok Osszege
ab valds szamok szorzata
a-b ugyanaz
0 nulla
1 az ,egy’ szam
a+b+c hdrom szdm 6sszege
abc hdrom szdm szorzata
—a szam minusz egyszerese
a—b szamok kiilonbsége
—a+b ugyanaz
1/a valds szam reciproka
a/b valds szamok hanyadosa
—a—>b —a és —b Osszege
a=b a egyenl6 b-vel
a#b a nem egyenl6 b-vel
axb a kozelitoleg egyenld b-vel
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Jelolések

a:=
a<b

a>b

a definicid szerint egyenl6 b-vel
a kisebb, mint b

a nagyobb, mint b

a kisebb vagy egyenld, mint b

a nagyobb vagy egyenl6, mint b
abszolut érték

valds szam hatvdnya

valds szdm négyzetgyoke

valds szam kobgyoke

Trigonometrikus jelolések:

sin
cos

tg

ctg
arcsin
arccos
arctg

arcctg

a pi szam
szinuszfliggvény
koszinuszfiiggvény
tangensfiiggvény
kotangensfiiggvény

inverz szinusz fliggvény
inverz koszinusz fiiggvény
inverz tangens fliggvény

inverz kotangens fiiggvény

Analizis jelolések:

f(x)

y(x)
F(x,y)
F(x,y(x))
x = f(x)

az x fiiggetlen valtozé f fiiggvénye, helyettesitési érték
ugyanaz

sikgorbe

implicit fliggvény

fliggvény megadasa hozzarendeléssel

az f fliggvény értelmezési tartomanya (domain of function)
az f fliggvény értékkészlete (range of function)

D; =A R; CB

(ejtsd “A maximuma”) szamhalmaz legnagyobb eleme

ugyanaz, ha A C R* feliilrdl zart és a € A
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minA
mina

SupA

supa

infA

infa
maxR(f (x))
maxR;

max f (x)
max f
minR(f (x))
minR;

min f (x)
min f

lim f (x)
S
Jim )
im0
Iz

£

Qmin

amax

Roviditések:

D
E.
C.
db.
€o.
esz.
ill.
1d.

(ejtsd “A minimuma”) szdmhalmaz legkisebb eleme
ugyanaz, ha A C R" alulrdl zart és a € A

(ejtsd “A szuprémuma”) szamhalmaz fels6 hatara
(legkisebb felsé korlat)

ugyanaz, ha A C R* feliilrdl nyilt vagy végtelen és a € A

(ejtsd “A infimuma”) szamhalmaz alsé hatara
(legnagyobb also korlat)

ugyanaz, ha A € R* alulrdl nyilt és a € A

az f (x) fliggvény értékkészletének maximuma
ugyanaz

az f(x) fiiggvény maximuma

ugyanaz

az f(x) fliggvény értékkészletének minimuma
ugyanaz

az f(x) fiiggvény minimuma

ugyanaz

egyvaltozos fiiggvény hatdrértéke

jobb oldali hatarérték

bal oldali hatarérték

hatdrérték a plusz végtelenben
derivaltfiiggvény

masodik derivalt

az a fliggetlen valtozdé a fliggvény lokdlis minimum helyénél

az a fliggetlen valtozé a fliggvény lokdlis maximum helyénél

Diszkriminans
Elméleti ismeretek
cim

darab

egyenld oldalu
egyenlo szara
illetve

lasd
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Jelolések

stb.
ui.

(1.£)
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A matematikaban hasznalatos betik

Gorog abécé: Szikitett latin abécé:

1. A a alfa 1. A a
2. B B béta 2. B b
3. r vy gamma 3. C c
4. A 0O delta 4. D d
5. E € epszilon 5. E e
6. Z C zéta 6. F f
7. H 1 éta 7. G g
8. e 0 théta 8. H h
9. I iota 9. I i
10. K « kappa 10. J j
11. A A lambda 11. K k
12. M u ml 12. L l
13. N v nl 13. M m
14. = & kszi 14. N n
15. O o omikron 15. 0] )
16. n =« pi 16. P p
17. P p 10 17. Q q
18. X o szigma 18. R r
19. T = tau 19. S s
20. T w ipszilon 20. T t
21. ¢ fi 21. U u
22. X x khi 22. %4 v
23. v pszi 23. w w
24. 2 o omega 24. X X
25. Y y
26. Z Z

Matematikai képletekben csak azok a gorog bet(ik hasznélatosak, amelyeket nem lehet valamely
latin betlivel 6sszetéveszteni.
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Koszonetnyilvanitas

Ez a konyv egy rovid elméleti bevezet6t kovetéen 119 hdromszog- és egy jatékos
feladatot tartalmaz. Itt szeretném megkdszonni az egyiittmiikodést mindazok-
nak, akiknek a segitsége nélkiil ez a konyv nem sziilethetett volna meg.

Koszonet mindenekel6tt feleségemnek, Halpert Maridnak az otthoni teend6k
atvéllalaséaért.

Unokanknak, Balogh Judit tandrnének a kozremtikodésért.

Horvath Istvdn Andrédsnak a szerkesztés elinditdsaért és az dbrdk egy részének
elkészitéséért.

Dr. Csépany Gergely fizikusnak a szerkesztés atvételéért, a menetkozbeni javita-
sokért és végiil a tordelésért, aminek eredményeként a konyv elnyerte a mostani
formajat.

Baratomnak, Knopp Ferenc mérnok matematikusnak a konzultaciokért, néhany

7 17

feladat egyszer(ibb megoldasédért és a lektordlas elinditdsaért.

Holl6é Gébor Ericsson-dijas matematikatandrnak, a Geometria a matematikaver-
senyeken szerz6jének a konzultacidékért és a konyv gondos lektoralasaért.

Itt szeretném megkoszonni Horvath Baldzs volt fészerkesztonek és Baldzs Péter f6szerkesztének
a Typotex Kiado részérdl nyujtott egytlittmtikodését.
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A konyv egy rovid elméleti 6sszefoglalé utan kizérélag haromszog-
feladatokkal foglalkozik. A nehezebb feladatokat példak és vizsgalatok
kovetik, néhany esetben grafikus vizsgdlattal és grafikus megoldas-
sal. Kimaradtak az elméletbdl ismertnek tekintett alapveté harom-
szogtételek, példaul a Pitagorasz-tétel vagy a Thalész-tétel, ugyanis
ezek a kozépiskolai tananyagban megtalalhatok. Elsésorban azok
a tételek, 6sszefliggések keriilnek emlitésre, amelyek egy-egy feladat
megoldésa soran leginkdbb hasznalhaték. Ujszer( benne az egyes
feladatokndal a megoldhatésdg, a megoldasok szamdanak vizsgalata
(diszkusszid). Hasonldképpen egyedi néhany nehezebb feladatnal
a ketténél magasabb foku paraméteres egyenletek megoldésa a
valés szamok halmazan, ami a felséfoku algebra korébe tartozik, és
esetenként a kapott sikgorbék felrajzoldsa, fliggvényekre bontasa,
majd ezen fliggvények vizsgdlata, ami a felséfoku analizis korébe tar-
tozik. A feladatgyUjtemény remélhet6leg 6sztonzést ad az olvasénak
a tovabbi kutatasra.
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