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1. fejezet

Bevezetés

1965-ben, amikor beiratkoztam az ELTE TTK matematikus szakéra, az
V. éveseknek még kotelez6 volt matematikatorténetet hallgatniuk. Ami-
kor azonban 1969-ben V. éves lettem, az el6ado6 egyéb elfoglaltsaga miatt
elmaradt a matematikatorténeti kurzus. Tudoméasom szerint manapsig
mar egyaltaldn nem tanitanak matematikatorténetet matematikushallga-
toknak. Kérdések vetodnek fel: miért lenne érdemes egyaltalan matema-
tikatorténetet tanitani és tanulni? Miért nem elég a legijabb felfogas
szerint megismerkedni a matematikaval?

T6bb vélasz is adhaté e kérdésekre. Ime néhany lehetséges valasz (vo.
Kline, 1972): 1) Onmagdban is érdekes, hogy miképp hiztdk fol eléde-
ink a matematika ,végleges épiiletét”. 2) Jobban megértjik a végleges
eredményt, ha megismerjiik a hozzdvezetd rogos utat. 3) A matematika
torténete fényt derit a matematika kiilonféle eredményeinek egyméshoz
valé viszonyara. 4) A matematikatorténet ravilagit, hogy a fejlédés tény-
leges idérendi utja gyakran ellentétes iranyd az oktatasi sorrenddel: az
el6bbi induktiv (a konkréttél az elvontig halad), az utébbi deduktiv (az
elvonttol a konkrétig halad). 5) A matematikai szabatossag fogalma tor-
ténetileg valtozott: a régi gorogok szabatossagat az tjkorban felvaltotta
egy lazabb megkozelités, hogy joval kés6bb — magasabb szinten — vissza-
térjenek a logikai pontossidghoz.

Pélya Gyorgy munkéssdgat kovetve (példaul Polya, 1968) kiilon hang-
sulyt fektetek a heurisztikus modszerekre, amelyek segitettek az tttorés-
ben. Ilyen heurisztikara példa Arkhimédész ,mechanikai bizonyitdsa',
Leibniz dy/dx ,tortje", ,Johann Bernoulli optikai megolddsa a leggyor-
sabb lesiklas palyajara, Euler nyaktoré mutatvanya a ¢(2) = 72/6 megta-
ldlasanal, hogy csak a legnevezetesebbeket emlitsem. Lehet, hogy sok ma-
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10 Vilogatott fejezetek a matematika torténetébdl

tematikus viszolyog ezektdl a ,,megalapozatlan" mdédszerektél, de gyakran
csak igy lehetett elséként célba érni. Aztdn ha mar megvan a helyes de-
finicié és a helyes eredmény, akkor ki lehet épiteni a szabatos bizonyitast
is. De csak akkor!

T6bb mint hiisz év 6ta tanitok kozgazdaszokat matematikara és ma-
tematikusokat kozgazdasagtanra, és mindig meglep6dém, hogy milyen
keveset tudnak a hallgatok a matematika torténeti fejlodésérol. Példa-
ul: mikor jott létre a valdsziniiség-szamitas? Hogyan sziiletett a linearis
algebra? Elbadasaimban mindig igyekeztem felvillantani a matematika-
torténeti hatteret, de soha nem volt elég idom belemenni a részletekbe
(vé. Simonovits, 1998). Ugy gondolom, hogy érdemes megprébélni egy
féléves eldaddssorozatban felvazolni a matematikatorténet néhany érdekes
és fontos eseményét és folyamatat: valogatott fejezeteket a matematika
torténetébol.

A rovidség kedvéért nem idérendben, hanem téméak szerint haladunk.
Persze, igyekszem minél inkabb kovetni a torténeti fejlédést, s gy Ossze-
allitani a tematikat, hogy az egyszeriibb dolgok megelézzék a bonyolul-
tabbakat.

Mivel a magasabb matematikat ismer6knek szanom a konyvet, igyek-
szem az egyébként kitiiné népszeriisité konyvekben (lasd Irodalomjegy-
z€k) megszokottnal részletesebben kidolgozni a matematikai kérdéseket,
sot feladatokat is tlizok ki, amelyek megoldasat a kényv végén mutatom
be. Ugyanakkor nem lévén matematikatorténész, nem tudok (de nem is
akarok) tulzottan belemeriilni a torténeti részletekbe. A jobb attekint-
het6ség kedvéért a széveget igyekszem minél inkdbb modularissé tenni;
tételek, feladatok, példdk tagoljdk a széveget, akircsak a matematika-
konyvekben.

Megismétlem, hogy ebben a kényvben — néhany kivételtol eltekintve —
alig foglalkozom az altalanos torténeti hattérrel, illetve az egyes matema-
tikusok életével, csak a konyv végéhez csatolok majdnem minden szerepld
matematikusrél révid, néhany mondatos életrajzot. A sziiletési és hala-
lozéasi évet a név elsé eléfordulasakor kozlom. Néhany fejezetben bévebb
torténeti elemzést is adok. Torténelmi tanulmanyainkbdl is tudhatjuk,
mennyire 6sszefonddott a tarsadalom, a technika, a fizika és a matema-
tika fejlédése. Ugyancsak figyelemre mélté a legnagyobb matematikusok
sokoldaltisaga: Arkhimédész az Okor legnagyobb hadmérnoke, Pascal a
francia esszé nagymestere, Newton a valaha élt egyik legnagyobb elméleti
és kisérleti fizikus, Leibniz az egyik legnevesebb filozofus, és Gauss is ki-
emelkedo6 fizikus és térképész volt. Még a 20. szazadi matematikusoriasok
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kozt is talalunk polihisztorokat: Poincaré a matematika és a fizika szamos
tertiletén alkotott maradandoét, és Neumann Janos a logikdn, a funkcio-
nalanalizisen kiviil a szamitégép és a jatékelmélet egyik megteremtdije.

Szandékosan hasznalok majdnem mindeniitt modern jel6léseket és fo-
galmakat, mert a hangsiulyt nem annyira a torténeti hiiségre, hanem a
matematika jobb megértésére helyezem. Ezt a mddszert koveti a konyv-
ben gyakran hivatkozott Smith (1929) és Fauvel-Gray (1987) forrasgyiij-
temény is, amely szamos eredeti mii angol forditasat adja meg.

Koényvem olvasasakor néha érdemes bekapcsolni a szamitégépet, hogy
beprogramozzunk néhany feladatot és kiszamitsuk a keresett értéket. S
ha alkalmanként a fiiggvénytablat is kézbe vessziik, vagy a zsebszamo-
16gépet is hasznaljuk, akkor taldn jobban megértjiikk, milyen faradsagos
volt szamolni az elektronikus szamitégép megjelenése és elterjedése elott.

Kiilon gondot okozott a bdséges anyaghdl vald vilogatas. El akartam
keriilni a népszeriisité miivek gyakori hibajat, hogy a kozérthetoség kedvé-
ért tul sokat foglalkoznak viszonylag egyszerii kérdésekkel, és 1ényegében
nem jutnak tdl a 18. szazadon. Egy-egy példaval élve: az egyébként kiva-
16 Boyer (1968/1991) konyvben a Newton és Leibniz elétti rész 400 oldal,
mig a Newtonnal és Leibniz-cel kezd6d6 rész alig tobb, mint 200 oldal.
(Még aranytalanabb Sain (1986) magyar nyelvii miive, de ardnyosabb a
magyarul is megjelent nagyon témér Struik (1948).) Ertékes ismeretter-
jeszt6 irasok talalhatok a kovetkezo folydiratokban: A Természet Vildga,
Matematikai Lapok, Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, Mathe-
matical Intelligencer. A vilaghalén is sok értékes forras van, kiemelem a
http://www.groups.dcs.st-and.ac.uk/history.mathematicians hon-
lapot és a Wikipédiat. A részletek kifejtése helyett az Olvasé figyelmébe
ajanlom az Irodalomjegyzékben is szereplé miiveket, amelyek a konyv
eme hidnyossagait potoljak. Sajat korlataim miatt ki kell hagynom olyan
fontos eseményeket, mint a modern algebra és geometria kialakuldsa (az
utébbirdl jé attekintést nyijt Coxeter, 1969 vagy Filep, 1997, 11. fejezet).
Sajat érdeklodésemet kovetve viszont bevettem olyan részleteket, mint a
jatékelmélet kialakulésa.

Ugyanakkor nem akarom lexikonszertien egyszer{ien felsorolni a bo-
nyolultabb eredményeket, ha nem tudok legalabb utalni a matemati-
kai részletekre. Ez nem mindig konnyli. Mig példaul a nagy szamok
Bernoulli-féle (gyenge) torvényének a matematikai hatterét még vazolom,
a tobbi ,torvény” (centralis hatéreloszlas vagy az erds torvény) bizonyi-
tasara mar csak tavirati stilusban utalok.

A legnagyobb matematikusok életérél szérakoztatd, bar néha pontat-
lan beszamolét ad Bell (1937). Sokkal mélyebb, de szelektiv Gingyikin
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(2001) konyve, amely hosszi oldalakon keresztiil mutatja meg néhany
kiemelked6 matematikus és fizikus életét és munkassagat. Szellemében
konyvemhez talan legkozelebb Stillwell (1989) és Filep (1997) &ll. Tomor-
sége miatt emlitem Stewart (1987) remekmiivét. Kiilon kiemelek két ma-
tematikatorténetet, amelyek matematikusok szamara irédtak: az egyik
Hodgkin (2005) — viszonylag roévid (280 o.) és koncentralt, de nagyon
alapos és filozofikus; a mésik Kline (1972) — nagyon részletes (1200 o.) és
célratord. Bar a magyar vonatkozasok ismertetésekor szandékosan vissza-
fogom magam, felhivom a figyelmet egy tartalmas kotetre, amely a 20.
szdzadi magyar matematikdrdl szél (Horvath, szerk. 2006).

Remélem, el6adasaimmal sikeriil fokoznom a hallgatosig érdeklédését
e méltatlanul elhanyagolt tertilet irant, és a konyvben emlitett, a témarol
irt tovabbi kényvek és cikkek olvasasaval olvaséim és hallgatéim elmélyitik
majd ismereteiket.

Koszonetemet fejezem ki Benedek Gabornak, John Francis-nak, Fol-
desi Imrének, Freud Rébertnek, Kérosi Gabornak, Major Péternek, Marki
Laszlonak, Pataki Janosnak, Simonovits Miklésnak, Solt Gyorgynek, Szé-
kely J. Gabornak, Tasnadi Attildnak és Téth Janosnak a korabbi valtoza-
tokhoz flizott megjegyzéseikért. Kiilon koszonettel tartozom Récz And-
rasnak, aki aldozatos munkaval mondatrél mondatra atvizsgélta a konyv
egy korabbi valtozatat, és Gerner Jézsefnek, a Typotex gondos szerkesz-
t6jének a konyv véglegesitéséért. Hala illeti a Rajk Laszld Szakkollégium
egykori (1999-es) hallgatéit, valamint a BME Matematikai Intézetének
hallgat6it (példaul Béla Szilviat, Farkas Dordt, Gyurcsek Andrést, Kéro-
si Attilat, Récz Laszlét és Szabd Balazst), akik alaposan kommentaltak
a kiilonféle valtozatokat. Természetesen az esetleges hibakért kizarodlag
én vagyok felel6s. Emellett koszonettel tartozom fémunkahelyemnek, az
MTA Koézgazdasdgtudomanyi Intézetének, és két oktatasi munkahelyem-
nek, a BME Matematikai Intézetének és a Kozépeurdpai Egyetem Koz-
gazdasagtani Tanszékének a nyugodt munkakorilményekért.

Az elektronikus kiadas készitésekor a javitdsokndl kiilonésen nagy
mértékben tamaszkodtam Freud Rébert megjegyzéseire, amelyeket az 1.
kiadashoz flizott.

Budapest, 2024. aprilis

Simonovits Andrés
e-mail: simonovits46.andras@gmail.com



2. fejezet

Az O6kori matematikarol

2.1. Bevezetés

»Mar a régi gorogok (sét a sumérok és a babiloniak) is tudték...”. Remek
konyvek sziilettek az okor matematikajardl, amelyek koziil magyarul is
olvashaté van der Waerden (1954) — szerz6je mellesleg a modern algebra
egyik atyja volt — és Neugebauer (1970).

Torténeti hattérként a kovetkezOket emlitjiik meg: az egyiptomi és
a mezopotamiai civilizaciok hatalmas folyamok (Nilus, Tigris és Eufra-
tesz) partjain alakultak ki, és a mez6gazdasighoz sziikséges 6ntézéshez
naptarkészitésre, tehat csillagiszatra és matematikara volt sziikségiik. E
tudoméanyok miiveldi a papok voltak. A gordg civilizacié fejlédése viszont
mas jellegli volt. I.e. 600 és i.e. 336 kozott a gordgség varosallamok-
ban élt, amelyekbol kulturdlisan is kiemelkedett az athéni varosallam.
Nagy Sandor makedon uralkodé i.e. 336 és i.e. 323 kozott meghdditot-
ta a gorog varosallamokat, majd a Kozel-Keletet (Perzsiat, Egyiptomot
stb.), s birodalmabdl haldla utan kialakultak az éridsi hellenisztikus alla-
mok. Szempontunkbdl a legfontosabb Egyiptom kézpontja, Alexandria.
Hattérolvasmanyként ajanljuk az okori természettudomanyokat attekinto
Szab6-Kadéar (1984) konyvet.

A gorog korszak alapos targyaldsa onmaga kiilon kurzust igényel-
ne. Itt csak onkényesen kivalasztott témaéakat vazolhatunk, 2.2. szakasz:
szamirasok, 2.3. szakasz: Egyiptom és Mezopotamia, 2.4-2.6. szakasz: a
gbrog geometria, szamelmélet, analizis és 2.7. szakasz: a gorog hanyatlés.

13
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2.2. Az Okori szamiras

Kiilon kitérek az ékori szdmirdsokra, mert tanulsdgosnak vélem, hogy a
mai rendszerhez képest milyen tigyetlen szamirast alkalmaztak (v6. van
der Waerden, 1954, 64-85. o.)

Erdekes médon a helyértéket mar a sumérok (i.e. 2400 koriil) is is-
merték, és oszthatdsdgi okokbdl 60-as szamrendszerben szamoltak. (Mi
is ezt tessziik, amikor éraban — vagy fokban —, percben és masodpercben
megadott adatokat Gssze akarunk hasonlitani.) Sét, ismerték a mi tize-
des tortjeink elddeit is. Csupan két dolgot nem ismertek: a szamjegyeket
és a nullat. A szamjegyek helyett a romaiakhoz hasonléan ,szamjeleket”
hasznaltak, és a 60-as szdmrendszer miatt 59 szamjelre volt sziikségiik.
Ekirdsos nyers agyagtablaikat a gyakori tiizvészek cseréptablévé égetve
hagytak az utdkorra.

A gorogok szamirasa el6szor a romai rendszerhez volt hasonld, késobb
egy ligyesebb rendszert, az alfabetikust vezették be: az 6gordg abécé elsé
9 betiijével jelolték az 1 és a 9 kozti szamokat: o =1, f = 2 stb.; a 10—
18. bettlivel jelolték a tizeseket, példaul « = 10, k = 20 stb. és a 19-27.
betilivel a szazasokat: p = 100, o = 200, majd az ezreseknél djra kezdték
a betlizést, csak egy vesszot tettek a betli elé: ,a = 1000. Ez a rend-
szer azonban lehetetlenné tette a valtozokon alapulé algebrai irasmodot:
Eukleidész mar nem ismerte a korabban alkalmazott I'A jelolést a I' és A
Osszegére, és még a szamolds is nehéz volt ezzel a rendszerrel. A torteket
viszont a maihoz hasonléan irtak.

2.1. feladat. Szorozza 0ssze az LI és az IL romai szamokat!

2.3. Egyiptomi és mezopotamiai el6zmények

Az egyiptomiak mar i.e. 2700 koriil olyan magas piramist épitettek, mint
a Gellért-hegy (146 m). Ehhez fejlett sik- és térmértani ismeretekre volt
szitkségiik. Példaul ismerték a Pitagorasz-tételt. Izelitéiil egyetlenegy
segyiptomi” tételt mutatunk be (2.1. dbra). Muzeumi lel6helyérél moszk-
vai papirusznak nevezik a tételt tartalmazé dokumentumot.

2.1. tétel. (Moszkvai papirusz, i.e. 1890.) Legyen a négyzet alapi gila
és a csonka gila magassdga: h illetve m, a giula alsé és felsé négyzetének
az oldalhossza: a, illetve b. Ekkor a két térfogat

1 1
V= gth, illetve V = g(a2 + ab + b*)m.
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2.1. dbra. A csonka gila térfogata

Bizonyitas. Egy haromszog alapt hasab harom olyan azonos alap-
teriileti tetraéderre bonthaté, amelyeknek azonos a magassaguk, tehat a
hiromszog alapt hasab térfogata a tetraéder térfogatanak a haromszo-
rosa. A négyzet alapi hasab két egybevagd, haromszog alapi hasabra
bonthatd, tehat a négyzet alapt gula térfogata a négyzet alapti hasib
térfogatanak az egyharmada. A csonka gila térfogata viszont egy nagy
és egy kis gila térfogatanak a kiilonbsége. O

Megemlitjiik, hogy az egyiptomiak (Rhind-papirusztekercs, i.e. 1700
koriil) mér a (16/9)? ~ 3,16 j6 kozelité értéket hasznaltak az egységsugart
kor fél keriiletére, a mai w-re. (Rhindnek hivtédk azt a személyt, aki a
papiruszt Luxorban megvasarolta és a British Museumnak ajandékozta.)

Erdekes, hogy a mezopotamiaiak a csonka gila térfogatara altaldban
egy rossz képletet, nevezetesen az (a? + b?)m/2-t hasznéltdk, pedig is-
merhették a helyes megoldashoz sziikséges b — a® = (b — a)(b? + ab + a?)
képletet (vo. van der Waerden, 1954, 130-131. o.). A 7 értékével sem
bajlodtak til sokat, durvan 3-nak vették, pedig az csak az egységkorbe
irt hatszog fél keriilete. Itt jegyezziik meg, hogy bar az egyiptomi és a
babiloni irdst 1822-ben, illetve 1850 koriil megfejtették, a matematikai
szovegek értelmezése gyakran tobbértelmi.

Ugyanakkor a mezopotamiaiak a masodfoku egyenletet is meg tudtak
oldani 4000 évvel ezel6tt, de nem ismervén a negativ szamokat esetszét-
valasztasra kényszeriiltek aszerint, hogy 0, 1 vagy 2 pozitiv gyok létezik.
Ez a hidnyossag egyébként 1500-ig szinte az egész vildgon fennmaradt.

Meglepd, hogy a babiloniak ismertek egy hatékony eljarast (a mi
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Newton-algoritmusunkat, vo. 5.4. feladattal) a négyzetgyok kiszamita-
sara, és mivel (60-as alapi) helyértékes rendszert hasznaltak, hihetetlen
pontosan tudtak szdmolni vele (Boyer, 1968/1991, 27. o.).

2.2. feladat. Négyzetgyokvonds. Egy [ pozitiv szam pozitiv négy-
zetgyokét a kovetkezo iteracids eljarassal szamithatjuk ki:

1
Tntl1 = 35 (xn + ﬁ) ) n = 07 17 27 ey
2 n

ahol z( egy tetszbleges pozitiv szdm. a) Bizonyitsuk be, hogy a masodik
16péstdl kezdve a sorozat monoton csokkenden konvergal +/B-hoz! b) Mu-
tassuk meg, hogyha sikeriil 5-bél egy j6 nagy négyzetszamot levalasztani,
azaz 3 = b% + ¢, ahol b,c > 0, és ¢/b kicsi, akkor az g = b+ ¢/(2b) ,,j6”
fels6 kozelitést ad!

2.1. példa. A 2.2. feladat eljarasaval a babiloniak a /2 = 1,414222
kozelitést kapték, amely csak az utolsé jegyben hibés.

2.4. A gorog geometria

Az el6z6 szakaszban lattuk, hogy mar a gorogok elétt is volt matematika.
A gordg matematikusok voltak azonban az elsék, akik az i.e. 6. szazadtol
kezdve felismerték, hogy (tovdbb nem definidlhaté) alapfogalmakat kell
bevezetni, bizonyitdsra nem szorulé axioméakat kell megfogalmazni, majd
kell. Ez a legkdonnyebben a geometriaban végezheto el.

Taldn a kis-dzsiai Thalész (kb. i.e. 585) volt az els6 matematikus,
aki nemcsak kimondott (kordbban mar ismert, és vélhetdleg Keletrdl im-
portalt) tételeket, hanem megprébalt logikus bizonyitasokat adni rajuk.
Elemi tétele a nevét viseli: A félkor atmérdje a félkoriv barmely pontjardl
derékszogben latszik.

A dél-italiai Piithagorasz (kb. i.e. 550) nemcsak matematikus, hanem
zenetudos, filozéfus és egy titkos tarsasig szellemi vezetdje is volt. A
rola elnevezett tételt — a derékszogli haromszog atmérdjére emelt négy-
zet terllete egyenld a befogdkra emelt négyzetek teriiletének Osszegével
— mér korgbban is ismerték. Ugy tiinik, hogy a hdrhosszak ardnya és a
zenei harmoénia kozti 6sszefiiggést azonban § fedezte fol. Legegyszeriibb
megfigyelése: ha egy hur hosszat megfelezziik, akkor kétszer nagyobb rez-
gésszamui hangot, oktdvot ad, amely egybehangzik az eredeti hanggal.
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Bonyolultabb osztasnal, amikor a hurt 12 egyenld részre osztjuk, és eb-
bél 8 vagy 9 egységet vesziink, akkor a hang rezgésszdma harmonikusan
valtozik: kvinttel (,s26”) vagy kvarttal (,,f4”) magasabb hangot kapunk.

Bar az athéni Platon (i.e. 427-.e. 347) elsésorban filozéfus volt, de is-
koldjaban (az Akadémidban) nagy stlyt fektetett a matematikai képzésre
— mint a logikus észjaras segitéjére. Nem csoda, hogy iskolajaban taldljuk
meg a kor nagy matematikusait: Arkhiitaszt (kb. i.e. 428-kb. i.e. 365)
és kiillonosen Theaitetoszt (kb. i.e. 414-i.e. 369) — aki felfedezte a 4. és
az 5. szabdlyos poliédert, az oktaédert és az ikozaédert (van der Waerden,
1954, 167. o.). A kor legnagyobb tudésa azonban Eudoxosz (kb. i.e. 410—
i.e. 355), aki geometriai tudasat csillagdszként is gytimolesoztette, amikor
megalkotta az els6 kozmikus modellt (15.2. szakasz).

Erdemes egy mondatot idézni Plutarkhosz Gkori szerzé sikerkonyvé-
bél, a Pdrhuzamos életrajzokbol (1. kotet, 61. o.), amelyben pengeélesen
leirja, miért utasitotta el Platén a geometria mechanikai szemléltetését.
,De Platén felhdborodott ezen, és szemrehanydsokat tett nekik [Eudox-
osznak és Arkhiitasznak], hogy megsemmisitik és elrontjak, ami j6 van
a geometriaban azaltal, hogy az emberek figyelmét a testetlen és elvont
targyakrol az érzékelhetd vilagra forditjdk, és ismét testi dolgokkal fog-
lalkoznak. . .”

Eukleidész (kb. i.e. 300) mar a varosallamok bukésa uténi, hellenisz-
tikus korban élt, és a Nagy Sandor altal alapitott egyiptomi févarosban,
Alexandridban alkotott. F6 miive a tébb magyar forditasban is elérhe-
t6 Elemek, amelynek jelentOs része az elemi geometriat a ma is hasznalt
axiomatikus felépitésben targyalta. (A legtjabb forditashoz vilaghiri ma-
tematikatorténésziink, Szab6 Arpad irt el6szot.) Tudjuk, hogy mér elétte
is irtak ilyen monografidkat, de csak az 6vé maradt fent, mert jobb volt,
mint a kordbbiak. Azt is tudjuk, hogy nem volt igazdn jelentds mate-
matikus, de elsérendii tankényvet irt, amely az el6dok munkéait ragyogé-
an Osszegezte. Idotallésagara jellemz6, hogy mai kozépiskolas geometriai
konyveink is az Elemeket kovetik.

Itt csak az I. konyv felépitését vazoljuk réviden. Ismert tételeket so-
rolunk fel. 1.1. Az egyenld szari haromszdg megszerkeszthetd. ... 1.15.
Cstucsszogek egyenlék. ... 1.16. A haromszog barmelyik kiils6 szoge na-
gyobb, mint a mésik két csicsandl fekvo szog. ... 1.20. A haromszog
barmely két oldalhosszanak Osszege nagyobb, mint a harmadik oldalé
(haromszog-egyenlétlenség). ...Egybevigosdagi tételek...

Sokan tamadték a szerzét, hogy miért kell olyan nyilvanval6 dolgokat
bizonyitani, mint amilyen az 1.16 vagy az 1.20. A vilasz nyilvinvalé:
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az axiomatikus targyaldasban nem szabad a szemléletre tamaszkodni, a
logikai szabatossdg megkoveteli, hogy ,,mindent” bizonyitsunk.

A tovabbhaladédshoz sziiksége volt az V. posztuldtumra. Ha egy egye-
nes két masik egyenest dgy metsz, hogy azonos oldaldn keletkezd két szdg
0sszege kisebb, mint két derékszog, akkor a két egyenes ezen az oldalon
metszi eqgymdst. Szemléletesebben atfogalmazhatd az axiéma, ha beve-
zetjiik a D.23. definiciét: pdrhuzamosnak neveziink egy sikban fekvo két
egyenest, ha nem metszik egymast. Lassuk tehat az Gn. parhuzamossagi
axiémat: Bdrmely egyeneshez és eqy kiilsé ponthoz az dltaluk meghatdro-
zott sikban pontosan egy pdrhuzamos egyenes hizhato.

Es ekkor igazolhaté az 1.32: a haromszog belsd szogeinek osszege két
derékszog. Hasonlban igazolhaté az 1.16. élesitése: A haromszog két belsd
szogének Osszege egyezik a harmadik kiils6 szoggel.

S végiil az 1. konyv cstucspontja: 1.47. (a Pitagorasz-tétel): Egy de-
rékszogi haromszog két befogdjara emelt négyzetek teriiletének Gsszege
egyezik az atfogora emelt négyzet teriiletével. A bizonyitas teriiletatala-
kitdason alapul, de nem a kozépiskolaban tanulton, hanem annak egyik
korabbi valtozatan, az tn. szélmalmon. Ne feledkezziink meg 1.48.-rél
sem, amely a tétel megforditasat mondja ki.

A gorog matematikusok gondolkodasdnak kifinomultsdgara jellemzo,
hogy hamar felvetették: a parhuzamosokrdl szélo, hires V. posztuldtum
(més néven: axiéma) més mint a tobbi. Ezért is halasztotta Eukleidész
az axiéma kimondésat egészen az 1.27. tételig. Méasok megprobaltak az
V. posztuldtumot a tobbi axiomabdl tételként levezetni (Szabd, 1978).
Csak 1830 koriil deriilt ki (12.4. szakasz), hogy a kisérletezék lehetet-
lenre vallalkoztak: ez az axiéma nem vezetheto le a tobbibdl, fiiggetlen
toliik. Ugyanakkor a gbérogoék nem teljesen értették meg, hogy az alap-
fogalmakat (pont, egyenes, sik) nem lehet a végtelenségig visszavezetni,
ezek az axiomakkal egyiitt hatarozzak meg a rendszert.

A kritikus és elvont gorog matematikai gondolkodésra kiilonésen jel-
lemz6, hogy mar az i.e. 5. szdzad végén olyan feladatokkal is foglalkoztak,
amelyeknek nem volt gyakorlati jelentoségiik, elméletileg azonban csak a
19. szazadi késoi utdodok tudtédk azokat megoldani. Ilyen a szogharma-
dolds, a kockakett6zés (az un. déloszi probléma) és a kor négyszogesitése
(lasd 12.2. szakasz).

Az 6kor legnagyobb geométere Apolléniosz volt (i.e. 262 utan—i.e. 190
el6tt), aki kiilonosen a kipszeletek terén ért el csoddlatra mélté eredmé-
nyeket (vo. van der Waerden, 1954, 386-424. o. és Sain, 1986, 215-236.
0.). Egyetlenegy tételt emeliink ki gazdag munkdssagabdl:
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2.2. tétel. (Apolléniosz, i.e. 210 kéril.) Az y?> = 2px (fekvd) para-
bola felséd dagdnak az xo pontbeli érintdje az y-tengelyt yo/2 magassagban
metszi, ahol y3 = 2pxy.

2.3. feladat. Vezessiik le a 2.2. tételbol, hogy a parabolatiikorbe
vizszintesen bees6 fénysugarak a visszaver6dés utdn dtmennek a (p/2, 0)
koordindtaju gyujtéoponton! (Lasd 2.2. dbra)

2.2. dbra. A parabolatiikor, Hajés (1964, 376. abra, 384. o.)

2.5. A gorog szamelmélet

A gorog szamelméletbél harom tételt emeliink ki, mindhdrom megtalal-
haté Eukleidész Elemeiben. Részletes elemzést ad Weil (1983, Chapter

I).
2.3. tétel. (kb. i.e. 400, leirva Eukleidész, X.27.) Az x* = 2 megol-

ddsa nem irhaté fol két egész szdm hdnyadosaként, mai széval /2 irraci-
ondlis.

Bizonyitas. Modszere indirekt: feltessziik, hogy létezik két olyan
egész szam, p és q, amelyeknek nincs 1-t0l kiilénb6z6 kozos osztéjuk,
hanyadosuk pedig x = p/q. Ebbdl négyzetre emelés utan paritdsi meg-
gondoldsokkal ellentmondést kapunk. O

Megjegyzés. Utalunk arra a két kozismert tényre, hogy a /2 az
egységoldalii négyzet 4tldja, mig v/5 a szabdlyos 6tszog szerkesztésénél 16p
fol. Tobb matematikatorténész azt gondolja, hogy a goérogok az egymasba
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skatulydzott (mar a babiloniak altal is ismert) csillagotszogek (egyébként
a piithagoreusok jele) végtelen sorozatabdl jottek ra elészor az irraciondlis
szamok 1étezésére, nevezetesen x2 = 5 gyokének irracionalitisara.

2.4. tétel. (FEukleidész, 1X.20.) A primszamok sorozata nem véges
(vagyis végtelen).

Bizonyitas. Szintén indirekt. Tegyiik fol, hogy véges sok primszam
van, pi, ..., Pn, vegyuk a szorzatukat, adjunk hozza 1-et: p; - - - p,+1. Ek-
kor vagy egy 4j primszamot kapunk, vagy egy 4j primszam t6bbszorosét,
hiszen e szdm az el6z6 primszamok egyikével sem oszthatd. Ellentmon-
dast kaptunk. O

2.4. feladat. Bizonyitsuk be, hogy a 4k — 1 alakt primszamokbdl is
végtelen sok van!

Mindkét tétel a valaha megalkotott legszebb matematikai tételek kozé
tartozik, és egyszertisége ellenére nagyon mély matematikai gondolkodas-
modrdl taniskodik.

A harmadik tétel a pitagoraszi szamharmasokrél szol. Ismert, hogy az
x,y befogdji és z atfogdji derékszogli haromszogre teljesiil az 22 4y? = 22
egyenldség. Az egyiptomiak ismerték az egyenlet néhany egész értékil
megolddsat: példaul 32 + 42 = 52. Allitolag egy kotélre egyenld tavolsdg-
ra 3, 4, illetve 5 csomot tettek, és ezeket haromszogben kifeszitve ,szer-
kesztettek” derékszoget. Nyilvanvald, hogy egy egész értékii megoldés
tobbszorosei is megoldasok, ezért célszerli a relativ prim megoldasokra
szoritkozni: (x,y,z) = 1. Ezeket nevezik primitiv pitagoraszi szamhar-
masoknak. A keleti hatds itt is jelen van: az Obabiloniak szdmos ilyen
szamharmast ismertek (van der Waerden, 1954, 123-129. o; 2.3. abra).

2.5. tétel. A pitagoraszi szamhdrmasok a kévetkezd alakiak:

T =2mn, y:mQ—n2, z:m2+n2,
ahol m,n természetes szamok, amelyekre m > n, kiilonbozé paritisiak €és
(m,n) = 1.

A bizonyitas elemi, azonban hosszisdga miatt (Freud—-Gyarmati, 2000,
286-287. 0.) nem ismertetjiikk. Kénnyebb belatni, hogy a tételben meg-
adott szamok pitagorasziak, de hogy mas pitagoraszi szamharmas nincs,
az mar nehezebben igazolhatd allitas.

Torténeti jelentésége miatt a tokéletes szdmokrdl szold tételt is is-
mertetjik. Egy szamot tokéletesnek neveziink, ha néala kisebb osztéinak
Osszege egyenld magaval a szdmmal. Példaul a 6 és a 28 tokéletes szam.
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2.6. tétel. (Fukleidész, I1X. 36.) ,Ha az eqységtdl kezdve kétszeres
aranyban képzink egy mértani sorozatot, amig az dsszeg prim nem lesz,
és az o0sszeggel megszorozzuk az utolsé tagot, akkor a szorzat tokéletes
szam lesz.”

Modern jeloléssel: legyen n természetes szam.
Ha p = 2" — 1 prim, akkor (2" — 1)2" tokéletes.

A mértani sor Osszegére hamarosan visszatérink.

Tobb évszazaddal késébb, talan az i.sz. 3. szdzadban, Diophantosz
megujitotta a szdmelméletet és az algebrat. Egyrészt olyan feladatokat
vizsgalt, amelyeknek csak egész értékii megoldasai érdekesek. Maéasrészt
elszakadt a korabbi geometriai korlatoktol, és algebrai feladataiban 3-
nal magasabb és negativ hatvanyokat is vizsgalt. Kiilon érdeme, hogy
jeloléseket vagy roviditéseket vezetett be a hatvanyokra, a miiveletekre és
az ismeretlenekre, de a mai jeloléseket csak 1500-t6l kezdve vezették be
az eurdpaiak.

2.6. A gorog analizis

Egy negativ fejleménnyel kezdjiik a targyaldst. Az éleai Zénon (i.e. 460
koriil) négy hires paradoxonaval ramutatott a folytonossdg fogalmi csap-
déira. Itt csupan a legnevesebb paradoront mutatjuk be, amely azt mond-
ja ki, hogy hidba fut Akhilleusz kétszer gyorsabban, mint a tekn6sbéka,
sohasem éri utol. ,Valéban”, legyen a kezdeti tévolsag Akhilleusz és a
teknésbéka kozott dg, és legyen ty az az id0, amig Akhilleusz lefutja e
tavolsdgot. Ez alatt azonban a tekndsbéka is tovabb 1ép, és a koztiik 1évo
4j tavolsdg di = do/2 lesz. Ennek lekiizdéséhez Akhilleusznak t1 = to/2
id6re lesz sziikség, de ekozben ujra keletkezik kozottik egy do = dy/2
tavolsag, s e folyamat a végtelenségig folytatddik, ,tehat” Akhilleusz so-
hasem éri utol a teknésbékat. (Egészen a 17. sz. kozepéig kellett varni,
hogy valaki a pozitiv taga >, d; végtelen sor Osszegét kiszamitva meg-
hatérozza, hogy Akhilleusz hol — példankban éppen 2dp-ban — éri utol
a tekndsbékat.) Ezzel a feladat megsziint paradox lenni. (Egyébként
allitélag Zénon vezette be az indirekt okoskoddst a matematikdbal)

Nem tudjuk, hogy a mértani sor 0sszegét mikor fedezték fel, de Euk-
leidésznél méar szerepel. Szé szerint idézziik (276. o.):
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2.7. tétel. (Eukleidész, I1X. 35.) ,Ha valahdny szam mértani soro-
zatot alkot, és mind a mdsodik, mind az utolso tagbol az elsével egyenld
szdmot vonunk ki, akkor amint a mdsodik tag maradéka az elsé taghoz,
ugy ardnylik az utolsé tag maradéka az eldtte allé tagok 6sszegéhez.”

A biztonsag kedvéért modern jeloléssel is felirjuk az allitast (521. o.):
Ha (a;); a sorozat, akkor (ag —a1) : a1 = (ap—aq1) : (a1 +ag+---+an-1),
azaz

ay(an —ay) ap—a; a;

Spn—1 = = y q=
as — aq q—l

a;—1
A bizonyitas ugyanaz, mint manapsag, csak a jelolések hidnya miatt majd-
nem egy oldalra nyulik.

Az analizis el6futaraként ismét megemlitjiitk Eudoxoszt, aki a 2.3. té-
telben fellépd irraciondlis szamok helyébe bevezette az ardanyelméletet —
mai kifejezéssel élve: alulrdl és feliilrol raciondlis szamokkal kozelitette az
irraciondlis szamokat. Nagyon leegyszeriisitve gondolatait, négy mennyi-
ség egyenld ardanypart alkot, azaz a/b = ¢/d, ha rendre akdrmilyen termé-
szetes m és n parral szorozva a szamlalokat és a nevezdket, a kovetkezd
implikacié érvényes:

ha ma < nb, akkor mc < nd;

ha ma = nb, akkor mc = nd,

ha ma > nb, akkor mc > nd.

Példaul ha igazolni akarndnk, hogy v/2/1 = v/6//3, akkor igazolni
kellene, hogy

ha mv2 < n, akkor mv/6 < nv/3;
ha mv2 = n, akkor mv/6 = nv/3;
ha mv2 > n, akkor mv/6 > nv/3.

Természetesen a 2.3. tételbdl tudjuk, hogy az egyenléség sor iires, hiszen
nincs olyan (m,n) természetes szampar, amelyre mv/2 = n.

Egyrészt el kell ismerni e megoldas logikai szabatossagat, masrészt
hangsulyozni kell, hogy az ardanyelmélet sokdig megakaddlyozta, hogy az
irraciondlis szamok elnyerjék mélté helyiiket a geometrian kiviil.

Mai kifejezéssel élve, ugyancsak Eudoxosz fedezte f6l, hogy a gorbe
vonalu testek teriiletét a korbe irt és a kor koré irt sokszogek teriiletsoro-
zatdnak kozos hatdrértékeként lehet definidlni. Laczkovich—T. S6s (2005,
7-8. 0.) nyoméan ismertetjitk Eudoxosz kovetkez§ tételét és bizonyitasat.
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2.8. tétel. (Fudozxosz, kb. i.e. 370., Eukleidész, XII.2.) Egy kor
teriilete az dtmérdje négyzetével aranyos.

Bizonyitas. El6szor az lathaté be, hogy a K korbe irt négyzet a
kor teriiletének tobb, mint a felét tartalmazza, a négyzethez tartozoé ivek
felezésével keletkezd nyolcszog a kor maradék teriiletének megint tobb
mint a felét tartalmazza, és igy tovabb. Ebbdl kévetkezik, hogy a K kérbe
beirhatunk egy olyan sokszoget, amelynek a teriilete a kor tertiiletét egy
tetszéleges, elére megadott szamnél jobban kozeliti (kimeriti).

A bizonyitas befejezését mai jelolésekkel mondjuk el. Legyen a Kj
kor teriilete t1, atmérGje dy, s hasonléan a 2. korre. Allitas: t1/ty =
d?/d3. Indirekt: & = t1/to — d}/d} # 0, mondjuk pozitiv. Irjunk a K
koérbe egy olyan S7 sokszoget, amely K teriiletét jobban megkdzeliti,
mint dts. Legyen So a Ko korbe irt, Si-hez hasonlé sokszog, teriileteik
ardnya s1/sy = d2/d3. Ekkor

t & s t1 — 0ty t
tQ d2 S92 tQ tQ
s ez ellentmondas. O

Megjegyzés. A 8.5. példdban majd egy egyszeriibb bizonyitast
mutatunk.

A gorog matematika csucsat Arkhimédész (i.e. 2877—i.e. 212) jelenti.
A tovabbiakban néhdny fontosabb tételét vildgitjuk meg (vo. Sain, 1986,
178-215. o.).

Ismert, hogy az egységatméroji kor keriilete, m mennyi helyen meg-
jelenik a matematikdban. E szdm elsé matematikailag szabatos meg-
kozelitése Arkhimédésztdl szarmazik. Arkhimédész a m kiszdmitdsahoz
tisztdzta: mi egy zart konvex gorbe keriilete. Az egységatmérdji kor ke-
riilletét definidlhatjuk a korbe és koré irt tetszéleges m-oldali szabalyos
sokszog keriiletének k6zos hatarértékével. Ehhez Arkhimédész egy rekur-
ziot talalt, amellyel tetszoleges n-oldalil beirt szabalyos sokszog keriile-
tébol meghatarozta a 2n-oldalt szabalyos sokszog keriiletét, és ugyanezt
tette a koré irt sokszogekre (van der Waerden, 1954, 333-335. o.).

2.9. tétel. (Arkhimédész, kb. i.e. 2407) Az egységsugari kirbe, il-
letve koré irt szabdlyos n- és 2n-oldalt sokszog fél oldalhosszai kézdtt a
kovetkezd rekurzio érvényes:

1—/1—a2 b5 Ay — VIFAZ -1

agn =
n 2 n
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2.3. dbra. Az n- és a 2n-oldalu sokszog, Hajos (1964, 111. ébra, 132. o.)

Megjegyzések. 1. A bizonyitas elemi geometriai eszkdzokkel végez-
heté (v6. Fried-Simonovits, M. 2005, 189-193. o.). A Pitagorasz-tétel
mellett a beirt sokszogeknél egy hasonldsagot, a koré irt sokszégeknél pe-
dig a szogfelezo-tételt (ti. a szogfelezd a vele szembe levs oldalt a szarak
hosszanak ardnyaban osztja) kell alkalmazni.

2. A 7 kiszamitasdhoz a sokszogek fél kertiletét kell kiszamitani: p, =
nan és P, = nAy: pp < < Py, limy, oo pp, = 7 = limy, o0 P

3. Ismert, hogy az egységsugart korbe irt és a kor koré irt szabélyos
hatszog fél oldalhossza rendre ag = 1/2 és Ag = v/3/3. Némi tulzéssal azt
mondhatjuk, hogy Arkhimédész a 2.9. tétel rekurzidja segitségével kézzel
(szdmité-, sét szamoldgép, sét a helyértékes arab szamrendszer nélkiil)
hatérozta meg az n = 12, 24, 48, 96-oldali szabalyos sokszogek keriile-
tét. A V/3-ra is egy viszonylag pontos kétoldalt racionélis kozelitéssel

rex ldelkezel ‘ .
\/g

53 VS 780

A kétoldalu kozelités pontossdgat négyzetre emeléssel ellenérizhetjiik (kézi
szamitas helyett szdmoldgéppel, és az utols6 szamjegyek bizonytalanok):

2,9999144 < (v/3)? < 3,0000015.

A négyzetgyokvonast minden bizonnyal a babiloni algoritmussal vé-
gezte. (A szamoldgépes érték /3 = 1,7320508. A 2.2.b feladat szerint
érdemes a 300 = 289+11 felbontasbdl kiindulni, ez az xo = 1,7+11/340 =
1,73236 kozelitést adja — az osztast kényelembdl ismét szamolégéppel vé-
geztiik. A babiloni algoritmus x1 = 1,7321-t adja, amely méar a 4. tizedes-
jegyre is pontos.) Mellesleg Arkhimédész egyenl8tlenségekkel dolgozott,
hogy a korlatok érvényesek legyenek. Mai kifejezéssel élve, intervallum-
aritmetikat alkalmazott.
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A végs6 kozelité eredményt az n = 96-oldalu sokszogre kapta:

10 10
3,1408 < 3— 3— < 3,1429.
, <8 <m <35 <3,
Megemlitjiik, hogy a viszonylag egyszer(i 355/113 tort nagyon jé ko-
zelitést ad a m-re: 3,1415929, csak az utolsé jegy rossz (6 a helyes érték).

2.2. példa. Arkhimédész szamitasa szamitogépen. Bemutatjuk Ar-
khimédész szamitasat szamitogépen, de elotte konjugalassal megszabadu-
lunk a 2.9. tétel 1 — 1 = 0 alaku kifejezéseitdl:

a A
- és A

\/2(1+\/W) 2nzvl+jg‘+l'

a2n =

Tanulsdgos az alsé és a felsé kozelités szamtani kozepét is feltiintetni.

2.1. tablazat. Az egységdtmérdji kiorbe és koré
irt 6 - 2% oldali szabdlyos sokszog keriilete

Oldalszam Korbe irt Koré irt  Atlag
sokszog keriilete

n Pn P, (pn + Pn)/2
6 3,00000 3,46410  3,23205

12 3,10583 3,21539  3,16061

24 3,13263 3,15966  3,14614

48 3,13935 3,14609  3,14272

96 3,14103 3,14272  3,14187

Hajos (1964, 19.6, 131-132. o.) egy mesterkéltebb, de szdmitastech-
nikailag egyszeriibb rekurziét mutat be, ahol az alsé és a felsé kozelito
becslés egymasba fonédik. (Laroche (2003, 68. o.) szerint az algoritmus
Carl F. Gausstol (1777-1855) szédrmazik, akinek zsenidlis tevékenységé-
ré6l még tobbszor szélunk. Sain (1986, 208-209. o.) Arkhimédésznek
tulajdonitja — nyilvianvaléan tévesen.)

2.10. tétel. Legyen r, és R, egy n-oldali szabdlyos sokszdgbe irt és ko-
rulirt korének a sugara, akkor az ugyanakkora kerileti és kétannyi oldali
szabdlyos sokszog beirt és korilirt korének ro, €s Ro, sugardt a kévetkezd
képletek adjak:

R
Tron = WTTL éS Rgn =V Rn’l“gn.
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2.4. dbra. A henger, a kup és a félgomb térfogata, Hajos (1964, 242. dbra,
240. o.)

2.5. feladat. Hatarozzuk meg az 1024 oldald szabalyos sokszog beirt
és kortilirt korének sugarat a félegység oldalu (azaz két egység keriiletl)
négyzetbél kiindulva! Az eredmény r1924 = 0,318309 és R1924 = 0,318310.
Reciprokot véve adddik 3,14160 és 3,141591 mint felso és alsé korlat m-re.

Arkhimédész talan a kovetkezo6 tételre volt a legbliszkébb.

2.11. tétel. (Arkhimédész, kb. i.e. 240.) Az R sugari félgomb térfo-
gata az R sugarid alapkori és R magassagi henger térfogatdinak a 2/3-ada:
V =27R3/3.

Megjegyzés. A képletet a 4.3. példdban a kalkulus segitségével
gépiesen is levezetjik.

Bizonyitas. Kozépiskolabdl ismert, hogy Arkhimédész a géomb tér-
fogatat tgy szamitotta ki, hogy az alapkorén all6, R sugard és R ma-
gassagu hengerbdl ,kivonta” a cstuicsan allo, a hengerbe beirt kipot, és a
Pitagorasz-tétel segitségével megallapitotta, hogy barmely magassagban
vizszintesen elmetszve a kiilonbségtestet és a félgdmbot, a két metszet
teriilete azonos (2.4. dbra). Arkhimédész ebbdl levezette, hogy a két test
térfogata is azonos. O

Arkhimédész a hengerbe helyezett félgdmbot és kiapot vésette a sirjara
is, Cicero még sziciliai tisztvisel6koraban, joval késobb is latta a sirkovet.
Miésik jelent6s eredményét tartalmazza a
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2.6. feladat. a) Osszuk fol a [0, 1] szakaszt n egyenl6 részre, és
szamitsuk ki az y = x? parabola alatti alsé, illetve felsd ,téglanyossze-
get”, tp-et és T-et. Az elsé n négyzetszam Osszegképletét felhasznal-
va (amelyet egyébként mar a babiloniak is ismertek), lassuk be, hogy
1/3—-1/n < t, < T, < 1/3+1/n. b) Ebbdl adddik, hogy a teriilet
T = 1/3! ¢) Ebbél kiovetkezik a gila térfogatképlete is (2.1. tétel). d)
Arkhimédészt kovetve, hatdrozzuk meg a parabola alatti tertilet kézelité
Osszegét ugy, hogy alkalmas mértani sorozat szerint valasztjuk az oszté-
pontokat.

Arkhimédész ,integral”bizonyitdsaiban alsé és fels§ kozelitéseket al-
kalmazott, és e bizonyitasok olyan szabatosak voltak, hogy szintjiiket csak
a 19. szdzadban sikertilt Gjbol elérni, és akkor is csak nehezen (8. fejezet).
Arkhimédész azonban fizikus is volt, aki eredményeit gyakran fizikai ana-
l6giadk segitségével sejtette meg, s csak utdna alkalmazta a szabatos ma-
tematikai eljarast. Erdemes az Eratoszthenészhez (kb. i.e. 276-i.e. 194),
az Alexandridban é16 kivalé matematikushoz és csillagaszhoz irt levélbél
néhany mondatot sz6 szerint is idézni: ,,... azt gondoltam, hogy nem
lesz haszontalan, ha lefrom, és elkiildom neked ... a specidlis médszere-
met, amelynek segitségével képes leszel arra, hogy bizonyos matematikai
problémakat a mechanika segitségével ismerj fel. Meg vagyok gy6zédve
arrol, hogy ez nem kis haszonnal jar a tételek bizonyitasanal. Néhany dol-
got ugyanis, amely elészor mechanikai modszerrel valt vilagossé elGttem,
geometriailag is bebizonyitottam, mert vizsgalatuk a mondott médszerrel
nem tekintheto tényleges bizonyitasnak.”

Szinte hihetetlen, de csak 1906-ban taldlta meg Heiberg dan tudo-
manytorténész ezt a levelet, amely A maddszerrdl cimet viseli, s amelyben
tobbek kozott a gomb térfogatat is az emelStorvény segitségével sejtette
meg Arkhimédész. Itt a gdmbot mint egymasra helyezett korok Osszessé-
gét tekinti. (Bevallom, szamomra a mddszer bonyolultabb, mint a koz-
vetlen bizonyitas, de ha a hatarérték mechanikus meghatarozasa helyett
a kimeritéssel kell élni, akkor tényleg nehéz helyzetbe hozhatjuk magun-
kat.) Kiilon érdekesség, hogy a munkat egy palimpszeszt tartalmazta,
azaz egy olyan régi pergamenlap, amelyrél Arkhimédész szévegét a ko-
zépkorban levakartak, és egy 1j szoveget irtak ra. A részleteket Simonyi
(1981, 75-80. o.) tartalmazza.

A gorogok ismerték a szogfiiggvények elodeit, és mai széhasznalattal
élve, szogfiiggvény-tablazataik is voltak. (A mi szinuszunkat tgy kaphat-
juk meg az 6 ,harfiiggvényiikb6l”, hogy vessziik a koézponti szog kétsze-
reséhez tartozé korivek hirjdnak a felét.) Hogyan készitették Sket? Az
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addiciés képletek segitségével. Induljunk ki a kovetkezé képletb6l: cos(a+
B) = cosacos 3 — sinasin 3. Ebbél kiovetkezéen cos2a = 2cos?a — 1,
azaz (eltekintve a negativ el6jeltol)

/14 cos2a
COS o = T

Tudjuk, hogy cos 30° = v/3/2. Félszdgképletiink szerint tehat

/1 p
cos 15° = +2*/§/ = 0,966.

Innen kiszamithaté a 7,5; majd a 3,75; majd a 1,875; végiil a 0,9375, illetve
0,4636 fok koszinusza. Innen mér interpolalhatjuk a cos 0,5°-ot, amelybol
az addiciés képletek minden szdgre megadjik a keresett értéket. A gya-
korlatban az eljaras finomithaté percre és masodpercre. A valésadgban az
6kor legnagyobb hatasu csillagésza (lasd 15.2. szakasz), Klaudiusz Ptole-
maiosz (i.sz. 90-168) egy 720-oldali szabdlyos sokszoget szerkesztett, és
ebbdl hatarozta meg cos0,5°-ot, és mellesleg a m = 377/120 =~ 3,1416...
kozelitést nyerte.

Imponalé az a szintén Arkhimédésztdl szarmazé eredmény, amelyet
modern jelolésekkel, és szinusz helyett koszinuszra atirva, a kévetkezd-
képpen fogalmazhatunk meg.

2.12. tétel. A cos gorbe alatti teriilet a [0, x| szakaszon sinx.

Arkhimédész specidlis megfontolasokkal oldotta meg a feladatot, ame-
lyeket modern kontosben csak a 8.2. feladat megolddsidban kozoljik. A
rutinbizonyitast az 5.4. példaban adjuk meg.

Joggal jegyzi meg van der Waerden (1954, 367. o.), hogy hidba ha-
tarozta meg Arkhimédész rengeteg sikidom teriiletét vagy test térfogatat
vagy feliiletét, nem mondhatjuk, hogy felfedezte magat az integralt, mert
nem ismerte ol ezt az dltalanos fogalmat.

2.7. A hanyatlas

Az 6kori, és azon belill a gérdog matematika az i.e. 3. szdzadban elérte
a csucsot, és utdna jelentésen hanyatlott. A visszafejlédésnek egyarant
voltak kiils6 és bels6 okai (v6. van der Waerden, 1954, 425-430. o.).
Kils6 okok kozott emlithetjiikk meg a varosallamok és a hellenisztikus
allamok szétesését, a Rémai Birodalom terjeszkedését. A rémai civilizdcié
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nagyszeri technikai taldlmanyokat fejlesztett ki, és ragyogé épitményeket
hagyott az utékorra, még a csillagészat sem halt el (s6t a csucsot i.sz. 150
koriil a hellén Ptolemaiosszal érte el, lasd: 15.2. szakasz), de semmilyen
matematikai felfedezéssel sem dicsekedhet.

Meélyebben gyokereznek a matematikai hanyatlas bels6 okai: 1. Mi-
vel a gorogok koran rajottek az irraciondlis szdmok létezésére, de a valds
szamokkal nem akartak dolgozni, geometriai szakaszokkal, illetve azok
hosszéval szamoltak. Példaul a v/2 helyett az egységoldalti négyzet &tl6-
javal dolgoztak. Emiatt nem tudtak kénnyedén inhomogén kifejezésekkel
szamolni, példaul a mésodfokii egyenletet is 22 4+ ax + b> = 0 alakban
irtak fol, sét, a negativ szdmok hidnya miatt x? + ax = b? alakban, ahol
a,b >0 (a két alak nem ekvivalens!). 2. A gorogok betiliket hasznaltak a
szamok irdsara, ezért nem dolgozhattak valtozokkal. 3. Amig t6bb ma-
tematikus dolgozott egyiitt, a szdbeli kozlés legyozhette e nehézségeket,
de a hellenisztikus allamok bukasa utédn ez a lehetéség megsziint.






3. fejezet

Kozépkori matematika

3.1. Bevezetés

Az Okori matematika mar az i.e. 3. szdzadban elérte csticspontjat. A ko-
zépkori (476-1492) matematika torténete nem biiszkélkedik igazén nagy
elméleti felfedezésekkel, de a tovabbfejlodés megértése céljabdl sziikséges
rovid attekintése. A 3.2. szakaszban utalunk a kinai és hindu fejlemények-
re, a 3.3. szakasz az arab kozvetitéssel, (kiilonosen a mai helyértékes arab
szamrendszer kialakuldsanak és elterjedésének rogos utjaval) foglalkozik,
majd a 3.4. szakasz korvonalazza az eurdpai matematika djjasziiletését.
A fentiekrol kivalo attekintést nytjt Juskevics (1961).

3.2. Kina és India

Csak roviden szolunk az Okor és a kozépkor hataran megjelend kinai és
indiai matematikardl (v6. Boyer, 1968/1991, 12. fejezettel és Juskevics,
1961, 17-177. o.). A Jangce és a Sarga-folyé mentén kialakulé kinai,
valamint az Indus és a Brahmaputra mentén sziileté hindu tarsadalmak
ugyanigy ontozésen alapultak, mint a méar emlitett egyiptomi és mezo-
potamiai civilizaciok. Talan ezért, taldn mas okbdl, a kinai és indiai
matematika csak az egyiptomihoz és mezopotamiaihoz hasonld, megle-
hetdsen 6nkényesen Gsszevalogatott feladatgyiijteményeket hagyott rank.
Ezekbdl kideril, hogy matematikusaik jo kozelitéssel ismerték az egység-
atmérdji kor kertiletét, tudtak, hogy az arkhimédészi 22/7 pontatlan, de
i.sz. 500 koril azt hitték, hogy a 355/113 = 3,1415929 pontos.

A kinai forrdsra utal a szimelméletbdl ismert kinai maradéktétel (Jus-
kevics, 1961, 84-88. o.). Kordbbi elddoket kovetve, Csu-Si-csie 1299-ben

31



32 Vilogatott fejezetek a matematika torténetébdl

az égi elemek modszerét, mai elnevezéssel a Horner-elrendezést alkalmazta
a kovetkezé algebrai egyenlet megoldasara (Juskevics, 1961, 76. o.):

5762 — 26402 + 172922 + 3960z — 1695252 = 0.

Elsoként az x = 8 egész részt hatadrozta meg, majd az y = x — 8 transz-
formacioval y = 2/3-ot. A négyzetszamok Osszegképlete 1261-b6l és a
Pascal-hdromszog 1303-bél szarmazik (Juskevics, 1961, 90-91. o., illetve
83-84. o0.). Ezek a felfedezések azonban semmilyen hatédssal sem voltak
az eurdpai civilizaciora, mert csak tobb szaz éves késéssel jutottak el a
fejlett vilagba, amikor mér az eurépaiak maguk is felfedezték Oket.

A kinaiéhoz hasonl6 volt az indiai matematika szerkezete és fejlédé-
se. Egyetlenegy hindu matematikust emlitiink meg: Brahmaguptéat (kb.
628), akinek miive egyarant tartalmaz helyes és helytelen eredményeket.
Az elébbire példa Héron (i.sz. 1. szdzad) képlete az a, b, ¢ oldali hdrom-
sz0g teriiletére, amelyet mar Arkhimédész (i.e. 3. szazad!) is ismert:

t= \/s(s —a)(s—=b)(s—c),

ahol s a haromszog fél keriilete. Az utébbira példa Héron képletének
Brahmaguptatol szarmazé altalanositésa (d a negyedik oldal, s a négyszog
fél keriilete) a négyszog teriiletére:

T= /(s —a)(s = b)(s — (s — ),

amely azonban csak a hirnégyszogre pontos (3.1. dbra). Boyer (1968/1991,
219. o.) szerint Brahmagupta adds maradt e korlatozassal, mig Juskevics
(1961, 165. o.) szerint ,Brahmagupta kifejezetten hangsuilyozta, hogy
kozelito képletrdl van szo.”

3.1. feladat. Igazoljuk a hirnégyszogre vonatkozd képletet!

Kiilon foglalkozunk az arab szamjegyekkel és a helyérték-rendszerrel.
Manapsag természetes, hogy arab (helyesen: hindu) szamjegyekkel irjuk
le szamainkat, és helyértéket hasznalunk. (Igaz, ez utébbir6l a Winword
hasznaldi kezdenek leszokni, mert a program automatikusan kozépre iga-
zit!) De az el6z6 fejezetben lattuk, hogy az 6korban a hindu szamok is-
meretlenek voltak, csupan a babiloniak alkalmaztak helyérték-rendszert.
A mai rendszer csupdn a 7. szazadban kezdett megjelenni, el6szor Indid-
ban, majd arab kozvetitéssel Eurépaban is (vo. van der Waerden, 1954,
86-100. o.).
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3.1. dbra. A hurnégyszog teriilete

A hinduk els6é wjitdsa az volt, hogy ellentétben a babiloni és a ré-
mai szdmokkal, az els6é 9 szam egyjelli azonositét kapott, mai alakban:
1,2,3,4,5,6, 7,8, 9. Aztédn valaki felfedezte, hogy ezekkel a szamje-
gyekkel milyen kénnyen lehet barmilyen szdmot leirni. Dokumentumok
szerint egy 595-bdl szarmazd adomanylevélben fordul eld el6szor egy mo-
dern forméban leirt szam, nevezetesen 346.

Végiil egy dél-indiai szerzot, Nilakanthat emlitek meg, aki Juskevics
(1961, 177-185. o.) szerint 1501-1502-ben — 170 évvel megelézve az
analizis eurépai Uttoroit, az arkusz tangens Taylor-sora alapjan adta meg
a m/4 értékét (vo. 5.5. példaval)! A lassan konvergald sor mellett még
a (m — 2)/4 sorat is kozli, amely sokkal gyorsabban konvergal. ,Létezik
egy kellden egyszerii és teljesen hiheté rekonstrukcid.... A levezetéshez
olyan eszkozokre [lanctortekre] van sziikség, amelyeket a XV. szdzadban
az indiai matematikusok j6l ismertek” (181. o.). Nem hallgathatom el
kételyem. Félek, hogy kortarsaink tilzottan sokat olvasnak bele egykori
forrasaikba.

3.3. Az iszlam hegemodnia

Torténelmi tanulményainkbdl ismert, hogy i.sz. 632 utan az iszldm val-
14s meghdditotta Azsia és a Foldkozi-tenger partvidékének jelentds részét.
Hamarosan egész Eszak-Afrika dtvette az arabok valldsat, és 711-ben Ibé-
ria (a mai Spanyolorszig és Portugdlia) zome egy csapéasra arab uralom
ald kertlt. A keresztények csak nyolc évszazados harc utdn, 1492-ben
verték ki az arab hoditékat teljesen a félszigetrdl. Emellett Szicilidt is
hosszabb ideig hatalmukban tartottdk az arabok.
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Az arabok viszonylag magas foku civilizaciét teremtettek meg, és ami
a szamunkra a legfontosabb: leforditottak goérogrél arabra a klassziku-
sokat, kommentaltak azokat, és sokuk csak igy maradt fenn. El6szor
Bagdadban a kalifa hozott létre elsérangi tudomanyos kézpontot. Az
ibériai harcok ellenére az arabok, a keresztények és a zsidék jol egytitt-
miikédtek egymassal. A helyi keresztény és zsid6 tuddsok arabroél latinra
forditottak a gorog klasszikusokat, és ezzel kozérthetévé tették Eket egész
Nyugat-Eurépaban. Késobb masok gorogrél kozvetleniil latinra is lefordi-
tottdk a még fellelhet6 klasszikusokat. Itt csupan Eukleidész Flemekének
sorsardl szélunk néhdany mondatot (a forditdi jegyzetek alapjén). Egyet-
lenegy, 505 koriili latin forditas toredéke maradt fent napjainkig. Az
els6 arab forditas 801-bdl vald, késébb a magyarazatokat is leforditottak.
Kiilon emlitést érdemel Gerbert munkéja, amely az elveszett latin fordi-
tast igyekezett potolni, de ebbdl is csak az elsé fejezetek maradtak rank.
Ugyanis a fordité nemcsak kora legjobb matematikusa volt, hanem egy-
ben a késébbi II. Szilveszter papa, aki 1000-ben Szent Istvannak koronét
kiildott.

A hosszi habort végére azonban a keresztényi tiirelem elfogyott, a
spanyol és portugal uralkodék, az Un. keresztény kirdlyok az arab és a
zsidé tuddsokat és kereskeddket is ellizték — végsd soron a két orszag
kérara.

Roviden &ttekintjiik az arabok matematikai eredményeit (v6. Boyer,
1968/ 1991, 13. fejezettel és Juskevics, 1961, 186-345. o.). Taldn a
legjelentésebb arab matematikus a bagdadi al-Hvéarizmi (kb. 810-850),
akinek a nevébdl torzuldssal keletkezett a mi algoritmus szavunk. F6 ma-
tematikai tevékenysége az algebra kialakitasa volt. Konyve eredeti arab
cimébdl szarmazik az algebra szavunk, jelentése: az egyenlet két oldalabol
kivonjuk ugyanazt a mennyiséget. A szerzd feladta a gorogok ragaszkoda-
sat a geometriai alapokhoz, batran foglalkozott tetszbleges egyiitthatdji
masodfokt egyenletekkel.

A munkamegosztis hidnya miatt a legnevesebb arab filozofusok és
fizikusok mas tudoméanyokkal is foglalkoztak, tobbek kozt jelentés ma-
tematikai miiveket is hagytak maguk utan: az els6sorban orvosként hi-
res Ibn-Szinanak (980-1037), akit mi Avicennaként ismeriink, Eukleidész-
forditést koszonhetiink. Az Alhazenként ismert Ibn-al-Haitham (kb. 965
1039) fénytantudds tobbek kozott tovabbfejlesztette Arkhimédész térfo-
gatszamitasi eredményeit.

Kiilon emlitést érdemel Omar Hajjam (kb. 1050-1123), a nagyszerii
perzsa kolté, aki matematikusként is kiemelkedett. Bar tévesen azt alli-
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totta, hogy a harmadfokt egyenletek aritmetikailag nem oldhaték meg
(v6. 4.2. szakasszal), dicsérendd, hogy két kipszelet metszéspontja-
ként hatdrozta meg a harmadfoki egyenlet pozitiv gyokét. (Természe-
tesen ez nem euklideszi szerkesztés!) Legyen a harmadfokd egyenlet
23 + az? + b?z + 3 = 0, és legyen 22 = 2py egy parabola. (Figyel-
jik meg, hogy még most is kisért a geometriai héttér, a homogenitas!)
Ekkor behelyettesitve a parabola egyenletét a harmadfoka egyenletbe:
adédik 2pyx + 2apy + b2z + ¢ = 0. Ez utébbi egy hiperbola, és a fenti
parabola metszi ki bel6le a gyokoket. (Kiilon nehézséget jelentett, hogy a
negativ szamokat még 6 sem ismerte, ezért rengeteg esetet kellett megkii-
16nboztetnie!) Eukleidész aranyossdgi elméletével viaskodva kozel kertilt
az irracionalis szamok definidlasahoz, és még a valds szam fogalmaval is
prébalkozott. Allitélag a kinaiakkal egyiitt a neves perzsa is ismerte a
természetes szam kitevés binomidlis tételt (aldbb a 4.3. tétel).

Végiil megemlitjik az utolsé jelentds iszlam matematikust, al-Kasit
(meghalt 1436-ban). Taldn & volt az elsé matematikus, aki hasznalta a
tizedes torteket, és ezek segitségével a 7 értékét minden korabbinal pon-
tosabban meghatarozta: 7 =~ 3,1415926535897932. A szamjegyek meg-
jegyzését elésegitendd, kétsoros versben kozli vilagrekordjat. Kilencjegyt
szinusztablazatardl Juskevics (1961, 332-338. o.) és Simonyi (1981, 120.
o.) ir. Emellett al-Kési a Pascal-hdromszogrdl (4.4. példa) tgy irt, mint
amit mar elétte is ismertek (Juskevics, 1961, 254-256. o.), és kozelit6
négyzetgyokvonasi eljardsit némi tilzéssal a tortkitevos binomidlis-tétel
elédjének tekinthetjiik (5.5. tétel).

Visszatérunk a hindu szamjegyekhez, pontosabban az arabok altali
tovabbfejlesztésiikh6z. Nehéz volt eljutni a nullihoz! Emiatt példaul a
babiloniakndl nem volt kiilonbség a 60, az 1 és az 1/60 kozott, csak a
szOvegOsszefiiggésbdl jottek rd, hogy mi mennyi. Végiil is megjelent a
zérus, egy kis kordcskeként, amelyet ma 0-ként irunk. Latin neve: cifra,
az arab al-sifr sz6bdl (magyarul: {ir) szarmazik, és ebbél lett a német
wszamjegy” sz6 is (Ziffer). A titkosirdsban alkalmazott ,sifrirozas” sz6 is
ebbdl szarmagzik. al-Hvarizmi az egész arab kulturkorben elterjesztette a
mai rendszert. Tehat 10, 1 és 0,1 — ha nem is igy jelolte Oket.

3.4. Eurdépa megélénkiil

A kozépkori Nyugat-Eurépaban a kultira miivel8i f6leg a papok voltak,
bar a 12. szazadtol kezdve egymas utan alakultak meg az egyetemek.
Sajatos okok miatt sokdig mégis inkdbb az egyetemeken kiviil fejlodott a
tudomény.
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A helyértékes arab szamokat nehezen fogadtdk el Eurépaban. Igaz,
a fiatalkoraban évekig az iszlam vildgban tanulé Leonardo Pisano (kb.
1180-1250) — mas néven Fibonacci — , mar 1202-ben kiadott egy kitiing
matematikakonyvet latinul. E kényv nagyon népszerii lett, legalabbis a
kereskedok kozott, hiszen nagyon megkonnyitette a szdmolast. 1299-ben
azonban Firenze varosa rendeletileg betiltotta az arab szdmok hasznéla-
tat, ti. alkalmazasukkal konny® volt hamisitani a konyvelést. Koriilbeliil
1500-ra gybzte le az 0Gj szamrendszer a régit a latin Eurépaban is. Nem
sokkal el6bb tiint le a gérog szamrendszer Bizdncban!

Ma mér kevéssé ismert, hogy a logaritmus felfedezése (lasd a 4.3.
szakaszt) el6tt is vissza tudtdk vezetni a szorzast az Osszeadasra (Boyer,
1968/1991, 307-310. o.). Ehhez a

1
sinzsiny = i[cos(ac —y) — cos(z + y)]

képletet és a szogfiiggvény-tablazatokat alkalmaztik. Osztésra azonban
méar nem alkalmas az eljaras!

3.2. feladat. Szamitsuk ki kozelitoleg az 12345 - 6789 szorzatot a
kovetkezOképpen: megkeressiik a sinxz = 0,12345 és a siny = 0,6789
egyenletet kielégité x és y szamot, képezziik az x+y és az x —y szamot, és
kivonjuk egymashdl a fiiggvénytablazatban taldlhatd koszinuszaik értékét.
A felezés utan az eredményhez hozzairunk 5 + 4 = 9 darab nullat.

Fibonaccihoz visszatérve, két latszélag jatékos feladatat emlitjiik meg,
hozzatéve, hogy mindkét feladat a tovabbi fejlédés szempontjabdl jelentds
volt.

3.1. példa. Fibonacci-szamok (1202, v6. Simonyi, 1981, 122. o.).
,Egy gazdanak van egy par nyula. Tegyiik 6], hogy ez a par nydl min-
den hénapban egy wjabb par nyulat fiadzik, amelyek mindegyike két-
honapos koratodl szintén havonta egy par nyulnak ad életet. A kérdés
az, hogy az egymas utan koévetkezé hénapokban hany par nyula lesz a
gazdanak”. Konnyi belatni, hogy a valaszt a kovetkezd rekurzié adja:
F, = F, 1+ Fi_ o, Fy = 1 és I} = 1. Természetesen Fibonacci nem
ismerte a megoldast, amelynek koézlését a 6.1. feladatra bizzuk.

3.2. példa. (Fibonacci, 1202, idézi Juskevics, 1961, 393. o.) ,,Legke-
vesebb hany darab mérlegsillyal lehet megmérni barmilyen olyan testet,
amelynek silya az egység egész szamu tObbszorose, és egy adott értéknél
kisebb. A valaszt Leonardo az 1, 3, 9, 27,... szdmsorozattal adta meg
azon az alapon, hogy minden egész szam eldallithaté 3 hatvanyainak és
1-nek az 6sszegeként és kiilonbségeként.”
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Az eurépai kozépkori matematika megujulasa jelentds részben | fiziku-
sok” érdeme (v6. Simonyi, 1981, 125-126. o. és Juskevics, 1961, 412-431.
0.). Két nevet emlitiink: Thomas Bradwardine-ét (12907-1349), Canter-
bury piispokét és Nicole Oresme-ét (13237-1382), Lisieux pospokét.

Bradwardine 1328-ban a téves arisztotelészi dinamika alapegyenleté-
b6l indult ki, amely szerint a sebesség (v) az erd (F') és az ellendllas (R)
hényadosaval ardnyos. Mai {rdsmoédban:

F
v o
Bradwardine azon az alapon vetette el ezt az egyenletet, hogy F' < R
esetén nem adja a helyes v = 0 eredményt. Szamos prébélkozas utan a
kovetkezo érdekes képletet javasolta:

()

ahol x-szeres sebességhez a hanyados x-edik hatvanya tartozik:

F \*
Vi=)=VI|= .
v (7) =¥ (%))
Konnyt belatni, hogy e fliggvényegyenlet folytonos megoldédsa egyediil a

F

V ~ log 7

ahol a log a kényvben mindig természetes alapi logaritmust jelent. Ter-

mészetesen ez a mozgastorvény teljesen hamis, viszont utat nyitott egy
1j fiiggvénynek, a logaritmusnak (vo. 4.3. szakasszal).

Oresme hasonlé uton az y = a® exponencialis fliggvényhez jutott el.

Az erd és az ellendllas viszonyat fejezte ki sebességhinyadosokkal. Mai

irasmoédban:
(L)
Ry \ Ry '

Emellett Oresme képes volt olyan bonyolult végtelen sorokat is kezelni
(v6. Boyer, 1968/1991, 266—267. o.), mint

A
2 4 2n 7
és az egyetemi tanulmanyainkbdl ismert médon igazolta, hogy a harmo-

nikus sor Gsszege végtelen: > >° (1/n) = oc.
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3.3. feladat. Igazoljuk elemi mddszerrel, hogy

= q
k=1



4. fejezet

Az Gjkori matematika
kezdete

4.1. Bevezetés

Torténeti hattérként csak utalunk Nyugat-Eurépa kulturalis megijhoda-
sara, a reneszanszra, amely 1300 koriil kezd6dott. Egyre erdteljesebben
fejlodtek a varosok, a kereskedelem és a kézmiivesség. Az egyhazi kulttura
mellett fokozatosan kialakult a vilagi kultara is, el6szor Italidban, majd
masutt is. 1440 koriil Gutenberg feltalalta a konyvnyomtatast, 1517-ben
Luther sikeresen meginditotta a reformaciét. A nagy foldrajzi felfedezések
(Kolumbusz 1492-ben felfedezi Amerikat, Magellan egyik hajéja 1519—
1522 kozott megkeriili a Foldet) egyiitt jartak a navigacio, a csillagdszat
és a térképészet ugrasszert fejlodésével. Franciaorszagban, Hollandiaban
és Nagy-Britannidban létrejott a modern és sikeres nemzetallam, amely a
kereskedelmen kiviil a tudomdanyt is tdmogatta. A nagy tuddsok tébbsége
még mindig nem az egyetemeken fejtette ki tevékenységét.

Hosszt hanyatlas és stagnalads utan Eurépaban a 16-17. szazadban
megélénkiilt a matematika fejlédése. A 4.2. szakaszban leirjuk, hogyan
talaltak meg az olaszok 1540 koriil a harmadfoku egyenletek megoldé-
képletét. A 4.3. szakaszban 17. szdzad elejének nagy taldlméanyaval, a
logaritmussal foglalkozunk. A 4.4. szakaszban a binomidlis tételt érint-
jik, majd a 4.5. szakaszban elmeséljiik, hogyan éledt 1jja a szdmelmélet.
A 4.6. szakasz vazolja az analitikus geometria sziiletését. A 4.7. szakasz
az elemi analizisrol sz6l: megmutatjuk, hogy specialis meggondolésok ré-
vén meg tudtak hatdrozni az egész (s6t, tort) kitevéjii hatvanyfuggvény
érintGjének meredekségét, illetve a fiiggvény alatti teriiletet.

39
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4.2. A harmadfoki egyenlet megolddképlete

Az 6koriak konnyedén megoldottak a masodfoku egyenleteket, de nem
tudtak megbirkézni a harmad- és magasabb foku egyenletekkel. Hosszas
kisérletezés utan 1540 koriil tobb italiai matematikus, koztiik Girolamo
Cardano (1501-1576) is megtaldlta a megoldast. Gingyikin (2003, 21—
48. 0.) nyoman el6szor kozoljik a modern megoldast, majd utalunk a
korabeli nehézségekre (ldsd Smith, 1929, 201-206. o.).

Teljes harmadfokt egyenlet, azaz

23 fax? +br+c=0, a#0+#c

esetén, ahol a, b, c valds szamok, az ismeretlen x értékeit, azaz az egyenlet
gyokeit keressiik. Mivel a kozépkorban is ismerték a helyettesitést, Car-
danénak viszonylag konny@ volt rdbukkannia arra, hogy a négyzetes tag
az y = x +a/3 helyettesitéssel eltavolithatd: valéban, az x = y —a/3 kob-
re emelése utan belépé —y%a tag kiejti a négyzetre emeléskor kapott ay?
tagot. Visszatérve az eredeti jelolésekre, elegendé tehdt az o3 +ax+b = 0,
s6t a hagyomény szerint a

(4.1) 3 +axr =10

egyenletet vizsgalni, mert pozitiv a, b egyiitthatok esetén igy kapunk po-
zitiv gyokot.

A megoldés kulcslépése az, hogy a gyokot a szimmetrikus ¢ = v — u
alakban keressiik. v = z + u-t kobre emelve:

(4.2) v3 = 23 4 30%u + 3zu® + P,

Mivel 3z2u+3zu? = 3zu(r+u) = 3zuv, ezért a (4.2) egyenlet a kovetkezd
alakba irhato:

(4.3) 23 4+ 3uve = o® — P

A (4.1) és a (4.3) egyenlet azonossé valik, ha az (a,b) parhoz taldlunk
olyan (u,v) part, amelyre 3uv = a és v> — u® = b. Ahhoz, hogy a
maéasodfoku egyenlet gyokeire és egyiitthatdira vonatkozé Gsszefiiggést al-
kalmazhassuk, némileg atrendezziik az egyenletpart:

How) =~ st () =
u v = 27eSU u = 0.
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3 3

Azaz u® és (—v)° az

b b2 a3 b b2 a3
4.4 3:7 — —_ b 3:7_ - -
(4.4) VE T Ty s T 1 o7

Kobgyokot vonva, adodik u és v, azaz x.

Ha megengedjiik a komplex szamokat (9.2. szakasz), akkor hérom
megoldas létezik. Ahhoz, hogy a harom vagy az egy valés megoldas
esetét megkiilonboztessiik, be kell vezetni a (4.1) harmadfokd egyenlet
diszkriminansat:

A szokasos algebrai el6adasokban belatjak a kovetkezo tételt, amelyet
elofutarai alapjan neveziink el:

4.1. tétel. (Cardano, 1545-Bombelli, 1572.) Ha A > 0, akkor a (4.1)
harmadfoki egyenletnek egy valos és két komplex gyoke létezik, amelyet a
(4.4) képlet ad. Ha A < 0, akkor a (4.1) harmadfoki egyenletnek mind-
harom gydke valds, de a megoldo képlet alkalmazdsaban komplexr szamok
jelennek meg.

Megjegyzések. 1. Beldthatd, hogy méas megoldd képlet esetén sem
lehet megszabadulni a komplex szamoktoél.

2. A 4.3. feladatban kitlizziik a 4.1. tétel igazolasat!

Cardano idejében még a negativ szamok sem voltak elfogadottak, eze-
ket Cardano ,hamis szamoknak” nevezi. Képzeljiik el meglepetését, ami-
kor komplex, vagy ahogy 6 nevezte, ,szofisztikalt” (kifinomult) szdmokkal
talalkozott, amelyeket ,,éppolyan rejtélyeseknek, mint haszontalanoknak”
tekintett. A rejtély megolddséhoz Raffaello Bombelli (1526-1573) kezdett
hozza. Felfedezte, hogy ezekkel a szamokkal ugyanigy lehet szamolni,
mint a valdés szamokkal. Azt is megértette, hogy a konjugalt komplex
szdmok Osszege valds, és taldn mindhirom gyokot felismerte. Erdemes
felidézni az o3 = 152 + 4 egyenletnek azt a bizonyos gyokét és Bombelli-
féle egyszertiisitését (vo. Stillwell, 1989, 190-191. o.):

x:€/2+11\/jl+ {’/2—11\/—1:24-\/_14_2_,/_ — 4.

De a komplex szamok igazan szabatos targyalasara még 1800-ig kellett
varni, akarcsak az algebra alaptételének — a komplex szamsikon minden




42 Vilogatott fejezetek a matematika torténetébdl

nem nulla polinomnak létezik legaldbb egy gyoke — bizonyitdsara (9. fe-
jezet).

Tovabbi nehézséget jelentett a mai jelolések hidnya. Tulajdonkép-
pen nem is algebrailag, hanem még geometriailag gondolkodtak abban
az id6ben, és példaul az u? — v3 kifejezést mint két kocka térfogatdanak
kiilonbségét fogtak fol. Elég nehéz lehetett! Képletek helyett szampéldak
szerepeltek, és a feladat megoldasat versben fogalmaztak meg (v6. Pataki,
2003). (Valéjaban Cardano egy konkrét egyenletet vizsgalt: x3+6x = 20,
amely korabeli jelolésekkel cub p; 6 reb aeqlis 20, ahol p az 6sszeadés jele,
reb az ismeretlen és aeqlis az egyenldségé.)

A romantikus torténetrél csak néhany mondatban szamolunk be, pe-
dig felér egy kalandregénnyel. Scipione del Ferro (1465-1526), a bolo-
gnai egyetem matematikaprofesszora azt allitotta magarol, hogy 6 tudja
a harmadfoku egyenlet megoldasat, de csak egyetemi utddjanak és egyben
vejének, Hannibal della Navénak és sajat tanitvanyanak, Antonio Mario
Fiorének arulta el a titkot 1510 koril. Az 6rokos dgy dontott, hogy
megtartja maganak és tanitvanyanak a titkot, hogy sikerrel vivhassanak
ellenfeleikkel tudomanyos parbajokat.

Id6kozben a kalandos életli, dadogdésnak nevezett Niccolo Tartaglia
(kb. 1500-1557) is megsejti a megoldast. 1535-ben tudoményos parbajra
hivta ki a titok letéteményesét, Fiorét. Ahhoz, hogy a parbajban helytall-
jon, Tartaglidnak meg kellett taldlnia a megolddképletet. Meg is taldlta!

Cardano igazi polihisztor volt (réla nevezték el a kardancsuklét, amely
ma lehet6vé teszi, hogy a hatsokerék-meghajtasi autoknal a kardanten-
gely az orrmotortél hatra vigye a forgast). Eppen egy algebrai konyvet
irt, amikor értesiilt Tartaglia titkadr6l. Hosszas huzavona utdn 1539-ben
Tartaglia atadta a képletet Cardanénak, de megigértette, hogy Cardano
titokban tartja azt a képletet.

Cardano sokat kinlédott, amig belatta a képlet helyességét. (Még &
is térbeli geometriai atalakitdasokkal bajlédott.) Amikor azonban della
Nave felfedte elotte a titkat, akkor Cardano érvénytelennek tekintette
Tartaglidanak tett fogadalmat, és 1545-ben kozolte konyvben a képletet és
a bizonyitasat.

A harmadfoki egyenlet megoldasaban Cardanénak segédkez6 Ludovi-
co Ferrari (1522-1566) gyorsan megoldotta a negyedfoku egyenletet is, a
harmadfoku egyenletre visszavezetve a feladatot (lasd Smith, 1929, 207—
212. 0.). Az otodfoku egyenlet megoldasa azonban ellendllt a probélko-
zasoknak, és csak a 19. szazad elején sikertlt kimutatni, hogy gyokvona-
sokkal ez dltaldban nem is lehetséges (12.2. szakasz).
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De a feladat révid tavon is komoly hatast gyakorolt a matematika
fejlédésére. Itt csupan harom kozvetlen kévetét emlitiink: Viete-t, Girar-
dot és Descartes-t. Francois Viete (1540-1603) (v6. Boyer, 1968/1991,
302-306. 0.) volt az elsd, aki kovetkezetesen megkiilonboztette a paramé-
tereket és a valtozdkat, az elébbieket maéssalhangzdkkal, az utébbiakat
maganhangzokkal jelolte. (Az a, b, ¢, illetve x, y,... jelolés késébb alakult
ki.) Atvette a németektél az Gsszeadas jelét, de a valtozé kobét tovabbra
is a latin cubus széval jelolte. O volt az elsd, aki — habér korlatozott
érvénnyel, pozitiv egylitthatokra és gyokokre szoritkozva — de észrevette
a harmadfoka egyenlet gyokei és egyiitthatdi kozti Osszefiiggést. Kiilon
kiemeljiik a kovetkezd észrevételét.

4.1. példa. (Viete, 1591, vo. Stillwell, 1989, 56. o.) A harmadfoku
egyenlet megoldasdnak visszavezetése a szogharmadolasra. Az 23 + ax +
b = 0 harmadfoki egyenlet 4y3 — 3y = c alakra hozhaté. Tegyiik fel,
hogy |c| < 1. Mivel 4cos® 0 — 3cos® = cos 30, az y = cos helyettesités
cos 360 = c-t adja. Azaz c-bdl kifejezheté 36, és szogharmadolassal 6,
azaz y. Figyelemre mélto, hogy ez a moddszer éppen akkor kiiszoboli ki a
komplex szamokat, amikor azok a Cardano-mddszerben megjelennek.

Viete leglatvanyosabb trigonometriai felfedezése a kévetkezd:

-1 -2
sinnz = ncos" ! xsinx — nin=1)(n =2) cos" B sindr 4 ..

1-2-3

(Ez méar a klasszikus binomialis tétel el6futara, de Viete egyedi médszere-
ket alkalmazott e tétel bizonyitdsdra.) Ennek a képletnek a segitségével
1593-ban képes volt megtaldlni a kdvetkezé 45-6dfoku egyenlet pozitiv
gyOkét:

2% — 45213 4 94521 — ... — 452 = K, K| <1

ti. a K = sin 456 helyettesitéssel x = 2sin 6.

Nem sokkal kés6bb, 1629-ben Albert Girard (1590-1639) kimondta
az n-edfoku egyenlet gyokei és egylitthatoi kozti Osszefiiggést tetszdleges
esetre (negativ és komplex gyokokre is). O vezette be a pozitiv félegyenes
mellé a negativ félegyenest. O ismerte fel, hogy egy n-edfoki egyenletnek
n gyoke van, természetesen multiplicitassal. Meglepé moédon a szimmet-
rikus polinomok segitségével megtaldlta az n-edfoki p(z) = 31", a;2* po-
linom z1, 22, ..., 2z, gyokének r-edfokd hatvanyosszegére, s, = > i z/-re
vonatkozé nevezetes Girard—Newton-féle rekurziét is:

anSm + @n—18m—1+ -+ Gn—m+151 + Map—m = 0, m=1,...,n
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és
ApSm + Apn—1Sm—1+ -+ agSm—n = 0, m=n+1,....

A 6.2. példdban latni fogjuk, hogy ezzel utat tort a magasabb foku
polinomok gyokeinek numerikus meghatarozasahoz is.

Algebrai szakaszunk végén megemlitjiik René Descartes (1599-1650)
idevagé felfedezését: ha p, egy m-edfokd polinom, amelynek az « valds
szam gyoke, akkor p, oszthaté x — a-val: azaz létezik egy olyan n — 1-
edfokd ¢,—1 polinom, amelyre p,(z) = gp—1(z)(x — ).

4.3. A logaritmus feltalalasa

Taldn az els6 igazi tjkori matematikai felfedezés, amely a gorogok és
az arabok szamara elképzelhetetlen lett volna, a logaritmus felfedezése
volt. Azt, hogy mennyire a levegében légott e felfedezés, j6l mutatja,
hogy egyszerre két tudos is felfedezte, egymastol fiiggetleniil: John Napier
(1550-1617) skét bard és Jobst Biirgi (1552-1632) svajci polgar.

Az elektronikus zsebszdmologép (késébb okostelefon) kordban nehéz
elképzelni, milyen hosszadalmas volt pontosan szamolni sokszamjegyti
szamokkal 1970 el6tt. A mechanikus szamolégépet Blaise Pascal (1622—
1662) taldlta f6l 1650 kortl, amelyet Gottfried W. Leibniz (1646-1716)
tokéletesitett 1672-ben (14sd Smith, 1929, 165-172 és 173-181. o.).

A szorzast mér a kozépkorban vissza tudtak vezetni osszeadasra (3.3.
szakasz), de az osztast még nem. Kiilon nehézséget okozott, amikor szog-
fliggvényekkel kellett osztani. Pontos és részletes tablazatokat eleve csak
tizedes tortekkel lehet késziteni, de azok felfedezésére és elterjedésére meg-
bocsathatatlanul sokdig kellett varni. A németalfoldi Simon Stevin (1548
1620) munkéja a tizedes tortekrol csak 1585-ben jelent meg (14sd Smith,
1929, 20-34. o.). Hangsulyozzuk, hogy a francia forradalomig (pontosab-
ban 1795-ig) a mértékegységek és a pénzek sem tizes alaptuak voltak. (A
kiillondsen hagyomanytisztel6 Nagy-Britannidban csak 1972-ben szoritot-
ta ki az 1 font = 20 shilling és 1 shilling = 12 penny rendszert a mai 1 font
= 100 penny rendszer! Az angolszasz orszagok stly- és mértékegységei to-
vabbra is hasonléan bonyodalmasak. Példaul 1 szarazfoldi mérféld=1760
yard, 1 yard=3 14b, 1 1db=12 hiivelyk. Hény hiivelyk 1 mérfold?)

A szorzas, az osztas és a hatvanyozas egyszeriisitésére sziiletett a loga-
ritmus. Az 1970 el6tt tanuld és dolgozé nemzedékek, a legutolsdé nemze-
déknek még a szerzo is tagja volt, a tizes alapu logaritmussal szamoltak:
y = lgx az a szdm, amelyre x = 10Y. A kovetkezSképpen szoroztdk Gssze
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x-et és y-t: lg(z - y) = lgx + lgy, tehdt osszeadtdk a tablazatbol kiol-
vashato lg z-t és 1gy-t, és szintén a tablazatban megnézték, hogy melyik
szam logaritmusa az eredmény.

4.2. példa. A 3.2. feladatot az lg segitségével a kivetkezdképpen
végezhetjik el:

1g(1,2345 - 6,789) = 1g 1,2345 + 1g 6,789 = 0,0915 + 0,8319 = 0,9234;

és a négyjegyi logaritmustabldbdl visszakeresve, interpolacioval adddik
8,382 - 107. A pontos eredményt a zsebszamolégép adja: 83 810 205.

Kiemeljiik, hogy logaritmussal az osztas majdnem olyan kénny{, mint
a szorzas, csak Osszeadds helyett kivondsra van sziikség.

Napier 1-hez kozeli alapszambél indult ki, hogy a kitevd noévelésével
csak lassan valtozzanak a hatvanyok (lasd Smith, 1929, 149-155. o.). Le-
gyen a = 0,9999999 = 1 —1077, ekkor y = a® inverz fiiggvényét definidlta,
s6t még el is bonyolitotta a dolgot, beszorozvan a hatvanyt 107-nel. Nem
jutott el az

(4.5) e= lim (1 + 1)n

n—00 n

hatarértékig, hiszen megallt az n = 107 kozelitésnél.

Meg kell emlitentink, hogy a logaritmussal kapcsolatos kutatdsai kap-
csan Napier felirt egy mozgdsegyenletet, amely mai jelolésekkel & = —x.
Ennek a megolddsa zg = 1 kezdeti érték esetén z(t) = e ".

Henry Briggs (1561-1639) oxfordi geometriaprofesszor (akkoriban min-
den matematikit geometridnak hivtak) 1615-ben meglatogatta a maga-
nyos felfedezot, és rabeszélte, hogy a szamolasban nélkiilozhetetlen tizes
alapi logaritmusra térjen at. Napier 1617-ben meghalt, és Briggsre harult
a gyakorlati munka, a logaritmustdbla elkészitése.

Hogyan készitettek hatvanysorok nélkiil logaritmustiblazatokat? A
gorog szogfiiggvény-tablazatok készitdirol szolva a 2.6. szakaszban mar
utaltunk a felezésre és az interpolalasra. Hasonléképpen jartak el a loga-
ritmustabla els6 készitéi is. Ha lg 10 = 1, akkor 1g10'/2 = 1/2, 1g10'/* =
1/4, azaz 1g 3,162277 = 0,5000 és 1g1,77828 = 0,25000. Egyes forrasok
(Stillwell, 1989, 123. o.) szerint azonban mar Briggs is felismerte a ma-
gasabb foku interpolacié fontossagat (5.3. szakasz).

Roéviden vazoljuk még, hogyan jelentkezhetett a kortarsak szama-
ra a logaritmusfiiggvény inverze, az exponencidlis fligguény. Emlitett
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differencidlegyenletén kiviil allitélag Stevin kamatlab-tablazatai is befo-
lyasoltak Napiert. Mindenesetre vezessiik be a kovetkezo fiiggvényt:

e(r) = lim (1+x>n,

n

ahol z egy valés szam. Jakob Bernoulli (1654-1705) kés6bbi megfontola-
sat megel6legezve egy heurisztikus bizonyitast adunk a hatarérték létezé-
sére. Képzeljiik azt, hogy az éves kamatlab x (megfeleld inflacié esetén ez
akarmekkora pozitiv szam lehet). Sok bank verseng egymaéssal a befekte-
tok kegyeiért, indexiik n =1, 2, .... Az n-edik bank egy év alatt n-szer
koti le a pénziinket, és minden alkalommal az z/n id6szakos kamatldb
szerint kamatoztatja addigi befektetésiinket. A kamatos kamat képlete
szerint az n-edik bank egy év alatt éppen a ,lim” utan all6 kifejezést fizeti
ki egységnyi befektetés utan. Nyilvanvald, hogy minél gyakoribb az tjra
befektetés, annal nagyobb az Osszesitett kamat. Csupan azt kell belat-
ni, hogy ez a sorozat korlatos: nevezetesen kisebb mint 3*. Ekkor mér
kovetkezik a hatarérték létezése.
Viszonylag konnyl belatni e fiiggvény kovetkezo tulajdonsigait.

4.2. tétel. Az e(+) figgvénynek a kovetkezd tulajdonsdgai vannak:

Bizonyitas. a) Behelyettesitéssel.
b) Elegendéen nagy n-re 1 + z/n > 0.

c)

:E-I-@/)"
n

e(x+y) = lim (1 +
és

n

e(z)e(y) = lim [(l + 2) (1 + Tylﬂn = lim <1 + aj—l—y—l—xy/n)n’

ahol az zy/n tag elhanyagolhatd.
d) c)-b6l: e(0+0) =e(0)e(0), azaz e(0) = 1 (nulla nem lehet).
e) ¢)-b6l és d)-bol: 1 =e(z — ) = e(z)e(—x).
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f) ¢)-bél nullatdl killonbozé kis abszolut értékii h-ra:

e(x+ h) —e(x) ~ () e(h) — e(0)
h h ’

ahol

A utolsé 1épésben felhasznaltuk a mindjart kimondandé 4.3. klasszikus
binomidlis tételt vagy a késobbi, de elemibb 4.7. tételt. O
Egy feladat erejéig visszatériink a kézépkorba (3. fejezet vége).

4.1. feladat. Igazoljuk, hogy a V(a”) = zV(a), (a > 1) fiiggvény-
egyenlet egyetlen folytonos megoldasa a logaritmusfiiggvény!

4.4. A binomialis tétel

Kiilonleges torténelmi fontossaga miatt kiilon szakaszt szenteliink a po-
zitiv egész kitevGs binomialis tételnek.

4.3. tétel. Legyen n pozitiv egész szdm, és legyen x eqy valds szdam.
Ekkor az 1 4+ x binom n-edik hatvinya a koévetkezd n-edfokid polinom:

(I+a)"=> (Z)a:k

k=0

Megjegyzés. Altaldnosabb alakban szoktik kimondani a tételt:

" (n
)" = kbnfk
k=0

de késébbi kifejtésiink szempontjabdl az inhomogén, egyvaltozos polino-
mos alak a kedvezObb. A tétel sok szempontbdl érdekes. Egyrészt va-
ratlan kapcsolatot teremt az algebra és a kombinatorika kozt, hiszen (})
azt is mutatja, hogy n elembdl hanyféleképp lehet kivilasztani k-elemii
halmazokat. Masrészt az ((}))-tabldzat felirhaté Pascal-hdromszogként,
ahol az n-edik sorbeli (}) folétt, balra (Zj), jobbra, (”;1) all, és harmojuk
kozott a kapcsolat

(£)=Go) ()
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Bar a témakorbél sok mindent mar évszazadokkal kordbban is ismertek,
de Pascal foglalta kerek egésszé a témakort, tovabba 6 hasznalt el6szor
teljes indukciot (lasd Smith, 1929, 67-79. o.). Harmadrészt a tétel alta-
lanosithaté tortkitevékre, és ez Gj utat nyitott (lasd 5. fejezet).

A 10. fejezetben részletesebben is foglalkozunk majd azzal, hogyan
alakult ki a kombinatorikabdl a klasszikus valésziniiség-szamitas Pascal
vezérletével. Némileg elore ugrunk az idében.

4.2. feladat. a) Alkalmazzuk a binomidlis tételt az e szam (4.5) de-
finiciéjara, és prébaljuk ebbdl levezetni az e hatvanysoros definiciéjat:
"1
e=lim > g

b) Szamitsuk ki az e kozelité értékét a két modszerrel n =1, 2, ..., 9-re!

Az elsé n természetes szdm r-edik hatvanyosszege, jele
n
T o __ T
5=k
k=1

sokat foglalkoztatta a 17. szazad kutatéit, példaul Pierre Fermat (1601
1665) toulouse-i jogaszt, aki szabad idejében matematikaval foglalkozott.
Amatdr 1étére sok kiemelked6 eredményt talalt. Pascalt is megel6zve a
kovetkezd figyelemre mélt osszefiiggésre bukkant (v6. Boyer, 1968/1991,
365. o. és Weil, 1983, 48. o.).

4.4. tétel. (Fermat, 1640 elétt, illetve Pascal, 1654.) Az S, hatvdany-
osszegek kielégitik a kovetkezd egyenletet:

Z <7‘ + 1> SZ—H_j — (7’L + 1)7“+1 _ (n + 1)
=1\ 7

Megjegyzések. 1. Boyer megjegyzi, hogy Pascal nem képletben,
hanem szoban fejezte ki e tételt. Talan ennek tudhaté be, hogy egy
nagyon sikeres népszeriisit6 iré, ,szabad idejében” az Eurépai Ujjaépitési
és Fejlesztési Bank els6 elnoke, Attali (2000) osszekeverte a tételt a sokkal
egyszerlibb mértani sorozat 6sszegképletével. Vigyazni kell a népszeriisitd
irodalommal!

2. Johann Faulhaber (1580-1635) 1631 el6tt az els6 17 kitevOre meg-
hatarozta a pontos .S;, hatvinyosszegeket. Késébb Jakob Bernoulli min-
den kitevére meghatdrozta a képletet (vo. Filiggelékkel).

4.3. feladat. Bizonyitsuk be a 4.4. tételt n szerinti teljes indukciéval!
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4.5. A szamelmélet Gjjasziiletése

A szdmelmélet 0jjasziiletésének targyalasat célszerti a Mersenne-primekkel
kezdeni (v6. Freud—Gyarmati, 2000, 161-162. o.). Marin Mersenne
(1588-1648) francia matematikusrdl nevezték el a kovetkezd szamokat.
Legyen p egy prim, és legyen M,, = 2P —1 a p-edik Mersenne-szam. A 2.6.
tételben emlitett tokéletes szdmok miatt érdekes, hogy M, prim-e vagy
sem. A legkisebb Osszetett Mersenne-szam My, = 2 —1 = 2047 = 23-89.
Mersenne meglep6en hosszu listat kozolt az utélag réla elnevezett primek-
rél, és viszonylag kevés hibat kovetett el sejtéseiben.

Fermat-t manapsidg a nem matematikusok szemében igazan hiressé
szamelméleti munkassaga tette, amellyel a 17. szazadban 1jjaélesztette a
szamelméletet. Itt csak két szamelméleti eredményét és két hires sejtését
mutatjuk be — izelit6iil. Részletes ismertetést ad Weil (1983, Chapter 11.)
Az els6 tétel talan a Mersenne-primekkel kapcsolatos.

4.5. tétel. (A kis Fermat-tétel, 1640.) Ha p prim, akkor birmely a
egész szamra aP — a oszthaté p-vel.

Bizonyitas. Teljes indukciéval, a szerint. a = 1-re az &llitas nyil-
vanvaléan igaz. Tegyiik fel, hogy a tétel igaz az a természetes szamra, és
ebbdl akarjuk igazolni az allitast a + 1-re. A binomidlis tétel szerint

p—1
Py k
a+1VWY—-—a—1=adP —a+ a®.
sy > (1)

A szumma el6tti kiilonbség az indukcids feltevés szerint oszthaté p-vel, és
a szumma minden tagja p|(!) miatt oszthaté p-vel (meggondolandé!). O

Megjegyzés. Jellemz6 a korra, hogy maga Fermat nem adott
bizonyitast, de valdszintileg ismerte ezt a bizonyitast.

A 2.5. szakaszban mar emlitettiik a pitagoraszi szamharmasok kérdé-
sét (2.5. tétel), amely Fermat-t a kovetkezd tétel kimondésara ihlette.

4.6. tétel. (Fermat, 1637?) Az z* + y* = 2* egyenletnek természetes
szdmokra nincs megolddsa.

A bizonyitas elemi, azonban hosszisiga miatt (Freud—-Gyarmati, 2000,
321-323. 0.) nem ismertetjiikk. Csak annyit jegyziink meg, hogy a bizo-
nyitdshoz Fermat a teljes indukcié indirekt valtozatanak egy rokonat, a
végtelen leszallds mddszerét alkalmazta. Indirekt modon feltette, hogy 1é-
tezik legaldbb egy olyan z természetes szam, amely ellentmond a széban
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forgd tételnek, ezt vagy ezek koziil vette a legkisebbet, és ebbdl belatta,
hogy létezik egy még kisebb ilyen természetes szam — ellentmondés.

Fermat nem &llt meg e tételnél, hanem nagyon merészen a kovetkezot
irta az Okori matematikus, Diophantosz kényvének tjkori nyomtatott ki-
adéasanak a lapszélére: ,, Két kobszam Osszege sohasem lehet kobszam, két
negyedik hatvany Osszege sohasem lehet negyedik hatvany stb. Erre egy
csodalatos bizonyitast taldltam, de sajnos a margén kevés a hely ahhoz,
hogy leirhassam.” Fermat allitdsa azonban 1994-ig csak bizonyitatlan sej-
tés maradt, amellyel a 10. fejezetben talalkozunk tjra. Visszatekintve,
biztosak lehetiink benne, hogy Fermat tévedett, nem volt helyes a bi-
zonyitdsa. Még az is lehetséges, hogy maga is rajott bizonyitasi Gtlete
hibajara, csak elfelejtette athiizni merész megjegyzését.

4.1. sejtés. (Fermat, 1637.) Legyen n > 2 egy természetes szam. Az
™ + y™ = 2" egyenletnek természetes szamok korében nincs megolddsa.

A szabdalyos sokszog szerkeszthetOsége miatt (12.3. szakasz) érdekesek
az F,, = 22" + 1 Fermat-szamok. Fermat azt sejtette, hogy ezek minden
természetes n-re primek (1654-ben Pascalhoz irt utolsé levelében, lasd
10.2. szakasz). Valéjdban n = 0, 1, 2, 3, 4-re igaz az allitds, de méar
n = 5-re nem (Freud-Gyarmati, 158. o.)

4.6. Koordinata-geometria

Mar a gorogok is ismerték a geometria és az analizis kapcsolatat, de nem
gondoltak ki a koordinata-rendszert. Az 1630-as években Fermat (lasd
Smith, 1929, 389-396. o.) és Descartes (ldsd Smith, 1929, 397-402. o.)
vezette be a koordindta-rendszert, és abrazolta benne a fiiggvényeket.
Pontosabban: ,,..méar Apolléniosz ... is hasznélt [koordindta-rendszert|,
amikor leirta a kipszeleteket. De valdéjaban Descartes mutatott ré el6szor,
hogy a koordinata-rendszer segitségével geometriai problémak algebraiak-
ké fogalmazhatok at” (Laczkovich—-T. Sés, 2005, 11. o.).

Talan a legnagyobb nehézséget a homogenitasi kovetelmény lekiizdése
jelentette: y = x — 2 a régieknek értelmetlennek tiint, mert mértanilag
x 1-dimenziés és x? 2-dimenziés. A nagy felfedezés szamunkra mér koz-
hely: ha az e(z,y) = 0 egyenletben két ismeretlen, x,y szerepel, akkor az
egyenletet kielégit6 (z,y) pontok egy sikbeli mértani helyet jellemeznek.

A kezdeti nehézségeket jol jelzi, hogy sem Descartes, sem Fermat nem
hasznalt negativ koordinatdkat. Ennek ellenére sikeriilt belatniuk, hogy
ax = by egy 0-4n atmend félegyenes; s6t, xy = c egy hiperbola (egyik dga).
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Emellett koordinata-transzformaciéval sikeriilt bizonyos gérbék egyenle-
tét egyszeriisiteniiik sth.

A mali jeldlések hidnya azonban még a 17. szazadban is sok gondot
okozott. Amint Simonyi (1981, 241-242. o.) megjegyzi: az egyenes
egyenletét Fermat még szovegesen adta meg (latinul): ,D in A aequitur B
in E”, ahol D és B a két paraméter, A és E a fiiggetlen és a fiiggd valtozo,
és yaequitur” az egyenléség neve. Descartes jelolésrendszere modernebb,
de Fermat kifejtése érthetébb volt.

Folytatva az idézetet: ,,A koordindta-geometria hasznélata viszonylag
lassan terjed el, mert Fermat kényve csak 1679-ben jelenik meg nyom-
tatasban, Descartes pedig szandékosan homaélyosan ir” Ennek okarél
magat Descartes-ot idézziik: ,,Ami az Analizist illeti, annak egy részét
elhagytam, hogy megnehezitsem a rosszindulati elmék buzgdlkodasat.
Ha ugyanis gondolataimat teljes részletességgel kozoltem volna, 6k az-
zal dicsekedhettek volna, hogy mindezeket mar réges-régota tudtak; most
igy meg sem mernek mukkanni, félve, hogy rogton elaruljak tudatlansa-
gukat.” Még szerencse, hogy a mar emlitett Mersenne atya a kor nagy
tudésaival levelezés Utjan tartotta a kapcsolatot, és igy a matematikai
felfedezések elébb-utébb elterjedtek. Annak idején ez volt a tudoméanyos
kozlés bevett modja.

Megkockéaztatjuk, hogy Galileo Galilei (1564—-1642) kénnyebben meg-
alkothatta volna mechanikdjat az analitikus geometria ismeretében. En-
nek ellenére mar 1608-ban felfedezte a ferde hajitas képletét, és késobb
egy derékszogl koordinata-rendszerben abrazolta a folyamatot.

4.3. példa. (Galilei, 1638, 276-281. o.) Légiires homogén nehézségi
térben ferdén elhajitott test parabolapalyan repiil. Valéban, legyen a
kezdGsebesség vizszintes és fliggbleges koordinataja rendre u és v. Ekkor
az (x,y) koordindtaju sikban a mozgasegyenlet

, L 9
x:utesy:vt—ggt.

Ha a parametrikus alak helyett a szokasos alakra van sziikség, akkor ¢
kikiiszobolésével adddik
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4.7. Elemi analizis

Ha mar ismert a koordinata-rendszer, akkor lehet elemi analizissel is fog-
lalkozni. Kezdjiik az érintéfeladatokkal.

4.7. tétel. (Fermat, kb. 1630.) Legyen « # 0 egy raciondlis szam, és
legyen x eqy tetszbleges pozitiv valds szam! Ekkor az x* hatvanyfigguény
x pontbeli érintdjének meredeksége ax® !,

Bizonyitasvazlat. Kezdjiik a pozitiv egész kitevével: o = r. Legyen
y egy z-t6l kiilonbozd valés szam, és frjuk fol az y" — 2" = (y —2)(y" ' +
Yy 2z 4+ +yr" "2 +2"1) azonossagot. y — x-szel osztva, y = z-re a ha-
nyados jobb oldala 72"~ !-re egyszertisédik. (Ekkor még nem foglalkoztak
a hatérértékkel!)

Ha o = —r vagy a = p/q, akkor az allitds X = 1/z, illetve X = z!/4
helyettesitéssel visszavezethetd a bizonyitott esetre. ([l

Folytatjuk egy nevezetes alkalmazassal.

4.4. példa. (Fermat, 1636, v6. Eukleidész, VI.27.) A félegységnyi
keriiletii téglalapok koziil a négyzet teriilete a maximalis. Valoban, legyen
a téglalap két oldaldnak hossza rendre x és 1 —x. Az (1 — z) = z — 22
fliggvény derivaltja 1 — 2x, amely Fermat észrevétele szerint a bels6 szél-
s6értékhelyen nulla kell hogy legyen: x = 1/2. Fermat nem ismerte
a derivalt newtoni—leibnizi fogalmat, ehelyett a kovetkezOképpen jart el
(Fauvel-Gray, 1987, 358. o.). Legyen e egy kis szdm, amellyel z-et meg-
valtoztatjuk: ekkor (z+e)(1—x —e) = 2 — 22 + e — 2re — 2. Kivonva az
eredeti értéket: e — 2ze — e?. Elhagyva a nagyon kicsiny e?-et, a valtozds
akkor tiinik el, ha = = 1/2.

Megjegyezziik, hogy szamos mas optimalizalasi feladathoz hasonléan,
ez a feladat is megoldhat6 elemi geometriai vagy algebrai eszkozokkel,
azonban bonyolultabb esetekben sziikség van a derivaltra (lasd 7. fejezet).

4.4. feladat. Igazoljuk a 4.1. tételt analizis segitségével!

4.5. feladat. Bizonyitsuk be a 2.2. tételt és a 2.3. feladatot analiti-
kusan!

4.5. példa. A (4.3.) klasszikus binomidlis tételnek van egy érdekes
olvasata, amely kozponti jelent6séget kap a kifejlett analizisben (5.3. sza-
kasz): az f(x) = (1+z)" fuggvényt (Taylor-)polinomként éllitja el, ahol
z* egyiitthatoja £ (0)/k!.

Az érint6szerkesztési feladatok utan ratériunk a teriletszamitdsra.
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4.8. tétel. (Fermat, 1636.) Legyen oo # —1 egy valds szdm, és legyen
a €s b két pozitiv szam, a < b! Ekkor az x® fiigguény alatti elGjeles teriilet

a ésb kozott
ba+1 - aa—f—l

a+1

Bizonyitas. Osszuk {6l az a és b kozotti szakaszt n részre gy, hogy
az osztépontok mértani sorozatot alkossanak: x; = aq¢*, ¢t =0, 1, ..., n.
Irjuk fel a bal oldali végpontokra a téglanyosszeget:

S, = aa(aq_ a) 4. +aaqa(n—1)(aqn _aqn—l).

A ¢®*! hianyadost mértani sor sszegképletével hatdrozzuk meg explicite
az 0sszeg értékét!

o1 (4= D(glethn —1) (g —1)(bo+! — qoF1)

Sn = anrl -1 - qa+1 -1
Ha n — oo, akkor ¢ — 1, és a 4.7. tétel értelmében b*+! — a®*+! szorzéja
1/(a + 1)-hez tart. O

Megjegyezziik, hogy Fermat eredeti bizonyitdsa (v6. Fauvel-Gray,
1987, 362-364. o.) jéval hosszabb volt, mert nem alltak rendelkezésé-
re a modern jelolések. A 2.6.d feladatban utaltunk arra, hogy Fermat
moédszerét mar Arkhimédész is alkalmazta a parabolaszelet teriiletének
meghatarozasara.

Itt emlitjiik meg Bonaventura Cavalierit (1598-1647), aki geometriai
modszerrel meghatarozta a hatvanygorbe alatti teriiletet az elsd 9 kite-
vére. Felhivjuk az Olvaséd figyelmét arra, hogy az 1635-ben publikalt
heurisztikus Cavalieri-elvvel (v6. Smith, 1929, 605-612. o.) ellentétben,
Arkhimédész a 2.11. tétel bizonyitdsdban teljesen szabatosan jart el.

4.6. feladat. Bizonyitsuk be a 4.8. tételt természetes kitevore Fermat
és Pascal 4.4. tétele segitségével!

Most visszatériink Arkhimédész legkedvesebb (2.11.) tételére.

4.6. példa. Az R-sugart félgomb térfogata 2m R3/3. Fektessiik a fél-
gdémbot a fokorére, és r magassagban a fékorrel parhuzamos sikkal messiik
el, ekkor egy v R? — 12 sugart kort kapunk, s ennek teriiletét a magassag
szerint integralva kapjuk a térfogatot:

R 3 9
V:w/ (R*—r*)dr =1 JEpa Y )
0 3 3
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Figyelemre mélto, hogy az integralasnal ismét megjelenik Arkhimédész
zsenialis gondolata a henger és a kip kiilonbségérol, de mechanikus méd-
szeriink most mar magatol adja az Otletet.

Mi a helyzet a 4.8. tétellel az o« = —1 esetben? Az ,altalanos” képlet
cs6dot mond. Grégoire Saint-Vincent (1584-1667) fokozatosan raébredt,
hogy az eredmény az eredetileg szamolasra kitalalt természetes alapi lo-
garitmus. Jellemz6 Fermat korladtozott érdeklédésére, hogy csak késébb
mérlegelte ezt a kivételes esetet.

4.9. tétel. (G. Saint-Vincent, 16227-1647.) A hiperbola alatti terilet
az 1 és x szamok kozott a természetes logaritmus megvdltozdsa:

1
/ —dt = log x.
1t

4.7. feladat. A 4.8. tétel bizonyitasi mdédszerét alkalmazva, igazoljuk
a 4.9. tételt!

Mellesleg az emlitett szerz6 volt az els6, aki a pozitiv taga ) ; d; végte-
len sor Osszegét kiszdmitva meghatérozta, hogy Akhilleusz hol (2.6. sza-
kaszbeli példankban éppen 2dy-ben) éri utol a teknésbékat.

Kilonosen az integréalasi feladatokbdl lehet latni, hogy mennyi 6tlet
kell egy konkrét fiiggvény alatti teriilet kiszdmitasdhoz. (A gordg ana-
lizisrél sz6l6 szakaszban, a 2.12. tétel utani megjegyzésben emlitettiik,
hogy a koszinusz alatti teriilet kiszamitasahoz bonyolult trigonometrikus
képletet kellett alkalmaznunk.) Vildgossa valt, hogy dltaldénos modszerre
van sziikség.



5. fejezet

A kalkulus sziiletése

5.1. Bevezetés

A kalkulus (matematikai analizis, differencial- és integralszamitas) 1670
koril sziiletett, és hatalmas 16kést adott mind a tiszta, mind az alkal-
mazott matematika fejlédésének. Az 5.2. szakaszban utalunk a kalkulus
6kori (2.6. szakasz) és tdjkori (4.7. szakasz) elézményeire. Az 5.3. és
az 5.4. szakasz két attorésrol, a differencidl-, illetve az integralszamitas
felfedezésérél szol. Az 5.5. szakaszban vazoljuk az alkalmazasokat, és az
5.6. szakaszban roviden érintjiik a felfedezOk kozotti prioritasi (elsébbsé-
gi) vitat. Forrdsok: Laczkovich—T. S6s (2005, 7-14. o.) és Simonyi (1981,
242-246. o.).

A torténeti hattérbol a tudoményos fejlédés felgyorsulasit, a tudo-
manyos folyodiratok létrejottét és a tudomanyos akadémidk megalapitdsat
emeljiik ki.

5.2. Elozmények

Az 6kori gorogok tudtak, hogyan lehet meghatarozni a legegyszeriibb gor-
bék (példaul a kor és a parabola) érint6jének egyenletét és e gorbék alatti
tertiletet, vagy a bel6lik ad6dé forgéstestek (gomb, kip) térfogatat.

A gorogoknek és arab kévetSiknek nem volt azonban altaldnos maod-
szeriik az érint6- és teriiletszamitési feladatokra, s6t még a koordinata-
geometridt sem ismerték. Minden konkrét feladat megoldasara egy sa-
jatos otletre volt sziikség, amelyek némelyikével a kozépiskolaban ismer-
kedhettiink meg (lasd Simonyi, 1981, 77-80. o.).

95
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Sokat javult a helyzet az Gjkorban: Fermat 1640 koriil mar ismerte
a hatvényfiiggvény alatti teriiletet és az érinté meredekségét. Erdekes
modon az Isaac Newton (1643-1727) (régi idészamitas szerint 1642) és
Leibniz el6tti matematikusokat a gbrog matematikai szabatossaghoz vald
ragaszkodasuk géatolta az altalanos moédszer kidolgozasaban. Talan Isa-
ac Barrow (1630-1677), Newton cambridge-i tandra jutott legkozelebb a
kalkulus felfedezéséig. Newton és Leibniz batorsagara és univerzalizmu-
sara volt sziikség, hogy elszakadjanak az ékorbdl 6rokolt sablonoktdl, és
feltalaljak az egyetemes Gj moédszert, a kalkulust. Newtont a dinamikus
fizikai feladatok, Leibnizt pedig a gondolkodés gépesitése hajtotta. A 8.
fejezetben majd latni fogjuk, hogy két évszazados kiizdelemben hogyan si-
keriilt szabatossa tenni a ,végtelen kicsiny mennyiségek” matematikajat.
Mar itt le kell szogezniink, hogy a felfedezok maguk is tisztaban voltak
azzal, hogy ingovanyos talajon jarnak, de nem volt mas valasztasuk.

5.3. Az elsO attorés: differencialszamitas

Miel6tt az elsé attorés torténetét vazolnank, szét kell ejtentink a valto-
z6 fogalmarol. Laczkovich—Sés (2005, 11. o.)-t idézziik: ,A XVII. sza-
zadi matematikusok elképzelése szerint a fizikai jelenségekben szerepld
mennyiségek az id6tol folytonosan fiiggd valtozdk, amelyeknek az értékei
pillanatrél pillanatra valtoznak. Ezt az elképzelést a geometriai problé-
mékra is kiterjesztették. Igy minden gorbét gy képzeltek el, mint egy
folytonosan mozgd pont palyajat, és igy a pont koordindtai szintén az
id6tél fiiggd valtozé mennyiségek. Ezen elképzelés az y = x2/(4p) egyen-
letet nem gy értelmezi, hogy y fiigg x-t6l, hanem gy, hogy mindketten
fiiggnek az id6t6l, azaz az (z,y) pont végigfut a paraboldn.”

Folytatva az idézetet: ,,...A legfontosabb Gsszetevo a valtozd mennyi-
ségek differencidlja volt. [Intuitive] minden valtozas >végtelen kicsiny<
véltozasok 6sszegébél keletkezik. Igy maga az id§ is végtelen kicsiny id6-
intervallumokbdl tevédik Gssze. Az x valtozo differencialja az a végtelentl
kicsiny mennyiség, amennyivel x megvaltozik egy végteleniil kicsiny id6-
intervallum elteltével. Az x differencidljat dx-szel jeldljiik. Ekkor tehat x
értéke egy végteleniil kicsiny idGintervallum elteltével x + dx-re valtozik.”

Az els6 1épés a differencidlszamitas kidolgozédsa volt. Ez a megkozeli-
tés lényegében a fliggvényt az érinto segitségével vizsgalja. Heurisztiku-
san a fiiggvény differencidlhanyadosa a fiiggd és a fiiggetlen differencial
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hanyadosa:

dy

T
Két végtelen kicsiny mennyiség hanyadosdnak definiciéja rengeteg logikai
nehézséget okozott. Ma mar dgy mondjuk, hogy a kiilonbségi hanyados
hatarértékérol van sz6, geometriailag pedig az érinté meredeksége a hur
meredekségének a hatérértéke. Modernebb jelolés: f/(x).

Mind Newton, mind Leibniz kidolgozott egy szabalygytiijteményt, ame-
lyet ma is szinte valtozatlan forméban tanitanak (ldsd Smith, 1929, 619
626. 0.). Példdul két differencidlhat6 fliggvény osszegének a derivéltja a
derivalt fiiggvények Osszege: (f + g)' = f' + ¢'. A szorzat és a hanyados
derivaltjahoz mar bonyolultabb képletre van sziikség.

5.1. tétel. Két figguény szorzatdnak és hdnyadosdnak a derivdltja
rendre:
A
(f9) =fg+fd és ( ="
9 g
Leibniz bizonyitas nélkil k6zolte az els§ szabalyt. Az itt kdvetkezo,
korhii bizonyitas Guillaume 1'Hépital (1661-1704) tankonyvébél szarma-
zik.

Bizonyitas. Legyen z, illetve y paranyi megvaltozasa, differenci-
alja dx, illetve dy. A szorzat pardnyi megvaltozasiban a differencidlok
szorzata elhanyagolhatd, mert jéval kisebb, mint a differencialok. Ekkor

(x 4+ dz)(y + dy) — zy = (dz)y + zdy + dzdy = (dz)y + xdy.

O

Némileg bonyolultabb a kovetkez6 allitas, amely két fliggvényre vo-

natkozik: y = f(u) és u = g(x) két skaldr—skalar fiiggvény, amelyek
,0sszetehetok”: y = f(g(x)).

5.2. tétel. (Lincszabaly.) Megfeleld simasdgi feltételek esetén egy
dsszetett figguény derivdltja egyenld a kilsé (f) és a belsd figgvény (g)
derivdltjdnak szorzatdval:

dy dydu
dr ~ duds’
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Bizonyitas. Heurisztikusan érvelve tekintsiik a differencialhanyado-
sokat torteknek, bovitsiink du-val, s adédik az allitas. ]

Ezekkel a szabélyokkal minden elemi fiiggvény (hatvany, exponencia-
lis, szogfiiggvények kombinaciéi) derivaltja eléallithaté a rész-elemi fiigg-
vények derivaltjainak fiiggvényeként.

5.1. példa. Az arkusz tangens fliggvény derivéltja:

1

arctan x
( ) = 1+a2
A kovetkez6 Osszefliggéseket alkalmazzuk egymés utén, mechanikusan:

dtany 1
dy  cos?y’

ugyanis x = tany = siny/ cosy, 5.1. tétel stb. Emellett

darctan x 1

dx ~ dtany/dy’

ugyanis az Osszetett fliggvény derivalasi szabalyabdl kovetkezik az inverz
fliggvény derivalasi szabalya.

Newton egyik legismertebb tétele a 4.3. binomidlis tétel altalanositasa
tetsz6leges kitevre, ahol (}}) helyére az dltaldnositott binomialis egyiitt-
haté 1ép (lasd Smith, 1929, 219-228. o.).

5.3. tétel. (Newton-féle binomidlis tétel, 1665.) Legyen o # 0 valds
szam, és legyen |h| < 1 valds szam. Ekkor

(1+ )™ —1+Z 1)"l‘€l(a_k+1)h’f.

Megjegyzés. Meglep6 lehet, de a matematikatorténeti konyvek
szerint Newton nem bizonyitotta be az altalanositott binomialis tételt, ez
a feladat a kovetékre maradt.

Bizonyitas. Alkalmazzuk az (1 + h)® fliggvényre az xg = 1 pont
koriili Taylor-sor képletét (1715), amelyet Newton 1665-ben természetesen
még nem ismert, de James Gregory (1638-1675) 1668-ban méar igen (5.5.
példa):

xo—i-h Zf
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A 4.7. tétel szerint
(z)*) =a(a—1)-- (a —k+ 1)z,

tehat f*)(1) = a(a—1)--- (o — k + 1). A konvergencia kérdése fel sem
meriilt. g

Ez a tétel vilagitotta meg Newton el6tt az utat az analizis felépitésé-
hez. Példakkal szemléltetjiik a binomidlis tétel szerepét Newton munkés-
sagaban.

5.2. példa. (Végtelen mértani sor dsszege mint binomidlis sor a =
—1-re.)
k

1
—=1l+z+---+ux

1655-ben John Wallis (1616-1703) is érdekl6dott az v/ 1 — 22 fiiggvény
alatti teriilet kiszamitasa irant, és Newton felismerte, hogy a binomialis
tétel itt is szerepet kaphat (Newton levele Oldenburghoz 1676-ban).

Newton megforditotta az 5.3. tételbeli levezetést (ldsd Smith, 1929,
614-615. o.).

5.1. feladat. (Simonyi, 1981, 244-245. o.) Newtont (1669/1711)-et
kovetve, vezessiik le az 5.3. tétel segitségével a tortkitevéji hatvanyfiigg-
vény derivaltjat! (A kettés évszdm a kézirat keletkezése és kinyomtatasa
kozti idére utal.)

Ezen a ponton nyomatékosan hangsilyozzuk az interpolicié szerepét
a matematika fejlédésében. A logaritmustdbla-készité Briggs 1624-bél
szarmazo6 Otletét kovetve Gregory 1670-ben levélben koézolte Collinsszal
a véges differencidk interpolacidés mddszerét, amelyet Newton koriilbeliil
ezzel egyidGben fedezett fel, s amelyet 1687-ben a Principia III. kényvének
5. lemméjaként kozolt. Legyen A* a k-adik differenciaoperator, rekurziv
meghatérozasa a kovetkez6: Af(z) = f(z +b) — f(x), és AFf(z) =
AF=Lf(z 4+ b) — AF=1f(2). Ekkor az interpolacios képlet

Flaty =30 MO0 thZ G Dl kg

k=0

Ebbél a képletbdl Brook Taylor (1685-1731) mar konnyen ,levezethette”
a korabban emlitett Taylor-sort is, csak a b-vel kellett tartania 0-hoz.
Szinte hihetetlen, hogy a gépies levezetésre Colin Maclaurin (1698-1746)
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1742-es konyvéig kellett varni. Valdban, ha f(z) = Y22, apz¥, akkor
tagonkénti differencidlassal

M (z) = i k(k—1)---(k—n+ 1)apz"™, azaz f™(0) = a,n!
k=n

Nevezetes példaja Leibniz analdégiakeresésének az

5.3. példa. A két fliggvény szorzatanak n-edik derivaltjara vonatkozo

szabdly:
m) _ N~ (1), (), (k)
uv)\™ = uy ,
=3 ;)

amely ,,jol rimel” a klasszikus binomidlis tételre.

5.4. A masodik attorés: integralszamitas

Az analizis kialakitasdban a mésodik donté 1épés az integralszamitas,
szemléletesen, a teriiletszamitas megalkotasa volt. Ha 0Osszehasonlitjuk
egymassal a 4.7. és a 4.8. tételt, azt lathatjuk, hogy az x® fiiggvény
alatti teriilet (o > 0 esetén 0-t6l szamitva) az 2971 /(a + 1) fiiggvényhez
vezet, s ez utdbbi érintéjét véve, visszakapjuk a kiindulasi x* fiiggvényt.
Ezt minden bizonnyal Fermat is észrevette, de 6t a polinomokon kiviil
nem érdekelte mas fliggvény, ezért nem is gondolt valamilyen altalanos
integralasi médszer kidolgozasara.

Newton és Leibniz alapveto felismerése az volt, hogy ez a megfordit-
hatosig altaldnosan is igaz. Newtont az 5.3. tortkitevéji binomidlis tétel,
Leibnizt a ", 1/k? sor (vo. 8.1. példaval) kovetkezd varidnsdnak az an.
teleszkopikus Osszegzése segitette. (A kinyithaté teleszkép, tavesd Ossze-
csukésa esetén az eredeti hosszisdg jelentdsen csokken. Amennyiben a
Yo a; Osszeg egyes tagjait fel tudjuk frni a; = s; — s;—1 alakban, akkor
az 0sszeg Sp — So-)

5.2. feladat. (Leibniz, 1673.) Parcidlis tortekre bontéssal igazoljuk,

hogy
! + L, + ! +o=1!
1-2 2.3 n(n+1) -

Newton és Leibniz ismerte fel els6ként, hogy az algebrai fiiggvények
mellett sziikség van a transzcendens fliggvényekre (Leibniz kifejezése) és
a végtelen hatvanysorokra is.
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Némi kisérletezés utan, a Y ;- fiAx; Osszeg folytonositasaként, a 3
eltorzitdsaval, Leibniz bevezette a (hatarozott) integral jelet, s ebbél ala-
kult ki az integral mai jel6lése:

/abf(m) dzx.

Ezutan kimondhatd az

5.4. tétel. (A Newton—Leibniz-formula, 1693 elbtt.) Legyen f egy
folytonos fiiggvény a korldtos [a, b] szakaszon! Ekkor létezik olyan F fiigg-
vény, hogy érintdjének meredeksége (azaz a deriviltja) a szakasz minden
pontjdban megegyezik az [ fligguény ottani értékével: F'(z) = f(x). Ak-
kor az f fiigguény alatti eldjeles terilet azonos az F fligguény vdltozdsdval.
Képletben:

/ab f(z)de = F(b) — F(a).

1. heurisztikus bizonyitas. Legyen I(z) az f(z) figgvény [a, z]
kozti integralja. Irjuk fol az integralfiiggvény pardnyi megvaltozasat:
I(x + dx) = I(z) + f(z)dz. Ebbdl egyszerii rendezéssel ,kovetkezik”,
hogy I'(z) = f(x) = F'(x). Mivel I(a) =0, I(b) = F(b) — F(a). O

2. heurisztikus bizonyitas. Behelyettesitve az f(z;) ~ 0F (z;)/dx;

kozelitést a > fidx; téglanyosszegbe, és egyszerisitve dx;-vel, a telesz-
kopikus 6sszeg alapjan:

Z flxy)ox; = Z 6F(xi)5az,~ =

i=1 i=1

> 6F(x;) = F(b) — F(a).
=1

5357;

Bizva abban, hogy az egyre tobb tagra kiterjedd, de tagonként egyre
pontosabb kozelités hatarértékben a fiiggvények széles korére pontossa
valik, a bal oldalon az f fiiggvény a és b kozti integraljat kapjuk, azaz
,belattuk” a Newton—Leibniz-képletet. O

Megjegyzések. 1. Természetesen az I(x + dz) kifejezés nem szaba-
tos, ezért a ra vonatkozé egyenlet sem az. A 2. heurisztikus bizonyitast
csak a 8.3. szakaszban tessziik szabatossa.

2. Figyeljik meg, hogy a hatvanyfiiggvényrol szolé 4.8. integralasi
tételnél is felhasznaltuk a 4.7. derivalasi tételt.

3. Ismét érdemes felhasznalni egy fizikai analégiat: a sebesség defi-
nicié szerint az Ut id6 szerinti derivaltja, viszont az utat a sebesség id6
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szerinti integraljaként szamitjuk ki, tehat az integralas a differencidlas
megforditasa.

Egyetemi tanulmanyainkbdél ismert, hogy az integralas algoritmiku-
san nehezebb, mint a differencidlas. Hasonlatként megemlitjiik, hogy
mindenkinek kénnyebb az anyanyelvére, mint az anyanyelvérdl fordita-
nia. Ehhez hasonléan minden elemi fiiggvény mechanikusan derivalhato,
de az integralas mar nehezebb. Tovabbi gondot jelent, hogy vannak olyan
elemi fiiggvények (példaul az 5.8. példa az ingdndl és a 11.2. tételbeli
Gauss-féle hiba-siirliségfiiggvény), amelyeknek az integralja nem is ele-
mi figgvény. Stillwell (1989, 154. o.) szerint Jakob Bernoulli ezt méar
1694-ben sejtette, de csak sokkal késobb, 1833-ban bizonyitottdk be ezt a
sejtést. E korlat ellenére szamos esetben segit a Newton—Leibniz-szabaly.

A szorzatfiiggvény integralja helyett az tn. parcidlis integrélast vezet-
ték be, a lancszabaly helyett pedig a helyettesitést, de ezeket csak éppen
megemlitjiik.

Az integralas és a differencidlds fenti viszonyara egy frappans példat
adunk.

w/2

5.4. példa. (vo. 2.12. tétellel.) [/ cosxdr =sin(n/2) —sin0 = 1.
Egy fiiggvény integralasat megkonnyitheti, ha a Taylor-sorat integ-
raljuk. (Persze, ehhez igazolni kellene, hogy a sorfejtés és az integralds
felcserélhetd, de ezzel sokdig nem torédtek nagyjaink, vo. 8.3. fejezettel.)

5.5. példa. A 7 szam kiszdmitasa végtelen sorral (Gregory, 1668 és
Leibniz, 1676).
7r

1 1
Ll 24 (=1
1 TR Ty

Valbban, az 5.1. példa, a Newton—Leibniz-formula, a mértani sor és a
4.8. tétel értelmében

X xT
arctanx:/ [arctant]'dt:/ — dt
0 o 1+1t2
* i ke, 2k i p 2R
_ (—1)F2F gt = S (=1) .
0 k=0 k=0 2k +1

Behelyettesitve az x = tan(w/4) = 1 6sszefiiggést, és eltekintve a konver-
gencia bizonyitasatél, adodik a végtelen sor. Itt a kalkulust mér teljes
erejében ldthatjuk!

Ez volt Leibniz egyik f6 eredménye, amelyet 1676-ban a londoni Kira-
lyi Tarsasag titkaran, Oldenburgon keresztil elkiildott Newtonnak. (Em-
lékeztetjiikk az Olvasét a 3.2. szakasz végén tett megallapitdsra, hogy
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allitélag ezt az eredményt a hinduk méar 1500 koriil ismerték!) Newton
karérommel valaszolta Leibniznek, hogy egyrészt mar Gregory is ismerte
e képletet, mésrészt nagyon lassan konvergal a sor: ,,100 évre lenne sziik-
ség ahhoz, hogy 20 tizedesjegy pontossaggal kiszamitsuk azt” (Gingyikin,
2001, 192. o.).

5.6. példa. Szamitoégépes programmal kiszamitjuk a Gregory—Leibniz-
képlet segitségével a 7 kozelitd értékét n = 10F-ra, n = 10* — 1-re, ahol
k=1,2 3 4,5.

5.1. tablazat. A Gregory-Leibniz-sor kézelitése kettds pontossdggal

Tagszam  Alsé kozelités Fels6 kozelités

n Sn Sn—1
10 3,04184 3,25237
100 3,13159 3,15169
1000 3,14059 3,14259
10000 3,14149 3,14169
100000 3,14158 3,14160

Megjegyzés. A korai szamitégépekrél ismerés GWBASIC program
egyszeres pontossag esetén nem tud nagyon kicsi szamokkal dolgozni,
ezért a szamitas fokozatosan annyira elromlik, hogy n = 10*-nél mir a
»felsd korlat” is a helyes érték alé siillyed!

5.3. feladat. Oldjuk meg a 3.3. feladatot a newtoni mddszerrel!

5.5. Alkalmazasok

Természetesen a kalkulus nem azért hozta lazba Eurépat, mert a fent
emlitett néhany specidlis feladatot megoldhatova tette, hanem mert széles
korben alkalmazhaténak bizonyult.

Kezdjiik egy egyszerii alkalmazassal, egy fliggvény gyokének a Newton-
eljarassal (1671), masképp az érintdmaodszerrel valé meghatérozdsaval.
(Valosdgban az 5.1. abra vildgos mértani képe csak Lagrange-nal, 1798-
ban jelent meg. Newton els6sorban polinomidlis egyenletek megoldasara
hasznalta, ahol a magasabbrendii hibatagokat elhagyta. Ezt tokéletesi-
tette Raphson 1690-ben, majd Simpson 1740-ben kiterjesztette négyzet-
gyokos kifejezések Osszegére.) Ha f egy skalar—skalar fiiggvény, amelynek
a & egy gyoke, azaz f(£) = 0.
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5.4. feladat. Igazoljuk, hogy a 2.2. feladatban targyalt babiloni négy-
zetgyokvonasi algoritmus a fenti Newton-algoritmus specidlis esete, ami-
kor f(z) = 2% — B!

5.1. dbra. A Newton-modszer

A végtelen sorok segitségével példaul gyerekjatékka valt fliggvény-
tablazatokat késziteni, hiszen csak a négy alapmiiveletre van sziikség.

5.5. feladat. (v6. 2.6. szakasszal.) Szamitsuk ki cos(7/12) értékét
0,01-es pontossidggal Taylor-soraval, ahol z természetesen ivmértékben

van megadva:

2?2zt

cosz=1— —+— —...

Hasonléan egyszerii a logaritmusok kiszamitasa, kiillonosen a termé-
szetes alapué.

5.6. feladat. a) A log(1 + x) fuggvény Taylor-sora segitségével sza-
mitsuk ki log2 értékét egyszeres és kétszeres pontossaggal n = 10F-ra,
ahol k = 1,2, 3,4,5,6! b) Mi torténik, ha a log2 = —log(1/2) képle-
tet alkalmazzuk? c¢) Hogyan lehet a konvergenciatartomanyt kiterjeszteni

Saint-Vincent
1+ o0 g2kl
log 7= =22 5577
—T o +

képletével?

Az analizis korébdl megemlitjik a differencidlegyenleteket, ahol az
egyenletekben nemcsak valtozok, hanem azok derivaltjai is szerepelnek.
Kezdjik a differencidlegyenletek legegyszeriibb csaladjaval, mellézve a
pontos feltételeket.



A kalkulus sziiletése 65

5.5. tétel. (Leibniz, 1691.) Az i(t) = g(t)h(z) alakd, szétvdlaszthato
valtozoji differencidlegyenlet x(0) = xg kezdeti érték melletti megolddsa

xT

1 t
G ¢ = /0 g(7) dr.

Bizonyitas. A d¢/dr = g(7)h(&) ,tortet” ugy atalakitva, hogy azo-
nos valtozék azonos oldalon legyenek, a
g
h(§)

egyenlethez jutunk, amelyet a [0, t] szakaszon integrilva a fenti implicit
egyenletet kapjuk. O

g(7T)dr

5.7. feladat. Oldjuk meg az & = Az (els6rendi, dlland6 egyiitthatos,
homogén linedris skaldr) differencidlegyenletet az zo = 1 kezd6feltétel
mellett az 5.5. tétel mddszerével!

Newton elOszeretettel alkalmazta a differencidlegyenletek megoldasara
hatvinysoros modszerét. Ezt a legegyszeriibben az 5.7. feladaton szem-
léltethetjiik.

5.7. példa. Az © = Mz elsérendii, alland6 egyiitthatés, homo-
gén linearis skalar differencialegyenlet az zo = 1 kezdofeltétel mellett
a hatvanysor-mdédszerrel a kovetkezéképpen oldhaté meg. A megoldast
az x(t) = 72 apt® alakban keressiik: @(t) = 00 kapth 1 = 302 o (k +
1)as1t*. Behelyettesitve a differencidlegyenlet két oldalaba és a t* egyiitt-
hatéit egyenlévé téve: (k+1)agy1 = Aag, k=0,1,.... Az x(0) =ap =1
kezdeti feltétel mellett ap, = \¥/k!, tehat x(t) = eM. Ugy tiinik, hogy a
kalkulus felfedezGinek a figyelmét elkeriilte e kiralyi tt, és helyette a lo-
garitmus ,,inverz hatvanysoraként” vezették le meglehet6sen bonyolultan
a fenti hatvanysort. Ribnyikov (1960, 174-176. o. és 208-210. o.) sze-
rint Newton maga sokkal bonyolultabb feladatokkal kiiszkddott, és csak
a kovetdiknek jutott eszébe, hogy az exponencidlis fliggvényt részlete-
sen elemezzék. Egyébként a fizikai alkalmazasokban a fiiggetlen valtozo
nagyon gyakran az id6, ezért x helyett altalaban t-vel jelolik a fiiggetlen
valtozét, és vesszo helyett ponttal jelolik a derivalast, még a tébbi esetben
is.

S ezzel mar az analizis leglatvanyosabb sikerénél vagyunk, a mechani-
kai alkalmazasoknal. Newton 1687-ben publikalta a Principiat, amelyben
szamos olyan fizikai feladatot megoldott, amelyekre az el6dék gondolni
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sem mertek. Példaul bebizonyitotta, hogy a graviticids er6térben mozgd
tomegpont palydja kapszelet (kor, ellipszis, parabola vagy hiperbola), s
ezzel igazolta Kepler 1. torvényét (15.3. szakasz). Pontosan kiszdmitotta
még azt is, mekkora sebességgel (8 km/s) kell elhajitani egy testet (mai
technikai lehet&séggel élve: kil6ni egy rakétat) ahhoz, hogy vissza ne essen
a Foldre.

5.8. példa. (Matematikai inga, Taylor, 1713.) A kozépiskoldban ta-
nult Newton-féle II. torvényben a gyorsulds a helyzet masodik derivaltja:
tehét miz = F'(z), ahol m a tomeg és F' a helytél fiiggd erd. A matemati-
kai ingédnal az F(z) = —Dsinz, tehdt bevezetve az w? = D/m &llandét,
a kitérés kis szogére a sin x ~ x kizelitéssel adédik az & +w?x = 0 mésod-
rendii linedris differencidlegyenlet. Behelyettesitéssel is belathato, hogy
a megoldas z(t) = Acos(wt — ¢§), ahol A a maximalis kilengés és § a
faziskésés szoge. (Ha nem nulla az inga kezddsebessége, akkor a kezdd
kitérés nem maximalis!) Szamitasunk igazolja Galilei 1602-bdl szarmazo
hires megfigyelését: az inga lengésideje gyakorlatilag alig fligg a kezd6szog
értékétdl (Galilei, 1638, 286. o.).

Leibniz és kovet6i is ragyogd matematikai alkalmazasokat taldltak.
Kiiloén (a 7. fejezetben) foglalkozunk majd a varidcidszamitdssal: optima-
lizalunk egy palyat, ahol a célfiiggvény egy olyan pillanatnyi nyeremény
idobeli integrédlja, amely az idén és a helyzeten kiviil a pillanatnyi sebes-
ségtél fiige. Altaldnosabban: az integrandus a fiiggetlen valtozén kiviil a
fliggd valtozétdl és annak derivaltjatol figg.

A [ régiek” azonban nem tudtak kévetni e fejleményeket. Leibniz zse-
nidlis mestere, a holland Christiaan Huygens (1629-1695) bevallotta ta-
nitvanyanak, hogy 6 mar nem képes alkalmazni az j mddszereket.

5.6. A prioritasi vita

Tanulsdgosnak tartom a kalkulus felfedezése kapcsan kialakult prioritasi
vitat. Nem kétséges, hogy az 1643-ban sziiletett Newton 1665 koriil mér
tobbé-kevésbé tisztdban volt a kalkulussal, beleértve a (végtelen) hat-
vanysorok szerepét és a differencidlegyenleteket. (A fiatal langész ugyan-
akkor fedezte fol az altalanos tomegvonzas elméletét és a fény Osszetett
természetét.)

1670 koriil el6szor fényelméletével 1épett a tudomanyos nyilvanossig
elé, de itt Osszelitkozott Hooke-kal, a Kirdlyi Tarsasidg (angolul: Royal
Society, gyakorlati szerepét illetéen az Angol Tudoményos Akadémia)
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5.2. 4bra. Csalddfa: A kalkulus sziiletése

akkori titkardval, és olyan heves vita tamadt, hogy Newton megfogadta:
lehetdleg keriilli a nyilvanossagot. Attdl kezdve sokdig csak legsziikebb
barati korében terjesztette irasait.

1646-ban sziiletett Leibniz, aki 1672-ben tokéletesitette Pascal sza-
mologépét. Ezért a taldlmanyaért a Kirdlyi Tarsasig tagjava valasztotta.
Londoni latogatasai soran Leibniz futélag betekintést nyert Newton egyes
irdsaiba. Leibniz 1673-1676 kozott — Newtontdl fiiggetleniil — felfedezte
a kalkulust. Amikor Leibniz sajat eredményeit levelekben kozolte New-
tonnal, Newton kitéréen valaszolt, f6 eredményeit csak rejtjelezve adta at
Leibniznek (Fauvel-Gray, 1987, 402-408. o.). Hosszas habozés utédn Leib-
niz 1684-ben megkezdte a kalkulus kifejtését egy altala alapitott mate-
matikai folyéiratban (Fauvel-Gray, 1987, 428-434. o.). Ahogyan korunk
egyik kiemelked6 matematikusa, Arnold (1984, Elészé a 3. kiaddshoz)
megjegyezte: ,Leibniz hatalmas érdeme az analizis széles korli propagan-
déja ... és az analizis algoritmusainak teljes automatizalasa: az analizis
alkalmazéasara és oktatasara olyan modszert talalt ki, hogy azok az em-
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berek is élhettek vele, akik egyaltaldn nem értették az analizist.”

Mar emlitettiik, hogy Newton hosszas noszogatas hatasara, 1687-ben
publikalta a Principiat, a korszeri fizika idoben és jelentéségében is els6
konyvét. Jellemz6 modon azonban elsOsorban nem az altala teremtett
modern analizis eszkozeit alkalmazta, hanem visszanytult az 6kori mértani
kifejtéshez. Csak ritkan utalt a kalkulusra (Simonyi, 1981, 220-225. o.).

Hodgkin (2005, 172. o.) hangsilyozza, hogy minden érdemiik ellenére,
az eredeti Leibniz-cikkek még a beavatottak részére is nehezen értheték
voltak (példaul Jakob Bernoulli szerint az elsé cikk ,,inkabb rejtély, mint
magyarazat”). Taldn az els6 Leibniz-kévet§, Ehrendfried Tschirnhaus
(1651-1708) publikaciéjat kellett megel6zni a szedett-vedett irds kozlésé-
vel. Nem csoda, hogy legalabb egy évtized kellett ahhoz, hogy Leibniz
eszméi elterjedjenck. Vélhetdleg a mddszer logikai gyengeségei miatt sem
sietett sem Newton, sem Leibniz a vildgra szolé felfedezés miel6bbi koz-
zétételével.

1700 utan Newton belatta, hogy eredményeit nem tarthatja meg ma-
ganak. Végre publikalta egy-két fontosabb matematikai irasat. Ekkor
langolt fel a vita Newton és Leibniz hivei kézt, hogy valéjaban ki fedezte
fol a kalkulust: Newton vagy Leibniz? A vita hamarosan nagyon el-
mérgesedett. 1712-ben a Kiralyi Tarsasdg (amelynek akkori elnoke maga
Newton) ,partatlan” bizottsiga plagium vétségében marasztalta el Leib-
nizet. Ma mar ismert az a Newtontol szdrmazé kézirat, amely a bizottsag
jelentése alapjaul szolgédlt. Leibniz méltatlanul elfelejtve halt meg 1716-
ban, mig Newtont az egész vilag iinnepelte, és 1727-ben a Westminsterben
»mint egy fejedelmet temetik el” (Voltaire).

A torténelem fintoraként megemlithetjilk, hogy a 18. szazad konti-
nentalis matematikaja a sokkal kifejezObb leibnizi jelolésrendszert vette
at (14sd az 5.1. példa heurisztikus levezetését), és ennek nyomdan viharos
sebességgel fejlodott. A newtoni jelolésekhez ragaszkodé brit matematika
begubdzott, s elvagta magat a fejlédéstél (5.2. dbra). Széz év kellett ah-
hoz, hogy a britek legaldbb a matematikaban megszabaduljanak ,,pompéas
elszigeteltségiiktol”.

Zarasul idézziik magat Leibnizt (Gingyikin, 2001, 190. o.) a jelolések
fontossagardl: ,,Gondoskodni kell arrél, hogy a jelek alkalmasak legyenek
a felfedezésre. Ez a legjobban akkor sikeriil, ha a jelek réviden kifejezik
és mintegy tiikkrozik a dolog mély természetét, és akkor csoddlatos moédon
csOkken a gondolkoddsra forditandé munka.”



6. fejezet

Matrixok és determinansok

6.1. Bevezetés

A matrixok és a determindnsok elmélete (éltaldnosabban a linearis al-
gebra) a 18-19. szdzadban alakult ki — elsGsorban linearis (algebrai és
differencial)egyenletek, valamint mértani feladatok megolddsdra. A mai
oktatdsban sziikségképpen megforditjak a torténelmi sorrendet, elészor
tanitjak a linearis algebrat, és aztan alkalmazzak az eszkozoket az em-
litett feladatok megoldasara. (A magyar nyelvii irodalomban didaktikus
megoldast valaszt: Freud, 1996.) Visszatérve a torténelmi sorrendhez, a
6.2. szakaszban vazoljuk, miképp vezetett a linearis algebrai egyenlet-
rendszerek megoldéasa a determinansok, illetve a matrixok felfedezéséhez.
A 6.3. szakaszban bemutatjuk, hogy a linearis differencidlegyenletek meg-
oldasa viszont megkovetelte kvadratikus matrixok sajatértékeinek és sa-
jatvektorainak meghatarozasat. A 6.4. szakaszban bemutatjuk, hogy az
absztrakcié eredményeként végiil kialakult a linedris algebra. A targyalas
nagymértékben tamaszkodik a skdciai St Andrews egyetem ,History of
Mathematics” honlapjan talalhatd Mdtrizok és determindnsok cikkére és
Kline (1972) 21. és 33. fejezetére.

6.2. Linearis algebrai egyenletek

Mar az 6kori babiloniak, i.e. 300 koriil foglalkoztak olyan széveges felada-
tokkal, amelyek kétismeretlenes, két egyenletbdl 4ll6 egyenletrendszerhez
vezettek. Szaz évvel kés6ébb a kinaiak méar tablazatban irtak fel egy ha-
sonld, de 4 x 3-as feladat egytuitthatomatrixat, és a megoldds sordn a ma
Gauss nevét visel6 kikiiszoboléses modszert ajanlottak.

69
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Cardano 1545-ben mar megfogalmazta 2 x 2-es matrixra vonatkozd
Cramer-szabalyt. A japan Szeki Takakazu (1637/1642-1708) 1683-ban
definidlta a determindnst, és példakon mutatta be kiszamitasat. Egy
»--.1693-ban [a St Andrews honlapja szerint 1683-ban, S.A.] 'Hopitalhoz
irt levelében [Leibniz] leirja, milyen feltételek mellett oldhaté meg egy
kétismeretlenes, harom [linedris| egyenletbdl all6 rendszer. Arra is ra-
mutatott, milyen hasznos, ha az egyenletek egyiitthatéit kettds indexiti
kifejezésekkel jeloljiik (1dsd Smith, 1929, 267-270. o.). Kissé anakronisz-
tikusan azt mondhatjuk, hogy az x; = 3_; a;;y; kifejezésben fellépd i és
j indexekrél beszélt.... A determindnsokra vonatkozd &dltaldanos tétele-
ket késébb is csak ad hoc bizonyitottdk be, amikor a matematika més
tertiletén fellépd probléma megolddsihoz sziikség volt rdjuk. A determi-
nansok fejlédése ennek kévetkeztében — a matematika maés teriileteihez
viszonyitva — lassinak mondhaté” (Praszolov, 1994, 1-2. o.).

Gabriel Cramer (1704-1752) fedezte fel, hogyan lehet egy linedris al-
gebrai egyenlet megoldasat determinansokkal kifejezni. Mai jeloléssel,
legyen A egy n-edrendli négyzetes matrix, x és b egy-egy n-dimenzids
vektor. Legyen det A # 0 az A métrix determindnsa, D; egy olyan mat-
rix, amelynek j-edik oszlopaban a; ; helyett b; all, egyébként azonos az A
maétrixszal.

6.1. tétel. (Cramer-szabdly, 1750.) Az Ax = b egyenlet megolddsa

. det Dz
~ detA’

1770 koriil Pierre-Simon Laplace (1749-1827) mellett Louis-Joseph
Lagrange (1736-1813) is foglalkozott determindnsokkal, és 6 vette ész-
re el6szor, hogy a 3-dimenzids térben a determinans a matrix oszlopai
altal kifeszitett paralelepipedon elGjeles térfogata. Mindkettojikkel még
tobbszor taldlkozunk e konyv lapjain.

Gauss adta a determindns nevet 1801-ben, és csillagaszati szamitasai-
ban egy 6 x 6-os linedris egyenletrendszer megoldasara el6szor 6 hasznalta
szabatosan a kikiiszoboléses mdodszert. Itt emlitjiik meg azt a furcsasagot,
hogy Gauss és mas német matematikusok még akkor is latinul publikal-
tak, amikor szerencsésebb nemzetek matematikusai mar él6 nyelveken,
elsésorban anyanyelviikon publikaltak.

A determindnselmélet elsd rendszeres kifejtése Augustin-Louis Cauchy
(1789-1857) és Carl G. J. Jacobi (1804-1851) érdeme volt. Cauchy 1812-
ben vezette be a determinans modern fogalmat, 6 dolgozta ki a f{6minorok
és az adjungdlt determinansok elméletét.

i i=1,2,..., n



Matrizok és determindnsok 71

6.3. Linearis differencidlegyenletek

Most id6ében visszaugrunk a 18. szdzad kozepére. A legegyszeriibb ér-
dekes differencidlegyenlettel elészor Napiernal, majd az 5.7. példaban
talalkoztunk. Ott lattuk, hogy az © = Az differencidlegyenlet megoldasa
az x(0) = x kezdbfeltétel mellett z(t) = eMay. Felvet6dik a kérdés: mi
a megoldas, ha a feladatot magasabb rendil esetre vagy tobb dimenziéra
altalanositjuk? Itt egy Gjabb langész 1ép be torténetinkbe: Leonhard
Euler (1707-1783).

A magasabb rendi linearis differencidlegyenlet-rendszer megoldasa-
nak torténetét Kline (1972, 484-486. o.) nyoman targyaljuk (ldsd Smith,
1929, 638-643. o. és Fauvel-Gray, 1987, 447-449. o.). 1735-t6] kezd-
ve Johann Bernoulli (1667-1748), Jakob 6ccse és Euler levelezett egy
fizikai feladatrél (az egyik végén rogzitett rid kihajlasa), amelyben az
a*z®(t) = x(t) negyedrendi linearis differencislegyenletet kellett megol-
dani. Euler el6szor az 5.7. példaban bemutatott hatvanysor-mddszerrel
oldotta meg a feladatot, de nem vette észre, hogy négy (két valés, két kép-
zetes) exponencidlis megoldas linearis kombindcidjaval taldlkozott. Né-
hany év milva azonban felismerte a megoldas természetét, és felfedezte
az altalanos megoldast is.

6.2. tétel. (Euler, 1743.) Az n-edrendi dllandé egyiitthatos

homogén linedris differencidlegyenlet megolddsa a
n—1
A= apAt
k=0

karakterisztikus egyenlet A\, gyokeibdl — amennyiben azok mind kilonbozok
- a kovetkezdképpen adodik:

w(t) = &e*,
k=1
ahol a & egyiitthatok a kovetkezd kezdeti feltételekbol hatdrozhatok meg:

dD0)=>"&N, j=01,...,n-1
k=1
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! an. alap-

Bizonyitas. Helyettesitéssel konny( belatni, hogy az e
megolddsok és tetszOleges linearis kombinacidik kielégitik a differencial-
egyenletet kezdeti feltételek nélkiil. A Vandermonde-determindns tulaj-
donsédgaibdl (a determinédns nullatél kiillonbo6zé voltabdl) kovetkezik, hogy
kiilénboz8 gyokok esetén, adott {x()(0)}72) kezdeti értékek mellett a
{&}1_, egyltthatok egyértelmiien meghatarozhatok. Az, hogy maés ti-

pusi megoldas sem 1étezik, kovetkezik a megoldéas egyértelmiiségébol. [

Megjegyzések. 1. Euler még azt is észrevette, hogy amennyiben
a gyokok kozt vannak egyenldk, példdul A\ = --- = ), akkor az els6 p
alapmegoldésban az e*M* exponencilis fiiggvényt meg kell szorozni 1-gyel,
t-vel, ..., tP~1-gyel.

2. Léatszolag bonyodalmat okoz, ha a sajatértékek kozott komplex
szamok lépnek f6l. Mivel azonban a karakterisztikus egyenlet egytitthatoi
valésak, ezért a komplex sajatértékek konjugalt parban lépnek fel. Ekkor
a skalarok is komplex konjugdlt parok. Valdéjaban a komplex gyokok
nagyon hasznosak, hiszen a periodikus megoldasok igy jelentkeznek (vo.
6.1. példdval). A kulcs a 9.1. tételben majd bemutatandé Euler-képlet:
e'¥ = cos p+1isin ¢, ahol ¢ valés szam stb., amelyet kezdetben még Euler
sem ismert.

6.1. példa. (Komplex gyokok esete.) Tekintsiik az inga linearizélt
differencidlegyenletét: & = —w?x, amely egy mésodrendii, skalaris linedris
egyenlet. A karakterisztikus egyenlet A2 = —w?. Gyokdt vonva: Ao =
+iw. A megoldés: z(t) = Acos(wt —J) (vo. 5.8. példaval).

Ekkor méar nem nehéz megtalalni a folytonos idejl differencialegyenle-
tek diszkrét idejlii megfelelGinek, a differenciaegyenleteknek a megoldasat.
Valéban, az xy = >} arpxs— egyenlet alapmegoldésai )\2 alakuak.

6.1. feladat. Vezessiik le a 6.2. tétel diszkrét idejii megfeleléje alap-
jan a Fibonacci-sorozat explicit alakjat (3.1. példa)!

A torténelmi sorrend azonban ezuttal is mds volt. Az attord Abraham
de Moivre (1667-1754) 1724-ben az

T

f(z) = Zan" = 1_7_22
=0

x — 2
generdatorfiigguény segitségével taldlta meg a megoldast (Stillwell, 1989,
126-128. o.)

Itt emlitjiik meg, hogy kb. ebben az idében vette észre Daniel Berno-
ulli (1700-1782), akit szintén a legnagyobbak sordban fogunk latni, hogy
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a 3.2. szakaszban emlitett Girard—-Newton-azonossag is egy n-edrendii
differenciaegyenlet, amelynek domindns megoldésa tipikus esetben éppen
a legnagyobb abszolut értékii megoldashoz vezet. Legyen s,, az n gyotk
m-edik hatvanyosszege: s, = > p_q 2"

6.2. feladat. (Ralston, 1965, 366-369. o.) A Bernoulli-médszer se-
gitségével a 2% — 522 — 172421 = 0 harmadfokii egyenlet dominans gyokét
a kovetkez6 iterdcidsorozat adja:

6.1. tablazat. Fgy harmadfoki egyenlet domindns gyokének iterativ

meghatdrozdsa
m Sm qm = Sm/Sm—l
1 5
2 59
3 317
4 2483 7,833
) 16565 6,671
6 118379 7,146
7 821357 6,938
8 5771363 7,027
9 40333930 6,989
10 282534300 7,005

Behelyettesitéssel belathato, hogy z1 = 7 valéban gyodke a polinomnak.

Ratériink a tobbvaltozos elsérendii differencidlegyenlet megoldasara.
Legyen M egy n-dimenzids négyzetes matrix, x egy n-dimenzids valds
vektor.

Analégia alapjan kimondhaté a

6.3. tétel. (Lagrange, 1765.) Az & = Mux elsérendd, dllandé egyiitt-
hatds, homogén linedris differencidlegyenlet-rendszer xq kezdeti feltételhez
tartozé megolddsa

(6.1) x(t) = eMizy,

ahol

(6.2) e’ =




74 Vilogatott fejezetek a matematika torténetébdl

A heurisztikus bizonyitasban tagonként derivaljuk eM? hatvanysorat,
és a skaldris esethez hasonlé médon kideriil, hogy deM!/dt = MeMt. (A
pontos bizonyitast példdul Arnold, 1984, 14-15. fejezete tartalmazza,
illetve a 6.2. feladat szemlélteti a legegyszeriibb esetben.)

Hogyan lehet azonban egyszeriien kiszdmitani e matrixhatvanysort?
Egyelore félrerakjuk a kezdeti értékeket, és egyszerti megoldasokkal kisér-
leteziink, amelyek

(6.3) z(t) = Mo

alakban irhaték fol, ahol A tetszéleges valds szam és v valamilyen n-
dimenziés vektor. Helyettesitsiik be a (6.3) feltételezett megoldést a dif-
ferencialegyenletiinkbe:

Mo = MeMo, v # 0,
azaz e # 0 miatt
(6.4) Av = Mo.

A linedris algebrabdl ismert, hogy a (6.4) egyenletben szerepl6 v vek-
tor az M matrix egy sajdtvektora, a A skalar pedig a sajdtértéke. Konnyi
belatni, hogy minden sajatérték a

p(\) = det(A — M)

karakterisztikus polinom gyoke: p(\) = 0, a szekularis egyenleté, amely
Laplace nevét is viseli, mert els6k kozt & hasznalta a hosszu tava val-
tozésokra vonatkozé csillagiszati feladatokban a 18. szdzad végén. Az
n-edfoku karakterisztikus polinomnak multiplicitassal n szamu gyoke van:
legyen a k-adik gyok Ak, és legyen egy hozza tartozo6 sajatvektor vy. Fel-
hasznalva, hogy egy homogén linearis differencidlegyenlet barmely két
megoldasanak linearis kombinéciéja is megoldas, minden sajatvektor-kom-
binaci6 is megoldas:

n
a(t) =Y &Guee,
k=1

ahol & alkalmas skalar, £ = 1,..., n. Tovabbi megfontoldsokbdl kovet-
kezik a
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6.4. tétel. Ha az © = Mz egyenlet M mdtrizinak n szdimid sajdt-
értékéhez n szdma linedrisan fliggetlen sajdtvektor tartozik, akkor az xg
kezdeti értékhez tartozé megoldds

n
w(t) =Y &Gupe!
k=1

alaki, ahol a & skaldrokat egyértelmiien meghatdrozza az

n

zo =Y &kvk

k=1

kezdeti feltétel.

Megjegyzés. Az igazi nehézséget az okozza, ha nincs n szdmu
fiiggetlen sajatvektor (vo. 6.2. feladattal). Arnold (1984, 26.4. sza-
kasz) szellemesen jegyzi meg: amikor a 18. szidzad kozepén Euler és
Lagrange a differencidlegyenlet-rendszerek megoldasandl tobbszoros sa-
jatértékekkel talalkoztak, a matematikusok még nem ismerték a matrixok
Jordan-alakjat (1870) (Camille Jordan, 1838-1922). Heurisztikus gondo-
latmenetiik a sikbeli egyenletre (n = 2) kétszeres sajatérték esetében a
kovetkezoképpen szemléltetheto: kozelitsiik meg az M matrixot olyan
{M},} matrixsorozattal, hogy M} mindkét sajatértéke kiilonbozé. Ekkor
Ak €s Aoy konvergdl a kétszeres multiplicitdst A sajatértékhez, a vy
és v ), sajatvektor pedig a ,hidnyos” v sajatvektorhoz (a masodik, fiig-
getlen sajétvektor hidnyzik). De a & e+t és Eye’2k! kombinacié helyett
vehetjitk a & ekt és & (er2hl — eMkt) /(Ag  — A1 ;) kombinaciét, s akkor
hatarértékben & e mellé a t&e’ alapmegoldast kapjuk.

Szemléltetésiil egy feladat kévetkezik.

6.2. feladat. (Hidnyos sajatvektorok.) Tekintsiik a kovetkezd sikbeli
differencialegyenlet-rendszert: ©; = xa, £2 = 0, amely az egyenes vonalil
egyenletes mozgast irja le. Igazoljuk a) kozvetleniil és b) kozvetve, hogy
a megoldas w2 (t) = 29 és z1(t) = 20 +29¢! Fizikai tartalom: z; a helyzet,
T2 a sebesség, és a gyorsulas nulla.

Eddig csak homogén egyenletekkel foglalkoztunk. Gyakran talalko-
zunk azonban inhomogén differencidlegyenletekkel is. Legyen g egy foly-
tonos és korlatos skalar—vektor fliiggvény. A megolddst Jean d’Alembert
(1717-1783), a francia Enciklopédia egyik f6szerkesztéje fedezte fel.
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6.5. tétel. (d’Alembert, 1766.) Az & — Mx = g elsérendd, dllando
egytitthatos, inhomogén linedris differencidlegyenlet-rendszer bdrmely két
megolddsa legfeljebb a homogén egyenlet megolddsdban kilonbézhet egy-
mastol:

(6.5) x1(t) — zo(t) = &(t), ahol (t) = Mi(t).

Bizonyitas. Irjuk fol mindkét megolddssal az eredeti inhomogén
differencidlegyenletet:

1(t) — Mxi(t) = g(t) és xa(t) — Mxza(t) = g(t).
Vonjuk ki egymésbdl a két egyenletet:
(i‘l — ig) — M(xl — xg) = 0.

Az & = x1 — x9 valéban a homogén egyenlet megoldésa. O

6.4. Linearis algebra

Lattuk, hogy milyen természetesen jelentek meg a linearis algebra fogal-
mai a linedris egyenletrendszerek és a differencidlegyenletek elméletében.
Most koriiljarjuk a linearis algebra néhany fogalmat, anélkiil, hogy hivat-
koznank az algebrai vagy a differencidlegyenletekre.

Vegyiik a sikot, és tekintstik a sik homogén linedris (azaz additiv és ho-
mogén) transzformdcidit: a tikrozést, a nyujtast és a forgatast. Legyen v
a V sik egy vektora és M egy sikbeli linearis transzforméacio. Kénnyti be-
latni, hogy két sikbeli vektor valds linearis kombinaciéja is stkbeli vektor,
valamint a kombindcié transzforméltja egyenld a transzforméaltak kombi-
nacidjaval:

M (&v1 + §u) = & Moy + & Mus.
Tehat M tényleg homogén linearis transzforméacio.

Tekintsiik a végtelen sokszor differencidlhaté fliggvények V terét, és a

differencidlas D : f — f’ miiveletét. Ez is transzformacié:

D(&1f1+&f2) = &D fi +&D fo.

Ha véges sokszor derivalhaté fiiggvényekre szoritkozunk, akkor a deriva-
lasnal csokken a fliggvény simasdga, szlikiil a tér.

A sik bazisa barmely két nem azonos irdnyd vektor. (Komplex sz~
mok feletti vektortér esetén a vektor allasardl kell beszélni!) Bizonyos
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sikbeli transzformacioknak van olyan vektora, amelynek irdnyat a transz-
formécié valtozatlanul hagyja: ezek a sajatvektorok. A forgatasnak is
van sajatvektora, de csak a komplex szamtest folott.

Az analitikus fliiggvények terében a derivaldsra nézve az e alapi expo-
nencidlis fiiggvény az 1 sajatértékii sajatvektor (fixpont), és az e fiigg-
vények a A\ sajatértékii sajatvektorok, mas néven a sajdtfiiggvények.

Cauchy 1826-ban hasznalta elséként a tdbldzat kifejezést az egyiitt-
hatématrixra. Kvadratikus alakok négyzetOsszeggé transzformalhatdsa-
gat vizsgalva felfedezte, hogy a szimmetrikus matrixok diagonalizalhatok.
Téle szarmazik az A — B = T~ Y AT hasonldsdgi transzformdcid fogalma,
bar a kifejezést még nem alkalmazta.

Uj 16kést adott a linearis algebra fejlédésének Cayley és Sylvester
munkassdga. Arthur Cayley (1821-1896) 1858-ban definidlta el6szor a
mi m X n-es matrixunkat, és megmutatta, hogy a kvadratikus alakok és
a linedris transzformaciék az 6 definicidjanak specialis esetei. Bevezette
a mdtrizalgebra fogalmat, a matrixmiiveleteket és a matrix inverzét. Té6le
és William Rowan Hamilton (1805-1865) ir matematikustdl és fizikustol
szarmazik a kévetkezo tétel.

6.6. tétel. (Cayley—Hamilton, 1858.) Minden négyzetes mdtriz kielé-
giti karakterisztikus polinomjdt.

Megjegyzés. Jellemz6 a korra, hogy Cayley megelégedett az n = 2
eset bizonyitasaval, vagy ahogyan irta: ,nem gondolom, hogy sziikség
van arra a faradsiagra, hogy a tételt tetszoleges rendii matrixra formalisan
beldssam”.

Bizonyitas helyett. Az altaldnos bizonyitas némileg bonyolult, a
sajatvektorokbdl all6 bazisok esetén azonban szinte trividlis: Legyen A;
az M matrix j-edik sajatértéke és v; a hozza tartozéd sajatvektor, j =
1,..., n; a sajatvektorok bazist alkotnak. Ekkor P(A) = (A= A1) --- (A —
An), és az M — M1 tényezOk felcserélhetésége miatt P(M)v; = (M —
Alf)(M—AnI)UJIO Il

6.3. feladat. Igazoljuk kozvetleniil, elemi szamolassal a Cayley—Hamil-
ton-tételt n = 2-re!

A métrix rangjdt, azaz a linearisan fiiggetlen oszlopvektorok (vagy
sorvektorok) maximalis szamat James Sylvester (1814-1897) definidlta
1884-ben, és belatta, hogy az invaridns a hasonlosagi transzforméaciokra.
Nevét viseli a kvadratikus alakok tehetetlenségi tétele (1852).

A matrixok Jordan-alakjarol szol6 tételt (1870) nem ismertetjik, de
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felhivjuk a figyelmet, hogy milyen természetesen adddik a differencidl-
egyenletek megfelel§ alakjabol (Arnold, 1984, 25. fejezet és 6.2. feladat).

A vektortér fogalmat szintén Leibniz sugallta, azonban errél szélé ira-
sai is csak joval haldla utan, 1833-ban jelentek meg. Hamilton 1841 koriil
mar az n-dimenzids vektortérrél értekezett, a komplex szdmokat (ldsd
még a 9. fejezet) mar 1837-ben mint a valds test feletti kétdimenzids vek-
torteret irta le, de f6 célja a komplex szamok algebrajanak haromdimenzi-
0s altalanositasa volt. Ez lehetetlennek bizonyult, helyette négydimenzids
szamokat talalt. ,,1843. oktober 16-an egy séta kozben Hamilton lelki sze-
mei el6tt megjelentek az i, j, k szimbélumok az i? = j? = k% = ijk = —1
osszefiiggésekkel egyetemben. Az [1], i, j, k elemek altal generélt algebra
elemeit kvaternidknak nevezte. Elete utolsé negyedszdzaddban Hamil-
ton szinte kizarélag a kvaterniokkal foglalkozott” (Praszolov, 1994, 1-2.
0.). A kvaterniok adték az els6 nemkommutativ testet, s ennek ma mér
felfoghatatlan az elvi jelentésége (14sd Smith, 1929, 677-683. o0.). A kva-
terniékkal kapcsolatos ma mar érthetetlen kiizdelemrol szemléletesen ir
Struik (1948, 188. o0.). A teljesség kedvéért megemlitjiik, hogy Hamil-
ton matematikai munkéssaga a mechanika és az optika teriiletén ma is
alapveté6 — minden bizonnyal fontosabb, mint a kvaternidk elméletének
kidolgozésa.

Fejezetiinket egy furcsa torténettel zarjuk. Hermann Giinther Grass-
mann (1809-1877) autodidakta matematikus volt. Stettini (ma Szczecin)
gimnaziumi tanarként ,,1832-ben mar vektorokkal irta le a mechanika
egyenleteit, s ezzel nagymértékben leegyszeriisitett bizonyos szamitaso-
kat. Felismerte és explicite rogzitette a vektorosszeadas kommutativitasat
és asszociativitasat. Késébb altalanos formaban is kifejtette a — bizonyos
algebrai tulajdonsigokkal rendelkezd — rendszerek elméletét. ... Ertel-
mezte az n-dimenzids tér r szamu vektoranak geometriai szorzatat mint

az n X r-es matrix r-edrenddi aldetermindnsaift]” (Praszolov, 1994).
Bar elnyerte a leibnizi gondolatok tovabbfejlesztésére kitliizott dijat, ér-
tetlenség miatt egyetemi allast nem kapott, pedig olyan éridsok kezében
volt a mi, mint példaul Gauss. Konyveit érdektelenség miatt bezuiz-
tak. Amikor 1860 koril miive jelent6ségét folfedezték (lasd Smith, 1929,
684-696. o0.), a matematika mar nem érdekelte, sikeresen foglalkozott
okortudomanyokkal.



7. fejezet

A variacidoszamitas
kialakulasa

7.1. Bevezetés

Mar a régi gorogok is ... érdeklédtek a maximum- és minimumfeladatok
irdnt. ElGszor egyszerii feladatokat tanulményoztak: 1. Adott kertiletii
téglalapok koziil melyik a maximalis teriiletii? A négyzet (4.4. példa).
2. Milyen utat kévet a fény egy siktiikorrdl visszaverddve? A legrovideb-
bet, amikor a beesés szoge egyenld a visszaverddés szogével. Késobb joval
bonyolultabb feladatokat is felvetettek, példaul az tn. izoperimetrikus
feladatot: adott keriiletii sikidomok koziill melyik a maximalis tertilet?
A legenda szerint a mitoldgiai Did6 kirdlyné jott ra a megoldasra: a kor.
A 7.2. szakaszban néhany torténeti érdekességii specialis varidciészami-
tasi feladat megoldaséat vazoljuk. A 7.3. szakaszban bemutatjuk, hogyan
oldotta meg Euler heurisztikusan, Lagrange pedig szabatosan az altala-
nos optimalizalasi feladatokat. (Bar Lagrange a varidciés modszer nevet
javasolta, Euler varidcidszamitds elnevezése terjedt el.) A 7.4. szakasz-
ban civakodasokrol és elismerésekrdl szélunk. Irodalom: Pélya (1968),
Késa (1970), Kline (1972, 573-591. o.) és Gingyikin (2001).

7.2. Specialis variaciéoszamitasi feladatok

Mar Eukleidész tudta, hogy a siktiikorrdl visszaver6do fény kilépési szoge
egyenld a beesés szogével. Héron pedig felismerte ennek egy érdekes ko-
vetkezményét: a targy- és a képpont kozott a tiikkrot érinté fény utjanak
a hossza minimdlis.

79
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T(argy)

7.1. Abra. A siktikor

7.1. feladat. Bizonyitsuk be Héron tételét! (Lésd a 7.2. dbrat!)

Azt azonban csak 1620 koriil vette észre Snellius és Descartes, hogy
a levegd és a viz hatarfeliiletén bekovetkezo fénytorésnél is egy egyszeri
torvény érvényesiil: a beesési és a torési szog szinuszanak a hanyadosa
4llandé. Képletben: sina/sin 8 = n. Allandé kisérénk, Simonyi (1981,
189-194. o.) hangsilyozza, hogy Descartes tévesen azt is allitotta, hogy
n = cg/cy1, ahol ¢} és cp rendre a fény terjedési sebessége a vizben és a
leveg6ben. Mivel sina > sin 3, ebb0l ¢; < ¢o kovetkezne — ami a hang-
ra igaz, de a fényre nem. (A fénysebességek alkalmazdsa anndl inkabb
meglepd, mert 1676 el6tt nem volt még becslés sem a fénysebességre, vo.
Gingyikin, 2001, 99-103. o.).

1653-1662 kozott Fermat felfedezte, hogy forditott Osszefiiggés all:
n = c¢1/ce, hiszen ¢; > co. Ekkor viszont most is érvényes egy minimum-
elv, csak nem az utra, hanem az idére, az in. Fermat-elv (1653): inho-
mogén kozegben két pont kézott a fény a legrovidebb ideji palyan terjed.
Ez csupan egy elv, amely a fizikai Huygens-elvvel magyarazhaté. Fermat
azt is tudta, hogy mas fizikai kérnyezetben, példaul a konvex tiikornél a
fény a leghosszabb idejii utat valasztja, tehat altalaban szélséértéket.

7.2. feladat. Bizonyitsuk be a Fermat-elvet a fénytorésre (7.2. dbra)!
Erdekes, hogy Leibniz elsé kalkuluscikkében éppen ezt a feladatot oldot-
ta meg uttéré6 modszerével! Simonyi (1981, 193. o.) bemutatja, hogy
milyen bonyolult volt Fermat idejében egy ilyen feladat elemi geometriai
bizonyitésa.

Az els6 igazi variacidszamitasi feladatot Newton oldotta meg a Princi-
pidban (1687, II. konyv, 34. &llitas kovetkezménye): melyik forgastestnek
van a minimalis kozegellenallasa, ha a forgdstengely irdnyaban halad?
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-

(b,d)

7.2. dbra. A fénytorés, Simonyi (1981, 3.5-12. abra, 194. o.)

Newton nemcsak megoldotta a feladatot, de felismerte annak gyakorlati
jelent6ségét a hajéépitésben.

A varidciészamitds azonban a brachisztochron-feladattal sziiletett: a
homogén nehézségi er6térben két (nem egymads f616tti) pont kozott melyik
a leggyorsabb (ti. minimalis idejii) lesiklast biztosité gorbe? A feladatot
joval Newton emlitett felfedezése eltt Galilei (1638, 268. o.) fogalmazta
meg a nyilvanossag szaméra. Tévesen azt allitotta, hogy az optimum egy
koriv, pedig csak azt igazolta, hogy egy adott negyedkoriven gyorsabb
a lesiklds, mint hirokbél all6 barmely torott vonalon (Simonyi, 1981,
172. 0.). A helyes megoldast (7.3. dbra) Johann Bernoulli 1696-ban ta-
lalta meg, egész sor fizikai analégiat felhaszndlva. Torténeti érdekesség,
hogy a megoldas kozzététele elott felhivassal fordult a vildg matematiku-
saihoz, hogy 6k is oldjak meg a feladatot (ldsd Smith, 1929, 644-655. o.).
A megoldast benyujték névsora valoban rendkiviili volt: a kit{iz6 Johann
Bernoulli mellett Newton, Jakob Bernoulli, Leibniz és I’'Hopital.

Sokrétii hatdsa miatt felsoroljuk Johann Bernoulli négy zsenialis meg-
latasat a brachisztochron-feladattal kapcsolatban (Gingyikin, 2001, 144—
156. 0.): 1. rdbukkant arra, hogy a mechanikai feladatra ugyanigy érvé-
nyes a Fermat-elv, mint a fénytorési feladatra; 2. diszkretizalta a folyto-
nos feladatot; 3. az osztopontokra felirta a Snellius—Descartes torvényt;
4. hatarértékben megkapta a folytonos feladat optimumé&t. Az eredmény:
ciklois. (Ciklois az a gorbe, amelyet egy kerék adott pontja ir le a kerék
gordiilésekor.)
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A kvantitativ megoldés lényege a kévetkezd (vo. a 7.4. feladattal): te-
kintsiik a fiigg6leges sikot az (x, y) koordindtarendszerrel, legyen c(y) a to-
megpont sebessége az y magassagban, és legyen a(y) a gorbe meredeksége.
A Fermat-elv és a Snellius—Descartes-torvény folytan sina(y) = ye(y),
~v pedig egy allandé. A Leibniz altal akkoriban felfedezett mechanikai
energia-megmaradds torvénye értelmében viszont c(y) = /2gy, ahol g a
nehézségi gyorsulés egyiitthatdja, azaz sin a(y) = 7'/, ahol 7' egy masik
allandé. Mivel a 17. szazad matematikdjaban a ciklois kozponti szere-
pet jatszott, nem csoda, hogy sokan felismerték: utolsé egyenletiinket
pontosan egy cikloisiv elégiti ki.

A kalkulus sziiletésének évtizedeiben szamos méas konkrét klasszikus
varidcidszamitési feladatot is felvetettek: példaul a két pontban rogzitett
kotél vagy lanc alakja a kotélgorbe vagy lancgorbe, amelyet Galilei (1638,
164. o.) tévesen a paraboldval azonositott. A helyes eredmény a koszi-
nusz hiperbolikusz fiiggvény, az exponencidlis fiiggvény és reciprokdnak
szamtani kozepe.

7.3. Altaldnos variiciészamitasi feladatok

Johann Bernoulli vetette {6l tanitvanyanak, Eulernak a geodéziai feliiletek
legrévidebb pélydinak a feladatat 1728-ban. Tovabbi konkrét feladatok
megoldasa utan, Euler 1732 koriil megfogalmazta a varidciészamitéds alta-
lanos alapfeladatat, és 1744-ben megjelent egy konyve a ,legaltalanosabb
értelemben vett izoperimetrikus feladatok” megoldasarol.

Didaktikai okokbol el6szor elhagyjuk az izoperimetrikus feltételt, és
az alapfeladatot tekintjiik. Legyen f egy haromvaltozds skalarértékii sima
fiiggvény a [0, X] szakaszon, a harom skaldrvaltozé x, y és y/. A feladat:
keressiik azt a sima — megengedett — y fliggvényt a [0, X] szakaszon,
amelynek kezddéértéke yo, végértéke yyx és amely maximalizalja az

= [ sy @)

integralt.

7.1. példa. a) Elemi geometriai médszerrel beldthat6, hogy két pont
kozott a legrovidebb ,ut” az egyenes. b) Legyen a két pont (0, 0) és (1, 1).
Analitikus alakban a célfiiggvény

1
I:/ 1+ y2(z)dx,
L V1+yP@)
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amelyrél majd belatjuk (7.3. feladat), hogy minimumbhelye az y(z) = z
egyenes.

Euler a Bernoulli-féle diszkretizalasi mddszerrel felfedezte a variacio-
szamitas alaptételét, amelynek bizonyitasat Lagrange tette szabatossa.

7.1. tétel. (Euler, 1744—-Lagrange, 1755.) Ha az I ,funkciondl” a
megengedett y fligguvényen szélséértéket vesz fol, akkor az y(-) figguénynek
ki kell elégitenie a kovetkezd, un. Euler—Lagrange-differencidlegyenletet:

d
! no__ / /
fy(xayay ) - %fy’(xa Y,y )7
ahol fz// és f?:, rendre az f fligguény mdsodik és harmadik vdltozdéja szerinti

parcidlis derivaltfiggvénye.

Megjegyzés. Ez az optimumfeltétel sziikséges, de altalaban nem
elégséges. Az f fuggvény konkavitdsa elegendd a maximumhoz, de eny-
hébb feltevések is 1éteznek. Adrien-Marie Legendre (1752-1833) 1788-ban
megadta masodrendii sziikséges feltételét a maximum létezésére: f)) , <
0, amelyrél elészor tévesen azt hitte, hogy elégséges is.

Bizonyitasvazlat. Osszuk {6l a [0, X] intervallumot k egyenld részre:
h = X/k egy részintervallum hossza. Helyettesitsiik folytonos valtozo6in-
kat és egyenletiinket diszkrét megfeleléikkel. Legyen z; = ih, y(x;) = v,
Y'(xi) = Wir1—vi) /by f(isy(2:),y' (i) = f(ih, yi, (Yit1 —yi) /h). Ekkor
az integralt kozelité téglanyosszeg a kovetkezo:

k—1

I =Y hf(ih,yi, (Yis1 — i) /h).

=0

Folirjuk az y; szerinti parcidlis derivaltat, majd nulldva tessziik 6t, i =
0,..., k—1:

haayf<ih7yi, Z/z’+1h— yl) B aay/ (ih, " yi+1h— yz)

(G =Dy, =221 =0

0

+ oy

Az egyenletet elosztjuk h-val, és k-val tartunk a végtelenhez, azaz
h-val 0-hoz. Visszatérve folytonos fliggvényeinkhez, és kimerevitve egy
x = i(k)/k pontot, a masodik és a harmadik tag tart a —f,, derivilt z
szerinti derivaltjahoz: adddik az Euler-Lagrange-egyenlet. A levezetés
santit: nincs bizonyitva, hogy a hataratmenet jogos. O
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7.3. feladat. Oldjuk meg a 7.1. példat a 7.1. tétel analitikus mod-
szerével!

7.4. feladat. Oldjuk meg a leggyorsabb lesiklas feladatat a variacio-
szamitas szabvanyos eszkozeivel! (Lasd a 7.2. abréat a kovetkez6 oldalon!)

Lejtd
T=354s

Ciklois
T=323s

N\

ds® = dx* + dy*

Flggbleges zuhanas (lab)
X

100
0 X 100

Vizszintes elmozdulas (lab)

7.3. abra. A leggyorsabb lesiklas

1755-ben Lagrange szabatosan megoldotta a variaciészamitéas alapfel-
adatat. A f6 gondolat jol ismert a tankonyvekbdl (példaul Késa, 1970,
29-31. o.), itt csak diéhéjban vazoljuk. A globélis optimum lokalisan is
optimum. Tehat, ha csak egy tetszoleges, de régzitett ¢ pont kis kérnyeze-
tében ,varidljuk” az optimélis palyat egy a valds szammal paraméterezett
gorbesereggel, akkor az I(a) egyvaltozos fiiggvénynek belsé szélsGértéke
van, tehat I’(0) = 0. Ebbél szamolassal adédik az Euler-Lagrange diffe-
rencidlegyenlet.

Hol marad az izoperimetrikus feladat megoldasa? Legyen g(z,y,%’)
egy f-hez hasonld tulajdonsagu fiiggvény, és tegyiik fol, hogy a hozza
tartozé izoperimetrikus feltétel szintén integral alakban irhaté fol:

7= [ @)/ @) de =0

Tehat az I funkciondlt kell maximalizdlni a J = 0 feltétel mellett.
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A megoldast legegyszeriibben a Lagrange-szorzok jéval kés6bb (1788-
ban) kidolgozott mddszerével adhatjuk meg. Legyen p egy tetszéleges
skaldr, és vegyiik az tn. Lagrange-figgvényt (de nem a mechanika-
ban, hanem az optimumszamitdsban szerepl6 értelemben): L = f + pg.
A kozonséges feltételes szélséérték-szamitashoz hasonléan most is igaz,
hogy ha a feladatnak van belsé széls6értéke, akkor alkalmas p skalarra a
Lagrange-fiiggvény staciondrius lesz, azaz az I(a) +pJ(a) figgvény a sze-
rinti derivaltja eltlinik (de ez nem mindig jelenti az I(a)+ pJ(a) fuggvény
tényleges szélsGértékét).

7.2. tétel. (Lagrange.) Ha az I funkciondl a J = 0 izoperimetrikus
feltétel mellett a megengedett y fiiggvényen szélséértéket vesz fol, akkor
a 7.1. tételhez hasonléan, y-nak az L = f + pg Lagrange-fiigguényre
alkalmas p dllando mellett ki kell elégitenie a megfelelé Euler—Lagrange-
differencidlegyenlet-rendszert:

d
L;/(:U> Y, y/) = %L;j (':Uv Y, y/)7

ahol p a J(p) = 0 egyenletbdl hatdrozhato meg.
Feladatként fogalmazzuk meg az eredeti izoperimetrikus feladatot!

7.5. feladat. Az eredeti izoperimetrikus feladat (7.4. dbra). Adott
egy egységnyi hosszisagi szakasz és egy ¢ hosszisdgu kerités, 1 < £ <
7 /2. Keritsiik be az adott szakasz f6lotti maximalis teriilet{i tartoményt!
Eredmény: egy korszelet. (Mivel nem akarunk parametrikus fiiggvények-
kel szamolni, feltessziik, hogy a kerités olyan révid, hogy az optimumban a
korszelet legfeljebb a megfelel6 félkorrel egyenls.) Pélya (1968, X. fejezet)
tartalmazza a variaciészamitast mell6z6 elemi eredményeket.

7.4. Civakodas és elismerés

Matematikatorténetet irva nehéz ellendllni a civakodasi és elismerési tor-
téneteknek. Az 5.6. szakaszban mar irtunk Newton és Leibniz prioritasi
vitajarol, most tovabbi torténeteket vazolunk.

A Bernoulli-harmas civakodasanak torténetét Stillwell (1989, 181-187.
0.) nyomdn ismertetjiik. A két testvér, Jakob és Johann egyrészt Leibniz
bulldogja volt a Newtonnal folytatott prioritasi csataban. Ugyanakkor
egymassal is 4daz vitdkat folytattak. Jakob jéval (13 évvel) idésebb volt
Johanndl, és a baty tanitotta dccsét a matematikara. Sok térténész sze-
rint Jakob volt a lassabb, de mélyebb, mig Johann gyorsabb, de feliilete-
sebb. Amikor a tanitvany kezdte utolérni mesterét, a mester féltékennyé
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7.4. dbra. Az izoperimetrikus feladat

valt, és szeretett volna minél nagyobb részt kihasitani a tanitvany sikere-
ibél.

Nem kell azonban félteniink Johannt sem. Az els6é jelentOsebb ve-
szekedés a két testvér kozott az izoperimetrikus feladat kapcsan tort ki.
1697-ben Jakob helyesen ismerte fel, hogy a feladat a varidciészamitas
korébe tartozik, de megoldasat csak 1701-ben kildte be a périzsi Aka-
démidhoz, azonban csak haldla utdn, 1706-ban nyitottak ki a boritékot.
Eko6zben a tiirelmetlen Johann helytelen megoldasaval akarta megel6zni
batyjat, és kétségbe vonta batyja eredményének a létezését is.

Kiilonosen furcsa moédon bant fidval, Daniel Bernoullival, A fit korab-
ban irt Hidrodinamika cim@ munkajat csak 1738-ban tudta publikalni.
Ezt a késedelmet hasznalta fel az apa, aki 1743-ban egy hasonlé cimii
munkat publikalt, 1732-es datummal. Ez az arcatlansidg azonban vissza-
felé siilt el, és még Johann 6nallé hidraulikai eredményeit sem ismerték
el.

Szerencsére azonban a nagy matematikusok kozotti megértésrol is be-
szamolhatunk, nevezetesen az Euler-Lagrange kapcsolatrél. 1755-ben a
19 éves Lagrange, a torindi tiizériskola kezd6 tanara, levelet irt az akkori
vilag leghiresebb matematikusanak, Fulernak, amelyben elmagyarazta,
hogyan lehet szabatosan megoldani a varidcios feladatokat. Euler lelke-
sen fogadta az ifji Lagrange kezdeményezését. Elénk levelezés kezd6datt
kettdjiik kozott, Torind és Berlin kozott néha kéthetente fordult a posta.
1756-ban Euler elOterjesztésére a berlini akadémia Lagrange-ot kiilfoldi
tagjava valasztotta, azel6tt, hogy Lagrange munkai megjelentek volna.
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(Weil (1983, 197. o.) azonban megjegyzi, hogy Lagrange mar egy évvel
korabban is irt Eulernak, azonban ez a levél még nem volt Euler figyel-
mére mélto, aki csak megdrizte, de nem valaszolta meg a levelet.)

Az egyébként folyamatosan publikdlé Euler ebben az esetben nem
sietett kozolni sajat eredményeit. 1759-ben irt levelében ez &ll: ,Ugy
latom, az izoperimetrikus feladatra adott analitikus megoldasod tartal-
magzza mindazt, amit e teriileten el lehet varni. Nagyon oriilok, hogy ez
az elmélet, mellyel elsé kisérleteim utan alighanem egyediil foglalkoztam,
altalad tokéletes formét nyert. A kérdés fontossaga arra serkentett, hogy
a Te magyarazatod alapjan magam is levezessem az analitikus megoldast.
Azonban gy hatdroztam, hogy ezt eltitkolom, amig Te nem publikdlod
eredményeidet, mivel semmiképpen sem szeretnélek megfosztani az alta-
lad megszolgalt dicsOség egy részét6l.” (Gingyikin, 2001, 253-254. o.) A
tegez6dés nem Euler kozvetlensége, hanem a latin nyelv sajatossaga!

Eulert sem keriilte el azonban az igazsigtalan kritika. Az el6zmé-
nyekrdl azt kell tudni, hogy a varidciészamitas alkalmazasaként — Mau-
pertuis meglehetésen kidolgozatlan elvét kdvetve — Euler, majd Lagrange
kidolgozta a fizika varidcids elveit, amelyek a newtoni erétorvényeket al-
talanositjak. E nélkiil az altaldnositas nélkiil a kényszer- és siarlédéasos
mozgasok, valamint a pontrendszerek mechanikaja reménytelentil bonyo-
lult lenne, és a modern fizika felépitése is sokkal nehezebben ment vol-
na. A szabadgondolkod6 Voltaire-t azonban annyira feldiihitette ez a
Newton-ellenes és Leibniz-parti torekvés, hogy ,,Akéakia doktoranak giny-
irata Saint-Malo sziléttének” cimii miivében igazsidgtalanul irt Eulerrdl:
»,Egy olyan tudodsrdl van szd, aki legalabb 600 oldalt szamol ahelyett,
hogy végiggondolna a problémat, és maximum 10 sorban lefrna mindent.”
Gingyikin (2001, 243-244. o.), akit6l a torténetet atvettiik, hozzateszi:
,Itt lathatjuk, hogy Voltaire milyen sajatos médon abrazolta a zsenia-
lis szdmol6 alakjat.” Mindezt Voltaire annak ellenére tette, hogy nem-
csak a felvildgosodds kiemelkedd filozofusa és irdja volt (a ma is nép-
szerli Candide-ja az optimista Leibniz elleni ginyirat), de 6 honositotta
meg a newtoni fizikat Franciaorszagban, legy6zve a francia fizikaban még
mindig uralkodé descartes-i zlirzavart. (Emlékeztet6iil: Franciaorszagban
még 1730-ban sem valt uralkodéva Newton elmélete arrél, hogy a Fold a
sarkokban lapult!)






8. fejezet

A kalkulustdél az analizisig

8.1. Bevezetés

A kalkulus kialakuldsanak el6feltétele az volt, hogy megszabaduljanak
az Okorbdl 6rokolt szabatossagtol. (Itt csak utalunk az 2. fejezetre és
az 5.2. szakaszra.) A kalkulus 1670-t6] hatalmas lendiilettel fejlédott,
félrelokte a vele szembe szegezett ellenvetéseket, de csak 1872-re alakult
ki szabatos alakja. A logikai tisztasagért folytatott kiizdelem 200 éves
elhizédasat sokan nagyon szigoruan itélik meg: Példaul Laczkovich—T.
S6s (2005, 13-14. o.) igy ir: ,A kalkulust kezdettél fogva sok kritika és
tamadas érte, — tegyiik hozza, teljes joggal. A moédszer logikai tisztasa-
ga nagyon is vitathaté volt, mert homalyos fogalmakkal dolgozott, és a
gondolatmenetei néha zavarosak voltak. ...Mert mit jelent az, hogy vég-
telen kicsiny mennyiség? Végiil is egy ilyen mennyiség nulla vagy sem?
Ha nulla, akkor nem oszthatunk vele a dy/dx differencidlhdnyadosban.
Ha viszont nem nulla, akkor a szdmoldsban nem hanyagolhatjuk el. Egy
ilyen ellentmondéds megengedhetetlen egy matematikai fogalom esetén....
A kalkulus koriili vita egészen a XIX. szdzad végéig tartott..., [amikor
is] a kalkulus intuitiv, de homalyos és ellentmondésos fogalmait precizen
definidlt matematikai fogalmakkal helyettesitették.”

Minden probléma ellenére nem nagyon lehetett volna leréviditeni ezt
a kalandos utat. Ha az uttorék nem kezdenek el vakmerden elérehaladni,
akkor még taldn ma is az eudoxoszi—arkhimédészi fogsdgban szenvedne a
matematika. Csak a heurisztikusan nyert eredmények ismeretében lehe-
tett felismerni, hogy miért is van sziikség a szabatossagra, és hogy miképp
lehet rendet tenni a fels6 matematikaban.

89
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Ebben a fejezetben harom kérdést jarunk koriil: a 8.2. szakaszban
bemutatunk egy tipikus példat az euleri heurisztikus okoskodasra; a 8.3.
szakaszban valaszt keresiink a kérdésre: hogyan viselkedhet egy végtelen
tagszamu fiiggvénysor (szabad-e tagonként derivalni)? A 8.4. szakaszban
vazoljuk, hogyan tették szabatossd a hatarérték és a valés szam fogalmat
a 19. szézad driasai: Cauchy, Dedekind és Weierstrass.

8.2. Az euleri heurisztika

A varidciészamitasban mar lattunk egy példat (7.1. tétel) arra, hogyan
yvezette le” Euler a réla és Lagrange-rol elnevezett optimumfeltételt. So-
kunk legkedvesebb példaja azonban az, ahogyan az 5.2. feladat ikertest-
vérét a leleményes Euler 1735-ben megoldotta, vilaghirnévre téve szert.
A kérdést Pietro Mengoli (1625-1686) 1650-ben vetette fel, majd Collins
1673-ban ismertette meg Leibniz-cel, aki 1697-ben Jakob Bernoullitol vart
megoldést. (Részletes targyaldst ad Pélya (1968, 33-38. és 47-51. o.),
valamint Weil (1983, 256-276. o.). A divergens sorokrél sz6lé6 Hardy
(1949) konyv remek torténeti fejezeteket tartalmaz.)

8.1. tétel. (Euler, 1735.) A négyzetszamok reciprokisszege:

11 1 2

Heurisztikus bizonyités. 1) Legyen az n-edfokt ag + a1z + -+ +

anx™ = 0 egyenletnek (a,, # 0) n kiillénboz6 gyoke: aq,...,a,. Ekkor a
gyOokok és egyiitthatok kozti Osszefiiggések alapjan

an—1 = —ap(ag + -+ ay).

Ha egyik gyok sem nulla (azaz ag # 0), akkor a gyokok reciprokéra az
el6z6hoz teljesen hasonlé médon a kovetkezd Osszefiiggés irhatd fol:

1 1
ap=—-ag| —+--+—].
aq (07%%

Irjunk z helyére —z2-et. Beldthato, hogy a 2n-edfokt ag—ajz?+- - -+
(—=1)"a,z®" = 0 egyenletnek 2n kiilonbozd gydke n ellentett part képez:
+ay, ..., tay,. Ekkor a reciprok-négyzetosszegre

1 1 1
a] = ap ;%4_;%4_4_? .
n
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2) Euler a sinx = 0, azaz Taylor-sorra attérve, az

r——4+——-4+...=0

wvégtelen foka” egyenletet vizsgalta, amelynek gyokei {km}2 _ . Eloszt-
va az egyenletet z-szel, az

2 4

2
T x x
1_3!_|_5!_..._|_..._1;[<1_W> =0
~végtelen foki” egyenletet kapta, amelynek gyokei {+km}° . (A bizton-
sag kedvéért a végtelen hatvanysort végtelen gyoktényezds szorzat alak-
ban is felirta.) Ezért az 1) pont ,alapjan”, ap = 1, a3 = 1/6, tehét

T ]

Innen mar atszorzassal adédik a (8.1) képlet. O

Mi a hiba a bizonyitassal? a) Nincs garancia arra, hogy ,végtelen fo-
kia” polinomra is érvényes a gyokok és egyttthatok kozti Osszefiiggés. b)
Nem tudjuk, nincsenek-e egyéb, komplex gyotkei a hatvinysorként felfo-
gott sin z-nek. Ez utébbira évekkel késébb egy Euler-tétel adott valaszt,
amely a szinusz, koszinusz és az exponencialis fiiggvényt kapcsolta Gssze
(9.1. tétel). Gingyikin (2001) magyar szerkesztéje, Major Péter a 228. o.
16. labjegyzetében utal a 19. szazadban bizonyitott komplex fiiggvény-
tani eredményre (a Weierstrass-tételre, Kline, 1972, 667. o.), amelynek
segitségével mar belathatd az Osszefiiggés.

Euler és matematikustarsai tobbszor is visszatértek a feladatra, és
hosszas kiizdelem utédn végiil sikeriilt megnyugtaté bizonyitast talalni-
uk. De a heurisztikus megoldas addig is tamaszt jelentett a kutatéknak.
A bizonytalansag évtizedei alatt is sikeriilt Eulernak kozelebb jutnia az
igazsaghoz. Példaul a sin x fiiggvény Taylor-soranak tovabbi egyiitthatoit
meghatarozva is hasonlé eredményt kapott:

11 1 o
F+274+...+F+..._%.
Az 5.5. példdban mar taldlkoztunk a Gregory—Leibniz-sorral. Heurisz-
tikus mddszerével Euler levezette ezt az Osszefiiggést is, ezittal az 1 —
sinz = 0 egyenlet gyokeit és egyiitthatoit vizsgalta.

(8.2)

8.1. feladat. Igazoljuk Euler heurisztikus médszerével a (8.2) képle-
tet!
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Megjegyzés. A fentiekben a szamelméletben alapvetd szerepet
jatsz6 Riemann-féle zéta-fuggvény, ((s) = Y oo n~° helyettesitési érté-
két hataroztuk meg s = 2, 4-re, lasd a 10.3. tételtdl kezdve és az F2.
fliggeléket.

Kiilon kiemeljiik, hogy a 18. szdzad matematikusai nem riadtak vissza
sejtéseik numerikus ellenOrzésétol. Fuler is ellendrizte sejtését, és sok
tizedesjegyli egyezést talalt.

8.3. Fiiggvények és fiiggvénysorok

Székefalvi-Nagy (1965, 11-15 és 310-314. o.) és Kline (1972, 504-514.
0.) nyoméan vazoljuk a fiiggvényfogalom fejlédését és a fiiggvénysorok ki-
alakuldsdt. (Figyelemre mélté, hogy a két beszamold lényeges pontokon
eltér egymastol!l) Descartes a 17. szazad elsé felében még tavol akarta
tartani a matematikdtol az olyan gorbéket, amelyek nem definidlhaték
algebrai miiveletekkel. Newton és Leibniz egyik alapveto tjitasa az volt,
hogy a lehet6 legszélesebb fiiggvényfogalomra torekedtek. Nem is tehet-
tek masképp, hiszen mér az 1/x fiiggvény integrélja is kivezet az algebrai
gorbék osztalyabol. Euler mar természetesen hasznalta az Osszes olyan
fliggvényt, amely a négy alapmiivelet alkalmazéasa soran keletkezik, bele-
értve az exponencidlis fliggvényt, illetve az invertalast és helyettesitést.
Ezeket ma elemi fliggvényeknek nevezziik.

A torténet a rezgd hir egyenletével kezd6dott. (Emlékeztetiink arra,
hogy mar Piithagoraszt is ez a kérdés izgattal) Fizikai meggondoldsokbdl
kovetkezik, hogy az x-tengelyen a 0 és az [ pontban régzitett hir y nagy-
sagu kitérésének az = helytdl és a t id6tol fiiggd valtozasat, pontosabban
rezgését leird parcialis differencidlegyenlet

Py _ 0%
ot? 0x?’
ahol a peremfeltételek a kovetkezok:
y(t,0) =0 és y(t,1) =0,
mig a kezdeti feltételek (adott kezdeti alak és nyugvé kezdeti allapot)
y(0,2) = f(z) és y;(0,z) = 0.

A francia d’Alembert fedezte f61 1746-ban, hogy a rezgd har egyenletének
a megoldésa

y(t,2) = 3lplat +2) — plat — )],
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ahol p(x) = f(z) analitikus fiiggvény. Ugyanis a linearis algebraban (vo.
6. fejezettel) akkoriban felfedezett diagonalizdldsi mddszerrel bevezetett
& =x+at és az n = x — at fiiggetlen 4j valtozokkal az eredeti parcialis
differencialegyenlet a

0%y B

oo
alakra hozhatd, amelynek az altalanos megoldasa valoban szeparalhato:
y = @(&) + ¥(n). Egyszeri szamolassal adédik, hogy f(—z) = —f(z)
paratlan fiiggvény a [—I, l] szakaszon.

d’Alembert cikkét olvasva, és sajat kordbbi munkaira visszatérve, Eu-

ler 1749-ben ,,mas” megoldast talalt. Tetszbleges folytonos fiiggvényt
mérlegelve Euler megoldasa

ahol

Ahogyan Euler 1763-ban hangsulyozta: ezzel egy egészen 1j fejezetet nyi-
tott az analizis torténetében. Felhivjuk a figyelmet, hogy az itt fellép6
szinusz-megoldasokat a fizikusok harmonikus rezgéseknek nevezik, ame-
lyek periddusai egymaés egész szamu tObbszorosei.

1753-ban a mar kordbban emlitett Daniel Bernoulli azonban még to-
vabb lépett, Euler véges Gsszege helyére végtelen sok tagot irt, és felfe-
dezte, hogy végtelen sok hullimmal tetszoleges, nemcsak folytonos fiigg-
vényre érvényes megoldast talalt.

A harom langész heves vitaja évtizedeken keresztil tartott, és még
a negyedik zseni, Lagrange 1759-es megjelenése sem hozott megoldast.
(Itt jelzem, hogy Gingyikin (2001, 255-256. o.) megint csak méskép-
pen irja le a vitat, és Lagrange itt nem részletezett megoldasat fogadja
el helyesnek.) A & baj az volt, hogy mindenki mast tekintett fiiggvény-
nek: d’Alembert sokszor differencialhaté fiiggvényeket mérlegelt, Fuler
folytonosakat (de ezeket analitikusaknak nevezte), Bernoulli pedig szaka-
désos fiiggvényeket is megengedett. A 8.1. példaban latni fogjuk, hogy
egy [0, 27| szakaszon definidlt fiiggvényt 27 szerint periodikusan kiter-
jesztve az egész valos egyenesre, x = 2wk-ban szakadasos fiiggvényeket
kaphatunk.

Bar Euler és Daniel Bernoulli trigonometrikus sorai sokdig szunnyad-
tak, mégsem haltak meg. A befolydsos francia fizikus, Joseph Fourier
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(1768-1830) a hévezetés parcidlis differencidlegyenletét tanulményozva
1811-ben ujra bevezette ezeket a sorokat, amelyeket a siker bizonyité-
kaként réla neveztek el Fourier-soroknak:

f(x)=ag+ Z(ak cos kx + by, sin kx),
k=1

ahol az ag,br valés szdmok az un. Fourier-egyttthaték. Ahogyan a
23 éves Lagrange 1759-ben szembeszallt Bernoullival, az 1811-ben , még
csak” 75 éves tudds szembeszallt Fourier-val. Méas matematikusok sem bo-
csdjtottdk meg Fourier matematikai hidnyossdgait (példaul azt a késébb
joggal megtagadott feltevését, hogy fiiggvényei analitikusak). Fourier-nak
1825-ig kellett varnia cikke publikdlasival, amikor a Francia Akadémia f&-
titkara lett. Cikke azonban mar kéziratban, publikdlasa el6tt is jelentOs
hatast fejtett ki. Két forradalmi tjitdsat emeljitk ki: a) az ag, by egyiitt-
haték meghatdrozasidhoz az f fiiggvénynek nem kell siménak lennie; b)
két fliggvény megegyezhet a [0, 2] intervallumon, és kiillonbozhet azon
kiviil.
Mai szemmel nézve (v6. 13.3. szakasszal) az alapgondolat egyszerti.

A cos kx és a sin kx fiiggvények ortogondlis bazist alkotnak a [0, 2] inter-
vallumon négyzetesen integralhaté fliggvények terében, ahol két fiiggvény
hajlasszogét a kovetkezdképp definidljuk. Vegyiik a szorzatfiiggvény in-
tegraljat, és osszuk el a négyzetfiiggvények integral-négyzetgyokének a
szorzataval:

21

0 fg

N YT

,J0l viselked6” fliggvények Fourier-egyiitthatéit ugyanigy szamitjuk ki,
mint a kozonséges sikban egy vektor koordindtiit, a skalarszorzat segit-
ségével. Lassuk az utobbiakat: legyen v = vie1 + vaes egy sikvektor, ahol
v1, V9 a két koordinata és eg, eq a két egymasra meroleges egységvektor.
Ekkor ve; = vieje; +wvoegeq, és ere; = 1, ese; = 0 miatt vep = vy. Tehat
a v; koordindta a v vektor és az e; egységvektor skalarszorzata.

8.2. tétel. (Euler, kb. 1760.) Egy figgvény Fourier-egyiitthatdi for-
mdlisan a kovetkezdképpen szamithatok ki:

2m 1 2w
apg=—, ap=— f(z)coskxdx, bp=— f(z)sin kz dz,
2m T Jo T Jo

k=1,2,....
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Bizonyitas. Szorozzuk be az f fiiggvény formadlisan értelmezett
Fourier-sorat tagonként cosma-szel, és integraljuk a [0, 27| intervallu-
mon. Az ortogonalitds miatt minden tag kiesik, kivéve a cosmax-et,
amelynek a négyzetintegralja w, ha m > 0 és 2w, ha m = 0. Ugyan-
igy szamithato ki a sin max egyiitthatdja is. O

A kovetkez6 fontos példat Niels Abel (1802-1829) talalta.

8.1. példa. (Abel, 1826, vo. Szdkefalvi-Nagy, 1965, 263-264. o.) A
[0, 27| szakaszon definidlt f(z) = (7 —x)/2 figgvény Fourier-egyiitthato6i
ap = 0, by = 1/k. Valéban, parcidlis integraldssal beldthatd, hogy

o)

T—x Z sin kx
2 = k

Figyeljiik meg, hogy a Fourier-sor nemcsak a [0, 27| szakaszon van értel-
mezve, hanem az egész (—oo, 00) intervallumon, természetesen 27 szerint
periodikus. Definidljuk most az f(z) fiiggvényt is 27 szerint periodikus-
nak: f(z 4 27) = f(x). Ekkor viszont az xp = 2km pontokban a fenti
f fiiggvénynek szakadasa van. De egészen mas fiiggvényt kapunk, ha
ugyanezt a fiiggvényt a (—m, m) szakaszrél terjesztjiik ki.

A matematikdban nagyon gyakori fogéds, hogy egy f fiiggvényt egy
{fn} fiiggvénysorozattal kozelitiink: f(z) = limy,—o fn(x), ahol a konver-
gencia pontonként értend6. Gyakran a fliggvénysorozat specidlis alaku:

sp(x) = i an(z),
k=0

ilyenkor fiiggvénysorrdl beszéliink. A Fourier-sor egy specidlis fliggvény-
sor, a Taylor-sor egy masik.

Kérdés: ha az { f,(x)} fliggvénysorozat minden tagja folytonos (integ-
ralhato, differencidlhatd), akkor igaz-e ugyanez f(z)-re? Igaz-e tovabbd,
hogy az integrélok (derivaltak) hatdrértéke egyenlé a hatarértékek in-
tegraljaval (derivaltjaval)? Vilasz: fel ,kell” tenni a fiiggvénysor(ozat)
egyenletes konvergenciajat (Rudin, 1964, 7. fejezet).

A vildghirii tudomanyfilozéfus, Lakatos Imre (1963-1964/1976) na-
gyon érdekes torténeti osszefoglalast adott a kérdéskorrél (1. figgelék,
185-206. o0.). Leibniz és kovet6i azt ,hitték”, hogy folytonos figguények
konvergens sorozatdnak hatdrértéke is folytonos fiiggvény. Cauchy 1821-
ben kiadott tankonyve volt az elsd, amely a folytonossagot a mai mdédon
definidlta (vo. Fauvel-Gray, 1987, 566-568. 0.): f(zo) = limgz_y4, f(),
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csak 6 még nem adott pontos (¢ — J) definiciét a sorozat hatérértéké-
e (8.4. szakasz). Eppen ezért volt képes Cauchy ,,bizonyitast” adni a
hamisnak bizonyult leibnizi hittételre.

A 8.1. példa kapcsan Abel megemliti, hogy Cauchy tétele alél vannak
kivételek. Talan ez az észrevétel lehetett az oka, hogy Cauchy soha nem
késziilt el analizis tankonyve masodik kotetével, és az els6t sem adta ki
djra. Abel sem taldlta meg a probléma kulcsat, helyette egy nagyon spe-
cialis, de nagyon fontos esetre, a hatvanysorokra igazolta a konvergenciat
(I&sd Smith, 1929, 286-291. o.).

8.3. tétel. (Abel, 1826.) Ha egy f(x) = Y220 arx® hatvdnysor kon-
vergdl az x = r wvalds értékre, akkor a hatvinysor konvergdl az egész
|x| < r szakaszon is, és ott folytonos.

Bizonyitas. Az Abel-féle atrendezés alapjan. O

A Fourier-sorok konvergencidajanak elsé szabatos tételét Lejeune Di-
richlet (1805-1859) fedezte fel, amelyben megadta a konvergencia elemi
feltételeit.

8.4. tétel. (Dirichlet, 1829/1837.) Ha a [0, 27| intervallumon az f
fligguény véges sok monoton szakaszbdl dll, akkor az f fiigguény Fourier-
sora konvergdl a fiigguényhez.

Bizonyitasvazlat. (Székefalvi-Nagy, 1965, 323-324. o.) Meglep6
moédon a Fourier-sor elsé 2n+1 tagjabdl all6 szelete zart alakban felirhaté
a

1 sin<n+%)t
D, (t) == +cost+cos2t+---+cosnt = —————
2 QSin(%t>

az un. Dirichlet-féle magfigguénnyel:

S, 70
2 7 Jo

n 1 2w

Z ay cos kx + by sinkx) = — f(x —t)Dy(t) dt.

A magfiggvény alakjabdl leolvashatd, hogy aszimptotikusan az integrél
egyre inkabb az x pontra koncentralodik. O

8.2. feladat. Bizonyitsuk be a Dirichlet-mag segitségével a 2.11. té-
telt (a koszinuszfiiggvény elemi integraldsardl)! Figyeljik meg, hogy eb-
ben az elemi integralasban is megjelenik a kalkulus alaptételének leveze-
tésében alkalmazott teleszkopikus Osszeg.
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Egyébként nem is kell a bonyolult Fourier-sorokhoz folyamodni, 1éte-
zik egy nyilvanvalé ellenpélda a leibnizi hittételre.

8.2. példa. A folytonossig hidnya: f,(z) = z", lim, e fn(z) =
f(z)=0,ha0<z<1és f(1)=1.

Hasonlé példdkat lehet hozni arra, hogy integralhaté (derivalhato)
fiiggvénysorozatok hatérértéke nem integralhaté (nem derivdlhato), vagy
ha igen, nem azonos a integrélok (derivaltak) hatarértékével.

Bar kéziratai tanulsaga szerint Karl Weierstrass (1815-1897) mar 1841-
ben észrevette, de Philipp Seidel (1821-1896) publikalta elészor: a pon-
tonkéntinél erésebb konvergenciafogalomra van sziikség, amelyet a ha-
marosan kimondandé 8.5. tétel bizonyitasa sugall. Megeldlegezve a 8.4.
szakaszban bevezetendd epszilontikat, ldssuk az egyenletes konvergencidt!

Definicié. Egy {f,.} fiiggvénysorozat egyenletesen konvergdl az f
fliggvényhez a kompakt [ intervallumon, ha minden € > 0 szdmhoz van
olyan N = N, természetes szam, hogy akarmilyen n > N-re és = € I-re

[fnl(z) = f(2)] <e.

Megjegyzés. A hagyomadanyos, pontonkénti konvergencia definici-
Ojaban N, az x valtozdétdl is fligg és nem egyenletes konvergencia esetén
sup, N; , = oo!

8.5. tétel. (Seidel, 1848.) Ha folytonos figgvények {f,} sorozata
egyenletesen konvergens az I intervallumon, akkor az f hatdrfiggvény
is folytonos.

Bizonyitias. Legyen € és N a definicidban szereplé par. Az fy
fliggvény egyenletesen folytonos az I intervallumon, azaz tetszéleges € >
0-hoz van olyan § > 0 szam, hogy |fn(z) — fn(y)| < €, ha |[x —y| <
d. A héromszog-egyenlétlenséget alkalmazva: |f(xz) — f(y)| < |f(x) —

In@)| + [ fn(@) = fn@)] + [fn(y) = f(y)] < 3e. Tehdt a hatérfiiggvény
is (egyenletesen) folytonos. O

8.3. feladat. a) Igazoljuk, hogyha egy fliggvény kétszer folytonosan
differencialhaté a [0, 27| intervallumon, akkor a Fourier-egyiitthat6inak
nagysagrendje 1/k?!

b) Igazoljuk a) felhaszndldsaval, hogy ekkor Fourier-sora egyenletesen
konvergél a fliggvényhez!

Hasonl6 tételek igazak a fiiggvénysorozatok derivalhatosagara és in-
tegralasara, amelyeket rejtve ki is hasznaltunk az 5. fejezetben a Gregory—
Leibniz-sor levezetésekor és ebben a fejezetben a Fourier-egyiitthatok le-
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vezetésekor. Maganak Seidelnek sem jutott eszébe azonban, hogy meg-
vizsgalja, milyen més tételekben hasznalték fel rejtve az egyenletes kon-
vergenciat. Csak 1870-ben igazolta Eduard Heine (1821-1881), hogy
folytonos fiiggvények egyenletesen konvergens Fourier-el6allitasa egyér-
telmt, s csak 1875-ben mutatta meg Gaston Darboux (1842-1917), hogy
a sorszeletek egyenletes konvergencidja esetén a fiiggvénysor tagonként
integralhaté. 1885-ben Cesare Arzeldnak (1847-1912) sikeriilt dltalano-
sftani a tételt arra az esetre, amikor a hatarértékfiiggvény is Riemann-
integralhato.

Osszegezve Lakatos gondolatmenetét: tébb évtizedig tartott, amig az
egyenletes konvergencia utat tort maganak a matematikdban. S miutan
nagy nehezen bevezették e fogalmat, még sokdig késlekedtek a kovetke-
zetes alkalmazasokkal. Hamis tehat az a beallitas, hogy a matematikai
eredmények rogton definicié—tétel-bizonyitas szerkezettel sziilettek meg,
mint ahogyan a mitosz szerint Pallasz Athéné teljes fegyverzetben ugrott
ki apja, Zeusz fejébol.

8.3. példa. Szamitogép segitségével meghatarozzuk a 8.1. példaban
szereplo Fourier-kozelités értékét az x1 = 7w — 0,5, x0 = 7 — 0,05 és x3 =
7 — 0,005 helyen n = 10, 100, 1000, 10000 tagszamra.

8.1. tablazat. A Fourier-sor kozelitése

n Sp(z1)  Sp(z2)  Sp(zs)
10 0,29180 0,00113 0,00000

100  0,25007 0,02974 0,00010
1000 0,25034 0,02512 0,00298
10000 0,25002 0,02502 0,00251
Pontos  0,25000 0,02500 0,00250

A szakasz lezdrasaként megemlitjiik a Pitagorasz-tétel Fourier-sorokra
torténd dltalanositasat, amelyet Marc-Antoine Parseval (1755-1836) fe-
dezett fel formélis eszkozokkel, joval a Fourier-sorok elfogadésa el6tt.

8.6. tétel. (Parseval-tétel, 1799.) Ha f egy négyzetesen integralhato
fligguény, akkor a Fourier-egyiitthatokra igaz a kovetkezd:

1 27 ©
;/ f2(fc)da::2a%+2(ai+bi).
0 k=1

Bizonyitas. Irjuk fol a Fourier-sor négyzetét kifejtve, integraljuk a
kettds Osszeget tagonként és vegyiik figyelembe az ortogonalitast. O
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A széleskorli értelmezhetéség miatt a Fourier-sor konvergencidja is
sokaig kérdéses volt. Azt mar 1873-ban igazolta Paul du Bois-Reymond
(1831-1883), hogy vannak olyan folytonos fiiggvények, amelyeknek a
Fourier-sora végtelen sok pontban divergal. Fejér Lip6t (1880-1959)
1904-bol szarmazoé hires tételének kovetkezménye kimondja, hogy ha egy
folytonos fiiggvény Fourier-sora konvergdl, akkor magahoz a fliggvényhez
konvergal.

Végiil visszatériink Euler nevezetes feladatahoz, amellyel a fejezetet
inditottuk.

8.4. példa. Alkalmazva a Parseval-tételt a 8.2. példara, igazolhatd
Euler (8.1) képlete. Valéban,

8.4. Hatarérték és valds szamok

Newtonnak és Leibniznek nem volt ,,tiirelme” a végtelen kicsiny mennyisé-
gekkel kapcsolatos finomsagokkal bajlodni, és az egész 18. szazad kévette
Oket ebben a ,nagyvonald” hozzaéllasban. A 8.1. tételben is lattunk arra
példat, hogy még maga a nagy Euler is kiilonosebb lelkiismeret-furdalas
nélkiil terjesztette ki a végesre bizonyitott Osszefiiggéseket a végtelenre.

Newton és d’Alembert elképzeléseit szabatossd téve, Cauchy vezette
be a derivdltat mint a differenciahdnyadosok hatarértékét (Fauvel-Gray,
1987, 568. 0.). Eppen a Taylor-sor Lagrange-altal meghatarozott ma-
radéktagjara tdmaszkodva, megcafolta Lagrange elhamarkodott allitasat,
hogy minden végtelen sokszor derivalhaté fiiggvényt el6allitja a hatvany-
sora.

Leibniz naiv elképzeléseit pontositva, folytonos fliggvényre ugyancsak
Cauchy vezette be a hatdrozott integrdl fogalmét 1823-ban (Fauvel-Gray,
1987, 569. o.), de kovetkezetesen a bal oldali osztépontban vette a fiigg-
vényértéket. Ezt a definiciét Bernhard Riemann (1826-1866) 1854-ben
altalanositotta folytonos fiiggvényrol tetszolegesre, tetszdleges kozbiilso
pontban véve a fiiggvényértéket. Ok mar pontos bizonyitast adhattak az
5.4. tételre, az analizis alaptételére.

Az 5.4. tétel Riemann-féle bizonyitasvazlata. Osszuk fol a
szakaszt n tetszOleges részre, x; osztopontokkal! frjuk fol a kovetkezd
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teleszkOpOsszeget:
F(b)—F(a)=F(b)— F(xp-1)+F(rp-1)— F(xn_2)+---+F(x1)— F(a).

Az n-tagi Osszeg mindegyik tagjara irjuk fol a Lagrange-féle kbzépérték-
tételt: F(z) — F(y) = F'(2)(y — z). Ekkor

F(b)=F(a) = F'(zp)(b—2p—1)+F'(zn-1)(Xn_1—Tpn_2)+ - +F'(21)(x1—a)

egy téglanyosszeget ad, amely a folytonos fiiggvény integralhatosiaga miatt
az integralhoz konvergal, ha a felosztds finomsaga tart nulldhoz. ([l

Mar emlitettiik, hogyan prébalta meg Cauchy az 1820-as években sza-
batosan definidlni a hatarértéket. Weierstrass tobb évtizeddel késobbrol
szdrmazo epszilontikajat hasznalva, azt mondhatjuk, a konvergens {a,}
valos sorozatnak a valds a szdm a hatarértéke, ha tetszélegesen kicsiny
€ > 0 valés szdmhoz taldlhaté egy olyan N, természetes szam, hogy az
N.-nél nagyobb index{i a,, tag eltérése a hatarértéktol abszolut értékben
kisebb, mint e:

lanp, —al < e, han> N,.

Cauchy azt is tudta (v6. Cauchy-kritériummal), hogy a valés szamok
esetében a hatarérték létezésének sziikséges és elégséges feltétele, hogy
tetszblegesen kicsiny € > 0 valés szamhoz taldlhaté legyen egy olyan N
természetes szam, hogy az N.-nal nagyobb indexii barmely két tag eltérése
abszolut értékben kisebb legyen, mint e:

|an, — am| < e, ha m,n > N,.

A hatarérték segitségével bemutatunk egy egyszeriibb bizonyitast a
2.8. tételre.

8.5. példa. Jelolje a d atméréjii kor tertiletét ¢(d), és a beirt n-oldala
szabélyos sokszog teriiletét s, (d). Mivel ¢(d) = limy, 00 Sp(d) és s,(d) =
d%s, (1), ezért t(d) = limy, o0 d?5, (1) = d? limy, o0 55 (1) = d?t(1).

A szabatossagnak azonban ara van. Példdul az Osszetett fliggvény
derivaltjarol szold, heurisztikusan trividlis 5.2. tétel két szabatos, 1-1
oldalas bizonyitasa meglehet&sen bonyolult (v6. Laczkovich-T. Sés, 2005,
234-236. o.).

Osszefoglaléan elmondhatjuk, hogy minden hibdja ellenére, Cauchy
volt az, aki els6ként korvonalazta az analizis épiiletének tervrajzat. Vissza-
térve a klasszikus gérog matematikai szigorhoz, a definiciék—tételek—bizo-
nyitasok sorozataként fogalmazta meg az analizist.
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Cauchy azonban még képtelen volt helyesen definidlni a valds szam
fogalmat az 1820-as években, mert korkords definiciét adott: ,egy irra-
ciondlis valds szam az 6t kozelitd racionalis szdmok hatarértéke”. Csak
t6bb évtizeddel kés6bb — Weierstrass-szal és Georg Cantorral (1845-1918)
egyidében — 1872-ben Richard Dedekind (1831-1916) jutott el az egyik
helyes definici6hoz: akarhogyan osztjuk ketté A és B osztalyba a raci-
ondlis szdmok halmazat gy, hogy az A osztily barmelyik eleme kisebb
legyen a B osztaly barmelyik eleménél, egyetlenegy valds szamot defini-
al e vdgds. Vagy sup A vagy inf B létezik. Ha A-nak van legnagyobb
eleme, vagy B-nek van legkisebb eleme, akkor a vigas eredménye egy ra-
ciondlis szdm. Egyébként azonban egy irracionalis valés szdmhoz jutunk.
Belathaté (vo. Rudin, 1964, 1. fejezettel), hogy az igy definidlt valds
szamok a szokasos miiveletekkel és rendezéssel rendezett testet alkotnak,
amelyre érvényesek a valds analizis tételei. Felhivjuk az Olvaso figyelmét,
hogy a vigas definici6ja milyen kozel 4ll Eudoxosz aranyelméletéhez (2.6.
szakasz)!

A tobboldalas teljes leiras helyett (lasd Smith, 1929, 35-45. o. vagy
Fauvel-Gray, 1987, 572-577. 0.) megelégsziink néhany definicié és tétel
kimondaséval.

Definicié. Egy S rendezett halmaz felséhatdr-tulajdonsdgi, révidit-
ve: fh-tulajonsdgu, ha barmely nem iires és felilrél korlatos E részhal-
mazanak van fels6é hatara: sup E létezik. Hasonlbéan, az ah-tulajdonsdgi
halmazra inf E 1étezik.

Koénnyen belathaté, hogy a racionalis szamok () halmaza nem fh-tulaj-
donsagu, de a valés szamok R halmaza igen.

8.4. feladat. Igazoljuk (akdr a babiloni négyzetgyokvonasi algorit-
mussal), hogy nincs a v/2-nél nagyobb racionélis szdmok kozt legkisebb,
azaz a /2 nem racionélis szam!

Az th- és az ah-tulajdonsag ekvivalenciajardl szél a

8.7. tétel. Egy fh-tulajdonsdgi halmaz ah-tulajdonsdgi is.

A wvalds szdmokat konstrudlja meg a

8.8. tétel. Létezik fh-tulajdonsigi R rendezett test, és ez nyilvdnva-

l6an valodi résztestként tartalmazza a Q) testet.

Megjegyzések. 1. Mivel @ részteste R-nek, a racionalis szamokkal
végzett R-beli miiveletek eredménye megegyezik a Q-beli eredménnyel.
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2. Mai szemmel nézve az egyik lehetOség az axiomatikus felépités,
ahol igazolandd, hogy az axidémarendszer ellentmondasmentes, példaul
gy, hogy megadunk egy modellt. A maésik lehet6ség: megadunk egy
struktirat a végtelen tizedestortekkel, bevezetjiik az alapmiiveleteket és
relaciokat, és igazoljuk, hogy ez megfelel a kivanalmaknak.

Torténeti érdekesség, hogy mar az dkoriak is pedzegették a valds sza-
mok kovetkez6 tulajdonsigat.

8.9. tétel. (Arkhimédészi tulajdonsdg.) Ha x,y két pozitiv szam, ak-
kor van olyan n pozitiv egész, amelyre nx > y.

Bizonyitas. Indirekt. Legyen A = {nz}>2,; < y. Ekkor A-nak van
fels6 hatdra: o = sup A. Mivel x > 0, ezért o — x < «, tehat van olyan n
egész, amelyre a — x < nx. Azaz a < (n+ 1)x € A, ellentmondas. O

Visszatérve Székefalvihoz (1965, 14-15. o.): ,[Bernhard] Bolzano
[(1781-1848)] volt az els6, aki [1834-ben| példat szerkesztett mindeniitt
folytonos, de sehol sem derivalhaté fiiggvényre, ezt a példat azonban nem
kozolhette.” [Bolzano pap volt, és szokatlan valldsi nézetei miatt a felet-
tesei nem nézték j6 szemmel matematikai kutatdsait sem.] ,Weierstrass
1861-t61 kezdve eléadasaiban, 1872-ben pedig egy dolgozatdaban taglalta a
kérdést, s egy nevezetes példat kozolt ....; ez a példa véget vetett azoknak
az ismételt kisérleteknek, amelyek célja az volt, hogy a legaltaldnosabb ti-
pust folytonos fiiggvények (legalabbis egyes pontok kivételével val) diffe-
rencialhatdsagat bizonyitsdk. Az 4j vizsgalati irdnnyal szemben ... nagy-
fok1 bizalmatlansag nyilvanult meg, gyakran éppen a vezetd matematikai
tekintélyek részér6l. Henri Poincaré [(1852-1912)] igy irt: >>Régebben,
ha egy 1j fliggvényt felfedeztek, ezt valami gyakorlati célbdl tették; ma
kimondottan azért talaljak fel 6ket, hogy atyaik kovetkeztetéseire racafol-
janak <..... Charles Hermite (1822-1901) még erdsebb szavakat hasznalt:
>Rémiilettel és borzalommal fordulok el ettdl a siralmas fekélytol: fiigg-
vények, amelyeknek nincs derivaltjuk.<” Pedig Dirichlet mér kordabban,
1829-ben megalkotta a réla elnevezett vad fiiggvényt: a [0, 1] interval-
lumon van értelmezve, raciondlis szamra 1, irracionalisra 0. A valdsag
azonban hamarosan beérte a legmerészebb matematikai eszméket is: a
Brown-mozgas (amely az atomok mellett a tézsdei arfolyamok mozgasat
is lefrja) mindeniitt folytonos, de sehol sem differencidlhaté fiiggvény.

A sors meglep6 fordulataként 1960 koriil Abraham Robinson (1918-
1972) megalkotta a nemsztenderd analizist, amely axiomatizalta Newton
és Leibniz végtelen kicsiny mennyiségeit (v6. Robinson, 1966 és Csirmaz,
1999). S6t, Robinson hajlott arra, hogy Cauchy hamis tétele is igazzda
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valik ebben a modellben. Lakatos (1978) is mddositotta korabbi elkép-
zelését az egyenletes konvergenciarél, de ennek taglalasa mar tulmutat e
konyvon. Kezdetben sokan nagy reményeket fliztek ehhez az Gjitdshoz
(v6. Stewart (1987, 89-96. o0.) népszeriisitése), de ma mar dgy tiinik,
nem valtotta be a hozza flizo6tt reményeket.






9. fejezet

Komplex szamok és
komplex fiiggvénytan

9.1. Bevezetés

A komplex szdmokkal mar a 4.2. szakaszban is taldlkoztunk, de most
bévitjilk a kort. A 9.2. szakasz bemutatja, mennyire késén, csak a 19.
szazad elején sikeriilt szabatosan bevezetni a komplex szamokat. Igaz,
ekkor szinte egy csapasra megsziiletett a komplex fiiggvénytan is (9.3.
szakasz). A targyalasban féleg Ribnyikov (1960) X. fejezetére és Stillwell
(1989)-re tdmaszkodunk.

9.2. Komplex szamok

A maésodfoki egyenletek tanulményozasanal, példaul 22 + 1 = 0 megol-
d4sanal, mar taldlkozhatunk a kissé misztikus, képzetes i = /—1-gyel.
Itt még a képzetes vagy altalanosabban a komplex szamok mint nem ki-
vanatos elemek, a megolddsok korébol kizarhaték voltak. A harmadfoki
egyenlet megoldédsa sordn (4.2. szakasz) azonban mar kikeriilhetetlen a
hasznalatuk, mégpedig éppen a harom valds gyokii egyenlet megoldasa-
kor. A 16. szazad kézepétél azonban 1800-ig kellett varni, hogy a komplex
szamokat szabatosan targyaljdk a matematikusok.

Azt mar Bombelli is felfedezte, hogy az a + bi-alaki komplex sza-
mokkal természetesen ugyanigy szamolhatunk, mint a valés szamokkal:
példaul tagonként 6sszeadhatjuk Oket, a disztributivitas szabalyai szerint
Osszeszorozhatjuk 6ket, stb. Euler azonban még 1770-ben is kételkedett

105
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Hétezésiikben”. Bar sokat szamolt veliik, még 6 is elkdvetett olyan elemi
hibdkat, mint v/—1v/—4 = v/4 = 2, pedig a helyes eredmény i - 2i = —2.

d’Alembert nagy lépést tett elére a komplex szamok kezelésében, ami-
kor belatta, hogy a komplex szamok halmaza zart a négy alapmitveletre
és a hatvanyozésra, példaul (a + bi)“t# felirhaté e + fi alakban, azonban
bizonyitésa kiegészitésre szorult (Kline, 1972, 594. o.).

Meglep$ médon sokdig kellett varni a komplex szamsik felfedezésére.
Pedig Girard mar 1629-ben felfedezte a negativ szamokat is tartalmazo,
teljes szdmegyenest, és Wallis mar 1655-ben utalt arra, hogy a képzetes
szamokat a valds szdmegyenesre meroleges egyenesen kellene abrazolni
(lasd Smith, 1929, 46-54. o.).

A komplex szamsikot azonban két amatér matematikus fedezte £f6l. Az
els6, Caspar Wessel (1745-1818) déan foldmérd, aki 1798-ban a Dan Aka-
démia kozleményeként anyanyelvén publikilta felfedezését (lasd Smith,
1929, 55-66. o.), amelyet csak 100 évvel kés6bb vettek tudomésul. A
masodik, a svajci Jean-Robert Argand (1768-1822), aki 1806-ban publi-
kalta a komplex szamok grafikus abrazolasardl szél6 eredményeit. 1811-
ben Gauss is felfedezte a késébb réla elnevezett szamsikot, de most sem
sietett eredményének publikaldsaval (1831).

A komplex szamok trigonometrikus alakja sokat segit a megértésben.
A komplex szamok szorzatanak abszolut értéke az abszolut értékiik szor-
zata, a szorzat argumentuma az argumentumok Osszege:

r(cos ¢ + isin @)s(costp + isine) = rs(cos(¢ + 1Y) + isin(e + )).

Fz a szogfiiggvények dkori addiciés tételén alapul, bel6le mar kévetkezik a
komplex szdmok természetes kitevojli hatvanyara vonatkozé Moivre-tétel.

9.1. példa. (de Moivre, 1707/1730.) A z = cosy + isinp szdm
n-edik hatvanya z"™ = cosng + isinne. Jellemz6, hogy maga de Moivre
annyira kertlte a komplex szamokat, hogy soha nem mondta ki képletét a
fenti alakban. 1748-ban Euler volt az els6, akinél a maihoz hasonlé képlet
szerepel (lasd Smith, 1929, 440-454. o.).

Végiil idézziik Stewart (1987, 138. és 143-144. o.) sorait a komplex
szamok sorsarél: ,,Amig a komplex szdmokat semmire sem lehetett fel-
hasznalni, az emberek filozéfiai kérdést csinltak belSliik. Ugy gondoltak,
hogy valamilyen mély és transzcendens jelentéssel kell 6ket felruhazni. Ez
késztette Leibnizet [a kovetkezd kijelentésre]: >>Magasztosan nyilvanul
meg az Isteni Szellem az analizisnek ebben a csodajaban, ebben az idedlis
vilagbol érkezd égi jelben, ebben a 1ét és nemlét kozotti lebegd kettOs-
ségben, amelyet a negativ egységbdl vont képzetes gyoknek neveziink.<
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... A komplex szdmok hasznossdga ... oly mértékben megnétt, hogy nem
akadt olyan matematikus, aki jézan ésszel semmibe vehette volna o6ket.
Igy a kérdés némileg médosult: Mit lehet a komplex szdmokkal csindlni?,
a filozéfiai kérdés pedig ... szertefoszlott.”

9.3. A komplex fiiggvénytan kialakulasa

A komplex fiiggvénytan kialakuldsandl az els6 igazi matematikai nehézsé-
get a logaritmus negativ értelmezési tartomanyra vald kiterjesztése okoz-
ta, amely a parcialis tortekre bontassal tortén6 integralasnal 1épett fel.
1712-ben Leibniz és Johann Bernoulli azon vitatkozott szenvedélyesen,
hogy porzitiv = esetén log(—z) valés-e (Bernoulli) vagy komplex (Leib-
niz). A hosszadalmas vita még a kezdeményezék haldla utdn sem tlt
el, amikor 1749-ben Euler felfedezte, hogy a log(—1) = im, de altalano-
sabban: log(—1) = i(2k + 1)7, ahol k tetszéleges egész (vo. 9.1. tétel
kévetkezménnyel).

A kovetkezd tétel levezethetd az exponencidlis fliggvény komplex val-
tozos hatvanysordbdl, amelyet 1748 el6tt fedezett fel Euler:

2",
|
= k!

(9.1) e* =

9.1. tétel. (Euler, 1727/1739.) Az exponencidlis és a trigonometrikus
fiigguények kozott fenndll a kévetkezé azonossdg:

e = cos p + isin, ahol p valds (vagy komplex) szdam.

Kovetkezmény. ™ = —1.

Bizonyitas. Helyettesitsiik be a (9.1) hatvdnysorba az i@ képzetes
értéket. Figyelembe véve az i = —1, i = —i és i* = 1 Osszefiiggéseket

és a trigonometrikus fliggvények hatvanysorat, adodik a tétel. O

Megjegyzés.  Gingyikin (2000, 237. o.) hangsilyozza, hogy va-
l6jaban Euler bonyolultabb uton fedezte fel képletét. Az 5.1. példaban
emlitett integralasi feladatban a parcidlis tortekre bontaskor

1 _1(1 1>
14+22 2i\x—1i x+1i
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addédik, amit formalisan integralva a bal oldalon az arkusz tangens fiigg-
vényt kapjuk, a jobb oldalon viszont a képzetes argumentumu logarit-

must: )
Tr—1

1
arctanz = — lo .
21 gx—i—z'

Newton egyik legkiemelked6bb téarsa, Roger Cotes (1682-1716) hasonl6
gondolatmenetet kovetve, heurisztikusan mér 1715-ben kozel jutott az
Fuler-képlethez.

9.1. feladat. Részletezziik a szamolast, és bizonyitsuk be, hogy a
legutolsé képletbdl kévetkezik az FEuler-képlet!

A (9.1) képlet egyebek mellett lehetévé tette a 6. fejezetben emlitett
linearis differencidlegyenletek altalanos targyalasat.

A komplex fliggvénytan felé vezetd titon — Stillwell (1989, 179-180. o.)
ismertetését kovetjik. Kezdjilk az egykori csodagyerek, Alexis Claude
Clairaut (1713-1765) fontos 1épésével. 1740-ben a Fold alakjat vizsgalva
(v6. 7.4. szakasszal) egy (x,y)-sikbeli er6teret modellezett, és észrevette,
hogy a (P, Q) konzervativ er6térben, ahol az energia megmarad, a Pdx +
Qdy elemi munka integralja akkor és csak akkor fliggetlen az attél, ha a
mennyiség teljes differencial:

df = 8f Shdr+ gf
azaz o f
P= (3:1: Q=5

valamint P, Q) kielégiti a kévetkezd egyenletet:

orP  0Q

oy Oz’
1752-ben hidrodinamikai feladatok tanulméanyozésanél d’Alembert ha-
sonl6 feladatot vizsgalt, csak er6 helyett sebességeket tekintett. Ekkor
staciondrius és Orvénymentes aramlasokra szoritkozva a fenti egyenlet

megmarad, de kiegésziil a folyadék 6sszenyomhatatlansagat kimond6 ma-

sodik feltétellel: 5P 8
oF 0@ _,,
or Oy
d’Alembert észrevette, hogy érdemes a két skalar—vektorfiiggvényt egy

komplex—komplex fiiggvénybe egyesiteni. Csak be kell vezetni a komplex
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valtozés fiiggvények differencidlasat. Mivel a komplex szamokkal ugyan-
ugy oszthatunk, mint a valésakkal, a definicié egyszerii.

Definicié. Egy f(z) komplex—komplex fiiggvény a z pontban derival-
haté (més néven reguldris vagy holomorf), ha egy T tartomanyban létezik
az

fz+h) - f(2)
h

f(z) = lim

hatarérték.

Az o6rok vetélytars, Euler azt is észrevette, hogy a derivalhatdsag ta-
nulmanyozasahoz érdemes a fiiggvény fiiggetlen és fiiggd valtozdjanak va-
16s és képzetes részét megkiilonboztetni. Legyen

(9-2) f(2) = f(z +iy) = u(z,y) +iv(z,y)

a tekintett fliggvény, ahol x,y valds valtozo és u,v valds valtozos, valos
értéki fiiggvény. Sot, igazolta a kovetoirdl elnevezett tételt.

9.2. tétel. (Cauchy—Riemann-feltétel.) Egy komplex vdltozds, komp-
lex értéki figguény akkor és csak akkor derivdlhaté a z pontban, ha ott

teljestil
ou v ov  Ou
o~ 0y € 5 = o
Bizonyitasi 6tlet. Sziikségesség. Legyen Az = t valds, ekkor f/(z) =
uf, +ivy. Legyen Az = it képzetes, ekkor f'(2) = —iuy +wvj,. Két komplex
szam csak akkor egyenld, ha valds, illetve képzetes részei megegyeznek:
up, = vy, ”
Elégségesség. Felirjuk a w(x,y) = u(z,y) + iv(z,y) fiiggvény valds és
képzetes differencialjait:

-

, !
és v, = —u

du = wydx + uy,dy és dv = v dx + v, dy.
Ebbdl behelyettesitéssel adédik az f fiiggvény differencialja:
df = du + idv = uydx 4 uydy + v, dx 4 ivy,dy.

Osszevonva a dz és a dy egyiitthatéit és felhasznalva a Cauchy-Riemann-
feltételt, adddik az allitas:
df = (ul, + ivl)(dz + idy).
O
Valos integralokat komplex fiiggvények segitségével el6szor Euler érté-
kelt 1776-t6] kezdve. A valéshoz hasonléan definidlhatd a komplex sikon
a vonalintegral és a korintegral, jele: [ és ¢. Kozponti jelentéségii a
kovetkezo tétel:
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9.3. tétel. (Cauchy, 1822.) Egy egyszeresen dsszefiiggd tartomdnyon
értelmezett reguldris fliggvény kérintegrdlja 0.

Megjegyzés. Ha egy fliggvény korintegralja nulla, akkor két pont
kozti integralja fliggetlen a valasztott uttol.

Bizonyitas. Irjuk fol a kérintegralban az integrandust valds és kép-
zetes Osszetevéje Osszegeként:

1) dz = Plute.y) do = via, ) dy) + i flo(e,) de +ule.y) .

Clairaut tételénél lattuk, hogy
FIP(.y)do + Qo y)dy) = 0

pontosan akkor teljesiil, ha P, = Q. A Cauchy-Riemann-feltétel szerint
tehat mindkét integral 0. g

Definicié. A komplex stk egy U nyilt halmazan analitikusnak ne-
veznek egy f fliggvényt, ha az U halmaz minden zy pontjaban lokalisan
hatvanysorba fejtheto:

FE) =S an(0)(z — z0)"
n=0

Azt konnyt belatni, hogy minden analitikus fliggvény differencialhato,
de jéval nehezebb igazolni az allitds megforditdsat: minden differencidl-
haté fliggvény analitikus, ez is Cauchy érdeme, 1837-bél.

Alkalmazasok szempontjabdl is figyelemre mélté a Fourier- és a Laplace-
transzformalt.

Egy f fuggvény Fourier-transzformdaltja

o) = [ e fw)da,

A valészinliség-szamitasrol szol6 10. fejezetben latni fogjuk, hogy ha f egy
stirliségfiiggvény (nemnegativ, és integralja 1), akkor ¢ a hozza tartozo6
karakterisztikus figguény. A (11.3.) centralis hatareloszlas-tétel legegy-
szerlibben a karakterisztikus fiiggvények mddszerével igazolhaté (Rényi,
1966, VIL.1.).

Laplace 1782-1812 kozott az allandé egyiitthatos differencidlegyenle-
tek megoldéasara és altalaban az integralds megkonnyitésére bevezette a
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késObb roéla elnevezett Laplace-transzformdcict, amely egy ,,jol viselked6”
f fiiggvényhez az

F(s) = /O 7 F(t)e st

fliggvényt rendeli. ElOszor csak valés s-re definialta, de késébb komplex

s-re is kiterjesztette a transzformélt értelmezési tartomanyat.
Siméon-Denis Poisson (1781-1840) észrevette, hogy a feladat vissza-

felé is értelmes: adott F fiiggvényhez megtaldlhatd az eredeti fliggvény:

56) = g [ F(t)etas,

ahol a elég nagy valés szam.
A Laplace-transzformalt kozvetlen kozgazdasigtani jelentését és sze-
repét a differencidlegyenletek megolddsiban mutatja a

9.2. példa. Legyen f(t) az egyén ¢ idopontbeli kiadasa, és s az id6-
ben valtozatlan, de infinitezimalis id6szakra vonatkozé kamatlab, akkor
F(s) a kiadési péalydnak a 0 id6pontra vonatkoz6 jelenértéke. Ez az az
Osszeg, amelyre akkor lenne sziikség, ha az egész életpdlyan jelentkezo
Osszes kiadast a 0 idopontban, egy Osszegben, elére kellene kifizetni. Ez a
fogalom segit a hamarosan ismertetendd, inhomogén linearis (9.3) diffe-
rencidlegyenlet megoldasaban. Tegyiik fol, hogy a t = 0 id6pontban vilag-
ra jott, és végtelen élettartamu fogyaszté Ag vagyonnal sziiletik, amelyet
élete folyaméan felél: Ay = F(s). Tetsz6leges pozitiv T idépontbeli A(T)
vagyonat a

(9.3) A=sA—f

differencidlegyenlet hatdrozza meg: valéban, a [t, t + dt] alatt a vagyon-
valtozéas egyenld a tOkekamat és a fogyasztas kiilonbségével. A jelenérték
segitségével A(T) kozgazdasigilag konnyen meghatarozhaté: a vagyon je-

lenértékének [0, T'] idészakbeli véltozaséanak ellentettje egyenld a fogyasz-
tas jelenértékével, azaz

T T
o= AT)e™T = [ fyetat, amaz AT) = Aoe” — [ f(0)T V.
0 0

Végiil megemlitjiik az algebra alaptételét.
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9.4. tétel. (Gauss, 1801.) Minden n-edfoki komplex egyiitthatds po-
linomnak multiplicitdssal szamolva n szami gydke van.

Gauss bizonyitasanak alapgondolata legegyszeriibben a kévetkezokép-
pen szemléltethetd (Boyer, 1968/1991, 498-499. o.): tekintsiik a 22 —4i =
0 egyenletet, és keressiik a gyokoket z = a + bi alakban, ahol a és b valés
szamok! Mivel 22 = a? — b% + 2abi, a komplex egyenlet (valés és képzetes
része) két valés egyenletre egyszertisddik: a® —b? = 0 és ab—2 = 0. Az el-
s6 egyenletbol a +b = 0 vagy a — b = 0, egy egyenes egyenlete; a masodik
egyenlet egy derékszogii hiperbola(pédr) egyenlete. Konnyen belathato,
hogy a hiperbolanak és a relevans egyenesnek egy-egy metszéspontja van.
De ez a bizonyitas hidanyos, mert az akkoriban még meg sem fogalmazott
Jordan-gorbe tételén alapult.

Gauss maga tovabbi harom bizonyitast adott e tételre, (a mésodikat
lasd Smith, 1929, 292-306. o.). Napjainkban a tételt legelegdnsabban
Eugén Rouché (1832-1910) tételével bizonyitjak.

9.5. tétel. (Rouché, 1862.) Legyen C egy folytonos zdrt gorbe a sik-
ban, valamint f és g requldris fiigguény C belsejében és C-n. Ha g-nek
nincs gyoke a gorbén, akkor f + g-nek és f-nek azonos szdmi gydke van
a gorbe belsejében.



10. fejezet

Euler és a modern
szamelmeélet

10.1. Bevezetés

A szamelmélet a természetes szamok oszthatésagi tulajdonsigaival fog-
lalkozik. A 2.4. és a 4.5. szakaszban rendre az 6kori és a 17. szazadi
kezdeteket érintettiik. Ebben a fejezetben azt kérvonalazzuk, hogyan
nétt ki a modern szamelmélet Euler munkéssagabdl. A 10.2. szakaszban
Euler szamelméleti eredményeibdl valogatunk. A 10.3. szakaszban né-
hany tovabbi fejleményt ismertetiink. Freud—-Gyarmati (2000) tankonyve
nemcsak a hivatkozott anyagot, de emellett rengeteg torténelmi utalast
és parmondatos életrajzot is tartalmaz a témardl. Gingyikin (2001) nép-
szerlisité konyvének megfelel6 fejezetére is tamaszkodunk, de ajanljuk a
mér hivatkozott Weil (1983) konyvet is.

10.2. Euler szamelméleti eredményei

A 4.5. szakaszban mar targyaltuk a kis Fermat-tételt (4.5. tétel) és a
Fermat-sejtést (4.1. sejtés, 1637). Meglepé mddon ezek az eredmények
1727-ig nem sok figyelmet keltettek, pedig nem sokkal Fermat haléla utan,
1679-ben nyomtatisban megjelentek irdsai. A 20 éves Euler figyelt fel
els6ként Fermat szamelméleti munkaira. Euler szamelméleti érdeklédését
Christian Goldbach (1690-1764) keltette fel, s ezt az érdeklédését hosiink
egész életében megorizte. Goldbach nevét a maig megoldatlan Goldbach-
sejtésrol ismerjiik:

113
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10.1. sejtés. (Goldbach, 1742.) Bdrmely 2-nél nagyobb pdros szdm
felbonthatd két primszdm dsszegére.

Euler kortarsai némileg megiitkoztek a korban szokatlan érdeklodés
miatt. Ahogyan Euler baratja, Daniel Bernoulli 1778-ban irta Euler egyik
tanitvanyanak: ,Nem gondolja-e, hogy til sok figyelmet szentelnek, méar
megbocsasson, az egyszeri szamoknak, elpazarolva rajuk annyi erét...?”
(Gingyikin, 2001, 220. o.)

Euler 1732-ben o6tletes szamolassal megmutatta, hogy Fermat-nak a
primekrdl sz616 sejtése mar n = 5-re sem igaz, mert az Fy oszthatd 641-
gyel. S6t, egyelére nem ismeriink az elsé négyen kiviil primet (Freud—
Gyarmati, 158. o.).

Szintén Euler latta be a 2.6. tétel megforditasat: mas paros tokéle-
tes szdm nincs. Azt viszont még ma sem tudjuk, hogy van-e paratlan
tokéletes szam. (Azt sejtjik, hogy nincs.)

Még ennél is fontosabb volt a kis Fermat-tétel altalanositasa, amelyhez
Euler bevezette a p(n) szamelméleti fiiggvényt: természetes n-re p(n) az
1, 2,..., n szamok koziil az n-hez relativ primek szamat adja. Idében
elére ugorva, Gauss kongruenciafogalméra tdmaszkodunk.

10.1. tétel. (Fermat—Euler-tétel, 1737.)
(a,m) =1=a?™ =1 (mod m).

Megjegyzések. 1. Fz a tétel valoban altalanositja a 4.5. tételt,
mert m = p esetén p(p) = p—1, és a?~ L = 1 (mod p)-bél (a,p) = l-re
a-val valé szorzassal kovetkezik a? = a (mod p). (a,p) # 1 esetén a tétel
trividlisan igaz.

2. Euler el6szor teljes indukciéval igazolta az eredeti kis Fermat-tételt
(v.6. 4.5. tétel bizonyitdsa).

Bizonyitas. Legyen r;, i = 1, ..., ¢(m) egy redukalt maradék-
rendszer (mod m), azaz olyan szamok, amelyek kiilonbsége nem osztha-
té m-mel, de minden redukalt maradékosztaly szerepel koztiikk. Mivel
(a,m) = 1, {ar;} is redukalt maradékrendszer (mod m). Ezért min-
den i-hez létezik olyan j, amelyre ar; = r; (mod m). Osszeszorozva a
kongruencidkat, és kihasznalva, hogy a két oldalon ugyanazon maradé-
kok permutaciéi allnak,

a@(m)7«17~2  To(m) =7riro--- r¢(m) (mod m)

Egyszertisitve az m-hez relativ prim 717 -« ry,)-mel, adoédik az ered-
mény. Figyelemre mélto, hogy az altalanositas csirdja fellelheté Fermat-
nal is. ]
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Kiilon szélunk a Fermat-sejtés igazolasarol n = 3-ra, mert ez teljesen
4j utat nyitott a szdmelméletben.

10.2. tétel. (Euler, 1770.) Az 23 + y> = 23 egyenletnek nincs pozitiv
egészekre megolddsa.

Kiinduldsul az z2 + 3% = 2% egyenlet kovetkezd atrendezése szolgalt:
23 = 23—y = (2—y) (22 + 2y +y?). Bevezetve az egyik harmadik primitiv
egységgyokot:
1 V3

wETp i

a2+ 2y +y? = (2 — yw)(z — yw?) felbontashoz jutunk, azaz
2t =27 —y’ = (2 —y)(z — yw) (2 — yu?).

Euler uttoré 1épése az volt, hogy kidolgozta az tn. Fuler-egészek
szamelméletét, és ennek segitségével megmutatta, hogy a harmadfoku
Fermat-egyenletnek az a 4+ bw Euler-egészek korében sincs megoldasa.
Ez lehetne nehezebb is, mint az eredeti feladat, de valéjaban kénnyebb,
mert itt érvényes a szamelmélet alaptétele, azaz alkalmazhaté a felbontas
egyértelmiisége (Freud—Gyarmati, 2000, 323-331. o.)

Euler nemcsak algebrai, hanem analitikus mddszereket is alkalma-
zott szertedgazoé szamelméleti vizsgalataiban. Az analitikus megkozelités
forradalmi Gjdonsdgara maga Euler vilagitott rd (Gingyikin, 2001, 225.
0.): ,Annak ellenére, hogy itt az egész szamokat vizsgaljuk, és ebben a
végtelen kis mennyiségekkel valé szamolds nem tiinik alkalmazhatonak,
kovetkeztetéseimhez mégis a differencidlds és egyéb cselfogasok segitsé-
gével jutottam.” A rovidség kedvéért mindossze két analitikus eljardasat
vazoljuk.

Az els6ben Euler merészen bevezette a (késé6bb Riemannrél elneve-
zett) zéta-fiigguényt:

1 ,
— s > 1 valos.

n

(=Y
n=1

A 8.2. szakaszban mér lattuk Euler vakmer6ségét a ((2) kiszamitasa-
ban (vo. 8.1. tétellel). Ugyanezt tikrozi a

10.3. tétel. (Euler, kb. 17/4.) A zéta-fiigguény elddllithatsé végtelen-
szorzat-alakban:

ahol a végtelen szorzat minden primre kiterjed.
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Bizonyitas. (Heurisztikus.) A végtelen mértani sor Gsszegképlete

szerint a szorzat p-tényezdje S50 p **. A végtelen sorok szorzatdban
éppen

n=s = Hp—a(p)s
az n szam kanonikus eldallitisanak —s-edik hatvanya. O

E gondolatmenet szabatossa tétele utdn a kovetkezd tételt kapjuk (vo.
Freud—Gyarmati, 2000, 190-196. o.)

Kovetkezmény. (Euler, kb. 1744.) Az elsé n primszdm recip-
rokanak 0sszegére igaz a kovetkezd kétoldali becslés:

1
loglogn — 2 < Z — < loglogn + ¢,
p<n

ahol ¢ egy alkalmas dllandd.

Megjegyzés. Az &llitds alsé becslése Ujra bizonyitja a primek
végtelenségérol szolo 2.4. tételt, hiszen véges sok prim esetén a fenti
Osszeg is véges volna, viszont a nala kisebb loglogn végtelenhez tart.

S6t, Euler azt is kitapogatta, hogy érvényes a kévetkezd Gsszefiiggés:

(1= 5) =2(29) cos () D)o

ahol -
I'(s) = / e da, s>1
0

az Euler-féle gamma-fiiggvény, amely a faktoridlist altalanositja termé-
szetes szamokroél pozitiv valds szamokra.

Egyenloségilinkkel a zéta-fliggvény értelmezése kiterjesztheté az 1-nél
kisebb valés részli komplex szamokra is. Konnyen lathatd, hogy az 1j
tartomanyon végtelen sok trividlis negativ gyok talalhaté: s, = —2k,
k=1,2,....

10.1. feladat. Igazoljuk, hogy I'(s) = (s — 1)I'(s — 1)!

A maésodik eljards az additiv szdmelmélet korébe tartozik (vo. Freud—
Gyarmati (2000, 339-342. o.), Weil (1983, 276-283. o.) és Gingyikin
(2001, 232-233. o.)). Két kombinatorikusan definidlt mennyiséget akart
Euler meghatérozni: a) hanyféleképp lehet egy k természetes szamot egy-
mastol kiillonbo6z6 természetes Osszeadanddk Gsszegére felbontani: jele ag;
b) hényféleképp lehet egy k természetes szamot péaratlan osszeadanddk
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Osszegére felbontani: jele by. Egyik esetben sem vagyunk tekintettel a
felbontas sorrendjére, vagyis a particidk szamat keressiik. Euler belat-
ta, hogy a két sorozat azonos, és kozvetett mdédon megadta a sorozat
kiszamitasi szabalyat.

A 6.1. feladat kapcsdn mar talalkoztunk egy tetszéleges (ay,), sorozat
generdtorfiigguényével, az

A(z) = Z anz"
n=0

formalis hatvanysorral, ag = 1. Euler a kovetkezd megfigyeléseket tette:

10.4. tétel. (Euler, 1740 utan.) A fenti két sorozat generdtorfiggué-
nye rendre

= z*) és B(z :—1
A) = [T0+ 4 & B) = [ zemry

valamint a két hatvdnysor azonos: A(x) = B(z), tehdt a két sorozat is
azonos: a, = b, minden n-re.

Megjegyzés. A moédszer erejére jellemz6, hogy csak 1850 koriil
sikeriilt kozvetlen kombinatorikus bizonyitast adni e kombinatorikai té-
telre.

Bizonyitas. Az A(x) végtelen szorzatban a beszorzasokat elvégezve,
az a, egyltthaté annyi 1-es Gsszege, ahany ,a”-felbontés létezik. A B(x)
fliggvény nevez6jében szerepld végtelen szorzat k-adik tényezdje a végte-
len mértani sor képlete szerint » ;2 (k=11 tehit a végtelen szorzatban
a beszorzasokat elvégezve, a b, egylitthaté annyi 1-es 6sszege, ahdny ,,b”-
felbontds létezik. |z| < 1 esetén mindkét hatvanysor konvergens.

Most mar csak a két fiiggvény azonossigat, azaz

1
1;[(1 —i—:vk) = W

egyenl6séget kell igazolni. ElGszor szorozzuk be a bal oldal els6 tényezéjét
a jobb oldal nevezdjének elsé tényezéjével: (1 + 2)(1 —x) = 1 — 2%
et kapjuk, majd beszorozva a bal oldal masodik tényezdjével, 1 — z-
et kapjuk. Masodszor szorozzuk be a bal oldal harmadik tényezdjét a
maradék jobb oldal elsé tényezéjével: (1423)(1—23) = 1—25-ot kapunk,
stb. O
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10.2. feladat. Bizonyitsuk be a generatorfiggvény-modszerrel, hogy
a sorrendtdl eltekintve, minden egész szam pontosan egyféleképp allithatd
el6 2 kiillonb6z6 hatvanyainak dsszegeként!

Végiil egy nevezetes irracionalitasi eredmény.

10.3. feladat. (Euler, 1737.) Igazoljuk az e hatvinysoros alakjival,
hogy az e irraciondlis szam!

Jéval nehezebb volt Johann H. Lambertnak (1728-1777) igazolnia té-
telét 1770-ben a 7 irracionalitdsarél. (Freud-Gyarmati (2000, 396-398.
0.) 9.5.2. tétel kétoldalas bizonyitdsaban integral is szerepel.)

10.3. Tovabbi fejlemények

Nem célunk teljes szamelmélet-torténetet irni, ezért csak olyan fejlemé-
nyekre utalunk, amelyek a konyvben mar eléadottakkal kozvetlen kap-
csolatban vannak.

Eulernak a Fermat-sejtés n = 3-as specidlis esetére adott részbizo-
nyitasa vezette el Gausst a Gauss-egészek vizsgalatahoz, és dobbentette
ra ,a matematikusok fejedelmét”, hogy a szamelmélet alaptételét ki kell
mondani, és bizonyitani kell: minden természetes szam egyértelmien fel-
bonthaté primhatvanyok szorzatara.

Késébb tovabbi kitevokre is igazoltdk a Fermat-sejtést. Ernst Kum-
mer (1810-1893) az idedlok bevezetésével 1850 koriil megmutatta, hogy
hol a hiba Gabriel Lamé (1795-1870) és Cauchy kordbbi bizonyitasaban,
és jelent6sen kiterjesztette a Fermat-sejtés érvényességi korét (lasd Smith,
1929, 119-126. o. és Freud—-Gyarmati, 2000, 456-458. o.). A Fermat-
sejtést azonban csak 1994-ben sikeriilt Andrew Wiles-nak (1953-) igazol-
nia. (A témakorrdl hasznos népszertisitd leirast ad Singh, 1997.)

10.5. tétel. (Wiles, 199/.) Legyenn > 2 eqy egész szam. Az x"+y" =
z" egyenletnek a pozitiv egész szdmok korében nincs megolddsa.

Végiil bemutatunk egy Eulertol szarmazo sejtést, amely nagyon hason-
lit a Fermat-sejtésre, illetve a Wiles-tételre, és amelyet csak nemrégiben
cafoltak meg.

10.2. sejtés. (Euler, vo. Laroche, 2004, 53. 0.) Az x*+y*+24 = u?
egyenletnek nincs természetes szamokbol allo megolddsa.

Ez azonban nem igaz, mert Noam Elkies 1988-ban talalt egy ellenpél-
dat:
2682440* + 15365639 + 18796760* = 20615673*.
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Most pedig visszatériink a zéta-fiiggvényhez. Mar a 10.3. tétel ko-
vetkezménye is megmutatja, hogy a primszamok stirlisége a természetes
szamok kozott aszimptotikusan nulldhoz tart. Legyen m(z) a primszamok
szdma z-ig, tehat stiriiségiikk m(x)/x. Eulertél, Gausstol, Legendre-t6l
szarmazik a

10.3. sejtés. (Gauss, 1793.) A [2, x] intervallumbeli primszdmok
strisége aszimptotikusan 1/logx, azaz
m(x)

li =1
r00 x/logx

Gauss x = 3000000-ig ellendrizte a sejtés helyességét, de a konver-
gencia lasstsdga (vo. F.3. tablazattal) miatt nem taldlt elég jé egye-
zést. Laroche (2003, 58-59. o.) szerint Gauss a kovetkez6 heuriszti-
kus valészinliség-szamitasi meggondolassal jutott el a sejtéshez. Tegyiik
6], hogy a primszamok ,egyenletesen oszlanak el” a természetes szamok
halmazén. Ekkor az [z,  + dz| intervallumon kb. m(x)dz/z primszam
talalhatd, nagysaguk kb. x. Ennek alapjan, valamint a 10.3. tétel kovet-
kezménye és a Lagrange-kozépérték-tétel szerint

L ~ Z ~ loglog(z + dx) — loglog(z) ~ T

xlogx’

azaz ,adodik” a sejtés.
Gauss egyébként az 1/logx-nél is pontosabb becslést taldlt, neveze-
tesen a Gauss-féle logaritmikus integrdlt:

. T dt
liz :/ —
o logt

amelyet a t = 1-ben 1év6 szingularitds miatt szimmetrikus improprius in-
tegralként kell értelmezni (Cauchy-f6érték). (Gauss maga 2-t6l inditotta
az integralt!) Elég konnyen beldthatd, hogy liz ~ logx/x.

Az elsé 1épésként Pafnutyij Csebisev (1821-1894) a sejtésnél egy gyen-
gébb tételt igazolt (lasd Smith, 1929, 127-148. o.).

10.6. tétel. (Csebisev, 1848.) A [2, x| intervallumbeli primszdmok
strisége osztva log x-szel aszimptotikusan két — 1 korili — korldt kozott
marad:

m(x)

<
x/logx
ahol 0,922 < ¢ <1 < co < 1,105.

c <

C2,
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Csebisev a zéta-fiiggvényt alkalmazta sajat bizonyitasaban. (Itt em-
litjik meg, hogy ugyancsak Csebisev igazolta 1850-ben Joseph Bertrand
(1822-1900) sejtését (1845), nevezetesen, hogy minden, 1-nél nagyobb
természetes szam és a kétszerese kozott van primszam.) Freud-Gyarmati
(2000, 174-178. o.) gyengébb allanddkkal néhany oldalas bizonyitdst ad.

1859-ben Riemann egy zsenialis nyolcoldalas cikkben véazolta a prim-
szamtételhez vezetd utat, egyébként ez volt Riemann egyetlen szamel-
méleti cikke. Bonyolultsiga miatt az F2. filiggelékre halasztjuk a terv
kérvonalazasat, és ott szélunk a zéta-fliggvény gyokeinek elhelyezkedésé-
6l sz616 nevezetes Riemann-sejtésrol is. A tervet tobb évtizeddel kés6bb
Jacques Hadamard (1865-1963) és Charles-Jean de la Vallée Poussain
(1866-1962) valdsitotta meg.

10.7. tétel. (A primszamtétel, Hadamard—de la Vallée Poussain,
1896.) A [2, ]| intervallumbeli primszdmok siirisége aszimptotikusan
1/logz, azaz

m(x)

li =1
25300 x/logx

Végiil megemlitjiik, hogy a primszam-tételt ,elemi” moédszerekkel —
komplex fiiggvénytani eszk6zok alkalmazasa nélkiil — bizonyitotta Erdos
P&l (1913-1996) és Atle Selberg (1917-2007) 1949-ben.

Euler kiilonboztette meg elséként az algebrai szamokat, amelyek va-
lamilyen (nullatél kiillonbozé) egész egyiitthatés polinom gyokei, illetve a
transzcendens szdamokat, amelyek semmilyen egész egyiitthatés polinom-
nak nem gyokei. Téle szadrmazik az elnevezés, ti. hogy a transzcendens
szamok meghaladjék az algebra hatékorét. Legendre azt sejtette, hogy a
m transzcendens, de sokaig semmi bizonyosat nem tudtak ilyen szamok 1é-
tezésérél. Joseph Liouville (1809-1882) 1844-ben konstrualt ilyen szdmo-
kat, példaul Y 72, 10~ — kihasznélva, hogy egy n-edfoki algebrai szam
1/s™-nél jobban nem kozelitheté s nevezdjii tortekkel (Freud-Gyarmati,
2000, 389-392. o., 9.4.2. és 9.4.1. tétel).

Tovabbi évtizedekre volt sziikség, amig Hermite 1873-ban belatta,
hogy az e transzcendens (ldsd Smith, 1929, 99-106. o.), illetve Ferdi-
nand Lindemann (1852-1939) 1882-ben igazolta, hogy a 7 transzcendens
(v6. Freud-Gyarmati, 396-402. o.). Kortilbeliil ebben az id6ben Cantor
halmazelméleti megfontolasokkal megmutatta, hogy mig az algebrai sza-
mok megszamlalhatdk, addig az Osszes valds szdmok nem, tehat a transz-
cendens szamok sem (ldsd 12.1. feladat és Fauvel-Gray, 1987, 579. o.).
Ebbdl egy csapasra kdvetkezett, hogy vannak transzcendens szdmok, de
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a bizonyitas nem konstruktiv. Ugyanakkor Lindemann tételébdl kordbbi
algebrai tételeken keresztiil kovetkezett a valasz a kétezer éves kérdésre:
»a kOor nem négyszogesithetd”, azaz euklideszi médon (koérzével és vo-
nalzéval) nem szerkesztheté meg egy olyan négyzet, amelynek keriilete
megegyezik egy adott korével (12.2. szakasz).

Zarasként David Hilbert (1862-1943), a matematika egyik utolsé po-
lihisztoranak nevezetes 7. problémajat emlitjiik, amelyre a szovjet Ale-
xandr Gelfond (1906-1968) és a német Theodor Schneider (1911-1988)
adott pozitiv valaszt.

10.8. tétel. (Gelfond, 1934-Schneider, 1935.) Ha egy 0-tdl és 1-t6l
kiilonbozo algebrai szdmot eqy algebrai irraciondlis szamra emeliink, akkor
a kapott hatvany transzcendens.

Azt, hogy milyen nehéz elore latni egyes sejtések nehézségét, Hilbert
egy tévesnek bizonyuld elérejelzése mutatja. 1925 koriil az akkori mate-
matika legnagyobb tekintélye a kovetkezoképpen rangsorolta a szamelmé-
let legnehezebb sejtéseit: A Riemann-sejtés bizonyitdsat még 6 is megéri
(1943-ban halt meg), a Fermat-sejtést a fiatalabb jelenlevék megérik, s
végiil Hilbert nevezetes 7. probléméjat a jelenlevék koziil senki sem fogja
megérni. Ezzel szemben a valddi sorrend forditott volt: a 7. problémat
10 éven beliil megoldotta Gelfond és Schneider; a Fermat-sejtést 1994-ben
a mar emlitett Andrew Wiles, végiil a Riemann-sejtés egyeldre ellendll a
probalkozasoknak.






11. fejezet

Paradoxonok a
val6szinliség-szamitasban

11.1. Bevezetés

A valészintliség-szamitas a Kolmogorov-féle axiomatizdlds (1933) éta ugyan-
olyan matematikai targy, mint az algebra vagy a szamelmélet, de sok
matematikus még mindig idegenkedve tekint ra. Ennek tébb oka is van:
a) a valosziniliség-szamités ,,csak valdszinii” kijelentéseket tesz, b) sok pa-
radoxon kisérte a valészinliség-szamitas torténetét. A 11.2. szakaszban
néhany valdszinliség-szamitasi paradoxon bemutatasaval prébédljuk meg
szemléltetni e tudoméanyig torténetét, majd a 11.3. szakaszban a nagy
szamok torvényeivel vilagitjuk meg a paradoxonok hatterét. Kivalo atte-
kintést nyijt a paradoxonok témakorérdl Székely (2004) munkéja. Ma-
gyar nyelvii val6szinliség-szamitasi monografia Rényi (1966). Szérakozta-
t6, de mély iras Rényi (1967).

11.2. Paradoxonok a szerencsejatékokban

A kockadobds 6si jatékszenvedély volt: mar i.sz. 30 koriil a romai katonak
is kockadobéassal dontotték el, kié legyen Krisztus ruhdja. Erdekes médon
a 16. szazadig a matematikusok nem foglalkoztak a szerencsejaték ma-
tematikajaval. A 4.2. szakaszban emlitett Cardano irta az elsé konyvet
a témardl, de miive szdmos hibat tartalmaz. Az elsé igazi valdszintliség-
szamitasi feladatot 1654-ben Fermat és Pascal oldotta meg, egymastol
fiiggetlentl (1asd Smith, 1929, 546-565. o.). A feladat a kovetkez§ volt:

123
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11.1. példa. (de Méré lovag feladata, 1654; vo. Székely, 2004, 21—
23. o.) Két jatékos egy igazsdgos jatszmasorozatot jatszik egymédssal,
azaz 50-50 szazalék egy jatszma nyerési esélye. Az nyer, aki els6ként
megnyer 6 jatszmat. A jaték félbeszakad, amikor az els6 jatékos mér 5, a
mésodik 3 jatszmat megnyert. Kérdés: hogyan osszdk el a dijat egymés
kozott? Valasz: A jaték legfeljebb tovabbi 3 jatszma utan befejezédne, 8
egyforma valdszinliségii médon. Ebbdl csak 1 kedvez a masodiknak, tehét
a dijat 7:1 aranyban kell elosztani az els6 és a masodik jatékos kozott. A
paradoxont itt taldn az jelenti, hogy a feladatot korabban olyan kivald
gondolkodék, mint Luca Pacioli (1445-1509), vagy Tartaglia sem tudtak
megoldani. (Még a 18. szdzad egyik legjobb matematikusa, d’Alembert
sem értette meg 1754-ben, hogy ha két érmét dob fel, akkor 4, és nem 3
egyenld valészintiségii elemi esemény kovetkezhet be: FF, FI, IF és I1.)

11.1. feladat. Fermat-t és Pascalt kovetve, altalanositsuk a feladatot.
Bizonyitsuk be, hogy ha az els6 jatékosnak m, a maéasodiknak pedig n
tovabbi jatszmaéara van sziiksége a nyeréshez, akkor az els6 jatékos gy6zelmi

esélye
+n—1
pL = 2—(m+n—1) mzn <m +n— 1) .

j=m J

Az érdekesség kedvéért idézziik Fermat és Pascal egymaéshoz irt levele-
inek sorszamat és datumat (ha ismertek): 1. Pascal elsé levele Fermat-hoz
elveszett. 2. Fermat valasza Pascalnak datum nélkiili. 3. Pascal Fermat-
nak: 1654. julius 29. a hires mondatokkal: ,szeretném kinyitni a szivemet
Onnek..., olyan nagy az 6réomom, hogy egyetértiink. Latom, hogy az igaz-
sag ugyanaz Toulouse-ban mint Parizsban.” 4. Fermat valasza Pascalnak:
1654. augusztus 29, benne a hibas sejtés a Fermat-primekrol. 5. Fermat
levele Pascalnak: 1654. szeptember 25. 6. Pascal Fermat-nak: 1654.
oktdber 27.

A fejlédés utemére jellemzd, hogy az els6 valdszinliség-szamitasi kony-
vet mar 1657-ben megirta Huygens. A folytatas ismét egy idézet.

»J[akob] Bernoulli[nal] taldlkozunk el8szor a valdsziniiség definicidjd-
val. Bernoulli szerint a valdsziniség a bizonyossag foka és ugy ardnylik a
bizonyossdaghoz, mint rész az egészhez. Ezen inkdbb filozofiai, mint ma-
tematikai definicié mellett szerepel Bernoullindl a valészinliség kombina-
torikus, tn. klasszikus definicidja is, amely szerint [Laplace nyoman] egy
esemény valoszinisége egyenld az eseményre nézve kedvezd esetek szamd-
nak €s az dsszes esetek szamdnak hdnyadosdval, feltéve, hogy ezen esetek
mind egyformdn valészindek” (Rényi, 1967/2005, 165. o.).
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Keletkezési helyérol kapta nevét a kovetkezd valdszinliség-szamitasi
feladat.

11.2. példa. (Daniel Bernoulli, 1735, szentpétervari paradoxon; vo.
Székely, 2004, 39-42. o.) Tegyiik fol, hogy egyenld esélyti fej-vagy-irast
jatszunk egy kaszinéban, és minden jatszmaban mi valaszthatjuk meg a
tétet. Majdnem biztos nyerést ad a kovetkezo stratégia: az elsé nyerésig
jatszunk, addig minden lépésben megduplazzuk az el6z6 tétet. Valoban,
tegyiik fol, hogy a kezdd tét 1 Ft, és a k-adik jatszmaban nyeriink el0szor:
rp =21 k=1,2,.... Amértanisor 6sszegképlete szerint a nyeremény
—1-2—... =22 1 ok=1 — | fiiggetleniil k értékétdl.

A paradoxon abban &ll, hogy a jaték igazsdgos, és mégis majdnem
biztosan nyeriink, ha a tétet 1épésrol lépésre megfeleléen emeljik. A
paradoxon magyarazata a kovetkez6: ahhoz, hogy ezt a jatékot hitel
nélkil lejatszhassuk, korldtlan kezdotékére van sziikség, marpedig ilyen
nagy tékéje senkinek sincs. (Valéban, a tét varhatd értéke végtelen:
Y e DTk = 2k 2%2'“*1 = 00.) Taldn emiatt maximalizéljék a feltehetd
téteket a kaszindk, pedig az 6 nyerési esélyiik nagyobb, mint 1/2.

Daniel Bernoulli e jaték kapcsan vezette be a Neumann—Morgenstern-
féle hasznossagfiiggvény (vo. 14. fejezettel) el6djét: azt allitotta, hogy a
nyeremény hasznossaga a nyeremény nagysagaval nem egyenesen aranyo-
san, hanem csak logaritmikusan né: u(zy) = log, xx. Ha ez igaz, akkor a
jaték értéke, amennyit egy jatékos hajlandé a részvételért fizetni, a var-
haté hasznossag értéke: pj, = 1/2% annak a valészintisége, hogy a jaték a
k-adik 1épésben ér véget, tehat a varhat6 hasznosség a 3.3. feladat szerint

o0 o0 1
U=> mlogyap =) sp(k-1)=2-1=1<00.
k=1 k=1

Ujabb paradoxonunk Bertrand-t6l szarmazik.

11.3. példa. (Bertrand, 1888.) A jatékvezets véletlen valasztassal
harom doboz koziil az egyikbe elrejt egy kincset. A jatékos taldlomra
valaszthat a lezart dobozok kozil. A valasztds utdn azonban nincs vége
a jatéknak. A jatékvezetdé nem nyitja ki a valasztott dobozt, hanem
felajanlja a jatékosnak, hogy a masik két doboz kozil kinyitja az egyiket,
olyant, amelyikrdl tudja, hogy tires. A jatékos az iires doboz kinyitasa
utdn modosithatja valasztdsat. Erdemes?

A meggondolatlan jatékos azt gondolhatja, hogy mindegy hogy mit va-
laszt, tehat nem érdemes mddositania eredeti valasztasat. A meggondolt
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jatékos azonban szamol (lasd 11.1. tétel). Szimmetria miatt foltehetjiik,
hogy a jatékvezetd a kincset az 1. dobozba rejtette. A jatékos eredetileg
1/3-1/3 valdsziniiséggel vélasztotta a harom doboz koziil az = indexiit:
x=1,2 3. A jatékvezetdé nem teljesen véletlen, a jatékos valasztasatol
erGsen fiiggd valasztasa y = 1, 2, 3, a kovetkezo feltételekkel: ha x = 1,
akkor 1/2-1/2 feltételes valészintliséggel nyitja ki y = 2-t, illetve y = 3-t.
Ha viszont x = 2, illetve x = 3, akkor a jatékvezeto biztosan az y = 3,
illetve az y = 2 dobozt nyitja ki. Ha a jatékos nem valtoztat elsé va-
lasztésén, akkor a taldlati valészintiség 1/3 marad. Ha viszont valtoztat,
akkor z = 1 esetén kapott y = 2 jelzésre adott tagadd z = 3 vilasztassal
(vagy az y = 3 jelzésre adott tagad6 z = 2 valasztassal) biztosan veszit,
viszont az x = 2, illetve az x = 3 esetén kapott y = 3, illetve y = 2
jelzésre adott tagadd z = 1 valasztassal biztosan nyer, s a biztos talalatok
egyiittes valdszintisége 2/3. Erdemes tehét valtoztatni.

A megoldas kulcsat dltalanosabban Thomas Bayes (17027-1761) fo-
galmazta meg, s a Wikipedia tartalmazza az eredeti bayesi megoldast
is.

11.1. tétel. (Bayes-elv, kb. 1750; vo. Székely, 2004, 89-94. o.)
Ha A és B két tetszbleges esemény, P(A) > 0, P(B) > 0 egyedi és
P(AB) egyiittes valésziniiséggel fordul eld, akkor A-nak B, illetve B-nek
A melletti feltételes valosziniisége

_ P(AB)  P(A|B)P(B)
P(A|B) = PB) illetve P(B|A) = P(A)
Ha By, By, ... teljes eseményrendszer (az ,okok”), akkor
P(A|B,)P(B

Y P(A|Bi)P(By)’

Vagyis ha ismertek az A esemény megfigyelése elétti P(A|By) valé-
szinliségek, valamint P(By) Gn. elézetes (a priori) valésziniségek, akkor
a Bayes-tétellel kiszamithatok az A megfigyelése utani, an wutdlagos (a
posteriori) valoszinliségek: P(By|A)-k.

Bayes maga nem diszkrét, hanem folytonos valésziniiségekbdl indult
ki, és feltette, hogy az el6zetes eloszlas példdul az [a, b] intervallumon
egyenletes; diszkrét esetben P(Bj) = P(Bj). Béar viszonylag altalanos
feltételek esetén igaz, hogy kell6en sok megfigyelés utan a ténylegesen
ismeretlen el6zetes eloszlas megvalasztdsa lényegtelen, vannak olyan pél-
déak, amikor ez nem igaz.
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Kovetkezik a negyedik példa.

11.4. példa. (Diszkrét idejii eldgazasi folyamatok, avagy ritka csa-
ladnevek kihaldsa, Galton—Watson, 1874, v6. Székely, 2004, 165—-167.
0.) Tegyiik fel, hogy egy adott évszdzad elejétél inditjuk a folyamatot.
Minden évszazad fel van osztva negyedszazadokra, és mindig a negyed-
szazadok elején sziiletnek a gyerekek. Legyen pg,p1,p2,... annak a va-
l6szintisége, hogy egy férfinak 0, 1, 2,... fitgyereke sziiletik, 0 < pg < 1.
Kérdés: mi annak a valdszintisége, hogy valamikor nem sziiletik fit1 utéd,
azaz kihal az apai csaladnév? A véalaszt a 6.1. feladatban és a 10.4. tétel
el6tt bevezetett generatorfiiggvény adja:

[e.e]
g(z) =D mz", [z <L
k=0

Tekintsiik az n-edik nemzedékben azon fitk szamanak az eloszlasat, akik
még az Gsapa ritka nevét hordjak. Belathat6 (11.2. feladat), hogy en-
nek az eloszlasnak a generatorfiiggvénye g, (z) = g(gn—1(2)), ahol g1(z) =
g(z). Annak valésziniisége, hogy az n-edik nemzedékben kihal a név,
n = gn(0) < 1. Nyilvanvald, hogy a {g,} sorozat monoton névekvo,
ezért 1étezik hatarértéke: ¢ = g(q) < 1. Mivel 1 = g(1), a vildghirii Fran-
cis Galton (1822-1911) és szerzbtarsa, Watson, 1874-ben (tévesen) arra
kovetkeztetett, hogy a ritka csalddnevek kihalnak. Csak az 1920-as évek-
ben fedezték fel az okoskodasban a hibat: ha a sziiletend6 fitk szdmanak
varhat6 értéke m = > "2, kpg nagyobb, mint 1, akkor a ¢ = g(q) egyen-
letnek van egy masik megoldéasa is, amely kisebb mint 1, és ez a helyes
megoldas (11.1. &bra als6 része). Ugyanis a gn+1 = g(gn) rekurziénak a
q* = g(q¢*) fixpont a lokélisan aszimptotikusan stabil megoldasa. (Para-
doxonnak tekinthet6 viszont, hogy az m = 1 esetben kihal a csalddnév.)

Alfred Lotka (1882-1949), a matematikai biolégia egyik atyja, 1931-
benap, = ab* 1, k=1, 2, ... egyenletrendszert az USA-ra becsiilve, a =
0,2126, b = 0,5893 és pg = 1 — p1 — p2 — - - - = 0,4825 paraméterértékeket
kapta, ekkor ¢ = 0,819 a kihalas valdszintiisége.

11.2. feladat. a) Igazoljuk a ¢,(2) = g(gn-1(2)) figgvényrekurziét!
b) Mutassuk meg, hogy ¢, = g(¢n—1) és keressitk meg a ¢* = g(¢*), ¢* < 1
nem trividlis fixpont stabilitdsanak feltételét (v6. Rényi, 1966, 138—141.
0.)!

Végiil utalunk az 6t6dik paradoxonra, amelyben méar folytonos elosz-
lasa valdszintiségi valtozok 1épnek fel.

11.5. példa. (Bertrand, 1888.) Adott egy kor, és bele van irva egy
szabdlyos haromszog. Véletleniil elhelyeziink a kérben egy hart. Kérdés:
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qn+1
Fels6 (m<1)
f f f X,
ar q 1
Qs
Alsé (m>1)
I* f f dn
qr q, 1

11.1. 4bra. A fixpont stabilitasa

mi a valésziniisége annak az eseménynek, hogy a hir hossza nagyobb, mint
a haromszog oldala? Vialasz: attdl fiiggden, hogy a hur egyik végpontjat,
vagy az egyik oldallal pArhuzamosnak vett hir ,magassagat”, vagy a hur
kozéppontjat valasztjuk egyenletes eloszlas szerint, a valdsziniliség rendre
1/3,1/2 vagy 1/4. ,A példa annak idején azért tiint paradoxonnak, mert
nem vették figyelembe, hogy a harom kiilénb6zo felfogasnak a hir véletlen
valasztasara vonatkozé kiillonb6zo kisérleti feltételek felelnek meg, s ezek
kiilonboz6 ... valdszinliségi mértékhez vezetnek” (Rényi, 1966, 66-68. o.).

11.3. A nagy szamok torvényei

Tegylik fol, hogy egy kisérletnek két kimenetele van: sikeres p valdszinii-
séggel, és sikertelen ¢ = 1 — p valésziniiséggel; 0 < p < 1. (Példdul egy
szabélyos érme 1/2 val6szintiséggel esik F-re, és 1/2 valdszintiséggel I-re.)
Jakob Bernoulli mérlegelte a kisérlet n-szeres ismétlését. Kénnyt belatni,
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hogy annak valdsziniisége, hogy a siker k-szor kovetkezik be,

_ [Tk n—k
Pkn = (k‘) q .

Innen kapta a nevét a binomidlis eloszlds, ti. a (p 4+ ¢)™ binom tagjai
lépnek fel.

Most megfogalmazzuk a nagy szamok gyenge torvényének legegysze-
ribb alakjat.

11.2. tétel. (Jakob Bernoulli, posztumusz, 1713.) Akdrmilyen kicsiny
g,0 > 0 valds szampdrhoz létezik olyan N, s természetes kiiszobszdm, hogy-
ha a kisérletet n > N s-szor eqgymdstol fiiggetleniil megismételjiik, akkor
a k/n relativ gyakorisag eltérése a p valdszindiségtdl legalabb 1 — & wvald-
szintiséggel kisebb lesz, mint €. (Példdul mind a fejek, mind az irdsok
nagyjabol 50-50%-ban jelentkeznek.)

Megjegyzések. 1. Ez a tétel a nagy szdmok Un. gyenge torvénye
a binomialis eloszlasra, amelyet viszonylag egyszerti eszkozokkel lehet bi-
zonyitani. A lényeg: az n-edrendil binomidlis eloszlas szorasa viszonylag
lassan n6 a kisérletek szamaval, hiszen |/npq, s ez \/n-nel ardnyos. Al-
talanos eloszlasra a tételt a Csebisev-egyenlGtlenséggel (francia forditas
1867) lehet igazolni. Erdemes megjegyezni, hogy a nevezetes egyenlSt-
lenség Csebisevtdl szarmazéd bizonyitasa az alkalmatlan jelolések miatt
sziikségteleniil bonyolult volt (1dsd Smith, 1929, 580-587. o.). Az egyes
valdszinliségi valtozdkat a ma szokasos X; helyett x,vy, z, . . ., diszkrét re-
alizaciéjukat x1, o, ..., 21, Y1,Y2 - - -, Ym €S 21, 22, . . . , 2, jelOlte. A megfe-
lel§ vérhaté értéket m; = EX; helyett a, b, c, ..., variancidjukat s? = EX?
helyett ai,b1,c1,... stb. jelolte. Bevezetve a megfelel6 valdszintiségeket:
PLP2s -3 Pl Q1542 -« qm €S T1,T2,...,7y, Csebisev felirta a megfelel6
elemi Osszefliggéseket és nehezen attekinthetd, tobb oldalas szamolassal
levezette az egyenlGtlenséget.

2. Hosszu fejlédési folyamat egyik csticspontjaként ezt a tételt Alek-
szandr J. Hincsin (1894-1959) 1934-ben &ltaldnositotta tetszéleges pa-
ronként fliggetlen, egyforma eloszlast, véges varhatd értékli valdsziniiségi
valtozok sorozatara is (vo. Rényi, 1966, VI.3. pont, 4. tétellel).

11.3. feladat. Bizonyitsuk be a 11.2. tételt!

Ha n nagy, akkor elég nehéz megbecsiilni az N, s fliggvényt. Ezért
fontos a gyenge torvény de Moivre-tél szdrmazé élesitése (lasd Smith,
1929, 566-575. 0.), a centralis hatéreloszlas legegyszertibb esete.
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11.3. tétel. (de Moivre, 1733/1738.) Legyen Y, egy n-edrendi p =
1/2 paraméterd binomidlis eloszldsi véletlen vdltozs. Az X, = (Yn/n —
1/2)/v/n/4 standardizdlt (0 vdrhaté értékii és 1 szérdsi) véletlen vdltozé
F,, eloszlasfiigguénye konvergdl a standardizdlt normadlis eloszldshoz:

lim F,(z) = ®(z /2 gy

=/

= — e
n—o00 21 J—co
ahol ® a Gauss-féle hibafiigguvény.

Megjegyzések. 1. Ez a tétel valoban élesebb, mint a gyenge torvény,
hiszen a

O(zy) — P(—zp) =1 -9, €, = 5\/Z

egyenldségpar aszimptotikus felvildgositast nydjt N, s-rol.

2. Ezt a tételt p = 1/2-r6l tetszbleges p-re, s6t diszkrét egyenletes
eloszlasra Laplace altalanositotta, ezért sokszor Moivre—Laplace-tételnek
is nevezik (ldsd Smith, 1929, 588-604. o.). Ez annyiban is jogos, hogy
a tételt Laplace vitte sikerre. Emellett még Gauss neve is megjelenik,
nyilvan nem érdemtelentil.

A bizonyitds megtaldlhaté Rényi (1966) I11.16. pontjaban, és 1ényeges
modon felhasznélja az F.1. feladatban kitlizott Stirling-formulét.

A klasszikus valdszintliség-szamitas alaperedményeibdl végiil megem-
litjiik a statisztika egyik legfontosabb alapelvét, a legkisebb négyzetek mad-
szerét, amelyet Gauss és Legendre fedezett fel, nagyjabol egy idében, 1800
koriil, akarcsak a primszamsejtést. Korhii atiratban mutatjuk be (Smith,
1929, 576-579. o.):

11.4. tétel. (Legendre, 1805). Legyen E = a + bz + cy + fz + stb.
eqy statisztikus 0sszefiiggés, ahol a,b,c, f dllanddk, és x,y, z pedig valdszi-
niiségi valtozok. Ha a hibanégyzet varhato értékét akarjuk minimalizdlni,
akkor a kévetkezd egyenleteknek kell teljestilniiik:

0:/ab+x/b2+y/bc+z/bf—|—stb.,

0:/ac+$/bc+y/02+z/cf+stb.,
0:/af+x/bf+y/cf+z/f2+stb.,

ahol az integrdl jel a szumma jel helyett dll.
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Taldn nem meglepd, hogy Legendre megadta az elv két fontos specialis
esetét: 1) az egyvaltozds speciélis esetet, amikor is a megfigyelések dtlaga
minimalizalja a négyzetes hiba varhaté értékét, 2) a mechanikai anal6giat
is, amikor a tokéletlen megfigyelésektol valé minimaélis négyzetes eltérést
a tomegkozéppont adja.

Most ugrunk egy nagyot elére az idében, és a valdszinliség-szamitas
axiomatizalasaval kapcsolatban ismét Rényit (1967/2005, 166-168. o.)
kovetjiik. Természetesen a valdszintiség klasszikus definicidja korkoros,
hiszen a valésziniiség a nevezSben is megjelenik, és a definicié a szerep-
16 alapeseteket egyenléen valészinlinek tekinti. A 17-18. széazadban jol
megfelelt mind az elméletnek, mind a gyakorlatnak ez a definicié, hiszen
ebben az idében ,a szamfogalom, a fliggvény vagy a hatdrérték sem volt
mai értelemben igazan tisztazott, de akkoriban ennek hianyat sem érez-
ték. Gyokeresen megvaltozott azonban a helyzet a 19. szdzadban, amikor
a matematika és a matematikai szabatossiag fogalma alapvetd dtalaku-
ldson ment keresztiil” Kialakult a matematika formalista, axiomatikus
felfogasa. ,,Ebbél a nagyszabasu atalakulasbdl ... a valészinliség-szamitas
meglepbden sokaig, egészen a 20. szdzad kezdetéig kimaradt.... Ez a le-
maradas ahhoz vezetett, hogy a 20. szédzad elején a matematikusok zome
a valészinliség-szamitast nem is fogadta el a matematika szerves részé-
nek, egyenrangu dganak, hanem a matematika és a fizika, illetve filozéfia
kozott kdzbensd helyet elfoglald és meglehetosen kétes értékli tudomany-
agnak tekintette. David Hilbert ... mar 1900-ban felismerte e lemaradas
karos voltat, és ezért a matematika legaktudlisabb megoldatlan feladata-
inak a listajara felvette a valoszinliség-szamitas axiomatikus megalapoza-
sanak a problémajat. ...[Ezt] kielégit6en elsének A[ndrej] N. Kolmogorov
[(1903-1987)]... oldotta meg 1933-ban. [A]... Kolmogorov-féle elméletben
a véletlen eseményeket halmazok reprezentaljak, és a valészinliség egysze-
riien ezeken a halmazokon értelmezett normélt [Lebesgue-] mérték.” Ez
a megalapozas nemcsak logikailag kielégito, de egyben Gssze is kototte a
valbszintliség-szamitas és a matematika egyéb teriileteinek a fejlodését.

Kitéroként emlitjiik meg, hogy 1933-ban a szovjet-orosz Kolmogorov
a német nyelvet valasztotta publikiciéja nyelveként. Hitler hatalomrake-
riilése azonban torténelmileg rovid idén beliil valtoztatott e szokason is —
a német nyelv karara.

A nagy szdmok legélesebb torvénye az tn. erds torvény, amelyet a
legegyszeriibb alakjaban fogalmazunk meg.

11.5. tétel. (Kolmogorov, 1930.) Ha a teljesen fiiggetlen és egyforma
eloszldsi, { Xy} valdszindségi valtozéknak van vdrhatd értéke és szdrdsa,
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akkor a sorozatukkal képzett S, = (X1 + -+ + Xp)/n szdmtani kozép
majdnem biztosan tart a kozés vdrhato értékhez.

Megjegyzések. 1. A gyenge torvény csak azt mondja ki, hogy adott
kisérletszamnal azoknak az eseményeknek a halmaza, ahol a relativ gya-
korisig eltérése nagyobb e-nél, tart nulldhoz. De nem mond semmit sem
arrél, hogy miképp valtozik e ,,rossz” halmaz a kisérletszam fiiggvényében.
Az erés torvény ezzel szemben azt mondja ki, hogy az aszimptotikusan
rossz halmaz mértéke nulla.

2. A mértékelméleti bizonyitast lasd Rényi (1966, VI.7. pont, 1. té-
tel). Itt egy megleps példan szemléltetjitk a tételt, amely egyben ra-
vilagit a valdszinlség-szamitds mértékelméleti hatterére is. Ezt a té-
telt egyébként mar 1909-ben ismerte Emile Borel (1871-1956), a modern
valOszinliség-szamitas egyik atyja.

11.5. példa. A [0, 1] szakasz tizedes tortjeit kettes szdmrendszer-
ben felirva, legyen az X valdszintiségi valtozo értéke a k-adik jegy, k =
1, 2,.... Erre a sorozatra a nagy szdmok erés térvénye teljesiill: az 1-
esek relativ gyakorisdga 1 valésziniiséggel 1/2. Valéban, legyen w =
(x1,22,...,Tk,...) egy tetszbéleges végtelen 0-l-sorozat, s legyen ezek
halmaza Q = [0, 1]. Véges, m szamu xj, értékét rogzitve, a keletkezo
hengerhalmazok valésziniisége 1/2™. Kolmogorov alaptétele szerint ez a
klasszikus mérték kiterjesztheté az egész valdszinliségi mezore o-additiv
valoszintiségként stb.

Megemlitjiikk, hogy ha f és g két valdszinliségi valtozd, akkor a 8.3.
szakaszban definialt hajlasszog éppen a két valtozo korrelacids egytittha-
téjat adja.



12. fejezet

Lehetetlenségi tételek

12.1. Bevezetés

Ebben a fejezetben tébb olyan kérdéskorrel foglalkozunk, amelyekre a
végleges vilasz nemleges. Itt a kérdések nehézsége miatt a kordbbiak-
nal is vazlatosabb ismertetésre szoritkozunk. A kovetkezd kérdéskorokkel
foglalkozunk. A 12.2. szakaszban: megoldhatdk-e algebrailag az 6t6d-
foku egyenletek? A 12.3. szakaszban: hany oldali szabalyos sokszogek
szerkeszthetk euklideszi médon? A 12.4. szakaszban: kovetkezik-e a
parhuzamossagi axiéma a tobbi axidmabol? A 12.5. szakaszban: van-e
olyan halmaz, amelynek a szdmossiaga nagyobb a megszamlalhaténal és
kisebb a kontinuumnal? Az utolsé két esetben a lehetetlenség némileg
altaldnosabban értendé.

12.2. Megoldhaték-e algebrailag az 6todfoki
egyenletek?

A 4.2. szakaszban részletesebben korvonalaztuk, hogy 1540 kéril szinte
egyszerre talaltak meg a harmad- és a negyedfoki egyenlet megoldokép-
letét. Ezutdn tobb mint két évszazadig sikertelen probalkozasok kovet-
keztek, mig végiil 1770-1830 kozo6tt a matematikatorténet egyik legszebb
fejezeteként kideriilt, hogy az 6t6d- és a magasabb fokiu egyenletek Al-
taldban nem oldhatok meg algebrailag. Szakszerii targyaldst ad Fried
(1981/1989, 7. fejezet), mi viszont Gingyikin (2001, 272-276. o.) népsze-
rlisité és torténeti elemzését kovetjitk. Mivel az algebrai egyenlek meg-
oldhatdsagabdl nott ki a csoportelmélet, a szakasz végén roéviden leirjuk
a csoportok torténetének kezdetét.

133
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Az els6 1épés Tschirnhaustél szarmazott, akinek .,...sikeriilt olyan he-
lyettesitést talalnia, amely az altalinos n-edfokd egyenletet y™ + a = 0
alaku, két tagbdl all egyenletté alakitja at.... Ez a helyettesités az is-
mert képletet adja n = 3 esetén, és n = 4 esetén is alkalmazhat6. Leibniz
azonban kénytelen elkeseriteni baratjat: az n = 5 esetén a helyettesi-
tés egyiitthatéinak megtalalasahoz 5-nél magasabb foku egyenletet kell
megoldani.”

1770-1771-ben jelent meg Lagrange 200 oldalas cikke: , Gondolatok
az egyenletek algebrai megoldasardl”. ,Vizsgalatait az n < 4 esetekre
vonatkoz6 képletekkel kezdi, kiillonos figyelmet forditva az n-edik gyok
alatt all6 kifejezésekre. Az x2? + ax + b = 0 méasodfoki egyenlet esetén ez
A = a?/4 —b..” — a diszkriminans —, amely az x12 gyokpar szimmetri-
kus polinomja, s6t, (z1 — z2)? fiiggvénye. A harmadfoki egyenletnél azt
vette észre, hogy az x123 gyokhdrmas és az egyik harmadfokd primitiv
egységgyok, e segitségével a harmadfoki egyenlet mindkét diszkriminansa

kifejezheto:
(zl + x9€ + x352>3
AL = 3

Itt viszont a A(x1, x2, x3) fliggvény a gyokok barmilyen permutaciéja mel-
lett is csak két értéket vesz fol: Ay -t és A_-t.

A szimmetrikus fliggvények és a gyokok permutacidcsoportjainak Gi-
rard altal mar 1630 el6tt elkezdett vizsgalataval Lagrange nemcsak a ma-
gasabb foku egyenletek, de a csoportelmélet alapjait is lerakta. (Vele
egyid6ben Alexandre Theophile Vandermonde (1735-1796) is észrevette
a legfontosabb Osszefiiggéseket, az 6 munkajat azonban arnyékba bori-
totta Lagrange-é.) ,Paolo Ruffini (1765-1822) bebizonyitotta, hogy az
otodfoka egyenlet gyokeinek nincsenek olyan nem trivialis fliggvényei,
amelyek 6tnél kevesebb értéket vesznek fol, és meg volt gy6zddve, hogy
bebizonyitotta az 6todfokn egyenletek megoldhatatlansagat gyokvonasok
segitségével [1799]. De hétra volt még annak bizonyitdsa, hogy az ilyen
fuggvények létezése valoban sziikséges a megfelel6 képlet 1étezéséhez. A
megoldhatatlansdg teljes bizonyitasat Abel adta meg [1826-ban (miutén
rajott arra, hogy hibéas az 6todfoka egyenlet megoldasara kordbban adott
bizonyitésa)] (14sd Smith, 1929, 261-266. o.). Ezt megelézte Gauss dol-
gozata szabalyos sokszogek korzovel és vonalzoval torténé szerkesztésérol,
illetve ami vele ekvivalens, az y™ — 1 = 0 alaki egyenletek gyokeinek ki-
fejezésérél négyzetgyokok segitségével [vo. a kovetkezd 12.3. szakasszal
S.A.] E dolgozatban a gytkok permutacidjira alapozott szellemes fogasok
lehet6vé tették egy kétezer éves feladat megoldasat [lasd a 12.3. szakasz].
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Az algebrai egyenletek megoldhatésigénak problémajat [Evariste] Galois
(1811-1832) elmélete oldotta meg véglegesen.”

Ismert, hogy Galois hevenyészett palyazatait a Francia Akadémia ille-
tékesei elvesztették (Cauchy és Fourier) vagy visszautasitottdk (Legend-
re). Megmaradt feljegyzéseit sokdig még a legjobb matematikusok sem
értették meg. Ez nem is meglepd, hiszen az utolsé valtozatot (lasd Smith,
1929, 278-285. o. vagy Fauvel-Gray, 1987, 502-505. o.) csak a pérbaj
el6tti éjszakan irta le Galois, amelyben életét vesztette. Csupan 1846-ban
jelentette meg a rendbe tett vazlatot Liouville.

Természetesen az n-edfoku egyenlet megoldhatatlansaga nem gyakor-
lati kérdés, hiszen mar a harmadfoki egyenlet gyokeit sem érdemes nume-
rikusan a gyokképlet segitségével meghatarozni. Kizardlag elvi kérdésrol
van sz0, amelynek megoldasa nagyban hozzajarult a modern, azaz abszt-
rakt algebra, mindenekel6tt a csoportelmélet és a testelmélet kialakula-
sdhoz. (Nagyon is gyakorlatiassd valt azonban a csoportelmélet, amikor
a modern fizikdban alkalmaztdk!) A szakasz hétralévs részében réviden
vazoljuk a csoportelmélet torténetének kezdetét.

Torténetileg az els6 absztrakt algebrai struktira a csoport volt, amely
csirdjaban méar Gauss, Abel, Galois és Cauchy munkaiban megjelent
a 19. szazad elején. Emlékeztetiink a modern definiciéra: Elemek G
halmazat csoportnak nevezziik, ha értelmezve van rajta egy miivelet,
a szorzas, amely asszociativ: a(bc) = (ab)c; létezik egy 1 egységelem,
amely a szorzas semleges eleme: al = a = la; és az a~ !
aa”! = 1 = a~'a. Kommutativ esetben (Abel-csoport) szorzéas helyett
gyakran Osszeaddsnak nevezziik a miiveletet, s rd +, az egységelemre a 0,
az inverzre pedig a —a jelet alkalmazzuk.

inverz elem:

12.1. feladat. a) Igazoljuk, hogy egy csoportban csak egy egység
lehet, és minden elemnek csak egy inverze létezhet. b) Igazoljuk, hogy
véges csoportban az inverz létezése kovetkezik a tobbi axidémabdl és az
egyszertisitési szabalybdl! (Mivel kezdetben csak véges csoportokat vizs-
galtak, nem is kovetelték meg az inverz létezését!) c¢) Mutassuk meg, hogy
a természetes szamok halmazan bevezetett additiv félcsoportban bar van
egységelem, de dltaldban nincs inverz.

Megismételjiik, torténetileg az elsé példat csoportra a permutaciok
adtak.

12.1. példa. Permutaciécsoport (Dedekind, 1858). Legyen N =
{1, 2,..., n} az elsé n természetes szdm halmaza, és legyen 7 egy per-
mutacio, azaz az N 1-1 értelmi leképezése onmagira. Két permutacié
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szorzatan a két permutdcié egymas utani alkalmazasat értjik. Az Gsszes
lehetséges permutécidk csoportot alkotnak.

A csoportelmélet torténetileg elsé tételének kimondasdhoz még két
fogalomra van sziikkség. Egy véges csoport rendje a csoport elemszama,
jele: |G|. Egy H csoport a G csoport részcsoportja, ha H C G, és H zéart a
G csoportmiiveletre nézve: 1 € H; haa,b € H, akkor ab e H ésa' € H.
A H részcsoport egy jobb oldali mellékosztdlya a H g alakt elemekbdl all.
A kiilonb6z6 mellékosztalyok szamat a H G-beli indexének nevezziik, jele:
|G : H|. (A bal oldali mellékosztalyok hasonléan definidlhatok, és szamuk
megegyezik a jobb oldaliakéval.) Modern fogalmakkal:

12.1. tétel. (Lagrange, 1770.) A H részcsoport rendje osztdja a G
csoport rendjének: |G| = |H|- (G : H).

Ruffini 1799-es korszakalkoté konyvében, ha homalyosan is, de beve-
zette a permutacidcsoport tranzitivitasat és primitivitdsat.

Lagrange és Ruffini nyomdokain haladva, Cauchy 1815-ben a helyette-
sitéses csoportokrol egy hosszabb miivet irt. Fététele nem algebrai fogal-
mazasi: Egy n-vdltozés nemszimmetrikus fligguény kilénbozd értékeinek
szdma legaldbb akkora, mint az n alatti legnagyobb p prim értéke, ha-
csak nem 2. Csoportelméleti nyelvre atforditva, a teljes szimmetrikus
csoportra vonatkozd csoportindex alsé korlatja p vagy 2.

A csoportelméletben a legnagyobb 1épést Galois tette meg, aki 1830
koriil bevezette az invaridns részcsoport (vagy normalosztd) fogalmat: az
N részcsoport invaridns részcsoportja G-nek, ha tetszOleges n € N és
g € G esetén gng~! € N. Tovabbi fontos definiciéja: két csoport izomorf,
jele: G ~ G’, ha van kozottiik olyan 1-1 értelmii megfeleltetés, amely
miivelettarté: azaz ab = ¢ akkor és csak akkor teljesiil, ha o't/ = ¢ is
teljestil. Az egyszerii csoport fogalma is téle szarmagzik: ti. olyan csoport,
amelynek nincs valédi normélosztdja.

Megismételjiikk, hogy Liouville fedezte fel és tette elérhetévé Galois
elméletét. Szolnunk kell Jordan munkéassagardl, aki 1870-ben megoldotta
Abel kérdését: melyek azok az adott foku egyenletek, amelyek gyokok-
kel megoldhatok? Mivel ezek az egyenletek kommutativ helyettesitéses
csoportot alkotnak, Jordan a kommutativ csoportokat Abel-csoportoknak
nevezte.

Megemlitjiik, hogy az algebrai struktturak jellemzésénél fontos szere-
pet jatszanak a direkt szorzatok. Véges sok csoport direkt szorzata is
értelmezhetd csoportként. Izelitéill megemlitjitk a véges Abel-csoportok
alaptételét (Fried, 1989, 4.14. szakasz).
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12.2. tétel. (Abel.) Minden véges Abel-csoport lényegében egyértel-
mien felbonthato primhatvinyrendd ciklikus csoportok direkt szorzatdra.

Ugyancsak Galois otletét kdvetve, Jordan transzformdciokkal repre-
zentdlt csoportokat. Végiill megemlitjiik, hogy 6 volt az elso, aki geometriai
transzformdciok végtelen csoportjdt vizsgalta.

Cayley mar 1849-ben javasolta az absztrakt csoport fogalmat, de ja-
vaslata érdektelenségbe fulladt. Jéval kés6bb visszatért a kérdéskorhoz,
de ekkor nemcsak azt vette észre, hogy permutacidcsoportok helyett lehet
absztrakt csoportokat is vizsgélni, de a megforditast is.

12.3. tétel. (Cayley, 1878.) Minden véges csoport reprezentdlhatd
permutdciocsoporttal.

Dedekind 1877-ben az algebrai szamokat vizsgalva megismételte az
(véges kommutativ) absztrakt csoport megalkotdjanak.

Eugen Netto (1846-1919) éllitotta a vizsgdlatok kézéppontjéba az izo-
morfizmust és a homomorfizmust. Felix Klein (1849-1925) 1872-ben be-
vezette a végtelen transzformacidcsoportokat, és erlangeni programjaban
ezek segitségével osztalyozta a geometridkat. Az integralhaté kozonsé-
ges differencidlegyenleteket vizsgalva, 1870 koriil Sophus Lie (1842-1899)
észrevette, hogy ezek invaridnsak a folytonos transzforméciécsoportokra
(ldsd Smith, 1929, 485-523. o.).

A csoportelmélet 19. szazadvégi népszeriiségét egy Poincaré-idézettel
lehet szemléltetni: ,,A csoportelmélet az egész matematika — megtisztitva
anyagatol és tiszta formajara egyszerisitve.”

12.3. A szabalyos sokszogek szerkeszthetosége

Mar az Okori gorogok is foglalkoztak a szabalyos sokszogek korzével és
vonalzédval torténé szerkesztésével. Ismerték, hogy a trividlis szabalyos
hérom- és négyszogon, valamint a felezéssel, negyedeléssel stb. kapha-
t6 sokszogeken kivil az Otszog is megszerkesztheté (Hajos, 1964, 22.4.
szakasz). Nem tudtdk azonban, hogy hanyoldali szabélyos sokszogek
szerkeszthetdk, illetve nem szerkesztheték. A 19 éves Gauss a kovetkezd
tétellel lepte meg a vilagot:

12.4. tétel. (Gauss, 1796-1801.) Minden n-oldali szabdlyos sokszog
megszerkeszthetd, ha felirhato n = 2%y - - - p, alakban, ahol a > 0, 7 > 0
egészek és pi-k kilonbozé Fermat-primek. (r =0 esetén n = 2%.)
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A legkisebb 1j érték az n = 17, tehat a 17-szogii szabalyos sokszog
megszerkeszthetd. Ezt a vildgra szdélo felfedezést 6rokiti meg Gauss sir-
emléke is. Elvileg a 257- és a 65537-oldalt szabalyos sokszog is megszer-
keszthetd, azonban a technikai nehézségek oriasiak. ,Figyelemre mélto,
hogy akadtak vallalkozok ennek keresztiilvitelére, és nemcsak p = 257-re
(Richelot ezt egy 80 oldalas dolgozatban irta le; egyes forrasok szerint
maga Gauss is elvégezte ezt a szerkesztést), hanem p = 65537-re is (a
J. Hermes altal kapott, Gottingenben 6rzott megoldas egy tekintélyes
méretii bérondot foglal el)” (Gingyikin, 2001, 321. o.).

Gauss csak kimondta, azonban Pierre Wantzel (1814-1848) 1837-ben
be is latta a tétel megforditasat.

Gingyikin (2001, 307-323. és 351-355. o.) a 17-oldali szabdlyos
sokszOg szerkeszthetOségére intuitiv bizonyitast ad. Itt azonban inkabb
Laczkovich (1998, 2—4. fejezet) tomor bizonyitdsat vazoljuk. Kiilon fel-
hivjuk a figyelmet arra, hogy a geometrian és a szdmelméleten kiviil a
linearis algebréra és testbévités elméletére is sziikség volt. Egy szamot
szerkeszthetének neveziink, ha ilyen hosszisagu szakasz szerkesztheto.

A tétel megforditasdnak bizonyitasvazlata. a) Azok és csak
azok a szdmok szerkeszthetok meg, amelyeket raciondlis szamokbdl kap-
hatunk véges sok Gsszeadas, kivonds, szorzas, osztas és négyzetgyokvonas
segitségével.

b) Legyen F' egy komplex szamokbol &ll6 test — ez tartalmazza a
raciondlis szdmok @) testét. Legyen a € F pozitiv, és jelolje F(y/a) az
x + y/a alaki elemek halmazat, ahol z,y € F. Beldthatd, hogy F(\/a)
is test, amely tartalmazza F-et.

c) Legyen F; testek egy boviild sorozata, Fy = @, a; € F; pozitiv, és
F;=Fi1(y/ai—1),i=1,...,n. Ekkor F, elemei is megszerkeszthetSk.

d) Tegyiik fel, hogy az f(x) = x3+px?+qx+r racionalis egyiitthatéji
harmadfoki polinomnak nincs racionalis gyoke. Ekkor f valés gyokei nem
szerkeszthetok meg.

e) Ha egy val6s szdm megszerkeszthet6, akkor algebrai és a foka 2-
hatvany.

f) Ha p péaratlan prim, és ha a szabdlyos p-szog megszerkeszthetd,
akkor p Fermat-prim.

A kulcslépés a kovetkez6: mivel a szabalyos p-szog szerkeszthetd, ezért
e) miatt t = 2 cos(27/p) algebrai, és foka 2-hatviny. Ha

() ()
g=cos|— | +sin|— |,
p p
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akkor t = € + 1 /e is algebrai, és foka 2-hatvdany. De e gyoke az

P —1

r—1

=Pl P2 41

polinomnak, tehat e foka legfeljebb p — 1. Belathatd, hogy pontosan
annyi, tehat ismét e) szerint p— 1 = 27. Ha j nem lenne 2-hatvany, akkor
p Osszetett szam lenne, ellentmondas. O

Végiil kimondjuk a tétel bizonyitasaban latottak harom koévetkezmé-
nyét.

12.1. kovetkezmény. A kockafelezés nem oldhaté meg szerkesztés-
sel.

Bizonyitas. Az x®—2 = 0 egyenlet valos gyoke algebrai, de fokszama
3, nem 2-hatvany, tehdt a 12.4. tétel a) pontja értelmében a gyok nem
szerkeszthet6 meg. O

12.2. kévetkezmény. A 60°-0s szég nem harmadolhato.

Bizonyitas. 2cos3a = (2cosa)® — 3 (2cosa) és 2cos(3-20°) = 1
értelmében f(z) = 23 —3x—1 = 0 valds gyoke 2 cos 20° (v6. 4.1. példaval).
E harmadfokit egyenletnek nincs raciondlis gyoke, tehat a 12.4. tétel
bizonyitasanak d) pontja szerint a 2 cos 20°, azaz a 20° nem szerkeszthetd
meg. O

12.3. kovetkezmény. A szabalyos kilencszég nem szerkeszthetd
meg.

Bizonyitas. Ha a szabalyos kilencszog szerkeszthet6 lenne, akkor a
40°-0s kozponti szog is az lenne, meg annak a fele is, s ez ellentmondana
a 12.2. kévetkezménynek. O

12.4. A parhuzamosok posztulatuma

Mar az ékori gorogokrol szolo 2. fejezetben emlitettitk Eukleidész V. (par-
huzamossagi) posztuldtumat (az axiéma egyik varidansat): adott egyenes-
hez egy kiils6 pontbdl egyetlenegy olyan egyenest lehet hizni, amely nem
metszi az adott egyenest (Playfair, 1795). Mar az 6korban is érezték,
hogy ez a posztulatum kiilénbozik a t6bbitél, bonyolultabb azoknal, és
sokaig ugy vélték, hogy levezethets a tobbi posztulatumbodl és axidéma-
bél. (Az egész szakaszrol lasd Lanczos, 1970 és Prékopa, 2002, valamint
eredeti forrasokat idéz Fauvel-Gray, 1987, 508-537. o.)
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A 17-18. szdzadban tobben megkisérelték az 6t6dik posztulatum bi-
zonyitasat. Elete végén megjelent konyvében Gerolamo Saccheri (1667
1737) indirekt bizonyitassal kisérletezett, és sikeriilt példaul kizarnia azt a
lehet&séget, hogy a haromszog szogeinek 6sszege nagyobb mint 180° (14sd
Smith, 1929, 351-359. o.). Ugyanakkor tévesen azt gondolta, hogy azt a
lehetOséget is sikeriilt kizarnia, amikor a haromszog szogeinek 6sszege ki-
sebb mint 180°. A szdmelméleti részben mar emlitett Lambert 1766 ,/1786-
ban egészen kozel jutott annak igazolasdhoz, hogy lehetséges egy olyan
geometria is, amelyben az 6todik posztuldtum nem érvényes, nevezete-
sen egy adott egyeneshez egy kiils6 pontbdl tobb parhuzamos egyenes is
htizhaté, de visszariadt e forradalmi Gjitastol.

Csak 1830 koriil, egyméastol fiiggetleniil sikeriilt Nyikolaj Lobacsevsz-
kijnek (1793-1856) és Bolyai Janosnak (1802-1860) kidolgoznia a nem-
euklideszi geometridt. A forradalmi Gjitas lényege: feltételezve, hogy az
euklideszi geometria helyes, lehet definidlni egy olyan, ugyancsak logikus
(ellentmondasmentes) geometriai elméletet, amelyben az 6t6dik posztu-
latum nem érvényes (lasd Smith, 1929, 360-374. illetve 375-388. o.).

A részletes ismertetés helyett csupan a nemeuklideszi geometria leg-
lényegesebb képletét kozoljilk: adott AB egyenestdl a tévolsigban levd
C kiils6 pontbdl hizhatéd két killonbozo egyenes, p és ¢, hogy mindkettd
m(a) kritikus szoget zar be az AB-re emelt merdlegessel. Az anndl na-
gyobb szogli egyeneseknek nincs kdzos pontjuk az AB egyenessel, a kisebb
szoget bezardknak van. A kritikus szog értéke

tan 7r(2a) =e “
Az r sugard kor keriilete C, = w(e” — e "). Léthatd, hogy lokalisan
évényes marad az euklideszi geometria: ha a,r ~ 0, akkor 7(0) = 7/2 és
Cy ~ 2rm.

A gondolat forradalmisiagat jol mutatja, hogy amikor Bolyai Janos
apja, Bolyai Farkas (1775-1856) egykori gottingai didktdrsdnak 1832-ben
elkiildte kényvét, benne fia Fiiggelékét, Gauss kitéréen valaszolt: nem
dicsérhetem fiad munkajat, mert akkor sajit munkamat dicsérném. Vald
igaz, hogy Gauss is gondolkodott a nemeuklideszi geometria lehet6ségén,
de nem volt batorsdga el6allni egy ilyen forradalmi elmélettel. A valdja-
ban visszautasité dicséret mindenesetre elvette az eleve magéba zarkézé
Bolyai Janos kedvét a tovabbi matematikai munkatol, és évtizedekkel
késébb megkeseredett emberként halt meg. A Bolyai—Lobacsevszkij-féle
geometria jelent6ségét csak akkor ismerték {61, amikor Riemann 1854-ben
habilitaciés el6adasaban el6allt a Riemann-geometria gondolataval (lasd
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Smith, 1929, 411-425. o.). Ezt a teljesitményt mér az idés Gauss is elis-
merte. Itt emlitjik meg, hogy a nemeuklidészi geometria els6 modelljét
csak joval késébb, 1868-ban alkotta meg Eugenio Beltrami (1835-1900).

De még korunkban is akadnak egyébként kivalé matematikatorténé-
szek, akik fanyalogva értékelik Bolyai és Lobacsevszkij forradalmi 0jita-
sait. Elrettentésiil idéziink egy részt: ,Batorsdgukkal, amellyel egy szo-
katlan geometriat tamogattak, Bolyai és Lobacsevszkij elnyerte szamos
torténész elismerését. FEnnek ellenére munkajuk torténelmi jelentésége
vitathat6. Eredményeik zomét Gauss és kore mar ismerte. Kordbbi pub-
likacidkbdl és személyes kapcsolatok révén ezek az eredmények hozzafér-
heték voltak, legalabbis kodos formédban. Lambert (1766) és Taurinus
(1814) nyomtatasban megjelentek, és Bolyai Janos apja, Bolyai Farkas,
Gauss életre sz6l6 baratja volt, akdrcsak Lobacsevszkij tanara, Bartels.”
(Stillwell, 1989, 259. 0.) A szerz6 mentségére szolgédljon, hogy a megfelels
fejezetet zard két részletes életrajz mégis Bolyaié és Lobacsevszkijé.

Itt jegyezziik meg, hogy Gauss csillagaszati mérésekkel is megkisérelte
ellendrizni az igazsagot: jelentés oldalhosszisdgi hdromszogek szogossze-
gének és a 180°-nak a kiilénbségére a mérési hiba hatdran beliili értéket,
14 szégmasodpercet kapott.

Kiemeljiik, hogy az 1800-1850-es félévszazadban gyotkeres valtozasok
mentek végbe a matematika filozofidjaban. 1800-ban még azt hitték, hogy
a matematika a természetet irja le, és a természet euklideszi. Immanuel
Kant (1724-1804) német filoz6fus szerint az emberrel vele sziiletik a tér és
az id6 hagyomanyos szemlélete. 1850-re viszont mar radobbentek a mate-
matikusok arra, hogy a matematika tobbféle valosagot is leirhat. Talan a
hamiltoni kvaternidk is megingattak a matematikusok konzervativizmu-
sat: lehetnek olyan szdmtestek, amelyekben a szorzds nem kommutativ!
Lehetnek sokdimenziés vektorterek!

12.5. Kontinuumhipotézis

A végtelen halmazok furcsa viselkedésére mar Galilei (1638, 44. o.) is fel-
figyelt, és belatta, hogy a természetes szamok és a négyzetszamok halma-
za kolcsonodsen egyértelmiien leképezhetd egymasra, tehat ugyanannyian
vannak, noha a négyzetszamok valédi (és rdadasul ritka) részhalmazat
alkotjék a természetes szamoknak. Evszdzadokkal késébb, a Fourier-sor
konvergenciatartomanyat vizsgdlva, 1874-ben kezdte el publikdlni Can-
tor a szamossagelméletét. Atvéve Galilei felfogdsat, két halmazt azonos
szdmossagunak nevezett, ha 1étesithet6 koztiik egy-egyértelmii leképezés.



142 Vilogatott fejezetek a matematika torténetébdl

Cantornak a bevezetd analizis el6adasokbdl ismert tételei koziil néha-
nyat bemutatunk.

12.5. tétel. (Cantor, 1874.) A raciondlis szimok szimossdga azonos
a természetes szamokéval, halmazuk megszamldlhato.

12.6. tétel. (Cantor, 1874.) A walds szamok szamossiga nagyobb,
mint a természetes szamoké.

Kivételesen két bizonyitast mellékeliink (Fauvel-Gray, 1987, 579-580.
o. és Laczkovich, 1998, 57. o.).

Bizonyitas. A kezdet k6z6s. Indirekt bizonyitunk. Tegyiik fol,
hogy a valés szamok megszamlalhatok. Kikiiszobolve a raciondlis valds
szamok felirasi kétértelmiiségét, irjuk fol a [0, 1) intervallum valés szamait
mint végtelen tizedes torteket, és szamozzuk meg Oket: a;, i =1, 2,....
Belatjuk, hogy létezik legalabb egy olyan a valés szdm, amely nem tagja
a sorozatnak.

1) Az eredeti bizonyitas 1874-b6l: Legyen I,, egy olyan zart részin-
tervalluma I,_i-nek, amely nem tartalmazza a,-t. Az egymasba ska-
tulyazott I, intervallumoknak éppen Cantor nevezetes tétele miatt van
legalabb egy ko6zos pontjuk. Ha ez a, akkor ez kiilonbozik barmelyik
an-t6l, hiszen a € I, és ay, & I,. Ellentmondas.

2) Erdemes bemutatni Cantor klasszikussa valt 1891-es bizonyfitésat,
amely az in. atlds eljarason alapul, amelyet egyébként du Bois-Reymond
mar 1875-ben alkalmazott mas Gsszefiiggésben. Legyen az i-edik valds
szam tizedesvessz6 utani j-edik jegye a;;. Egy olyan b = (0,b1b2...), 0
és 1 kozti valds szamot konstrualunk, amely nem szerepel a felsoroldsban:
legyen by, = 5, ha agr # 5 és by = 4, ha agr, = 5. Valdban, ez a szam ag-t0l
a k-adik jegyben kiilonbozik, valamint 0 és 1 kozé esik. Ellentmondas. [J

12.2. feladat. Bizonyitsuk be, hogy az algebrai szamok szdmossaga
megszamlalhatd, kovetkezésképpen a transzcendens szamoké nem meg-
szamlalhato.

Taldn még meglepobb volt a

12.7. tétel. (Cantor, 1877.) Az egységnégyzet pontjainak a szdmos-
saga megegyezik az eqységszakaszéval.

12.3. feladat. Bizonyitsuk be a 12.7. tételt!

Olyan paradox volt az eredmény, hogy Cantor azt irta baratjanak,
Dedekindnek: ,,Latom, de nem hiszem”, és megkérte baratjat, hogy el-
lenérizze eredményét.
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Cantor kiterjesztette a miveleteket, és ugyanigy szamolt a végtelen
halmazokkal, mint elédei a végesekkel (v6. Hajnal-Hamburger, 1983).
Felfedezte a 12.6. tétel Altalanositasat, szintén az atlés modszerre té-
maszkodva.

12.8. tétel. (Cantor, 1891.) Minden halmaz részhalmazaibol dllé hal-
maz szdmossaga nagyobb, mint az eredeti halmaz szdmossdga.

12.4. feladat. Igazoljuk, hogy a 12.8. tétel valéban altalanositja a
12.6. tételt.

Cantor sokaig kiiszkodott az an. kontinuumhipotézissel:

12.1. sejtés. (Cantor, 1884.) Nem létezik olyan halmaz, amelynek
szdmossaga nagyobb, mint megszdmldlhato, de kisebb, mint kontinuum.

1884-ben Cantor azt hitte, hogy sikeriilt a sejtés bizonyitdsa, majd azt
hitte, hogy sikeriilt a sejtés cafolata. Hamar rajott, hogy egyik bizonyitasa
sem volt helyes.

Cantor 1895-ben szembesiilt azzal, hogy a végtelen halmazok elem-
zése paradoxonokhoz vezethet, példaul ha az 6sszes halmaz U halmazat
tekintjiik. Egyrészt ez a halmaz is halmaz, ezért eleme sajat magédnak.
Mésrészt a részhalmazainak halmaza, P(U) még ndala is nagyobb szi-
mossagi, ezért P(U) nem eleme U-nak, tehdt U nem tartalmaz minden
halmazt. Bertrand Russelt6l (1872-1970) szarmazik e paradoxon kévet-
kez6 valtozata:

12.2. példa. (Russel, 1905). Tekintstiik azoknak az = halmazoknak
az A halmazat, amelyek nem elemei énmaguknak: A = {z, z ¢ z}. Ha
A € A, akkor A definicidja szerint A ¢ A, ellentmondas. Ha A € A, ak-
kor ugyancsak A definiciéja szerint A € A, ellentmondas. Vagy ahogyan
1918-ban tréfasan megfogalmazta: ,a borbély csak azokat az egyéneket
borotvalhatja meg, akik nem maguk borotvalkoznak. Mit tegyen a bor-
bély magaval?”

Sokszor a folydirat-szerkesztck sem hitték el Cantor eredményeit, és
ilyenkor késleltették a benyujtott cikk publikaciéjat. Vélhetleg nem se-
gitette nézetei gyorsabb terjedését miszticizmusa. ,,Cantor azt hitte, hogy
Isten fedte fel elotte a halmazelméletet, és hogy a halmazok, amelyekrol
beszélt, Isten gondolataban létez6 objektumok. ...A katolikus egyhazhoz
fordul a helyes értelmezésért. Az egyhaz érdeklodott, és ... az illetéke-
sek Ugy dontottek, hogy a halmazelmélet és a transzfinitum joé filozéfia,
osszhangban &ll az egyhaz nézeteivel” (Yandell, 2002, 34. o.).
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Kiulonosen Leopold Kronecker (1823-1891) tdmadta Cantor eredmé-
nyeit, és kétségbe vonta a ténylegesen végtelen halmazok létezését. Oda-
ig ment kétkedésében, hogy az irraciondlis szamokat is szdmiizte volna a
matematikabol. Az egyébként mindent atfogd tudasi Poincaré a rémai
Nemzetkozi Matematikai Kongresszuson, 1908-ban szintén hangot adott
lestijté véleményének: ,,Korabban is talalkoztunk mar paradoxonokkal, ...
amelyek tetszettek volna az éleai Zéndénnak. ...A halmazelmélet egy ér-
dekes patologiai eset, amelyre a kés6bbi nemzedékek mint egy betegségre
tekintenek majd vissza, amelybdol mar kigyégyultak.” 1907-t6l kezdve Lu-
itzen Brouwer (1881-1966), a topolédgia egyik megteremtéje tovibbment,
s az un. intuictonizmus kezdeményezésével megprébélta visszaszoritani a
hilberti axiomatikus irdanyzatot, végsé soron sikertelentil.

A kiutat Ernst Zermelo (1871-1956) és Adolf Fraenkel (1891-1965)
taldlta meg, 1908, illetve 1922 koril, megfelelen leszilikitett axiomarend-
szert alkotva. Ez megfelelo keretet teremtett a halmazelmélet tovabbi
fejlédéséhez. Hilbert 1926-ban a kovetkezo hires kijelentésével védte meg
Cantort: ,,Senki sem Uzhet ki benntinket abbdl a paradicsombdl, amelyet
Cantor teremtett szamunkra.” Igaz, Hilbert tulsidgosan is hitt az axi-
omatikus megkdzelités mindenhatésidgaban. Ahogyan mondta: ,, Tudni
akarjuk, tudni fogjuk!” Ez a remény azonban csalokanak bizonyult.

A matematikai logika fejlédésének 1ij irdanyt adott Kurt Godel (1906
1978) nevezetes felfedezése (1931): minden, az aritmetikdt is magdban
foglalé axiomatikus matematikai rendszerben sziikségszeriien vannak el-
donthetetlen allitdsok. Figyelemre méltd, hogy a bizonyitdsban Cantor
mér emlitett 4tl6s moédszerét alkalmazta. Erdekes, hogy a 12.4. sza-
kaszban targyalt parhuzamossigi axiéma is a Godel-tétel egyik nevezetes
esete.

Ennek fényében kell megitélni a kontinuumsejtés sorsat. Sokaig a leg-
tobb matematikus azt hitte, hogy a kontinuumsejtésre igenlé a valasz:
nincs kozbiilsé szamossagu halmaz. Valéban, Godel 1940-ben igazolta,
hogy a kontinuumsejtés nem cafolhatd: van olyan halmazelméleti modell,
amelyben a sejtés igaz. Viszont Paul Cohen (1934-2007) 1963-ban az ,el-
lenkez6” eredményt igazolta: van olyan halmazelméleti modell, amelyben
nem igaz a kontinuumhipotézis. (Egyébként Péter Rézsa (1969) népsze-
riisit6 konyve 19-22. fejezetében elemi szinten magyardzza el e dolgokat.)



13. fejezet

Mérték és funkcional

13.1. Bevezetés

Az analizis logikai megalapozdsa (8. fejezet) utat nyitott az elvontabb
teriiletek kutatasa felé. A 13.2. szakasz a hosszlisag, a teriilet és a térfogat
altalanositasat megvaldsité mértékelmélet kialakuldsat vazolja. A 13.3.
szakasz a matrixszamitas altalanositasaként létrejovo funkciondlanalizis
fejlédési utjat korvonalazza. Elsésorban Kline (1972) 44. és 46. fejezetére
tamaszkodom.

13.2. A mértékelmélet kialakulasa

A hatarozott integral Riemann-féle elméletének felépitése elég sokaig va-
ratott magéra (8.3. szakasz), de anndl hamarabb kideriiltek elméleti
hidnyossdgai: a) bar nem folytonos fliggvények is lehetnek Riemann-
integralhaték, mar az egyszerli Dirichlet-fliggvény sem integralhatd; b)
bar az egyenletesen konvergens integralhaté fliggvények sorozatdanak ha-
tarértéke is integralhaté, és az integralja az integralsorozat hatarértékével
megegyezik, de koriilményes volt a nem egyenletes konvergencia targya-
lésa.

Az els6 jelentds 1épést Giuseppe Peano (1858-1932) tette meg 1887-
ben, aki bevezette egy sikbeli halmaz belsé és kiilsé teriiletét, mint a
halmazba beleirt, illetve a halmazt lefed6é véges szamu sokszog teriilet-
osszegének a felsé, illetve also korlatjat. (Vegyiik észre a hasonlésagot a
gorbe alatti teriiletet definidl6 als6 és felsé Riemann-osszegekkel!) Ez a
definicié azonban nem oldotta meg a fentebb jelzett nehézségeket.
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A dolog lényegét ragadta meg Borel 1898-ban, amikor az altala mér-
téknek nevezett mennyiség definidlasanal megengedte, hogy a korabbi,
véges sok helyett megszamlalhatd sok nyilt intervallum fedje le a hal-
mazt. A Borel-mérték azonban nem volt teljes (ti. bizonyos nullmértékii
halmazoknak maradtak nem Borel-mérheté részhalmazai), és hidnyzott
az altalanos integral.

A donté 1épést Borel tanitvanya, Henri Lebesgue (1875-1941) tette
meg 1902-ben. Ujitasat legegyszeriibben az egydimenzids esetben szem-
léltethetjiik. Legyen E egy ponthalmaz az [a, b] intervallumon. Fedjiik
le a pontokat olyan véges vagy megszamlalhatéan végtelen sok {d;} sza-
kasszal, hogy E minden pontja valamelyik d; szakasz belsé pontja legyen,
és minden szakasz az [a, b] intervallumban legyen. Beldthatd, hogy a {d;}
szakaszok helyettesithet6k olyan, majdnem diszjunkt {D;} szakaszokkal,
hogy az E halmaz barmely belsé pontja vagy egy D; szakasz bels6é pont-
ja vagy két szakasz kozos hatarpontja. Legyen 6; a D; szakasz hossza.
Ekkor az F halmaz kiilsé mértékét a lefedd halmazok 6sszhosszanak alsé
hataraként definialjuk:

N(E) =inf{) 6| E C U;D;}.

Hasonléan, a halmaz belsé mértéke a b — a és az [a, b] intervallumra vo-
natkozé kiegészité E halmaz kiilsé mértékének a kiilonbsége:

A(E) = (b—a) — M (E).

Nyilvanval6, hogy A.(E) < A*(E). Célszeri egy halmazt mérhetének
definidlni, ha a belsé és a kiilsé6 mértéke megegyezik: A.(E) = A*(E).
Ekkor a kozos érték a halmaz mértéke: \(E) = A\ (F) = \*(E).

Giuseppe Vitali (1875-1932) fedezte fel, hogy minden &ltaldnossag
ellenére, eltoldsinvaridns mérték esetén maradnak mérhetetlen halmazok
(v6. Laczkovich, 1998, 12. fejezettel).

13.1. példa. (Vitali, 1905.) Egy eltoldsinvarians mértéket lehetetlen
kiterjeszteni a [0, 1] intervallum Gsszes részhalmazara. Valéban, soroljuk
be egy osztalyba az intervallumnak azokat a pontjait, amelyek kiilonb-
sége valamilyen raciondlis szam. Valasszunk ki a fenti osztdlyok mind-
egyikébdél pontosan egy elemet (itt felhasznaltuk a kivalasztasi axiémét).
A kapott kontinuum-szédmossagia X halmaznak nem lehet mértéke. In-
direkt bizonyitas: szamozzuk meg az intervallum raciondlis szamait, és
legyen rg = 0. Mivel az r, raciondlis eltolassal az X atmegy egy masik
X, halmazba, ezért A(X) = A(X,,). E megszdmldlhatéan sok diszjunkt
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halmaz egyesitése az intervallum: I =5, X,, tehat \(I) = >, A(X,), s
ez ellentmondas.

A mérték targyalasa utan Lebesgue bevezette a mérhet6 fiiggvény
fogalmat: Egy f : [a, b] — [c, d] fuggvényt mérhetének neveziink, ha
tetszéleges A valds szémra az {z| f(z) > A} fels§ szinthalmaz mérhet6.

Egy népszertisito eldadasaban Lebesgue a kovetkezé szemléletes pél-
dat hozta integralfogalmara. Gondoljunk egy pénztarra, ahol 6sszevissza
vannak rakva a kiilénb6z6 cimleti pénzek. Ahelyett, hogy ebben a vélet-
len sorrendben Osszeadnank éket (mint a Riemann-integralnal tessziik),
rakjuk el6szor egybe az azonos cimletli pénzeket, szamoljuk meg az egyes
csoportokban 1év6 bankjegyek szamat, szorozzuk meg ezt a cimlet érté-
kével, és a részosszegeket Osszeadva hatdrozzuk meg a pénztarban 1év6
pénz Osszegét.

Komolyra forditva a szét: Tekintsiink egy f : [a, b] — [c, d] mérhet
fiiggvényt, és osszuk ol a [c, d] szakaszt n részre: ¢ = yp < y1 < -+ <
Yn—1 < yn = d. Legyen E; = {z]|y; < f(x) < yit1}, és képezziik az

Sn=Y_Yi-1A(E) és Sn =Y yi\(Ei)
=1 =1

téglanyosszegeket. Az f fliggvényt Lebesgue-integrdlhaténak nevezziik, ha
a felosztas tetszdleges finomitasaval a két 6sszeg kozos értékhez konvergal:

b
lim s, = lim S :/a f(z)dz.

n—oo

Egy 1j fogalom bevezetésekor az elsé dolog megmutatni, hogy az 1j
fogalom altaldnositja a régit.

13.2. példa. A Dirichlet-fiiggvény Lebesgue-integrdlja létezik, és
értéke 0.

13.1. tétel. (Lebesgue, 1902.) Ha egy korldtos és mérhetd figgvény
Riemann-integralhato, akkor Lebesgue-integralhato, és a két érték azonos.

Mostantol fogva az integralhatésag Lebesgue-integralhatdsiagot jelent.

De a Lebesgue-integral igazi ereje a bonyolultabb esetekben mutat-
kozik meg, amikor végtelen fiiggvénysorozatokrol vagy fiiggvénysorokrol
van szo.
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13.2. tétel. (Lebesgue, 1902, domindlt konvergenciatétel.) Ha mér-
hetd és integralhato figguények {fn} sorozata konvergdl egqy f figgvény-
hez, és létezik egy mérhetd és integrdalhaté g fligguény, amely majordlja
a sorozat minden tagjit: |fn| < g, akkor az f figgvény is mérhetd és
integrdlhato, és integrdlja egyenld az integralok hatdrértékével:

lim /fn(x) d:c:/f(x) dx.

n—oo

Megjegyzés. Riemann-integralokra ez a tétel csak egy kiegészitd
feltevés mellett igaz, nevezetesen ha a hatarértékfiiggvény is Riemann-
integralhaté (Arzela, 1885).

Mar a Riemann-integralhatosagnal sem feltétleniil igaz a Newton—
Leibniz-képlet, példdul f(z) = sign x Riemann-integralhaté a [—1, 1] sza-
kaszon, de az integralfiiggvény, F'(x) = |x|—1 nem derivalhaté = = 0-ban.
Természetesen sokkal bonyolultabb a helyzet a Lebesgue-integral eseté-
ben, de mégis igaz a

13.3. tétel. (Lebesgue, 1904.) a) Ha f integrdlhatd az [a, b] szaka-
szon, akkor

F(a:):/;f(t)dt, 0<z<b

majdnem mindeniitt derivalhato, és a derivalt értéke azonos az integran-
dussal, azaz F'(x) = f(x) majdnem mindenditt.

b) Megforditva, ha egy g fiiggvény derivalhaté az [a, b] szakaszon, és
derivdltja, ¢' = f korldtos, akkor f integrdlhatd, és majdnem mindeniitt

o) = 9(a) = [ ") dt.

Lebesgue kovet6i — példaul Vitali és Pierre Fatou (1878-1929) — je-
lentésen tovabbfejlesztették a mértékelméletet, de ennek kifejtése megha-
ladja a konyv kereteit. Itt csak annyit jegyziink meg, hogy bar Lebesgue
eredményei 6nmagukért beszélnek, kortarsai koziil sokan nem értették
meg (vO. a 8. fejezet végi Székefalvi-Nagy-idézettel).

Nemcsak a régi iskola vezetoi ellenezték az 1j eredményeket, de még
Borel sem értékelte kelloképpen tanitvanya eredményeit. Emiatt a két
orids kozott hamarosan megszakadt a barati kapcsolat.

13.3. A funkcionalanalizis sziiletése

A modern mértékelmélet kialakitasaval parhuzamosan fejlodott a funkci-
onalanalizis, amely az integralegyenletek elméletébdl nott ki.
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Integralegyenletekkel mar a kézonséges differencidlegyenleteknél is ta-
lalkoztunk, hiszen az

z = f(t,x), xo adott

kezdetiérték-feladat felirhat6 a kévetkezd alakban is:
t
z(t) = z0 + / f(s,z(s))ds, 0<t<T.
0

Vegyiik észre, hogy a feladat megoldédsa a folytonos fiiggvények C[0, T
terén definialt x(¢)-hez rendelt

y(t):$o+/()tf(s,x(s))ds, 0<t<T

leképezés egy fixpontja.

Hasonldan integralegyenletekkel taldlkozunk a Laplace-transzforméacio
esetén (9.3. szakasz), amely a valészinliség-szamitasban (10. fejezet)
szereplo karakterisztikus fiiggvénnyel kapcsolatban jatszik fontos szere-
pet. Szamunkra viszont most egy masik fajta integralegyenlet érdekes,
amellyel Vito Volterra (1860-1940) 1884-t61 kezdve foglalkozott. Az [a, b]x
[a, b] négyzeten adott a K magfiiggvénnyel definiélt integralegyenlet:

F(s) = d(s) — / " K(s,8)6(t) dt, ahol K(s.t) =0, hat > s,

ahol szerepcserével f(s) az ismert, ¢(s) az ismeretlen fiiggvény. A foko-
zatos megkézelitések mddszerét alkalmazva, Volterra bevezette az

b
fue) = [ K00 di
a
sorozatot, és a

o(s) = F(5) 13 (o)
p=1

alakban taldlta meg a megoldast. Ivar Fredholm (1867-1927) tovabb
folytatta az integralegyenletek kutatdsat, és szamos érdekes eredményt
kapott 1900-t61 kezdve.

A donto 1épést azonban Hilbert tette meg, aki el6szor is szabatossé
tette Fredholm heurisztikus megoldaséat (akarcsak Lagrange Eulerét, vo.
a 7. fejezettel). A Volterra-féle egyenletet altalanosité

b
£(s) = ds) — A / K (s,8)6(t) dt
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integralegyenletet vizsgélta, ahol a K magfiiggvény folytonos.
A 6.3-6.4. szakaszban bevezetett sajatvektor altalanositasaként egy ¢
fliggvényt sajdtfiggvénynek neveziink valds vagy komplex A\ sajdtértékkel,

ha
5) = )\/abK(s,t)qb(t) dt

A {¢P} sajétfiggvényrendszert a komplex szamok teste f6lott ortonor-
mdltnak nevezzik, ha

/qsp () dt = 6,4,

ahol T az x szdm komplex konjugaltja, és 9, , a Kronecker-delta: értéke
1, ha p = q, és 0 egyébként.

Hosszabb vizsgalatok utan Hilbert a tanitvanyaval, Erhard Schmidttel
(1876-1959) a kovetkezé tételt bizonyitotta be.

13.4. tétel. (Hilbert-Schmidt, 1901-1906.) Ha minden folytonos g

fiiggvényre tekintjik az
b
_ / K (s, t)g(t) dt
a

leképezést, akkor f felirhato egy végtelen sorként:

s) =D cpd’(s)
p=1

ahol {¢P} ortonormdlt sajatfigguény-rendszere K -nak,

[ e

Megjegyzés. Maés szoval, az f figgvény eloallithaté egy un.
daltalanositott Fourier-sorként, ahol ¢, a p-edik altalanositott Fourier-
egyutthato.

A hataratmenettol fiiggetleniil Hilbert megvizsgdlta a végtelen sok

o
r,y) = Z kp,qTpYq

p,g=1

t)dt =6 qescp—/ P (s)

valtozos

bilinearis alakot, ahol k,, egyiitthatok, és x,,y, valtozok. Eltekintve

a folytonos sajétértékek kérdésétdl, tegyiik fol, hogy 7% 1 [kp 4l < o0
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Ekkor a bilinearis alak a fotengely-transzforméaciohoz hasonlé Schmidt-
féle ortogonalizalassal kvadratikus alakra hozhato:

K(a:, .CC) = Z kp’xp|27
p=1

ahol ky, a p-edik sajétérték reciproka, és > 0% |2,|* < 0o. Az ilyen soro-
zatok vektorterét [s-térnek nevezik.

Ezen fogalmak segitségével Hilbert szabatossa és egyszertibbé tette az
integrélegyenletek targyaldsat.

Egymaéstdl fiiggetleniil, de egyidGben ezen a ponton 1ép be a matema-
tikatorténetbe Riesz Frigyes (1880-1956) és Ernst Fischer (1875-1959),
akik a Hilbert altal vizsgalt folytonos fliggvények helyett a négyzetesen
Lebesgue-integrdlhato figgvények joval tagabb terét vizsgaltdk, ennek jele
L?. Talan legjelentSsebb felfedezésiik a

13.5. tétel. (Riesz—Fischer-tétel, 1907.) Legyen {¢,} € L? ortonor-
malt rendszer az [a, b] szakaszon és {ap} komplex szdmok sorozata. Ek-
kor 3, |ap]2 < 0o sziikséges és elégséges feltétele annak, hogy létezzék egy
olyan f € L? fiigguény, amelynek Fourier-egyiitthatdi ap-k, és a Fourier-
sor pontonként konvergdl.

Megjegyzés. Ez a tétel egy-egy értelmii megfeleltetést (s6t, izomet-
riat) létesit a komplex valtozés L? tér Fourier-egyiitthatéinak sorozata és
az [? tér kozott.

Ezzel mar elérkeztiink a funkcionalanalizishez. Funkciondmak neve-
ziink egy olyan leképezést, amely egy fiiggvényhez egy valés vagy komplex
szdmot rendel (7. fejezet). Altaldnosabban, linedris operdtornak neve-
ziink egy leképezést, amely két fiiggvénytér kozott 1étesit linedris leképe-
zést. Altaldban linedris terekrél van szo.

Hosszu kisérletek utan 1907-ben vezette be Maurice Fréchet (1878-
1973) az absztrakt terek és funkciondlok fogalmét. Itt csak a metri-
kus teret emeljiik ki, amelyben a d tavolsag kielégiti a kovetkezOket:
d(z,y) nemnegativ valés szam, d(z,y) = 0 pontosan akkor, ha x = y;
d(z,y) = d(y, x) (szimmetrikus) és d(z,y) +d(y, z) > d(z, z) (hdromszog-
egyenl6tlenség).

13.3. példa. A folytonos fiiggvények Cfa, b] tere metrikus tér, ha
d(f,g9) = max{|f(x) — g(z)| : a < x < b}. Itt a pontonkénti konvergencia
helyett a 8.3. szakaszban targyalt egyenletes konvergencia szerepel.
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Figyelemre mélto, hogy Fréchet szamos érdekes tételt be tudott bizo-
nyitani absztrakt terekre és funkcionalokra, példaul azzal, hogy altaldno-
sitotta a derivalt fogalmat.

Egyetlenegy tételt emeliink ki a metrikus terekre vonatkozé tételek
koziil, Stefan Banach (1892-1945) kontrakciés elvét. Egy f : X — X
leképezést kontrakcionak (zsugoritasnak, 6sszehiizdsnak) neveziink, ha 1é-
tezik egy olyan 0 < ¢ < 1 valds szam, amelynél kisebb a képpontok és a
targypontok tavolsaganak a hanyadosas:

d(f(z), f(y)) < qd(z,y).

13.6. tétel. (Banach-féle fixponittétel, 1922.) Legyen X eqy teljes met-
rikus tér. Ha az f : X — X leképezés kontrakcio, akkor létezik egyetlenegy
fizpontja: x* = f(x*), s e firpont a kovetkezd természetes iterdcidval szd-
mithato ki: xpmi1 = f(xm), m =0, 1,..., ahol xg tetszbleges kezddpont,
és ¥ = limy,—vo0 Tpy-

Bizonyitas. a) Egyszerti becsléssel beldthatd, hogy tetszéleges xq
kezdépontbdl inditva az iteraciot, az {x,,} sorozat Cauchy-sorozat, tehat
a tér teljessége miatt konvergdl egy ponthoz, példdul z*-hoz, amely a
fliggvény folytonossdga miatt fixpont.

b) Nem lehet két fixpont. Indirekt: z* = f(x*), y* = f(y*), * # y*.
Ekkor d(z*,y*) > 0 miatt

d(z*,y") = d(f(z%), f(y")) < qd(z",y") < d(z",y"),

ellentmondas. g

Egy feladattal és egy példaval szemléltetjiik az absztrakt fixponttétel
hatoerejét.

13.1. feladat. A négyzetgyokvonas babiloni algoritmusa (2.1. példa)
a négyzetgyok megfelel6 kornyezetében kontrakcid, tehat konvergens.

13.4. példa. A kozonséges differencidlegyenletek numerikus megol-
dasara hasznélt fokozatos megkozelitések modszere, a kezdetiérték-feladat
megoldasa létezésének és egyértelmiiségének modern bizonyitasa is abszt-
rakt nézépontbdl a fixponttételen alapul, a névadék Emile Picard (1856—
1941) és Ernst Leonard Lindelof (1870-1946). Valdban, a szakasz elején
bevezetett leképezés a szokdsos Lipschitz-feltétel mellett megfelelen ki-
csiny [0, T'] szakaszon kontrakci6. Az

t
Tmy1(t) = o + / f(s,zm(s))ds, m=0,1,2,...
0
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fliggvénysorozat pedig elméletileg is, és gyakorlatilag is fokozatosan, de
eléggé gyorsan megkozeliti a differencidlegyenlet egyértelmii megoldasat.
Természetesen Picard 1890-ben és Lindel6f 1894-ben a specialis tételt spe-
cialis eszkozokkel bizonyitotta be. Valdszinlileg a konkrét tétel ismerete
az absztrakt tétel kimondasanal és bizonyitasandal is szerepet jatszott.

Visszatériink az integralegyenletekbdl kinévo elméletre. Tulajdonkép-
pen Schmidt volt az els6, aki elszakadt az integrdlegyenletektol, és alta-
lanossagban definialta a Hilbert-teret. O vezette be a jelolést a komplex
elemii z = (z1,..., 2p,...) végtelen dimenzids vektor normdjara:

o

> %7
Jj=1

és a z és w vektorpar skaldrszorzatara:

oo
(z,w) = Z 25 .
j=1

121l =

1907-ben Schmidt észrevette, hogy a négyzetesen Lebesgue-integralhato
fliggvények terének geometrija teljesen azonos a végtelen sorozatok Hilbert-
terének geometriajaval. Ez a tér a véges dimenzids euklideszi tér végtelen
dimenziés altalanositasa.

Kénnyen beldthaté, hogy az L? Hilbert-térben két fiiggvény tavolsagat
célszeril a kovetkezOképp definialni:

d(f.9) = \//ab |f(x) = g(2)|? da.

A skalarszorzat pedig

()= [ 1w as

Két figgvényt ortogondlisnak neveziink, ha (f,g) = 0. A figgvény nor-
mdaja és a skaldrszorzat kozti kapcsolatot

LfI] = d(f,0) = \/(f; ])

adja.

13.2. feladat. Legyen A az integraloperdtor. Irjuk fol az integrél-
egyenletet operatorként, és az (I — A)~! rezolvens segitségével oldjuk
meg az egyenletet!
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Fréchet azt is belatta, hogy ha U(f) egy linearis funkcional az L?-n,
akkor létezik egy lényegében egyértelmii v € L? fiiggvény, amelyre

v = [ feute) o

Hamarosan kialakult a Hilbert-tér operatorainak elmélete is, amely
az integralegyenletek targyalasat jelentésen egyszertsitette. Példaul az

b
(AR @) = [ Ky f ) dy
a
leképezés linedris, hiszen tetszOleges f és g fiiggvényre és «, B komp-
lex szamra a két fiiggvény linearis kombindcidjanak a képe megegyezik a
képek linedris kombinacidjaval: A(af + Bg) = a«Af + BAg. A szimmetri-

kussdg komplex dltaldnositdsa az onadjungaltsag, azaz (Af,g) = (f, Ag)

feltétele, hogy a k magfiiggvény 6nadjungalt legyen: k(z,y) = k(y, x).
1910-ben vezette be Riesz az L?-nél altaldnosabb LP teret, azoknak a

fliggvényeknek a halmazat, amelyek abszolit értékének a p-edik hatvanya

Lebesgue-integralhatd, (p > 1). Itt a fiiggvény normdja

b 1/p
11l = {/ !f\”dw} .

Az L? tér operdtorai helyett az dltaldnosabb LP tér operatorait vizsgalva
felfedezte, hogy a 1/p+ 1/q = 1 esetén az L7 tér az LP tér dudlis tere a
kovetkez6 értelemben: Legyen T egy olyan linearis operator, amelyre

| fllp < oo és ||Tfll, < oo.

Ekkor tetszéleges g € Le-ra az

[ gt i

kifejezés egy funkciondlt definidl LP-n, tehat 1étezik 1ényegében egy olyan
1 € L9, amelyre

b - b .
(@f.9)= [ TU@)s) de = [ £(@)i) da.

Ekkor a ¢ = T*g altal definialt operdtor a T" operator adjungdltja.
Ujabb fordulatot jelentett a mar emlitett Banach munkassiga, aki
1920-1922 kozott a skalarszorzattal definidlt norméja Hilbert-tér helyett
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bevezette az &dltaldnosabb, (teljes) linedris normdalt teret, amelyet ma
Banach-térnek neveziink. (A teljesség kedvéért megemlitjiik, hogy téle
fiiggetlentil és vele egy id6ben vagy akar korabban, Hans Hahn (1879—
1934), Eduard Helly (1884-1943) és Norbert Wiener (1894-1964) is ha-
sonlé felfedezéseket tett.) Megmutathatd, hogy az LP terek Banach-terek,
de koziilitkk csak az L? tér Hilbert-tér. De a differencidlegyenletek meg-
oldasakor emlitett folytonos fliggvények tere is Banach-tér, ahol a norma
1f]] = max{|f] :a < = < b}.

Kline (1972, 46.4. szakasza) szerint a fiiggvényterek és operatoraik el-
mélete az 1920-as években csak 6ncélu absztrakcid volt, és Hermann Weyl
szavai szerint ,nem érdem, csak szerencsénk volt, hogy 1923-t6] kezd-
ve felfedezték, hogy a Hilbert-tér spektralelmélete a kvantummechanika
megfelel6 matematikai eszkoze.” Schrodinger és Heisenberg fizikai elem-
zésére épitve, és Diracot kovetve, a fiatal Neumann Janos (1903-1957)
1927-ben kidolgozta a Hilbert-tér és operatorai elméletének axiomatikus
alapjait, amely konyv alakban Neumann (1932) jelent meg. Azéta is ezt
az elvont fogalmat értjiuk o Hilbert-téren.

E modern eszk6zok segitségével a Fourier-sorok konvergencidjira Len-
nart Carleson (1928-) tette fel a koronat:

13.7. tétel. (Carleson, 1966.) Egy négyzetesen integrdlhatd fliggvény
Fourier-sora majdnem mindeniitt konvergens.






14. fejezet

A tarsasjatékoktol a
gazdasagi viselkedésig

14.1. Bevezetés

Az emberek 0sid6k 6ta szeretnek jatszani, és a matematikusok mar tobb
évszazada foglalkoznak a jatékok matematikajaval (v6. 11.1. példaval).
A 20. szazad elején a matematikusok késztetést éreztek arra, hogy minél
szélesebb korre terjesszék ki a matematika hatékorét, és vélhetéleg igy
sziiletett meg a modern jatékelmélet.

A jatékelmélet a 20. szazad jellegzetes alkotasa, és sziiletésénél a
kor nagy matematikusai, Zermelo, Borel, Neumann és Nash babaskod-
tak. Rovid torténeti attekintésiinkben a torténeti sorrendet felboritva,
a 14.2. szakaszban a kétszemélyes nulladsszegii jatékok Neumann-féle
minimax-tételét vazoljuk, majd a 14.3. szakaszban kitériink a soksze-
replés altaldnos (nem nulladsszegii) jaték Nash-egyensulydra, és csak a
14.4. szakaszban korvonalazzuk Zermelo extenziv alaki jatékokra vonat-
koz6 elméletét. Végiil a 14.5. szakaszban utalunk a tovabbi fejlédésre.
Magyar nyelven jé bevezet6t ad Gibson (1992) és Forgé et al. (2006).
Neumann szerepérdl rovid osszefoglalét ad Simonovits (2003) és Koczy
(2006), a Nash-torténetet elmélyiilten targyalja Nasar (1998) (v6. Simo-
novits, 1999), amelyrdl egy eléggé hiteltelen Oscar-dijas film is késziilt.
Kivalé torténeti attekintést nyujt Leonard (1995), akitél a fejezetcimet is
kolcsonoztem. Mivel a téma nem része a szokasos matematikai tananyag-
nak, nem tételezziik fol a jatékelmélet elOzetes ismeretét.

157
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14.2. Kétszemélyes nullacsszegii jatékok

Neumann Janos a 20. szazad egyik legjelent&sebb polihisztora volt. 1926-
ban elméleti fizikusként Németorszdgban dolgozott, és éppen a kvantum-
mechanika axiomatizalaséval foglalkozott, amikor Emile Borel 1921-t81
kezd6do probélkozasain tullépve, megalkotta a kétszemélyes, zéroosszegii
jatékok elméletét.

Neumann el0szor bevezette a kétszemélyes jaték normdlalakjdat. Eb-
ben az alakban eltekintiink a lépések idObeliségétdl. Legyen s; valds szam
vagy vektor az i-edik jatékos lépéssorozata, egyszeriibben: stratégidja, és
S; a stratégiahalmaz, ¢ = 1, 2. Figyelembe vessziik, hogy az i-edik jatékos
u; nyeresége — valdés szam — nemcsak sajat, hanem ellenfele stratégiajatol
is fugg: w;(s1,s2), i = 1, 2. Nulladsszegii jatékra szoritkozva, feltessziik,
hogy ua(s1, s2) = —ui(s1, s2). Egyelére elhagyva a nyereségfiiggvény in-
dexét, u(sy, s2), illetve —u(s1, s2) az 1. és a 2. jatékos nyeresége.

Neumannnak mindenekel6tt definidlnia kellett egy jaték egyensilyat.
A kovetkezo6 érveléssel az in. minimaz-megoldast valasztotta.

Gondolkodjunk az 1. jatékos fejével: ha & si-et 1ép, a 2. jatékos
egy legjobb vdlasszal él: so = ba(s1), amelyre —u(sy, s2) maximalis, azaz
u(s1, s2) minimalis:

u(s1,b2(s1)) = sl;neigl2 u(s1,s2).

Hasonlban, a 2. jatékosnak az so valasztasakor az 1. jatékos legjobb
valaszaval kell szdmolnia: s1 = b1(s2), azaz (mivel itt nincs negativ elgjel)

u(by(s2), s2) = gleagcl u(s1,s2).

c s 2

(s7,s3) € S1xS; stratégiapar, amelynek elemei az egymaésra adott legjobb
valaszok, azaz

u(s],b2(s7)) = min u(s],s2) és u(bi(s3), s5) = max u(sy, s3),
52€852 51€51

akkor az (s7,s3) stratégiapart egyensilynak nevezziik. Belathaté, hogy
ekkor teljesiil a kovetkezd, minimaz-egyenloség is:

max min u(sy,S2) = min max u(sy, s2)
51€S51 52€852 ’ 52€852 51€851 ’ ’

sot a két allitas ekvivalens.
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A jobb megértés kedvéért tekintsiik a legegyszeriibb esetet, amikor
mindkét jatékos két-két dontés kozott valaszthat: az 1. jatékos Fel (F)
vagy Le (L) lép, a 2. jatékos viszont Balra (B) vagy Jobbra (J). Erdemes
a jaték adatait az Gn. kifizetési mdtrizhba rendezni (14.1. téblazat), ahol
az uj valos szam jeloli az u értékét, ha az 1. jatékos a j, a masodik a k
stratégiat valasztja.

14.1. tablazat. Kifizetési madtrix

2. jatékos Bal Jobb

1. jatékos
Fel UFB UpJg
Le urLp  ULjg

Mikor lesz az (F,B) par minimax-egyensily? Ha up; > upp > urp.
Persze lehetséges, hogy mas par alkot egyensulyt, s6t lehetséges tobb
egyensily is. Mit tegyiink azonban, ha nem létezik egyensily?

14.1. példa. Fej vagy irdas. Két jatékos egyidejiileg és egymastol
fliggetleniil dontve elhelyez egy asztalra 5-5 Ft-os érmét a Fej vagy az
Iras oldalra forditva. Ha azonos oldalt vilasztanak, akkor az 1. jatékos
nyer; ha pedig kiilonb6zot, akkor a 2. jatékos, mindkétszer 5 Ft-ot. A
fej-vagy-iras jatékban nem érvényes a minimax tétel: max minu = —5 és
min max u = 5.

Ro6vid gondolkodéas utan rajohetink arra, hogy ebben a példaban mi-
ért nem létezik minimax-megoldés: a jatékosok gondolatban el6re kiis-
merik egymas szandékat. Hogyan lehetne megszabadulni a problématol?
Véletlenszeriien kell valasztani az egyes stratégidkat. Példaul mindkét
jatékos pénzfeldobassal donti el, hogy mit vilaszt. Ez elvezet a kevert
stratégia fogalmahoz: tegyiik fol, hogy az i-edik jatékos eredetileg véges
sok Un. tiszta stratégiat jatszhat: s, j = 1, ..., J;, és rendeljiink o;
valbszintiséget az sg stratégidhoz. Ezek halmaza AS;, i =1, 2. (A fizikai
ismeretekkel rendelkez6 Olvasé figyelmét felhivjuk arra a tényre, hogy a
kvantummechanikdba Neumann vezette be a tiszta és a kevert allapot
megkiilonboztetését, és ez bizonyara segitette Neumannt a jatékelméleti
feladat megoldasaban, vo. 13.3 szakasszal.) A két jatékos egymédstol fiig-
getleniil jatssza a 01,09 stratégiat. Keverés esetén ekkor az 1. jatékos
varhaté nyeresége

J1 J2

u(or,02) = Y 01,502 pu(s], s5),

j=1k=1
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a 2. jatékosé pedig az ellentettje. Az altaldanositott egyensuly a kevert
stratégiakra vonatkozik.

14.1. feladat. Bizonyitsuk be, hogy a 14.1. példdban a 011 = 091 =
1/2 keverés altalanositott minimax-egyensulyt ad!

Neumann belatta a kovetkezo tételt:

14.1. tétel. (Neumann, 1928.) Véges elemszami tiszta stratégiahal-
mazok esetén a kétszemélyes nulladsszegt jatéknak mindig van egyensilya
a kevert stratégidk kézitt.

Megjegyzés. Neumann bizonyitasa az 1913-as Brouwer-féle fix-
ponttételhez hasonlé meggondolason alapult, de késébb kimutattik, hogy
a tétel egyszeriibben is igazolhato, a linearis programozasbdl ismert, 1902-
ben keletkezett Farkas-tétellel. Emlékeztet6iil: Farkas Gyula (1847-1930)
a matematikai fizika vilaghiri miveldje volt.

14.3. A tobbszemélyes valtoz6 Osszegii jatékok

Mar Neumann is felismerte, hogy mennyire megszorito a kétszemélyes,
nulladsszegli (vagy kissé altalanosabban, dllandé Gsszegii) jaték fogalma,
de nem talalta meg a megfelel6 altalanositast. 1951-ben a 23 éves prince-
toni doktorjelolt, John Nash (1928-2015) viszont mindkét megszoritastol
megszabaditotta a jatékelméletet. (Szomori, de igaz, hogy Neumann
eléggé fanyalgott, amikor Nash elmondta neki korszakalkoté felfedezését.
Szerencsére a Svéd Akadémia tagjai 43 évvel késébb nagyvonalibbak vol-
tak: 1994-ben Nash megosztott kozgazdasagi Nobel-dijat kapott.)
El6szor vazoljuk az altalanos keretet, majd megadjuk a Nash-egyensily
fogalmat. Legyen n > 2 természetes szam a jatékosok szama, indexiik
i=1,2,...,n. A képletek egyszertisitése céljabdl jeldlje a ,,t0bbi” ja-
tékos stratégiaprofiliat s—; = (S1,...,8i—1,S8i+1s---,5n). Ekkor az i-edik
jatékos nyereségfiiggvénye a sajat stratégidaja és a maradék stratégiapro-
fil figgvénye, jele: u;(s;, s—;). (Figyelem: az n szdmu nyereségfiiggvény
Osszege altaldban nem 0, s6t nem is allandé.) Egy (s7, ..., sj,) stratégia-
vektort Nash-egyensulynak neveziink, ha adottnak véve a tobbi jatékos

ui(si,s*,i) < ui(sf,sii), s; €55, 1=1,2,..., n.

Kevert stratégia esetén s; € S; helyett mindeniitt o; € AS; szerepel.
Egy definicié akkor értékes, ha nem iires. A Nash-egyensuly fogalma
mérpedig nem iires:
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14.2. tétel. (Nash, 1951.) Eqgy véges sok tiszta stratégidji, n-személyes
jaték esetén létezik legaldbb egy (dltaldban kevert) Nash-egyensily.

Bizonyitas. Legyen a b;(0_;) halmaz az i-edik jatékos legjobb véla-
szainak halmaza, réviden, legjobb valasza a o_; € AS_; 1épésre. Ekkor
a Nash-egyenstly definicidja atfogalmazhaté: of € b;(c*,), i =1, ..., n.
Hozzuk létre az egyesitett legjobbvalasz-leképezést: b(o) = bi(o_1) X
o X by(0_p). Feltevéseink mellett a b legjobbvélasz-leképezés 1étezik, és
aAS = AS]x---xAS, stratégiahalmazt 6nmagéaba képezi le. Shizou Ka-
kutani (1911-2004) japan-amerikai matematikus 1941-ben fixpont-tételé-
ben pontértékii leképezések helyett halmazértéki leképezésekre altalano-
sitja a Brouwer-féle fixponttételt — ekkor létezik legaldbb egy fixpont:
o* € b(o*), amely nyilvinvaléan Nash-egyenstily. O

Megjegyzés.  Belathato, hogy a kétszemélyes nulladsszegli jaték
esetén a Nash-egyensiily a Neumann-féle minimax-egyenstlyra egyszerii-
sodik! (Tehat a 14.2. tétel a 14.1. tétel dltalanositésa.)

A jaték, kiilonosen egy tarsasjaték, szimmetridja nyilvanvaléan érde-
kes. Egy kétszemélyes jaték szimmetrikus, ha ui(o1, 02) = ua(o2,01).

14.2. feladat. a) Igazoljuk, hogy a 14.2. tétel feltevései mellett 1étezik
szimmetrikus Nash-egyensily: o] = 03! b) Igaz-e, hogy minden Nash-
egyensily szimmetrikus?

Megfelel6 technikai feltevések mellett a 14.2. tételbdl elhagyhaté a
véges szamu tiszta stratégia feltevése (v6. Nikaido-Isoda, 1955). Errdl
szol a 14.2. példa.

14.2. példa. Szimmetrikus oligopol (néhany szereplés) piac. Egy ho-
mogén termék piacian n vallalat tevékenykedik, egységkoltségiik egyarant
c. Legyen az i-edik vallalat termelése ¢;. Az Osszkibocsatas @ = ), gi.
Tegytik fol, hogy ennyi termék a piacon p aron kel el, ahol Q(p) = a — bp.
(A piac keresleti fiiggvénye linedris, inverze p(Q).) Foltessziik, hogy
a > be, azaz p = ¢ 6nkoltségi arhoz tartozo kereslet pozitiv. Antoine Au-
gust Cournot (1801-1877) 1838-as eredményének altalanositdasabol adodik
a Nash-egyensily, ahol minden i-re adottnak véve a tobbi vallalat don-
tését, minden vallalat maximalizalja a sajat profitjat. (Erdekes, hogy a
szamelméleti és valdsziniiség-szamitasi munkaja miatt méar emlitett Ber-
trand 1883-ban egy alternativ elméletet dolgozott ki: a vallalatok nem
mennyiségben, hanem arban versenyeznek egymassal, és ezen az alapon
egészen més eredményt kapott, mint Cournot.) Képletben: alkalmaz-
va a ¢ = (gi,q—;) folbontast, legyen az i-edik vallalat profitfiiggvénye
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mi(qi, q—i) = [p(Q) — c]g;. Ekkor a ¢* vektor Nash-egyenstily, ha minden
i-re és minden g;-re

Esetiinkben a Nash-egyenstuly kiszamithat6: az egyes véllalatok ki-
bocsitasa azonos, és a Q*(n) = ngj(n) Osszkibocséatds, valamint az ar

rendre
n(a —be) a + nbe

n+1 esp*(n)z <

Q" (n) = CE

Erdemes kiszamitani az egy véllalatra juté profitot és az sszprofitot:

a — 0cC 2
i) = (0" () = )ai(n) = (oo 6 T1°(n) = i) =

n(a — be)?
(n+1)2"

A vallalatok szamanak korlatlan noévelésével az ar tart a koltséghez, és az
egyéni, illetve az 6sszprofit 0-hoz.

14.4. Az extenziv alaku jatékokrol

A halmazelmélettel kapcsolatban emlitett Zermelo 1913-ban a sakkjaték-
bdl kiindulva a kovetkezd altalanosabb dinamikus jatékot elemezte, ame-
lyet kés6bb Neumann eztenziv alaki jatéknak nevezett. (Neumann Janos
halmazelméletbdl irta egyetemi doktori értekezését, tehat ismerhette Zer-
melo — a halmazelmélet egyik atyja — ttoro jatékelméleti munkassigat
is.) Két jatékos van, i = 1, 2, akik elvben felvéltva lépnek. Paros idészak-
ban az 1., paratlanban a 2. jatékos 1ép, az i-edik t-beli 1épése s; ;, addigi
lépéseinek torténete hiy = (si1,8i2,...,8it—1). Az, hogy a jatékos most
mit 1éphet, fiigg(het) a sajit és az ellenfele torténetétdl: (hi¢, h—i¢), ahol
—i jeloli az i-edik jatékos ellenfelét, és S;(hi ., h—;t) a t-ben megengedett
lépések halmaza. Feltessziik, hogy mindkét jatékos tokéletesen emlékszik
a sajat és az ellenfele korabbi lépéseire: tokéletes informéciéju jatékrol
van sz6. A jaték véges T lépésben véget ér, természetesen T fiigg(het)
a jatékosok altal alkalmazott stratégiatol. A két jatékos nyeresége a két
stratégiatdl figg: w;(hir, h—iT).
Intellektualisan az egyik legizgalmasabb jaték a sakk.

14.3. példa. Sakk. A sakkban két jatékos jatszik egymaés ellen. Meg-
hatarozott szabdlyok szerint felvaltva léphetnek, s az gy6z, aki a méasiknak
mattot ad. Dontetlen a jaték, ha vagy a soron kévetkez6 fél nem tud 1épni,
pedig a kiralya nincs sakkban; vagy egy helyzet haromszor megismétlédik;
vagy 50 lépésen keresztiil nincs gyalogmozgas vagy iités. Ilyen esetekben
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a soron kovetkezo jatékos kérheti a jaték besziintetését, és a gyakorlatban
kéri. Specidlisan a sakkban a gyOztes 1 pontot, a vesztes 0-at, és dontetlen
jatékrol van sz6. A sakk azonban olyan bonyolult, hogy ,,eddig még” sen-
ki sem tudta meghatdrozni a gyOztes stratégiat. Azt sem tudjuk, hogy a
sotétnek vagy a vildgosnak van-e gyéztes (vagy legaldbb dontetlent bizto-
sitd) stratégidja. Az viszont ismert, hogy valamelyikiiknek van vereséget
elkeriil§ stratégiaja.

Itt egy rovid kitérét kell tenniink. Euler 1736-ban megoldotta a ko-
nigsbergi hidak problémajat, és e jatékos feladat elemzése soran létrehozta
a grdfelméletet. A 20. szdzadban a grafelmélet kivirdgzott, és ez legin-
kébb Erdds Palnak készonhetd (magyar nyelvii dttekintést ad Filep, 1997,
13. fejezet).

Az extenziv alaku jatékot a grafelméletbdl ismert véges irdnyitott fa
irja le. A fanak van egy gyokere (ahol a jaték kezdédik), és minden
pontjdhoz a gyokérbdl pontosan egy uton lehet eljutni. A graf minden
pontjan meg van hatarozva, hogy melyik jatékos 1ép, és milyen 1épéseket
tehet. A fa minden végpontjan egy kételemii vektor szabja meg, hogy
az egyes jatékosok mennyit nyertek. (Ha a fa végtelen lenne, akkor nem
biztos, hogy lennének végpontjai, és ekkor a jaték sem fejezédne be.)

Vilagos, hogy a jatékfan a végpontoktol a kezdGpontig visszafelé ha-
ladva, ha lépésenként optimalizalunk, akkor a stratégidkat is optimali-
zéljuk: megforditott irdnyd indukcict alkalmazunk. Az Otlet a monda
szerinti Ariadnétdl ered, aki egy fonalat adott Thészeusznak, hogy azt le,
majd felgombolyitva, taldljon ki a Minotaurusz labirintusabél. Bizonyitas
nélkiil megemlitjiik a kovetkezo tételt.

14.3. tétel. (Kuhn, 1953.) Minden tokéletes informdcidji extenziv
alaki véges jatéknak van tiszta stratégidaji Nash-egyensilya, amely a meg-
forditott iranyid indukcioval is meghatdrozhato. Ha semelyik jatékosnak
sincs ugyanakkora haszna semelyik két végpontban, akkor egyetlenegy Nash-
egyensuly létezik.

Megjegyzés. Hagyomanyosan Zermelo (1913) cikkét tekintik a
modern jatékelmélet kezdetének. Nemrég deriilt csak ki, hogy mennyire
fontos szerepet jatszottak az elmélet tovabbfejlesztésében Kénig Dénes
(1884-1944) és Kalmar Lészlé (1905-1976) 1928 koril irt német nyelvii
cikkei (v6. Schwalbe-Walker, 2001).
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14.5. Tovabbi fejlodés

A II. vildghaboru alatt az éppen az atombomba és az elektronikus szami-
tégép kifejlesztésén dolgozdé Neumann-nak arra is volt ideje, hogy koz-
gazdasztarsidval megirja a jatékelmélet els6 monografidjat: Neumann—
Morgenstern (1944/1947). Ma mar a jatékelmélet a kozgazdasagtan egyik
legfontosabb alapozd tudomanya, emellett alkalmazzdk a biolégiaban és
természetesen a hadseregben is. Itt a lehet6 legrovidebb ismertetésre szo-
ritkozunk.

A kevert stratégia bevezetésénél Neumann (1928) még természetes-
nek vette, hogy a jatékos célfliggvénye azonos a varhato nyereséggel. Ha
azonban a lottéjatékra vagy a biztositasra gondolunk, akkor ez a feltevés
nem teljestl kozvetleniil: példaul ha az egyheti lottészelvény 2008-ban
200 Ft-ba keriilt, akkor — mondjuk — varhaté brutté kifizetése mindéssze
70 Ft volt, netté kifizetése —130 Ft. Méas példa: ha 2008-ban egy egyhavi
10 000 Ft-os Casco-biztositas varhato kifizetése 8000 Ft volt, akkor nettd
értéke —2000 Ft. A varhat6 pénzbeli veszteség ellenére miért lottéznak és
miért kotnek mégis biztositast az emberek? A valasz egyszeri, de a 11.2.
szakaszban emlitett Daniel Bernoulli, illetve Neumann és Morgenstern
csak kés6bb kialakulé mély belatasa kellett a megtaldlasahoz: Tekintsiik a
lehetséges véalasztasokbdl a konvex linearis kombinacidkkal kaphato lotto-
kat. Az ember nem nyereménye pénzértékét maximalizalja, hanem prefe-
rencidjat koveti. Ha e preferencia kielégit bizonyos logikus axiémakat, ak-
kor taldlhaté egy olyan, in. Neumann—Morgenstern-hasznossdgfiggvény,
amely reprezentilja e preferencidkat, és egyben Un. vdrhato hasznossdg-
fiiggvény. Kicsit pontosabban fogalmazva: (i) egy u hasznossagfiiggvény
reprezentdlja a preferenciat, ha az egyén pontosan akkor részesiti elonyben
az Ly lottét az La-vel szemben, ha u(L1) > u(L2); (ii) a hasznossagfiigg-
vény kielégiti a varhat6 hasznossag tulajdonsagat, ha az egyén két lottot
kombinal, akkor a kombinécié hasznossagdnak a varhaté értéke a varhatéd
értékek kombindcidja: u(pLy + (1 — p)La) = pu(Ly1) + (1 — p)u(La).

A Nash-egyensiily kellemetlen tulajdonsaga, hogy csak azt garantélja,
hogy egy személynek nem érdeke egyoldaltian eltérnie az egyensulytol.
Nem mond azonban semmit sem arrél, hogy mi torténne, ha legaldbb két
jatékos egyszerre eltérne az egyensulytol. Errol szol a

14.4. példa. A fogolydilemma (Raiffa, 1951). Az amerikai rend-
Orség letartoztat két gyantusitottat, akik feltehetéleg egyiitt kovettek el
egy biint, de nincs rad elegend6 bizonyiték. A két foglyot elkiilonitik egy-
mastoél, és elkezdik Oket vallatni. Amerikai szokas szerint, ha valamelyik
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gyanusitott vall (és a masik nem), akkor az ,énekl6” enyhébb biintetést
kap, esetleg szabadlabra keriil, s6t jutalmat is kap. Az egyszeriiség ked-
véért a nyereménypar az 1. egyedili kozremiikodése esetén (3, —3), a
2.-é esetén (-3, 3). Ha mindkettd tagad (egymassal kooperal), akkor sza-
badlédbra kertilnek, jutalom nélkiil, nyereménypar: (2, 2). Ha mindkett6
,kOp”, akkor mindketten bortonbe keriilnek, de mindketten jutalmat is
kapnak, nyereménypar: (-2, —2).

Most a kifizetési matrix szamparokbdl all, amelyeket a 14.2. tablazat
tartalmaz.

14.2. tablazat. Fogolydilemma

2. blin6z6 Kop Tagad

1. blin6z6
KOp (727 72) (3’ 73)
Tagad (-3,3) (2,2

Mi lesz a jaték egyensulya? Most még a Nash-egyensily fogalma-
ra sincs sziikségiink, mert akdrmit 1ép a masik jatékos, az egyik jatékos
mindig jobban jar, ha kop, mint ha tagad, azaz a kdpés domindlja a ta-
gadast: példaul az 1. jatékos szempontjabol, ha a 2. kop, az 1. tagadasa
rosszabb a kopésénél (—3 < —2); ha pedig a 2. tagad, az 1. tagadésa is-
mét rosszabb a kopésénél (2 < 3). Az mar mds kérdés, hogy a (kop, kop)
egyensuly kettéjiikknek egyiittesen nem optimalis, hiszen mindkét jatékos

veszit ahhoz képest, mint ha egymasban megbizva, mindketté tagadna.
O

Példank végére érve, megjegyezziik, hogy a jatékelmélet miivel6i sze-
retik ilyen frivol példdkon megfogalmazni a problémakat, de azért vannak
fontos alkalmazasok is.

A Nash-egyenstly tilzott onzést feltételez a jatékosokrél. Méré (1996)
népszerisito konyve sok érdekes példat ismertet, amikor az emberek nem
akarnak Nash-stratégiat jatszani. Talan a legegyszeriibb eset erre az un.
ultimatum jaték, két jatékos kozott. A jatékvezetd lerak egy asztalra
100 db papirdollart, és az 1. jatékosra bizza, hogy tegyen javaslatot a
pénz elosztasara. A 2. jatékos vagy elfogadja a javaslatot, vagy sem, ez
utébbi esetben egyik jatékos sem kap semmit sem. Koénnyii belatni, hogy
a dinamikus Nash-egyenstily [99, 1], azonban a tényleges lejatszdsnal a
2. jatékos ritkan fogad el 20-30 dollarnél kevesebbet. A magyardzat: a
jatékosok nem hajlandok csak a kifizetéseket maximalizalni.
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Eddig tulajdonképpen a nemkooperativ jatékokrdl beszéltiink, ahol az
egyes jatékosok nem tehetnek betartathaté igéreteket egy kozos stratégia
kovetésére. Szamos olyan eset adddik azonban, ahol az emberek betartat-
hatbéan kooperalnak, ekkor kooperativ jdtékokrél beszéliink. A politikat
véve alapul: egy modern parlamentben a képviselék zome eleve partok
képviselojeként jut be, és — kétparti rendszerektél eltekintve — a parlamen-
ti tobbség eléréséhez bizonyos partok gyakran koaliciét kdtnek egymaéssal.
A koalicion beliili hatalommegoszlas azonban nem sziikségképpen aranyos
a parlamenti helyek szamaéval. Példaul Németorszagban évtizedeken ke-
resztiil a kis partok (a Szabad Demokraték, illetve a Zoldek) 5-10%-os
stulyuk ellenére a nagyon fontos kiiliigyi és a gazdasdgi miniszteri tarcat
kaptédk a kormanyban. Bizonyos axiémék alapjan ki lehet szamitani egy
part un. Shapley-értékét, s ennek alapjan meg lehet magyarazni ezeket a
latszélagos aranytalansagokat (Shapley, 1953).



15. fejezet

Csillagaszat és matematika

15.1. Bevezetés

A matematika fejlédése szorosan Osszefonddott a csillagaszatéval, ezért
célszeri roviden attekinteni a (matematikai) csillagdszat torténetét is.
Ebben a fejezetben azt szeretném érzékeltetni, hogy még a viszonylag
egyszerli Naprendszer rejtélyét is milyen nehezen tudtdk megfejteni az
évezredek sordn a legnagyobb tudésok. A rejtély: miért olyan bonyolult
a bolygdok mozgasa az égbolton, ti. miért bolyonganak elére-hatra? A
csillagaszat egyik legnagyobb teljesitményérol, a kopernikuszi fordulat-
rél sokat beszélnek, de komplexitasarol a legtobben alig tudnak valamit.
Marpedig mindenki szdmara megszivlelend6é az igazi torténet, amelyet
Kuhn (1957) kényve alapjan vazolunk. Kiegészitésiil ajanljuk Simonyi
(1981)-et. A 15.2. szakasz a gorog hagyoméanyrdl szél (durvan 1500-ig),
a 15.3. szakasz a kopernikuszi fordulatrdl (az 1500-1700-as idészakrdl),
végil a 15.4. szakasz az elmélet ut6életérél (az 1700 utani korszakrodl).

15.2. A gorog hagyomany

A korabeli gorog tudomany eredményeit altalanositva, Platén arra a meg-
gyozédésre jutott, hogy a Természet miikodése nagyon egyszeri matema-
tikai szabdalyokon alapul. Pusztan két példajat emlitjiik: 1. A legszaba-
lyosabb test a gémb, tehit az égitestek gémb alakiiak. 2. Ot szabdlyos
poliéder, és emiatt 6t f6 elem létezik: fold, tliz, viz, levegd és a kvint-
esszencia (1ényeg?). Az az elképzelés, hogy nem a valésig, hanem annak
eszmei képe a lényeges, nyilvanvaléan téves gondolat, mindazonaltal na-
gyon hasznos szerepet jatszott a természettudomanyokban.

167
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Arisztotelész (i.e. 384-i.e. 322) Platén tanitvanya volt, de tanitojandl
sokkal realistdbb. Hétkoznapi tapasztalatai alapjan dolgozta ki fizikajat.
Csak utalunk e fizika néhény elemére: 1. A nehezebb testek gyorsabban
esnek, mint a konnyebbek (kédarab, mint a porszem). 2. Egyenes vonalt
egyenletesen gyorsulé mozgas fenntartasihoz allandé erére van sziikség
(szekér és16). 3. A Fold a vildgegyetem kozéppontja, amelyet az égi szfé-
rak vesznek koriil, amelyeken mozognak a bolygodk és a csillagok. Erre az
elméletre épiilt a késébbi ptolemaioszi vilagkép. Ma gyakran azt mond-
juk, hogy az arisztotelészi fizika ellentmond a tapasztalatoknak, holott
helyesebb lenne tgy fogalmazni, hogy tulsagosan foldhozragadt.

To6bb prébélkozéas (példaul az i.e. 4. szdzadi Eudoxoszé) utén, i.sz.
150 tadjan egy alexandriai csillagész, Ptolemaiosz dolgozta ki a f6ldkézpon-
tu (geocentrikus) vildgképet. A mi takarékos ismertetésiinkhoz elegendd
a kovetkez6 jegyek kiemelése: 1. A mozdulatlan Fold(gomb) van a vi-
lagegyetem kozéppontjaban. 2. A Nap és a Hold egyenletes sebességgel
kering a Fold koriil, a Hold kb. havonta ,ujjasziiletik”, s a Nap évente
visszatér a csillagokhoz viszonyitott korabbi helyére. 3. A csillagok az
égi gémbfelszinre rogzitve naponta megkeriilik a Foldet. 4. Ot bolygd
(Merkir, Vénusz, Mars, Szaturnusz és Jupiter) kiilonb6z6 idé alatt az ég-
bolton latszolag el6re-hatra bolyongva keriili meg a Foldet (15.1. abra).
A tovabbiak szempontjabdl megemlitjiik, hogy i.e. 270 koriil a szamoszi
Arisztarkhosz (kb. i.e. 310-i.e. 230) mér azt allitotta, hogy a Fold sajat
tengelye koriil forogva kering a Nap koriil. Ezt a helyes elméletet azonban
még sokaig nem fogadtdk el a tuddsok és az emberek.

A gbrog csillagaszok eleve foltételezték, hogy minden mozgas kor ala-
ki palyan, vagy ilyenek Osszetételén megy végbe. Ptolemaiosz — elddei,
kiilonosképpen Hipparkhosz (kb. i.e. 161-126) munkdjat tokéletesitve
— az Apolléniosztdl szarmazo, szamos kor-hatan-kor (epiciklus) feltéte-
lezésével képes volt viszonylag jé leirast adni a bolygdk és az égitestek
jarasarol.

A kés6bbiek miatt meg kell emliteniink, hogy a goérogoknek szelle-
mes moédon sikeriilt elvileg helyes becslést adni a Fold, a Hold és a Nap
meéreteirdl és tavolsagarél — Simonyi (1981, 83-84. o.) ismerteti a fon-
tosabb eredményeket. Fratoszthenész alexandriai matematikus, Arkhi-
médész kortarsa egészen jol meghatarozta a Fold sugardt, Arisztarkhosz
becslésében azonban mérési hibak miatt a Fold-Nap-tavolsag mintegy 20-
szor kisebbnek adédott, mint a valésagos érték (400 Fold-Hold-tavolsag).
Ezért aztan a gorogok nagysagrendekkel aldbecsulték a csillagok Foldtol
mért tavolsagat.
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15.1. dbra. A Mars bolyongasa az égbolton, Kuhn (1957, 15. dbra, 48. o.)

15.1. feladat. (Arisztarkhosz.) a) Igazoljuk, hogy félhold esetén a
Nap, a Fold és a Hold egy olyan NFH haromszoget alkot, amelyben az
FHN-sz0g derékszog (15.2. dbra)! b) Szamitsuk ki trigonometrikus tton
a Fold—Nap-tavolsagot a Fold—Hold-tavolsiag fliggvényeként, ha ismert a
HFEN sz6g (a)! c) Helyettesitsiik be el6szor a korabeli gorog o = 87°-ot,
majd a helyes @ = 89°52-et!

N(ap) H(old)

D

<

F(5ld)

15.2. abra. A félhold, és a Nap-Fold-tavolsag

Russel (1946/1996, 196. o.) hivja fel a figyelmet arra a meglepd tény-
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re, hogy Arisztarkhosz egyetlen fennmaradt konyvében maga is a foldko-
zéppontu rendszerben szdmolta ki nagyszerli eredményeit. Ennek két oka
is lehetett: a) nem akarta elvesziteni azok joindulatét, akik elutasitottdk
volna forradalmi elméletét; b) csak konyve irdsa utdn jott rd a helyes
elméletre.

Russel (1946/1996, 197. o.) szerint a kés6bbi 6gorogok sokkal jobb
becsléseket is adtak a Fold—Nap-tavolsagra, de eztuttal a Fold atmérdjének
aranyaban: Hipparkhosz és Poszioniusz (Cicero nevel8je) 1245, illetve
6545 egységet, a helyes érték 11726.

Minden erénye ellenére a ptolemaioszi rendszernek sok hibdja volt. Itt
csak harom fogyatékossdgat emeljiik ki: 1. Mivel a valésdgban minden
bolygé, a Fold is, egy-egy Nap korili ellipszispalyan kering, a bonyolult
matematikai apparatusra csak a hibas kiindulds miatt volt sziikség. 2. A
rendszerben csak a képzeletbeli égbolton vald latszolagos mozgast lehetett
lefrni, viszont nem lehetett vizsgalni a bolygdk palyaméreteit. Igy péld4ul
fel sem vet6dott, hogy a Merkiar vagy a Vénusz van-e kozelebb a Nap-
hoz. 3. Mind az elmélet, mind a mérések pontatlanok voltak. 1582-ben a
szintén hellén alapokon nyugvé, Julius Caesar altal i.e. 45-ben bevezetett
naptar mar kb. két héttel eltért a helyest6l. Gergely papa vezette be a
ma is hasznalt tokéletesitett naptart, amely még a kereszténység kérében
is csak lassan terjedt el. (A késéi igazodas miatt van két évszam is forga-
Forradalom 1917. november 7-én!)

Ptolemaiosz utdn kb. 1400 évig nem volt hozzd hasonléan jelentos
csillagisz. A kutatdk elészor lassan elfelejtették a ptolemaioszi tudast,
majd lassan tjra folfedezték.

15.3. Kopernikusz rendszere

A csillagédszat hosszi veszteglése, hanyatlasa, majd emelkedése utan 1é-
pett a tudomény szinpadéra (lengyel irdasmédban) Mikotaj Kopernik (1473—
1543), aki 1515-ben el6zetesen, majd 1543-ban véglegesen ismertette a
szakért6k sziik korével 4j vilagképét, a napkézponti (heliocentrikus) rend-
szert. 1. A mozdulatlan Nap van a Vildgegyetem kozéppontjaban. 2. A
Fold, a tobbi bolygdval egylitt korpalyan kering a Nap koriil, miként a
Hold a Fold koriil. 3. A csillagok mérhetetlen tavol vannak a Naptdl és a
bolygdoktol. (Az 1. és a 2. pont a 15. szdzad italiai neoplatonizmusanak
hatdsat mutatja.) Az j id6k jeleként a konyv nem kéziratban, hanem
nyomtatasban terjedt, és néhany széz példanya hamarosan fellelhet volt
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szamos orszagban.

Ez az, amit a koznapi ember ma gondol a vilagrdl és a koperniku-
szi forradalomrél. Lassuk, mik ennek a vilagképnek az elonyei a korabbi
elmélethez képest: a) Vildgossa teszi, hogy a Foldrél nézve miért bolyon-
ganak eldre-hétra a bolygok (15.3. abra). b) Nyilvanvaléva valik, hogy a
Fo6ldhoz képest vannak a Naphoz kozelebbi (Merkur, Vénusz) és a Naptol
tavolabbi bolygdk (Mars, Szaturnusz és Jupiter).

Bels6 bolygé
palyaja

Kilsé bolygo|
palyaja

Fold
palyaja

(@) (b)

15.3. abra. Kopernikusz magyarazata a kiils6 és a bels6é bolygéra, Kuhn,
(1957, 13. abra, 32. o.)

A kopernikuszi fordulatnak ez a lefrasa mindségileg helyes, de homaly-
ban hagyja az 1j rendszer mennyiségi pontatlansagat és fizikai megalapo-
zatlansagat. 1. A meghagyott korpalydk mellett Kopernikusznak ugyan-
ugy segédkorokre volt sziikksége, mint Ptolemaiosznak, és emiatt rendszere
majdnem ugyanolyan énkényes volt, mint el6djéé. 2. Nem volt fizikailag
megalapozva. (Miért nem repiilnek le az emberek a 30 km/s sebességgel
szaguld6 Foldrol? Mert a témegvonzashoz képest elhanyagolhato a centri-
fugalis erd!) 3. Miért nem més helyen latszanak a csillagok tavasszal, mint
6sszel (parallaxis)? Példdul a stadion két végébdl egészen mas meccset
latnak a néz6k. (Az eredetileg Arisztarkhosznak szént és Arkhimédész-
t6l szarmazdé, 3. ellenvetésre Kopernikusz helyesen azt valaszolta, hogy
tal tavol vannak téliink a csillagok ahhoz, hogy az eltérés megfigyelhe-
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t6 legyen. Itt emlékeztetiink a 15.1. feladatbeli megallapitdsra, hogy
csekély mérési hiba miatt mennyire alabecsiilték a gérogok a Fold—Nap-
tavolsagot!) A részletesen kifejtett modellt a kortdrsak nem(csak) gyéava-
sagbdl (a Szent Inkvizici6tol valo félelem miatt) tekintették hipotézisnek,
hanem mert alapjaban megrenditette azt a hitet, hogy az Isten altal te-
remtett vilag kdzpontjaban all a Fold. Kopernikusz matematikai elmélete
gyorsan meghdditotta a csillagaszokat, de fizikai tartalmaval eleinte nem
sokat torodtek. Nem csoda, hogy a katolikus egyhdz 1615-ig nem sokat
bajlédott a kérdéssel, s inkdbb a protestdns egyhazak (példaul Luther) —
a Biblia szigoru hivei —, tiltakoztak Kopernikusz ,istenkaromlasa” ellen.

Jellemz6 a kopernikuszi elmélet vegyes fogadtatasara, hogy a 16. sza-
zad egyik legkivalébb csillagasza, Tycho de Brahe (1541-1601) megpré-
balt kompromisszumot talalni a f6ldkézponti és a napkoézponta vilagkép
koézott. Brahe azt mondta, hogy a bolygdk valéban a Nap koriil keringe-
nek, de a Hold és a Nap a Fold koriil. Belathat6, hogy matematikailag a
brahei és a kopernikuszi vildgkép kinematikailag (mozgastanilag) egymas-
sal ekvivalens, azonban Brahe elmélete nélkiilézi a kopernikuszi centralis
szimmetriat.

Brahe nemcsak elméletet gyartott, hanem minden korabbindl jobb
méréseket végzett. (Szabad szemmel ennél jobb méréseket lehetetlen volt
végezni.) Ezeket a méréseket haszndlta tanitvanya, Kepler. Johannes
Keplernek (1571-1630) kival6 matematikai adottsdgai voltak. (Adalék:
A gbombok legstlirlibb elhelyezésérdl szold sejtését csak 1998-ban oldotta
meg Hales, szamitégépes szamolédssal, vo. Szpiro (2003).) Ezek a ké-
pességek lehetové tették, a Brahétol orokolt pontos csillagaszati mérések
pedig rakényszeritették Keplert, hogy egyszer s mindenkorra elvesse a
kor-hatan-kor konstrukeiét. (A bolygok latszélagos helyzetére vonatko-
z6 régi, 8 szogperces pontossagi mérésekkel sok elmélet Gsszefért volna,
de a brahei, 4 szogperces pontossagi méréseket mar csak egy elmélet —
Kepleré — elégitette ki.) 1609-ben publikélta két forradalmi felfedezését:
(i) A bolygdk nem korpalydk kombindciéin, hanem egyszerii ellipszise-
ken keringenek a Nap, mint egyik fékuszpont koriil. (ii) Minden bolygd
pillanatnyi sebessége forditottan aranyos a Naptdl val6 pillanatnyi tavol-
sdgaval. Majd 1618-ban hozzétette harmadik torvényét: (iii) A Naprend-
szerben barmely bolygé keringési idejének négyzetét elosztva az ellipszis
nagytengelyének a kdbével ugyanazt az értéket kapjuk.

Figyelemre méltd, hogy Kepler Platont kévetve misztikus harmoénié-
kat keresett a kozmoszban, és sok kétes értékli eredmény mellett bukkant
ra csodalatos torvényeire. (A fantazidlasra frappans példa az 6t bolygd
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tavolsdga és az Ot szabélyos test kozti kepleri ,kapcsolat”.) A kévetkezd
tabldzat az akkor ismert bolygdk ma ismert keringési idejét (77, f6ldi év-
ben), palyaadatat (R, Fold-Nap tavolsigban) és az adatok logaritmizélt
hédnyadosat, m = logT/log R) mutatja, a viszonyitasi alapul szolgald
Foldet kivéve. Kepler 1618-ban mér ismerte a logaritmust, tehat ilyen
szamitasra képes volt. Nincs tudomasom arrdl, hogy készitett-e ilyen
tablazatot Kepler vagy sem.

15.1. tablazat A bolygdk keringési iddi és pdlyasugarai

Logaritmikus
Bolygd Keringési id6  Péalyasugar  meredekség
T R m
Merkur 0,241 0,387 1,499
Vénusz 0,615 0,723 1,499
Fold 1,000 1,000 -
Mars 1,881 1,524 1,500
Jupiter 11,862 5,203 1,500
Szaturnusz 29,458 9,539 1,501

A kovetkez6 példaban a Kepler-egyenletet vazoljuk, amely egy bonyo-
lult differencidlegyenlet elemi megoldasat adja.

15.1. példa. (Sain, 1986, 525-526. o. és Solt, 2007.) A Kepler-
egyenlet az ido6 fliggvényében meghatarozza a Mars pillanatnyi helyzetét
azon az ellipszisen, amelynek egyik (S) gydjtépontjaban a Nap helyez-
kedik el. Legyen az ellipszis nagytengelye AP, felezépontja 0, legyen a
bolygé pillanatnyi helyzete M (15.4. abra). A Mars helyzetét a ¢ (PSM)
sz0g jellemzi. Arra vagyunk kivancsiak, hogy a P perihéliumon athaladas
utan t id6vel hol lesz a bolygd, azaz milyen a o(t) fiiggvény? Kepler II.
torvénye szerint az SM vezérsugar adott id6 alatt az ellipszisben azonos
teriiletet siirol. Szerkessziink egy kort a nagytengely folé, és legyen M ve-
tiilete e koron M, s legyen u a POM’ szog nagysaga. Belathato, hogy az
OM' korsugar is adott id6 alatt a koron beliil azonos teriiletet stirol. Eb-
bél kézépiskolas eszkozokkel levezethetd, hogy vt = u — esinu, ahol e az
ellipszis excentritdsa, 7' a bolygd keringési ideje, és v = 27 /T a keringés
szogsebessége. Tehdt adott a t(u) kapcsolat, amelyet invertdlva meg-
kaptuk az u(t) fiiggvényt. Marcsak azt kell beldtnunk, hogy tan(¢/2) =
V(1 +e)/(1—e)tan(u/2), és megkaptuk a kivant ¢(t) figgvényt. Kepler
szamolasi iigyességét mutatja, hogy rogton kidolgozta egyenlete kozelito
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megoldasi médszerét kis e-re: u(t) ~ vt + esin(vt) + e?sin(2vt), azaz
o(t) = vt + 2esin(vt) + (5e?/4) sin(2vt).

15.4. abra. A Kepler-feladat, Solt (2007)

Galilei két ponton 1ép be a torténetbe. El6szér mint csillagasz, aki
holland el6déket kovetve, 1609-ben elkészitett tavesovét az égboltra ira-
nyftotta. Folfedezte, hogy a Holdon is vannak hegyek és kraterek, a
Jupiternek is vannak holdjai, és Kopernikusz elorejelzésével 6sszhangban,
példdul a Vénusznak is vannak fazisai (sarl6i), mint a Holdnak. Ezzel
mindenki szaméra szemmel lathatéva tette az égi és a foldi fizika egysé-
gességét: a Fold ugyanolyan bolygd, mint a Jupiter (mindkettének hold-
ja(i) van(nak)), a Hold ugyanolyan égitest, mint a Fold (kraterei és hegyei
vannak).

Misodik hozzdjarulasa az arisztotelianus fizika lerombolédsa volt, utat
nyitva Newtonnak az égi és f6ldi mechanika egyesitéséhez. (Ma mér tud-
juk, hogy a kozépkori skolasztikusok sokban megel6legezték Galilei ered-
ményeit, példaul ismerték az egyenes vonali egyenletes mozgas ut—id6-
torvényét, vo. Simonyi (1981) 125. o.)

A torténelem fintora, hogy a katolikus egyhdz, amely a kés6kozépkor-
ban tulajdonképpen tirelmesen viszonyult a tudoméanyhoz, éppen akkor
(1616-ban) inditotta meg a tdmadést a kopernikuszi rendszer ellen, ami-
korra mér Galilei és Kepler nyoméan az 1j rendszer igazsidga nyilvanvalova
valt.

Eddig csak a bolygémozgdsok matematikai szabalyait ismertiik meg.
Mik az ezek mogott meghtizodd fizikai okok? Newton 1670 koriil fel-
fedezte, hogy két égitest, példaul a Nap és a Fold (vagy a Fold és a
Hold) esetén a kisebbik test sziikkségképpen egy olyan ellipszispalyan mo-
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zog, amelynek az egyik gyujtépontjaban a két rendszer tomegkozpontja
all (ez a Fold-Nap-egytittesénél a Nap belsejében talalhatod, pedig a Nap
sugara a Fold—Nap-tavolsignak minddssze 4 ezreléke); és sebessége for-
ditottan ardnyos a nagyobbik testtél mért tavolsdgaval (Kepler 1. és II.
torvénye). A jé kozelitést nyujté korpalyara szoritkozva, és a sokkal na-
gyobbik testbe helyezve az egyiittes tomegkoézpontot, kdzépiskolai feladat-
hoz jutunk. A centripetalis gyorsulds 1659-ben felfedezett Huygens-féle
képletét alkalmazva (a = v2/R, ahol a a gyorsulds, v a sebesség és R
a palyasugdr), az altaldnos tomegvonzas forditott négyzetes térvényének
(F = fmimso/R2, ahol F a centripetalis, illetve a nehézkedési erd, f
egy ardnyossagi tényezd, mq, illetve mgy a két test tomege) foltételezésé-
vel igazolhaté Kepler III. torvénye is: T?/A3 = k. Simonyi (1981, 221
222. o.) részletesen is bemutatja, hogy mennyire egyszerii a modern
eszkozokkel a levezetés, de azt is, hogy mennyire bonyolult volt Newton
szamara, kiilonésen amiatt, hogy az Ujonnan kovacsolt sajat analitikus
eszkozei helyett az dkori geometriai médszerekhez nytlt vissza a bizonyi-
tasokban. — Osszeallt a kép.

15.2. feladat. Igazoljuk, hogy a Nap koriili korpalyan mozgd boly-
géra igaz Kepler III. térvénye!

15.4. A kopernikuszi fordulat utan

A kvantumfizika atyja, Max Planck jegyezte meg szellemesen: a tulha-
ladott tudomanyos igazsigokat nem az 14j igazsagok gy6zik le, hanem a
régiek képviseldi egyszertien kihalnak. Ez a mondas tébbé-kevésbé illik
arra a folyamatra is, ahogyan a ptolemaioszi (és a brahei) vildgképet fol-
valtotta a korpernikuszi.

A 16. szdzad végére minden élvonalbeli csillagdsz alkalmazta Koper-
nikusz moédszereit, még ha nem is fogadta el elméletét. A 17. szazad
végéig az egyetemeken harom elméletet tanitottak: a ptolemaioszit, a
kopernikuszit és a braheit, azonban az els6 és a harmadik elmélet foko-
zatosan kihalt. Méar Euler és Voltaire veszekedése kapcsan (7.5. szakasz)
emlitettiik, hogy az igazan civilizalt Franciaorszdgban a newtoni tomeg-
vonzas fizikai torvényének elfogadasa tobb évtizedet vett igénybe. Persze
a pontos matematikai szamitasokat mar késedelem nélkiil atvették, de
az azonnali tavolhatast kezdetben nehezen fogadtdk el. 1781-ben Fred-
erick Herschel (1738-1822) tavcsével folfedezte a Naprendszer ,,4j” boly-
gbjat, az Urdnuszt, s ezzel végképpen értelmetlenné tette Kepler platoni
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hokuszpdkuszat az 6t bolygd és az 6t szabilyos test kapcsolatardl. 1838-
ban Friedrich Bessel (1784-1846) végre igazolta a parallaxist. A newtoni
mechanika egyik legszebb diadala volt, amikor 1846-ban Urbain Lever-
rier (vagy Le Verrier) (1811-1877) francia tudds az elmélet alapjin — a
differencidlegyenletek numerikus moédszereinek mestereként — megjosolta
a még ismeretlen Neptunusz helyét, s csillagdaszok tényleg megtalaltak a
bolygét. (Igaz, Leverrier-nek szerencséje volt, mert olyan kiegészité felte-
véseket alkalmazott, amelyek éppen akkor érvényesek voltak, de maskor
nem!) Végiil a 20. szdzad elején Albert Einstein (1879-1955) a newto-
ni fizika relativisztikus altalanositasaval megmagyarizta a newtoni me-
chanika utols6 rejtélyét: a Merkar perihéliumdnak (amikor a bolygd a
legkozelebb van a Naphoz) tényleges mozgésa periédusonként 38 szog-
mésodperccel eltér a newtoni elméletbél adédé értéktsl. (Megint csak
a torténelem fintora, hogy korabban Leverrier egy nem létezd bolygédval
prébéalta megmagyardzni a rendellenességet!) A Naprendszeren kiviili va-
l6sédgra vonatkozd kutatdsokrdl elegend6 azt megjegyezni, hogy csupan
2000 kortl fedezték f6l a Naprendszeren kiviili elsé bolygét!

A Naprendszer dinamikai kérdései maig nagyon fontos szerepet jat-
szanak a matematika fejlédésében is. A béséges irodalombdl kiemeljiik
Diacu-Holmes (1996) konyvét, amely igényes népszeriisité alakban tar-
gyalja a kérdéskor torténetét. Csupan az alkalmazott matematikat lené-
76 egyes elméleti matematikusok kedvéért emlitem meg, hogy a legna-
gyobbak foglalkoztak a Naprendszer stabilitdsidnak a kérdésével: Euler,
Lagrange, Laplace, Gauss, Poincaré és Kolmogorov. Elméletileg a legér-
dekesebb felfedezés az, hogy a Naprendszer esetleg kaotikusan viselkedik:
évmillidardok sorén lassan, de jelent6sen megvéltozhat a szerkezete (vo.
Szépfalussy—Tél, szerk., 1982; Gleick, 1988). Meglepd, hogy éppen az a
Poincaré, aki a modern éltaldnos fiiggvényfogalom ellen harcolt (vo. 8. és
12. fejezet), vezette be a kaotikus rendszerek elméletét a matematikabal

A katolikus egyhaz csak lassan békélt meg az 1ij igazsidggal. Csupan
1822-ben vették le Kopernikusz miivét a tiltott konyvek listajarol. 2000
koril Galilei perét ujratargyaltak és Galileit felmentették.

Erdekes, hogy posztmodern korunkban szdmos tudomanytorténész és
népszertisito ir6 hajlik arra, hogy a fejlédés zegzugos utjat eltilozva, két-
ségbe vonja a tudomany haladasat. Koestler (1959) érdekfeszité, de tulzo
konyvében azt sugallja, hogy a csillagdszat nagyjai, nevezetesen Koper-
nikusz, Galilei, Kepler és Newton jészerével nem is tudtak, hogy mit csi-
naltak. ,Alvajarék” voltak. A neves jezsuita tudoménytorténész, Duhem
(1908) még ennél is tovdbb ment, és tobb szempontbdl elhamarkodott-
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nak tartotta a kopernikuszi forradalmat, maximalis megértéssel kezelve
a katolikus egyhéz reagalasat. Ervelésének lényege: az, hogy matemati-
kai szempontbdl a kopernikuszi elmélet egyszeriibb, mint a ptolemaioszi,
és jobban lehet vele szdmolni, még nem jelenti azt, hogy a kopernikuszi
elmélet fizikailag helyes. Lehet, hogy mindkét elmélet hibas, és ezt Duh-
em szerint az egyhaziak, beleértve magat a papat is, jobban megértették,
mint a nagy felfedez6k. Remélem, hogy az olvasék szamara a korabbi
érvek meggy6z6bbek, mint a legutolso.

E megkozelités végletes formdja, amikor Galileit(!) hibaztatjak, hogy
nem volt megérto a katolikus egyhaz ideoldgiai gondjaival szemben, ame-
lyeket a modern tudomany megjelenése okozott. zelit8iil egy rosszhisze-
mil és ostoba idézet egy egyébként érdekes és szépen illusztralt matemati-
katorténeti konyvbél: ,Ahhoz, hogy [az egyhaziak] elvessék az évezredes
vilagképet és hozzafogjanak a laikus tomegek vilagnézetének az atalakita-
sahoz, t6bb bizonyitékot akartak. Sok befolyasos arisztotelianus teoldégus
folytatott utovédharcokat mindeme valtoztatdsokkal szemben, és ezeket
a teolégusokat Galilei eléggé meggondolatlanul ginyolta ki szarkasztikus
és szenvedélyes irasaiban. Az arrogansan magabiztos Galilei kacérkodott
a gazdagsaggal és a hirnévvel, de a tamogatis megsziintével alig ma-
radt bardtja a tudoményos korokben.” (Mankiewicz, 2000, 93-94. o.)
Bér Galilei valoban nem volt hibatlan jellem (példdul Keplert lekezelte,
a Mediciekt6l (sikerteleniil) pénzt kért, hogy réluk nevezze el az édltala
felfedezett Jupiter-holdakat), de ezért még nem kell ellenfelei partjara
allnunk. Mindennél tébbet mond a Galilei-per pusztité hatasardl, hogy
a pert kovetben Italidban hamarosan és tartésan megsziint mindenféle
természettudomanyos kutatas!






Fiuggelék

A fuggelék két részbdl all: 1. az Euler—Maclaurain-6sszegzés és 2. a
Riemann-sejtés.

F.1. Az Euler—Maclaurin-G6sszegzés

A fiiggelék els6 részében a 8.2. szakaszban térgyalt nevezetes > oo k2
sor korabeli numerikus meghatarozasat probaljuk meg rekonstrudlni, sort
keritve az Euler—-Maclaurin-6sszegzésre is. ElGszor azt mutatjuk be, hogy
elemi (integral)becsléssel hogyan lehet j6 felsé becslést adni az Gsszeg-
re. Ezt kovetGen pedig érintiink egy egyszerli, de hatékony gyorsitast,
amelynek segitségével Eulernak mar 1731-ben hét tizedesjegy pontossagig
sikeriilt kozelitenie az értéket. Végiil vazoljuk az tin. Euler-Maclaurin-
képletet, amely sokkal bonyolultabb, mint el6djei, de ennek megfeleléen
ovatosan kell vele banni.

F.1. tablazat. Als és felsd becslések ((2)-re: n = 10F

Egyszeres Kétszeres
pontossag
Tagszam Alsé Felsé Alsé Felsé
nagysagrendje becslés becslés
k Sh Sp+1/n T, T,+1/n

1,53977 1,65088 1,53977 1,65088
1,63488 1,64499 1,63488 1,64499
1,64393 1,64493 1,64393 1,64493
1,64473 1,64483 1,64483 1,64493
1,64473 1,64474 1,64492 1,64493
1,64473 1,64473 1,64493 1,64493

O UL W N~

Az elemi maédszer. Kezdjik az egyszeriibb mddszer ismertetésével.
Tegyiik fol, hogy a sor elsé n tagjanak Osszegét pontosan (kézzel vagy
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szamologéppel) meghataroztuk, és a maradékot becsiiljiik feliilrél az 1/z2
fiiggvény [n, oo] szakaszon vett integréljaval, amelynek értéke 1/n. Az
F.1. tablazat mutatja a GWBASIC program szerint egyszeres, illetve
kétszeres pontossigi alsé (S, illetve T),) és a megfelel felsé becslést,
n = 10"-ra.

Az egyszeres pontossagu alsé becslés gyanus, hiszen a felsé becsléshez
képest til hamar leall a névekedése. Valdban, ismét az integralbecslést
alkalmazva, de most m és n kozott, lathatd, hogy S,-nek a k = 4 és 5
kozott kimutatott novekedése kisebb, mint 1075, holott az integralképlet
szerint a novekedés legaldbb 9 - 1075, Erdekes, hogy az egyszeres pon-
tossagt felsé becslés n = 103-re éppen pontos, legaldbbis 5 tizedesjegyre,
ezért szedtiik dolt betiivel. Természetesen a kettOs pontossagi becslés
sem abszolat pontos, de a hiba jéval kisebb.

Konvergenciagyorsitds. Ayoub (1974) nyoman érintjiik Euler zsenidlis
konvergenciagyorsité mddszerét (csak n-rél n— 1-re javitva a 2 kitevijét):

)
1
((2) =log2+ Y 55—
n=1

Mar n = 11-re adédik a megfelel6 pontossag: ((2) ~ 1,644934.

Az FEuler—Maclaurin-képlet alkalmazasa. Ratériink a bonyolultabb
mobdszer ismertetésére (Ralston, 1965, 143-148. o., Kline, 1972, 451-452.
o. és Edwards, 1974, 6. fejezet.).

Induljunk ki a kévetkezd kombinatorikai eredménybdl (ldsd Smith
1929, 85-90. o.), amelynek elézményeivel méar a 4.4. tételben taldlkoz-
tunk.

F.1. tétel. (Jakob Bernoulli, 1705 elétt.) Az elsé n természetes szdm
r-edik hatvanydnak dsszege zart alakban eldallithato:

n 1 1 (r—1)/2-1/2 r
ST — L i o o Boyn/ 12k
n Zz::lz r—l—ln +2n + ;;1 (k:) 2k ,
ahol By a k-adik pdros Bernoulli-szdm.

B kivételével a paratlan Bernoulli-szamok értéke 0, egyiitt a paro-
sakkal rekurzive kiszamithaték a kévetkez6 egyenletbdl:

i(r;f1>3j:0.

=0
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Az els6é néhany érték:

1 1
Bo=1, By=-, By=-
0 y 1 27 2 67
1 1 5

— ——— . Bip=—>...
42’ 87 T30 T 66

Ezt a bizonyitas nélkiil kimondott pontos egyenléséget altalanositot-
ta Euler és Maclaurin az z" fiiggvényrol tetszéleges sima fliggvényekre,
kozelité alakban (vo. Edwards, 1974, 6.2. szakasszal). Legyen f egy
az [1, col-en értelmezett egyvéltozds eléggé sima fiiggvény, amelyre az

S = Doiem f(i) Osszeget akarjuk kozeliteni.

F.2. tétel. (Euler, 1732-Maclaurin, 1742.) Legyen K egy természetes
szam. Az Sy 0sszeg 2K -ad rendi kozelitése:

Bg =

X Bo
2 (2h)

Megjegyzések. 1. Késobb Euler belatta, hogy a Bernoulli-szamok
az f(x) = x/(e® — 1) fiiggvény Taylor-sordanak egytitthatéi, azaz By =
fEO0) /KL k=1,2,...,

2. A bizonyitas elemi, de eléggé technikai (v6. Wikipédidval, amely
a maradéktagot a Bernoulli-polinomok segitségével megadja). A 2K-ad
rendli Taylor-formula segitségével az F.1. tételbol kovetkezik az F.2. tétel.
Erdekes, hogy a mésodrendii kozelités éppen a kozelitd integralds tn.
trapéz-szabalya:

[FED () = fED (m)].

S [ F@)do 57 (m) + Fn)] +

n 1 n—1 1
[ @)de~ S5+ Y f6)+ 350
m i=m+1
Nézziik meg, hogyan lehet hasznélni e képletet a nevezetes ((2) ese-

tében. Természetesen fiiggvényiink f(r) = 272, azaz az f/(x) = —2273,
f"(x) = 2-3z~* stb. Altalanosan f®)(z) = (=1)*(k+1)lz%2; n = co-re
a kisebbitend6k eltinnek, a kivonandék viszont egyszertien f(2~1(m) =
—(2k)!/m2**1. Behelyettesitve:

1 1 1 & B
IR e e B D=
g m  2m m2k+1
i=m k=1
Meglepetés éri az Olvasot, ha az egyébként kivald Kline altal sugallt,
m = 1-t6] indulé mechanikus modszert alkalmazza. ElGszor is a képle-
te hibas, mert az elsérendii tagban f(n) rossz eldjellel szerepel. Persze
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ha n = oo, akkor ez a hiba artalmatlan. De az igazi hiba mélyebben
rejlik. Az F.2. tablazat 2. oszlopaban szereploé szamok nagyon rosszul
kozelitik a helyes értéket, sot, az utolsdé két érték mar rosszabb, mint a
korabbiak, az eljaras nyilvanvaléan divergal. Az elemi kozelitéshez ha-
sonléan, némi kisérletezés utan rajohetiink arra, hogy érdemes a sor els6
kilenc tagjat ,kézzel” Osszegezni (gépiink szerint Sg = 1,53977), és csak
az S10,00 maradékra alkalmazni a Euler-Maclaurin-képletet. Az igy ki-
igazitott becslésiinket az F.2. tablazat 3. oszlopa tartalmazza, az els6 6t
kozelitésre. (Ralston (1965) részletesen elmagyardzza, hogy miért diver-
gal ilyen gyorsan az 1-t6l induld képlet, és ramutat arra a talan meglep6
tényre, hogy sokkal pontosabb kozelités esetén a 10-t6] induld kozelités is
divergél, de csak magasabb tizedeseknél.)

F.2. tablazat. Az Fuler-Maclaurin-képlet mechanikusan és kiigazitva

K-rendii kozelités Mechanikus Kiigazitott
1,50000 1,644770
1,66667 1,644937
1,63333 1,644936
1,65714 1,644936
1,62381 1,644936
1,69957 1,644936

T W N~ O

Zarasként oldjuk meg a kovetkez6 feladatot (vo. Edwards, 1974, 6.3.
szakasszal).

F.1. feladat. (de Moivre-Stirling-féle képlet (1730).)
Bog 1

n K
n
I~ —V/2 .
v <Z (2k — 1)2k n%—1>

k=1

A képletet — a /27 allandé nélkiil — de Moivre fedezte fel, majd James
Stirling (1692-1770) 1730-ban megtalalta az adllandét. Ezen alapul a 11.3.
tétel, amely a valdsziniliségszamitas centralis hatareloszlas-tételeként alap-
veto jelentoségii.

F.2. A Riemann-sejtés

A filiggelék mésodik részében a Riemann-féle sejtést és a primszamtétellel
valé kapcesolatat vazoljuk — Riesel (1985) 2. fejezetét kovetve. Még b6vebb
és torténetileg gazdagabb elemzést ad Edwards (1974).
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A zéta-fiiggvényen alapulé modszert — amelyet korabban mar Dirich-
let és Csebisev is alkalmazott rokon kérdések elemzésére — fejlesztette to-
vabb Riemann (1859) nyolcoldalas zsenialis cikkében, amelyben belatta
az Euler dltal vazolt allitast, és kimondta azota is megoldatlan sejtését.

F.1. sejtés. (Riemann, 1859.) A zéta-figgvénynek a trividlis negativ
gyokokon kivil csak olyan (komplex) gyoke lehet, amelynek valds része

1/2.

Selberg 1942-ban a nacik altal megszallt Norvégiaban teljes elszigetelt-
ségben igazolta, hogy a zéta-fliggvény komplex gyokeinek pozitiv hanya-
da kielégiti a Riemann-sejtést. Norman Levinson (1912-1975) 1974-ben
a korabban specifikdlatlan pozitiv alsé korlatot 1/3-ra javitotta.

Riemann vézolta, hogyan lehet sejtését az akkor még (10.3.) prim-
szamsejtés igazolasira alkalmazni. Fuler munkajat folytatva, Riemann
a zéta-fliggvényt nemcsak a 2 < 0 bal félsikra terjesztette ki, hanem a
0 < Rz < 1 séavra is. Elemi atalakitassal adodik

(1-2-27)¢(s) = (-1 L
k=1

A ((s) és a (s) fuggvények kapcsolatdt Riemann egy harmadik fligg-
vényen keresztiil taldlta meg:

(2\/F).

w\»a

(Kovetjitk Edwards (1974)-et abban, hogy a Riemann éta arcat vesztett f
helyett J-vel jeloljiik a Riemann-fiiggvényt.) A trigonometrikus soroknél
bevalt fogas szerint a p” primhatvanyoknal fellépé ugrasokat megfelezziik
és a bal, illetve a jobb oldali hatarérték kozépértéket vessziik a fliggvény
értékének az ugraspontban.

A 10.3. tétel segitségével igazolhatd az

F.3. tétel. J és ( kozott a kivetkezo kapcesolat all fenn:
1
OgC / J 78 1 dzr.

A primszamtételben fontos szerepet jatszik Riemann hires képlete,
amelyet Hans Mangoldt (1854-1925) csak egy évvel a primszamtétel bi-
zonyitasa el6tt igazolt szabatosan.
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F.4. tétel. (Riemann—Mangoldt, 1859-1895.) Jeldlje p a zéta-fiigguény
egy tetszdleges komplex (nem valés) gyokét. Ekkor igaz, hogy

=liz—) li(z”) / ————— —log2.
17 Z i(z?) + 0 “ ot og
Ha a Riemann-sejtés igaz, akkor igaz a kovetkezo kozelités:

J(z) =liz + O(Vzlogx),

ahol O az ismert nagysagrend-fiiggvény (nagy ordd).

A szadmelméletbdl ismert a Ferdinand M&biusrél (1790-1868) elneve-
zett Mobius-féle p figgvény (vo. Freud-Gyarmati, 2000, 226. o. és 247—
249. o.). Ennek a fiiggvénynek és a koré épiilé elméletnek a segitségével
m(x) kifejezhet6 a Riemann-féle J fiiggvénnyel:

Végiil megadjuk a Riemann-féle primszamképletet:

‘ =

l/n

F.5. tétel. (Riemann, 1859.) Az x-nél kisebb primszamok szdma ko-

zelitoleg
= 1/n

Numerikus kozelité szamitasok esetén li z-re a log x szerinti hatvany-
sorba fejtést célszerii alkalmazni. Példaul

(log )™

liz =+ loglogx + Z

nln

ahol v a hires Euler-féle allando:
=1l 1 L L 1
v= o\t e —logn )

(Megemlitjiik, hogy még ma sincs bizonyitva, hogy 7 raciondlis vagy ir-
racionalis szam!)
Hasonldan igazolhatd, hogy

o

(log )™
)=1
+ Z n‘n( (n+1)
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Ahhoz, hogy képet alkossunk a kiilonb6z6 kozelitések josagardl, te-
kintsiik a kovetkezo tablazatot.

F.3. tablazat. A primszamok szdmanak kozelitései

v (@) [a/lgzr—n(@)] [iz—r@)] [R@) )]

10° 25 3 5 1
103 168 23 10 0
10% 1229 143 17 -2
10° 9592 906 38 -5

Léathato, az ismertebb x/log x mennyivel rosszabbul kozeliti abszolit
értékben 7m(x)-et mint a Gauss-féle liz. Még a tédblazatban mar nem
szereplé = 10%-ra is a relatfv hiba 8,4%! Hasonléan, a Riemann-féle
R-fiiggvény sokkal jobban kozeliti 7(x)-et, mint a Gauss-féle liz. Ehhez
képest mar aprésag, hogy Gauss 6ta még sokkal pontosabban ismert az
xz-nél kisebb primszamok szama. Példaul Gauss 1849 még tgy tudta,
hogy m(500000) = 41556, de mar Lehmer 1956-ban (500 000) = 41 538-
ra csOkkentette a nevezetes fliggvény értékét. (Persze az aszimptotika
szempontjabdl 18 szdm nem oszt, nem szoroz!)

Mi torténik, ha a Riemann-sejtés mégsem igaz vagy nem tudjuk bi-
zonyitani? Ekkor gyengébb tételt kapunk, amelyet a primszamtétel két
bizonyitdja is észrevett. Valéban, ha csak azt tudjuk, hogy R p < 6, ahol
1/2 < 6 < 1 egy alkalmas valés szam, akkor a széban forgé becslés a
kovetkez6 alakot oOlti:

J(z) =liz + O(z").

A primszamsejtés igazoldi ezt az észrevételt § = 1-re alkalmaztéik.

Derbyshire (2004) népszeriisité konyve izgalmas beszamolét nyujt a
kérdés torténetérdl (magyar nyelvii ismertetés: Simonovits, 2008). Meg-
tudjuk, hogy a nevezetes zéta-fiiggvénynek 2002-ben mar szdz millidrd
komplex gyokét megtalaltdk, és — eddig — mindegyik eleget tett a Riemann-
sejtésnek. (Riemann még csak 3 komplex gyokpéart ismert!) Erdekes
kapcsolat, hogy a gyokok numerikus meghatarozasanal a zéta-fiiggvényre
kidolgozott Euler-Maclaurin-mdédszer fontos szerepet jatszik (Edwards,
1972, 6. fejezet). Cikkek szazai sziilettek, amelyek arra épiilnek, hogy a
sejtés igaz. Ennek ellenére vannak olyan matematikusok, akik nem biznak
a sejtés érvényességében. Ma méar egy magénalapitvany 1 millié amerikai
dollart igér a sejtés igazoldjanak vagy cafoléjanak.
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Az itt kdvetkez6 rovid leirasok részben megismétlik, részben kiegészitik a
f6szovegben elmondottakat. A szerepl helynév a tevékenységek szinhe-
lye. A szogletes zardjelben megadott fejezet- és szakaszszdmok névmuta-
toként is szolgalnak.

Abel, Niels (1802-1829), norvég, Osl6 (akkori nevén Christiania). R6-
vid élete sordn szamos nagy matematikai felfedezést tett. A hatvanysorok
egyenletes konvergencidjat 0 igazolta 1826-ban — jéval az egyenletes kon-
vergencia altalanos fogalmanak megalkotasa el6tt [8.3]. Ruffini munkajét
folytatva, O bizonyitotta be 1826-ban az 6todfokil egyenletek algebrai
megoldhatatlansdgat [12.2]. Nevét viselik a kommutativ csoportok [12.2].

Alembert, Jean lasd d’Alembert, Jean

Al-Hvarizmi (kb. 850), arab, Bagdad. Az algebra egyik kidolgozdja,
a sz6 konyve cimébol szarmazik [3.3]. Nevének eltorzitdsdbol ered az
algoritmus szavunk.

Alhazen (kb. 965-1039) mas néven Ibn-al-Haitham, arab. A fizikai és
geometriai optika kiemelkedé kutatdja [3.3].

Apolléniosz (i.e. 262 utdn—i.e. 190 el6tt), hellén, Alexandria (ma Egyip-
tom). Az dkor legnagyobb geométere, t6le szarmazik a kupszeletek teljes
elmélete [2.4]. Kozépiskolabdl ismert az Apolléniosz-kor.

Argand, Jean-Robert [drgan] (1768-1822) svajci. 1806-ban publikédlta
a komplex szamok grafikus dbrézolasardl szolé eredményeit [9.2].

Arisztarkhosz (kb. ie. 310-kb. ie. 230), hellén, Szamosz. Az ékor
Kopernikusza, hiszen i.e. 270 koriil korvonalazta a napkozpontt elméle-
tet. Emellett elvileg helyesen, gyakorlatilag pontatlanul meghatirozta a
Fold—Hold—Nap-haromszog oldalaranyait [15.2].

Arisztotelész (i.e. 384—i.e. 322), gorog, Athén. Platén tanitvanya, el-
lenfele, és makedéniai Nagy Sandor (Alexandrosz) nevel6je. Az dkori
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tudomany univerzalistdja: szakfilozéfidn kiviil els6rangt biolégus, polito-
logus és esztéta. A matematikatorténet szempontjabol logikai és fizikai
tevékenysége érdekes [15.2].

Arkhimédész (i.e. 2877-212), hellén, Sziraktza (Szicilia). Az dkor leg-
nagyobb matematikusa [2.6, 8.4], fizikusa és hadmérnoke. A réla sz6l6
legenda a praktikum és a szérakozottsag ellentmondésaval terhelt: egy-
részt az altala tervezett hadigépekkel sziilovarosa védoi sokaig sikerrel
héritottak el a romai ostromot, masrészt a varos elfoglaldsakor is mérta-
ni feladvanyaiba meriilt, és az 6t lesztrni késziilo rémai katonanak azt
mondta: ,Ne zavard a koreimet!” Oridsi hirére jellemz8, hogy az ékor
nagy életrajziréja, Plutarkhosz tobb oldalt szentel neki (II. kotet, 60-67.
0.).

Arkhiitasz (kb. i.e. 428-kb. ie. 365), gorog, Athén. Platon ta-
nitéja és életének megmentbje. Nemeuklideszi megoldast adott a kocka
megkettdzésére [2.4].

Arzela, Cesare (1847-1912), olasz. Legnevezetesebb eredménye (1885):
ha egy fiiggvénysor tagjai és a hatarértékfiiggvény is Riemann-integralhaté
akkor a fiiggvénysor tagonként integralhaté [8.4], [13.2].

Avicenna (980-1037), mas néven Ibn-Szina, arab. Els6sorban orvos-
ként és filoz6fusként hires, de emlitésre mélté Eukleidész-forditasa (go-
rogrol arabra) [3.3].

Banach, Stefan (1892-1945), lengyel. A funkciondlanalizis torténe-
tének egyik f6hdse, a teljes normélt linearis (Banach-) térben 1922-ben
igazolta a nevét visel6 (kontrakcids) fixponttételt [13.3].

Barrow, Isaac (1630-1677), angol tudds, Cambridge és London. New-
ton cambridge-i tanara, a Newton—Leibniz-paros el6tt talan 6 jutott a
legkozelebb a kalkulus felfedezéséig [5.2]. 1670-ben az angol kirdly papja
lett, ezért cambridge-i posztjat atadta Newtonnak.

Bayes, Thomas (170277-1761), angol. 1750 koriil fedezte fel a Bayes-
tételt: hogyan valtozik egy esemény feltételes valdszinlisége bizonyos ki-
sérletek elvégzése utan [11.2].

Bernoulli, Daniel [bernulli] (1700-1782), svijci, Bazel. Johann Ber-
noulli fia. 1735-ben megoldotta a szentpétervari paradoxont a varhaté
hasznossag bevezetésével [11.2, 14.5]. Aramlastani munkéssaganak (1738)
gyakorlati eredménye a vérnyomasméro és a jelenleg haszndalatos szérd
(spray) [7.4]. Magasabbrendii polinomok gydkeire kidolgozta a réla elne-
vezett iterdcids eljarast [6.3]. A rezgd har egyenletének vizsgalatakor méar
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1753-ban rabukkant a Fourier-sorra, mintegy 60 évvel Fourier felfedezése
el6tt [8.3].

Bernoulli, Jakob [bernulli] (1654-1705), svajci, Bazel. Occse, Johann
mellett Leibniz legjobb tanitvénya, aki analizisbeli eredményeivel [4.3],
[F.1], varidciészamitasi (1696) [7] és haldla utdn kiadott val6szintiség-
szamitasi konyvével (1713) [11.3] orokre beirta nevét a matematikatorté-
netbe.

Bernoulli, Johann [bernulli] (1667-1748), svajci, Bazel. Batyja, Ja-
kob mellett Leibniz legjobb tanitvinya. Legfontosabb eredményeit a va-
ridciészamitasban érte el (brachisztochron-feladat, 1696) [7.2]. Szamos
eredményét pénzért eladta I’Hopital méarkinak, s ezért viseli a marki nevét
a 0/0 hatarozatlan alak kiszamitasanak Bernoulli-féle mddszere, amelyet
I’Hopital a torténelem els6 kalkuluskényvében publikédlt 1696-ban.

Bertrand, Joseph [bertran] (1822-1900), francia. 1845-ben megsejtet-
te, hogy n és 2n kozott mindig van prim [10.3]. 1883-ban kidolgozta a
Cournot-féle duopdlium-elmélet alternativdjat [14.3]. 1888-ban két azdta
is népszerti valésziniiség-szamitdsi paradoxont fogalmazott meg [11.2].

Bessel, Friedrich (1784-1846), német csillagasz és matematikus. 1838-
ban els6ként mutatta ki a bolygék parallaxisat [15.4], és szamos alkalma-
zott matematikai eredmény viseli a nevét (példdul Bessel-fuggvény).

Bolyai Farkas (1775-1856) magyar, Marosvasarhely. Bolyai Janos ap-
ja, Gauss baratja. Az els6 olyan magyar matematikus, aki figyelemremél-
t6 eredményeket ért el.

Bolyai Janos (1802-1860), magyar, Marosvasarhely. 1823-ban, had-
mérnok kordban fedezte fel, hogy az euklideszi geometria mellett egy
ugyanolyan logikus, masik geometria is kiépithet6 [12.4]. Hérom évvel
Lobacsevszkij rokon targyd publikiciéja utan, 1832-ben apja konyvének
fliggelékeként jelent meg latinul miive, amelyet életében nem ismertek el,
még Gauss sem, akinek hasonlo elképzelései voltak, csak félt megjelentetni
forradalmi eredményeit.

Bolzano, Bernhard (1781-1848) német, Pragiban dolgozé pap. Az
analizis kiemelkedd alakja, akit az egyhéazi cenzira szdmos tudomanyos
eredménye kozlésében megakadalyozott. Nevét viseli két alapveto anali-
zistétel (1817-bdl), és 1834-ben 6 adott eldszor példat mindeniitt folytonos
és sehol sem differencidlhaté fiiggvényre [8.4].

Bombelli, Raffaello (1526-1573), olasz, Mildan6. A komplex szdmok

kezdetleges elméletének kidolgozdja, aki rajott arra, hogy harom valds
gyok esetén a harmadfoki egyenletek két valés gyokét hogyan lehet kon-
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jugalt komplex szamok segitségével kiszamitani (1572 el6tt) [4.2, 9.2].

Borel, Emile (1871-1956), francia. 1895-ben igazolta a Heine-Borel-
tételt [8.4]. 1898-ban létrehozta a mértékelméletet [13.2]. Kolmogorov
elott sikerrel alkalmazta a mértékelméletet a valdszinliség-szamitasban
(1909) [11.3]. 1921-ben els6ként elemezte a nulladsszegli kétszemélyes
jatékokat [14.2]. Sokéig aktiv politikus, rovid ideig tengerészeti miniszter
is volt.

Brahmagupta (628 koriil), indiai. A hidromszog teriiletérél sz6lé Héron-
képletet altaldnositotta hurnégyszogre [3.2]. A mdasodfoki egyenlet meg-
oldasanal megadta a negativ gyokoket, megoldotta az ax + by = ¢ diofan-
toszi egyenletet.

Briggs, Henry (1561-1639), angol, Oxford. 1615-ben meggy6zte Napier-
t, hogy szamolasi célbdl a természetes alap helyett a 10-es alapot érdemes
valasztani. Napier halala utan tigyes interpolaciéval hasznalhaté logarit-
mustdblazatot szerkesztett [4.3].

Brouwer, Luitzen (1881-1966), holland. A Brouwer-féle fixponttétel
(szimplexet szimplexbe leképez6 folytonos leképezésnek van fixpontja) fel-
fedez6je (1913) [14.2], és a logicizmust birdld, Gn. intuicionista iskola feje
[12.5].

Biirgi, Jobst (1552-1632) svajci polgar. A logaritmus tarsfelfedezdje
[4.2], Kepler munkatarsa.

Cantor, Georg (1845-1918) német, Halle. Dedekinddel, Heinével és
Weierstrass-szal egyidében 1872-ben szabatossa tette az analizist [8.4].
1874-t6] kezdve megteremti a halmazelméletet [12.5]. Forradalmi ered-
ményei annak idején éles ellenédllasba (kiilonosen Kroneckerébe) iitkoz-
tek, kozlésiik gyakran éveket késett. 1884-t61 kezdve gyakran szenvedett
idegbajban, élete egy elmegydégyintézetben ért véget.

Cardano, Girolamo (1501-1576), olasz polihisztor, Milané. Véget vet-
ve a matematikusok titkolézasanak, 1545-ben 6 kozolte elszor a harmad-
fokt egyenlet megoldéképletét [4.2]. Emellett prébalkozott a val6szintiség-
szamitas kifejlesztésével [11.2]. Zsenidlis technikus, nevét viseli a kardan-
csuklé, illetve a kardantengely, amely az autd elején elhelyezkedd motor
forgasat a hatul meghajtott kerekekre atviszi.

Carleson, Lennart (1928-) svéd, Stockholm. 1966-ban igazolta a rég
vart tételt: minden négyzetesen integralhaté fiiggvény Fourier-sora majd-
nem mindentitt konvergens [11.3]. Kés6bb alapvetd eredményeket ért el
a kaosz elméletében.

Cauchy, Augustin-Louis [kosi] (1789-1857), francia, Parizs. Minden
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idok egyik legnagyobb és legsokoldalibb matematikusa. 1812-t6l kezd-
ve tovabbfejlesztette a determindnselméletet [6.4]. 1815-t6l kezdve a ma
csoportelméletnek nevezett teriiletet gazdagitotta alapvetd eredményei-
vel [12.2]. A komplex fliggvénytan egyik megalapitéja (1815-t61) [9.3].
1821-ben publikalta azt a tankonyvet, amely elséként, ha nem is tokéle-
tesen targyalta az analizist szabatosan (hatarérték, folytonossdg, derival-
hatdsdg, integralhatosig) [8.4]. 1850 koriil Lamével egyidében, de téle
fiiggetlentil rossz bizonyitast adott a Fermat-sejtésre [10.3].

Cavalieri, Bonaventura (1598-1647), olasz pap, Bologna. Az anali-
zis egyik el6futdra, a mar Arkhimédész altal is alkalmazott Cavalieri-elv
névadéja. (Két test térfogata azonos, ha parhuzamos sikokban elmetszve,
minden metszetpar teriilete azonos, [2.6].) A hatvanyfiiggvény integral-
képletének egyik uttordje (1635) [4.7].

Cayley, Arthur (1821-1896) brit. A linearis algebra (Cayley—Hamilton-
tétel, 1858) [6.4], a grafelmélet és az absztrakt csoportelmélet (1858) [12.2]
egyik megalkotdja.

Clairaut, Alexis Claude [klerd] (1713-1765), francia. A 18. szdzad
egyik legjelentGsebb analistdja, az egzakt differencidlegyenlet felfedezéje
(1740) [9.3].

Cohen, Paul (1934-2007) amerikai. Az un. forszolds felfedezdje,
amelynek segitségével 1963-ban bebizonyitotta, hogy a kontinuumhipoté-
zis és a kivalasztasi axidéma fiiggetlen a szokasos halmazelméleti axiéma-
rendszertél [12.5].

Cotes, Roger (1682-1716), angol. Elséként fedezte f6l az exponencialis-
és a szogfliggvények kozti kapesolatot 1715-ben [9.3]. A Principia masodik
kiaddsanal 1709 és 1713 kozott faradhatatlanul segitett Newtonnak [15.3].
Halala utan a ritkdn nagylelkii Newton igy méltatta: ,,Ha Cotes tovabb
élt volna, akkor most tudnank valamit.”

Cournot, Antoine August (1801-1877) francia matematikus és koz-
gazddsz. 1838-ban megalkotta a duopdlium-modellt [14.3].

Cramer, Gabriel (1704-1752), francia. A linedris egyenletrendszer
Cramer-szabélyanak egyik felfedezéje (1750) [6.2], és az algebrai geomet-
ria egyik el6futéara.

Csebisev, Pafnutyij (1821-1894) orosz. 1848-ban igazolta a prim-
szamtétel gyenge alakjat, valamint a Bertrand-sejtést 1850-ben: ,min-
den n és 2n kozott 1étezik legaldbb egy primszam” [10.3]. A Csebisev-
egyenlGtlenség segitségével altalanositotta a nagy szamok gyenge torvé-
nyét (1867 elétt) [11.3].
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Csu-Si-csie (1300 kortl) kinai matematikus. A Horner-elrendezés
el6futéra [3.2].

d’Alembert, Jean [dalamber] (1717-1783) francia, Péarizs. A 18. szé-
zad egyik legnagyobb matematikusa. 1746-ban megoldotta a rezgé hur
parcidlis differencidlegyenletét [8.3], 1752-ben els6ként alkalmazott komp-
lex fuggvénytani eszkozoket hidrodinamikai feladatokra [9.3]. 1766-ban
felfedezte a homogén és inhomogén differencidlegyenletek megoldasa koz-
ti kapcsolatot [6.3]. 1767-ben szorgalmazta a hatarérték haszndlatat, s
a differencialhanyadost mint a differenciahanyadosok hatarértékét defi-
nidlta [8.4]. A nagy francia forradalomhoz vezet6 felvildgosodas egyik
élharcosa, a Nagy Enciklopédia tarsfGszerkesztéje.

Darbouz, Gaston [darbu] (1842-1917), francia. Nevét viselik az olyan
(nem feltétleniil folytonos) fliggvények, amelyek minden kozbiilsé értéket
felvesznek (példaul a derivaltak). O talalta meg a fiiggvénysorok tagon-
kénti integraldsdnak jol ismert feltételét 1875-ben [8.3].

Dedekind, Richard (1831-1916), német. A permutéciécsoport mély-
rehaté elemzéje (1858) [12.2]. Cantor, Heine és Weierstrass mellett az

analizis egyik axiomatizaldja, a Dedekind-szelet felfedez&je (1858-1872)
[8.4]

de la Vallée Poussain, Charles-Jean [de-la-vallé-puszen] (1866-1962),
belga. 1896-ban Hadamard-ral egy id6ében igazolta primszamtételt [10.3].

de Moivre, Abraham [d6-modvr| (1667—-1754), francia szdrmazisi an-
gol. A nantes-i ediktum (uralkoddi rendelet) 1685-6s visszavondsa utan
protestansként Anglidban telepedett le. 1724-ben a generatorfiiggvények
modszerével meghatarozta a Fibonacci-sorozat tagjainak explicit képletét
[6.3]. Nevét viseli a komplex szamok hatvanyédra vonatkozo6 tétel (1707—
1730) [9.2]. Legfontosabb eredménye: a standardizalt binomidlis eloszlas
tart a normalis eloszldshoz (1733-1738) [11.3], ehhez természetesen sziik-
sége volt a Stirlingrdl elnevezett képlet némileg hidnyos alakjara is [F.1].

Descartes, René [dékart] (1596-1650), francia, Franciaorszag—Hollan-
dia—Svédorszag. Fermat-val egyiitt az analitikus geometria atyja, nevét
viseli a derékszogii koordinata-rendszer (1630 koriil) [4.6]. Jelent8s ered-
ményeket ért el az analizis el6futaraként, kimondta az egyszerii poliéder
cstcsai, élei és lapjai kozti, Euler-6sszefiiggést. Kivalo fizikus (Snellius—
Descartes-torvény, 1620 koriil) [7.2], bar érvényelméletét kés6bb Newton
megcéfolta [7.5]. A racionalizmus atyjaként ma is az egyik legnagyobb
filoz6fusként tartjuk szamon, mellesleg a francia nyelv mestere.

Diophantosz, 250 koriil, hellén, Alexandria. A szdmelmélet és az al-
gebra uttoréje [2.5].
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Dirichlet, Lejeune [dirislé vagy dirichlé] (1805-1859), német, Gottin-
gen. Gauss tanftvinya és Riemann mestere. O mondta ki és bizonyitotta
be a Fourier-sorok konvergenciajara vonatkozo els6 szabatos tételt 1829-
1837 kozott [8.3]. 1829-ben megkonstrualta a réla elnevezett sehol sem
folytonos fiiggvényt [8.4, 13.2]. Nevét viseli egy fontos szdmelméleti té-
tel (a nem trividlis szdmtani sorozatokban végtelen sok primszam létezik,

1837) [10.3].

du Bois-Reymond, Paul [di-bod-rémon] (1831-1889), német. 1873-
ban 6 mutatta be az els6 olyan folytonos fliggvényt, amelynek Fourier-sora
végtelen sok pontban divergdl. 1875-ben 6 vezette be az atlés modszert,
amely Cantor és kovet6i kezében olyan fontossa valt [12.5].

FEinstein, Albert (1879-1955), svajci-német—amerikai fizikus, Bern—
Berlin—Princeton. A torténelem egyik legjelentosebb tuddsa, egyebek ko-
zOtt a specidlis és az altalanos relativitaselméletben felhasznalta a nem-
euklidészi tereket [12.4], [15.4]. A Brown-mozgas egyik els6 modellezdje
(1905).

Eratoszthenész (kb. i.e. 276-i.e. 194), hellén, Alexandria. Arkhimé-
dész kortarsa, levelezépartnere [2.6], a primszémszita feltalédldja, viszony-
lag pontosan meghatédrozta a Fold sugarat [15.2].

Erdés Pdl (1913-1996), magyar, 20 éves koratdl kezdve — részben kii-
l6nféle politikai okokbdl — kiilonféle orszagokban élt: Magyarorszagon,
Nagy-Britannidban, az Egyesiilt Allamokbqn és Izraclben. A valaha élt
egyik legsokoldalibb és egyik legtermékenyebb matematikus. A prim-
szamtétel elemi bizonyitasan kivil [10.3] (amelyet Selberggel egyidben,
téle fuggetleniil adott 1949-ben) szamos fontos eredményét emlithetjiik:
approximécidéelmélet, grafelmélet [14.4], a centralis hatareloszlas-tétel al-
taldnositdsa sztochasztikus folyamatokra stb.

FEudozosz (kb. i.e. 410-i.e. 355), gorog, Athén. Platén baratja, az
athéni matematika és csillagdszat torténetének legkiemelkedébb alakja. A
hatérértékfogalom eléfutéra [2.6] és az elsé tudoményos kozmikus modell
megalkotdja [15.2]. Munkédssdganak cstucspontja i.e. 370 koriil.

Eukleidész (i.e. 300 koriil), hellén, Alexandridban élt. Az Elemek ci-
mi miive a geometria [2.4, 12.4] és mas matematikai teriiletek, példaul
a szamelmélet [2.5] elsé fennmaradt és azdta is kovetett axiomatikus tér-
gyalasa.

Euler, Leonhard (1707-1783), svéjci, Szentpétervar—Berlin—Szentpéter-
var. Minden idok egyik legnagyobb és a legtermékenyebb matematikusa.
1727-t61 kezdve tudomannya tette a szamelméletet [10.2]. 1735-ben ki-
szamitotta a zéta-fliggvény értékét a pozitiv paros helyekre [8.2]. A ko-
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nigsbergi hidak feladatanak megoldasaval 1736-ban utjara bocsajtotta a
grafelméletet [14.4]. 1743-ban felfedezte a magasabb rendi lineéris dif-
ferencidlegyenletek algebrai megoldasat [6.3]. Heurisztikusan megoldotta
az elsé altaldnos varidcidszamitési feladatot (1744) [7.3]. Végleges alak-
ba 6ntotte a hagyoményos analizist (1748) [8-9]. Emellett megalkotta az
analitikus mechanikat, szamtalan gyakorlati és oktatasi munkat irdnyitott
Oroszorszagban.

Farkas Gyula (1847-1930), magyar, Kolozsvar. Az elméleti fizikai
kutatasa soran bukkant ra 1902-ben a linearis programozasban alapvetd
szerepet jatszé Farkas-lemméra [14.2].

Fatou, Pierre [fatu] (1878-1929), francia. Mértékelméleti eredményei
(Fatou-lemma, 1906) mellett a fraktalok egyik felfedezdje (1918).

Faulhaber, Johann (1580-1635), német. 1631 el6tt meghatarozta az
els6 17 kitevére a természetes szamok hatvanyosszegét [4.4] és [F.1].

Fejér Lipot (1880-1959) magyar, Budapest. A Fourier-sorok elméle-
tének megujitdja: barmely fliggvény barmely folytonossagi pontjiban a
Fourier-sor szeleteinek szamtani kozepei konvergédlnak a fiiggvényértékhez

(1904) [8.3].

Fermat, Pierre [fermd] (1601-1665), francia jogasz, az ,amatérok
fejedelme”, Toulouse. Descartes-tal egyszerre, 1630 koriil fedezte fel az
analitikus geometriat [4.6]. Ezzel egyid6ben elséként szdmitotta ki a hat-
vanyfiiggvény derivaltjat és integraljat [4.7]. Ujjaalkotta és tovabbfejlesz-
tette az 6kori szdmelméletet, és 1637-ben kimondta az 1994-ig megoldat-
lan Fermat-sejtést [4.5]. Pascallal egyidében (1654-ben) kezdeményezte a
valészinliség-szamitast [11.2]. Eletében semmit sem publikalt, eredményei
levelezés utjan terjedtek.

Ferrari, Ludovico (1522-1566), olasz, Milan6. Cardano segédje, a
negyedfoki egyenlet megolddképletének felfedezSje 1545 el6tt [4.2].

del Ferro, Scipione (1465-1526), olasz, Bologna. Valdsziniileg 6 fedez-
te fel els6ként a harmadfoki egyenlet megoldéképletét (15107), de halaldig
titokban tartotta [4.2].

Fibonacci (kb. 1180-1250), mas néven Leonardo Pisano, olasz, Pisa.
1202-t61 kezdve 6 honositotta meg Eurépaban az arab matematikat, ezen
beliil az arab (helyesebben a hindu) szdmokat [3.4]. A Fibonacci-sorozat
névaddja [3.4], [6.3].

Fischer, Ernst (1875-1959), német. 1907-ben Riesz Frigyessel egyiitt
fedezte fel a funkciondlanalizis egyik alapvetd eredményét: L? izomorf
l-vel [13.3].
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Fourier, Joseph [furié] (1768-1830), francia fizikus, Parizs. Elsésorban
fizikai meggondolasok vezették a Fourier-sorok végleges (Euler és Dani-
el Bernoulli uténi) felfedezéséhez 1807-ben [8.4, 13.3]. Emellett kivald
okortudos volt.

Fraenkel, Adolf (1891-1965), német—izraeli. 1922-ben tovabbfejlesz-
tette Zermelo halmazelméleti axiomarendszerét [12.5].

Fréchet, Maurice [fresé] (1878-1973) francia. 1907-ben megalkotta
az absztrakt tér fogalmét, s ennek segitségével szamos tételt fedezett fel
[13.3].

Fredholm, Ivar (1867-1927), svéd. A Fredholm-féle integralegyenletek
els6 kutatdja (1900) [13.3].

Galilei, Galileo (1564-1642), olasz, Pisa—Padova—Firenze. A modern
elméleti és kisérleti fizika megteremtGje. TOle szarmazik a mondas, hogy a
természet a matematika nyelvén van megirva. O volt az egyik els6 termé-
szettudos, aki a matematikat termékenyen alkalmazta a fizikaban: a lejto
[6.3], az inga [5.5] és a ferde hajitas [4.6] elemzése, valamint fizikai termé-
szetll variacidszamitasi feladatok kitlizése [7.2], osszegezve 1638-ban. A
végtelen halmazok elsé elemz8je [12.5]. A kopernikuszi elmélet kisérleti
igazoldja és faradhatatlan terjesztdje, az inkvizicié azonban 1632-ben ta-
nai visszavondsara kényszeritette [15.3, 15.4]. Taldn az elsé modern tudés
volt, aki anyanyelvén irt — ez is vadpont volt ellene.

Galois, Fvariste [galoa] (1811-1832), francia, Parizs. Utat térve az
absztrakt algebra felé, meghatarozta, hogy milyen algebrai egyenletek old-
haték meg a négy alapmiivelet és a gyokvonds segitségével [12.2]. Hidba
nyujtotta be tobbszor is korszakalkotd felfedezését a parizsi akadémiara,
tjdonsaga és nehezen érthetd volta miatt elutasitottdk. Huszonegy éve-
sen, gyanus koriillmények kozt, politikai vagy szerelmi okokbdl kiprovokalt
parbajban halt meg.

Galton, Francis (1822-1911) brit. A Galton-deszka feltaldldja, a
biometria egyik atyja, a fajnemesités bajnoka [11.2].

Gauss, Carl F. (1777-1855), német. Gottingen. A matematika feje-
delme”, minden id6k egyik legnagyobb matematikusa. Paratlan eredmé-
nyeirdl is csak tavirati stilusban szélhatunk. Algebra: Gauss-féle kikiiszo-
boléses mbdszer [6.2], a szabalyos sokszogek szerkeszthetésége [12.2, 12.3]
19 évesen. Analizis: algebra alaptétele (1801), komplex fiiggvénytan [9.2—
9.3]. Szamelmélet: a szamelmélet alaptétele, Gauss-egészek, kvadratikus
reciprocitas (1801) [10.3]. Statisztika: hibaanalizis és legkisebb négyzetek
modszere [11.3]. Geometria: nem euklideszi terek és differencidlgeometria
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[12.4]. Mivel munkai jelent6s részét nem publikélta, szdmos kiemelkedd
matematikussal keveredett prioritasi vitaba: Abel, Bolyai, Jacobi, Le-
gendre, Lobacsevszkij, hogy csak a legnagyobbakat emlitsiik. Emellett
jelent&s fizikus (a mégnesesség egysége is a nevét viseli), csillagasz [15.4],
térképész, és a tavird egyik feltalaloja volt.

Gelfond, Alexandr (1906-1968), szovjet-orosz. 1934-ben megoldotta
Hilbert 7. probléma&jat: trivialis esetektol eltekintve algebrai szamok ir-
raciondlis hatvanya transzcendens [10.3].

Girard, Albert (1590-1639) flamand. 1629-ben els6ként fogalmazta
meg az algebra alaptételét, és vezette be a szdmegyenes negativ felét
[4.2]. Emellett 6 kezdett el foglalkozni a szimmetrikus polinomokkal [4.2],
amely megtermékenyitette Daniel Bernoulli [6.3] és Lagrange munkéssa-
gét [12.2].

Goldbach, Christian (1690-1764), német. 1727 tdjan & keltette f6l Eu-
ler érdeklédését az akkoriban szinte teljesen elfeledett szamelmélet irdnt.
Nevét egy ma is megoldatlan, 1742-ben megfogalmazott sejtése tette 6rok-
re ismertté [10.2].

Godel, Kurt (1906-1978), osztrak, majd amerikai, Bécs—Princeton.
A 20. szdzad legnagyobb matematikai logicistdja, aki 1931-ben belatta,
hogy semmilyen, az aritmetikat is magaban foglalé matematikai rend-
szer ellentmonddsmentessége sem donthetd el sajat axiémarendszerében.
1940-ben igazolta, hogy ha a halmazelmélet axiémarendszere ellentmon-
dédsmentes, akkor a kontinuumsejtés 1j axiémakénti hozzavétele utan is
ellentmondasmentes marad [12.5].

Grassmann, Hermann Ginther (1809-1877), német, Stettin (ma Szcze-
cin). Autodidakta matematikus. A modern vektoralgebra egyik atyja
(1832), de kora nem értette meg [6.4].

Grégoire de Saint Vincent (1584-1667), flamand. O oldotta meg a
végtelen mértani sor Osszegével Zénon paradoxondt [2.6], és 6 hatarozta
meg a hiperbola alatti teriiletet (1622-1647 kozott) [4.7].

Gregory, James (1638-1675), skét, Aberdeen. A kalkulus egyik eléfu-
tara, a Gregory—Leibniz-sor elso felfedezéje, mellesleg a Taylor-sort , hi-
vatalos” felfedezése el6tt, Newtont és Leibnizt is megel6zve alkalmazta
(1670) [5.3, 5.4].

Hadamard, Jacques [ddamar] (1865-1963), francia. 1896-ban de la
Vallée-Poussain-nel egyidében igazolta a primszamtételt [10.3]. Sok djita-
sa kozil kiemeljiik a folytonos fliggvények terét (1897). Sokat foglalkozott
a matematikai felfedezés lélektanaval.
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Hahn, Hans (1879-1934), osztrék, Bécs. A funkcionalanalizis egyik
uttoréje, a Hahn-Banach-tételt 1927-ben igazolta [13.3].

Hajjam, Omar (kb. 1050-1123), perzsa. Kival6 matematikus, aki
foglalkozott a harmadfokt egyenlet analitikus geometriai megoldasaval
[3.3], és ismerte a klasszikus binomidalis tételt [4.4]. Kolteményei, a Rub-
baijatok, mdig a vildgirodalom részét alkotjak.

Hamilton, William Rowan (1805-1865), ir. 1837-ben els6k kozt dol-
gozta ki az n-dimenzids térelmélet [6.4]. A kvaternidkat 1843-ban fedezte
fel [6.4]. Elméleti mechanikdban és optikdban is alapvet§ eredményeket
ért el 1833-t6l kezdve.

Heine, Eduard (1821-1881), német. 1872-ben igazolta az egyen-
letes folytonossagrél sz6lé Heine—Borel-tételt [8.3]. Ugyanebben az év-
ben, Cantortol, Dedekindt6l és Weierstrasstol fiiggetleniil axiomatizalta
az analizist [8.4]

Helly, FEduard (1884-1943), osztrék—amerikai. A funkciondlanalizis
egyik uttordje [13.3], aki az 1927-ben publikdlt Hahn-Banach-tételt a
korlatos valtozoju fiiggvények terére mar 1912-ben bebizonyitotta. Nevét
viseli még a konvex analizis Helly-tétele. Az I. vilighabort és az 6sszeom-
las miatt csak élete végén jutott fizetett egyetemi dlldashoz Amerikéban.

Hermite, Charles [ermit] (1822-1901), francia. Az e transzcendenci-
aja (1873) [10.3] mellett fontos eredményeire utalnak a nevét visel6 orto-
gonalis polinomok és a szimmetrikus kvadratikus alakok altalanositasa.

Héron (i.sz. 1. szédzad), hellén, Alexandria. A stagndld, majd hanyatld
hellén matematika egyik legnevesebb alakja, a nevét viselo, a haromszog
teriiletének képletet mar joval elétte Arkhimédész is ismerte [3.2]. Bebi-
zonyitotta, hogy a siktiikron visszaver6dé fény a legrévidebb tton halad
[7.2]. Jatékos gézgépe a templomajtét nyitotta ki.

Herschel, Frederick (1738-1822), brit csillagdsz. 1781-ben tavcsével
felfedezte a Naprendszer ,,ij” bolygdjat, az Urdnuszt [15.4].

Hilbert, David (1862-1943), német, Gottingen. A 19-20. szazad
forduldjanak egyik legnagyobb matematikusa. 1899-ben véglegesen axio-
matizalta az euklideszi geometriat. 1900-ban a parizsi nemzetkozi mate-
matikai kongresszuson ismertette a matematika megoldatlan probléma-
inak hilberti listdjat (v6. Yandell, 2002), amelyen ma is vannak még
megoldatlan feladatok (példaul a Riemann-sejtés). O kezdeményezte és
réla nevezték el az euklideszi tér végtelen-dimenziés altalanositasat, a
Hilbert-teret a 20. szazad elején [13.3]. Az 1920-as években a halmaz-
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elmélet paradoxonjainak megoldasat az Un. formalista megkozelitésben
kereste, azonban reményeit 1931-ben romba dontétte Godel felfedezése az
axiomatikus rendszerek teljességének hidnyardl [12.5].

Hipparkhosz (kb. i.e. 161-126), hellén, Alexandria. Az Okor leg-
nagyobb csillagasza. Kidolgozta a rendszeres trigonometriat, hihetetle-
niil pontosan, 1 masodperces hibaval megbecsiilte a holdhénap hosszét,
és megalkotta az epiciklusok elméletét, amellyel kévetéi — mindenekelott
Ptolemaiosz — trré lettek a korabbi elmélet nehézségein [15.2].

Hinesin, Alekszandr J. (1894-1959), szovjet-orosz, Moszkva. A szov-
jet valdsziniiség-szamitasi iskola éridsa, az iteralt logaritmus tételének
felfedez8je (1923) és a nagy szamok gyenge torvényének altaldnositéja
(1934) [11.3].

Huygens, Christiaan (1629-1695), holland, Périzs. Az ingaéra elmé-
leti és gyakorlati megalkotéja, a centripetdlis gyorsulas felfedezdje [15.3],
a hullamelmélet atyja [7.2], az elsé valésziniiség-szamitdsi konyv (1657)
ir6ja [11.2], Descartes tanitvanya és Leibniz mestere (1673-1676) [5.2].

Jacobi, Carl G. J. (1804-1851) német. A determindnselmélet egyik
megalapozdja (1833) [6.3] és az elliptikus fiiggvények elméletének egyik
felfedezdje (1834).

Jordan, Camille [zsordan] (1838-1922), francia. 1870-ben felfedezte a
méatrixok normélalakjat [6.3]. Ugyanekkor kidolgozta a csoportelméletet
[12.2]. 1887-ben kimondta a folytonos zart gorbékre vonatkozé Jordan-
tételt, de bizonyitisa hidnyos volt.

Kakutani Shizou (1911-2004) japan-amerikai matematikus 1941-ben
pontértékii leképezésrél halmazértékiire altaldnositotta Brouwer fixpont-
tételét [14.2].

Kant, Immanuel (1724-1804), német gondolkodd, Koénigsberg (ma Ka-
linyingrdd). A legnagyobb filozéfusok egyike. Laplace elétt, spekulativ
uton megalkotta a Naprendszer keletkezésének elméletét [15.4]. Az euk-
lideszi teret veliink sziiletett keretnek tekintette, s ezzel akadalyozta a
nemeuklideszi geometridk kibontakozasat [12.4].

Kalmdr Ldszlé (1905-1976) magyar, Szeged. Logicista és szamitégép-
tudés. A vildgon az egyik els6 jatékelméleti cikk szerzGje (1928) [14.4].

Kepler, Johannes (1571-1630) német, Praga. 1609-1618 kozott felal-
litotta a bolygémozgas harom fontos torvényét, ezzel szilaird matematikai
alapokra helyezve az addig csak kvalitative megfelelé kopernikuszi rend-
szert [15.3]. Emellett kiszamitotta szdmos, gérbe vonalakkal hatédrolt test
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(példaul hordodk) térfogatat (1615) [4.7]. Megsejtette a gobmbok legstirtibb
térkitoltését, amelyet csak 1998-ban bizonyitott Tom Hales.

Klein, Felir (1849-1925), német. Sophus Lie-vel és Poincaréval egyiitt
1870 utan alakitotta ki a folytonos csoportok elméletét [12.2]. 1872-ben az
erlangeni programjaban javasolta: a transzforméciécsoportok segitségével
kell osztalyozni a geometridkat.

Kolmogorov, Andrej N. (1903-1987), szovjet-orosz, Moszkva. A 20.
szazad egyik legnagyobb matematikusa. 1933-ban axiomatikus alapok-
ra helyezte a valészinliség-szamitast [11.3]. Emellett szdmos maés teriilet
kialakitasa fliz6dik a nevéhez: példaul az informacidelmélet és a bonyo-
lultsadgelmélet. Arnolddal és Moserrel egyiitt az in. KAM-elmélet tars-
szerzbje, amely a Naprendszer stabilitdsanak kérdését oldotta meg (1954)
[15.4].

Kopernik, Mikolaj vagy Kopernikusz (1473-1543) lengyel-német(?)
pap és csillagdsz, Torun. 1400 évvel Ptolemaiosz utan, 1543-ban meg-
gy6z6 érveléssel megcafolta a foldkoézponti vilagképet, és helyére a nap-
kozpontu vildgrendszert allitotta [15.3].

Konig Dénes (1884-1944), magyar, Budapest. A vildgon az els6 graf-
elméleti monogréafia szerzéje. A nyilas rémuralom el6l 6ngyilkossagba
menekiilt. Az egyik els jatékelméleti cikk szerzdje [14.4].

Kronecker, Leopold (1823-1891), német. Neves algebrista, aki szen-
vedélyesen kiizdott a végtelen cantori matematikaja ellen [12.5].

Kummer, Ernst (1810-1893), német. 1844-t6l kezdve megalkotta az
idedl fogalmat, s ezzel jelentGsen Kkiterjesztette a Fermat-sejtés bizonyi-
tottsdgi tartomanyat [10.3].

Lagrange, Louis-Joseph [lagranzs] (1736-1813), olasz—francia. Torin6—
Berlin—Périzs. ,,A matematika Kheopsz-piramisa”— bucsiztatta Napoé-
leon. 1755-ben szabatossa tette Euler varidciés egyenletének heuriszti-
kus levezetését (Euler-Lagrange-differencidlegyenlet) [7.4, 7.5]. 1760-t6l
kezdve, analitikus mechanikdjan dolgozva, variacidszamitasi alapra he-
lyezte a mechanikat. 1765-ben megtaldlta a linearis differencidlegyenlet-
rendszerek megoldésat [6.3]. Az 6todfokid egyenlet megoldoképletét keres-
ve, 1770-ben megalapozta a csoportelméletet [12.2]. 1788-ban megalkotta
a feltételes széls6érték-szamitds Lagrange-szorzés modszerét [7.3].

Lambert, Johann H. (1728-1777), svajci-német. 1770-ben els6ként
bizonyitotta be a m szam irracionalitdsat [10.2]. A nemeuklideszi geomet-
ridk eléfutdrai koziil 6 keriilt legkézelebb a célhoz (1766) [12.4].
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Lamé, Gabriel (1795-1870) francia. 1837-ben belatta a Fermat-sejtést
n = 7-re. 1850 koriil, Cauchy-val parhuzamosan, altaldnos ,bizonyitast”
is adott a sejtésre. Kummer azonban megmutatta, hogy a bizonyitas
hibés, és csak az idedlok bevezetésével menthetd, legalabbis részben. Je-
lent6s rugalmassagtani eredményeket ért el.

Laplace, Pierre-Simon [laplasz] (1749-1827), francia, Périzs. Az
alkalmazott matematika, példdul a Laplace-transzformécié [9.3], az égi
mechanika [15.4] korszakalkoté miivelje (1799-1825); és a valészintiség-
szamités egyik dridsa (1812) [11.3]. Napodleon tanéra volt egy vidéki tiszti
iskoldban, s révid ideig Napoéleon beliigyminisztere volt.

Lebesgue, Henri [1obeg] (1875-1941), francia, Périzs. 1902-t6l kezdve
létrehozta a modern mértékelméletet. Tobbek kozott a Lebesgue-mérték
és -integral viseli a nevét [13.2]. Sok neves matematikus fordult szembe
ajitésaival, igazsigtalanul 6ncélinak mindGsitve azokat.

Legendre, Adrien-Marie [16zsandr] (1752-1833) francia. Az analizis,
a szamelmélet teriiletén szamos felfedezés viseli a nevét: példaul a vari-
acioszamitas Legendre-feltétele (1788) [7.3], a Legendre-polinom. Els6k
kozott fogalmazta meg a primszamtételt [10.3], és fedezti fel a legkisebb
négyzetek elvét [11.3] (mindkettét 1800 koriil).

Leibniz, Gottfried W. (1646-1716) német, Parizs—Hannover. Minden
idok egyik legnagyobb polihisztora és az altalanos modszerek kutatdja.
Mar 1666-ban felvazolta a matematikai logika alapgondolatat. 1672-ben
a Royal Society tagjava véalasztotta a Pascal-féle szamolégép tokéletesi-
téséért [4.3]. 1673-1676 kozott Huygens tanitvanyaként, Newton utén,
de téle fiiggetleniil felfedezte és 1684-t6] kezdve sikerrel elterjesztette a
kalkulust [5]. O bocsétotta ttjéra a determindnselméletet (1683) [6.2]. A
valaha élt legnagyobb filozéfusok egyike. Els6rangi tudoméanyszervezd-
ként megalapitotta a berlini akadémiat, valamint megtervezte a bécsi és
a szentpétervari akadémiat. A Newtonnal folytatott prioritasvita veszte-
seként, elfeledve halt meg.

Leverrier, Urbain [16verié] (1811-1877), francia csillagasz. Hatékony
matematikai médszerével 1846-ban sikerrel megjoésolta a Neptun 1étezését
és elérejelezte 1 honappal kés6bbi helyzetét [15.4].

Levinson, Norman (1912-1975) amerikai, Cambridge, MA. 1974-ben
a Selberg altal kordbban talalt specifikdlatlan pozitiv alsé korlatot 1/3-ra
javitotta. Egy évre ra agydaganatban halt meg.

I’Hopital, Guillaume [lopitdl] (1661-1704), francia mérki. Pénzért
megvette Johann Bernoulli szdmos eredményét, s azok alapjan publikal-
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ta a torténelem elsé kalkuluskonyvét 1696-ban. Ezért viseli nevét a 0/0
hatarozatlan alak kiszdmitdsanak Bernoulli-féle modszere.

Lindelof, Ernst Leonard (1870-1946), svéd szarmazasu finn. A kézon-
séges differencidlegyenletek megoldasanak fokozatos megkozelitésrél szélo
Picard-Lindel6f-tétel egyik felfedezéje (1894) [13.3].

Lindemann, Ferdinand (1852-1939), német. 1882-ben elséként igazol-
ta, hogy a 7 szam transzcendens [10.3].

Liowville, Joseph [liuville] (1809-1882), francia. O talilta meg az
els6 transzcendens szamokat 1844-ben [10.3]. Alapvetd eredményeket ért
el a komplex fiiggvénytan és az analitikus mechanika terén. Galois irasait
1846-ban sajté ala rendezte [12.2].

Lobacsevszkij, Nyikolaj (1793-1856), orosz. Kazany. 1829-ben, hé-
rom évvel Bolyai el6tt kozolte forradalmi eredményeit Eukleidész 6t6dik
posztuldtuméanak bizonyithatatlansdgardl [12.4].

Lotka, Alfred (1882-1949), amerikai. A matematikai demogréfia ut-
toréje [11.2], a Lotka—Volterra-egyenlet elemzéje (1925).

Maclaurin, Colin (1698-1746) skot, a Taylor—(Maclaurin)-sor népsze-
riisitéje [5.2], és az Euler-Maclaurin-féle 6sszegzési képlet tarsfelfedezdje
1742-ben [F.1].

Mangoldt, Hans (1854-1925) német. 1895-ben kifogdstalanul igazolta
Riemann heurisztikus formulajat a primszamtétellel kapcsolatban [F.2].

Markov, Andrej (1856-1922), orosz. A valésziniiség-szamitdsban alap-
veté Markov-lanc fogalmanak megalkotdja, nevét viseli a mar Csebisev
altal felfedezett Markov-egyenl6tlenség [11.3].

Mengoli, Pietro (1625-1686) olasz, Bologna. A kalkulus egyik el6futé-
ra. O vetette fel a négyzetszamok reciprokosszegére vonatkozo feladatot
1650-ben, amelyet Euler oldott meg 1735-ben [8.2].

Mersenne, Marin [merszen] (1588-1648), francia pap. Kival6 tudo-
manyszervezd, aki levelezéseivel kapcsolatot teremtett Fermat, Descartes,
Pascal és szamtalan mas matematikus kozott [4.5].

Moivre, Abraham lasd de Moivre, Abraham

Moébius, Ferdinand (1790-1868), német. 1831-ben fedezte fel a Mobius-
féle megforditasi fliggvényt, amely fontos szerepet jatszik az analitikus
szamelméletben [F.2]. Egyik felfedez8je és névaddja a topolégidban fon-
tos egyoldalu feliiletnek (1858).

Napier, John (1550-1617) skot. Féur, miikedvel6 matematikus, aki
falusi birtokan a 16-17. szazad forduléjan felfedezte a természetes alapu
logaritmust. Ezzel egyszerre alkotta meg az egyik legfontosabb fliggvényt
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és fedezte fel az egyetemes szamolastechnika évszazadokig alapvetd esz-
kozét [4.3].

Nash, John (1928-2015) amerikai, Cambridge (MA)-Princeton. 1951-
ben, doktori hallgatéként megalkotta a nem kooperativ jatékok egyen-
sulyfogalmat és az alkumodell axiomatikdjat, mindkét megoldas mar év-
tizedek éta a nevét viseli [14]. 1960 koriil topoldgiai eredményei alapjan
a Fields-érem egyik esélyese volt, de végiil mégsem kapta meg a remélt
kitiintetést. Kiemelkedé munkassagat kettétorte a skizofrénia, amelybél
csak tobb évtizedes kezelés utan gydgyult ki. Jatékelméleti eredményeiért
1994-ben megosztva kozgazdasagi Nobel-dijat kapott, topoldgiai eredmé-
nyeit 2015-ben Abel-dijjal ismerték el.

Netto, Eugen (1846-1919) német. A modern algebra egyik el6futéra
[12.2], aki emellett analistaként 1879-ben beldtta, hogy az egyenes szakasz
és a négyzet kozott nem létezik invertalhaté és mindkét irdnyban folytonos
leképezés. (Ezzel elére ,helyre tette” Cantor és Peano konstrukeiéit, ez
utobbi 1890-ben sziiletett. )

Neumann Jdnos (1903-1957), magyar sziiletésii amerikai, Gottingen—
Princeton. A 20. szdzad egyik kiemelkedd polihisztora: a Neumann-
algebrak feltaldldja, a kvantummechanika axiomatizél6ja (1932) [13.3], a
jatékelmélet atyja (1928-1944) [14]. Az atombomba egyik megalkotéja, a
mai elektronikus szdmitogép elvének kigondoléja és az automataelmélet
megalkotdja.

Newton, Isaac (1643-1727), angol. Cambridge-London. Minden id6k
egyik legnagyobb matematikusa és fizikusa. Ujrafelfedezi Girard hat-
vanyosszegekre vonatkozo rekurzidjat [4.2]. 1665-t6] kezdve kidolgozza
a differencidl- és integralszamitast [5]. A klasszikus fizika atyja [14.3],
fémiive a Principia (1687) a modern tudomény legjelentésebb alkotésa
(&ltaldnos tomegvonzas: drapdly, kozmikus szokési sebesség; fényelmélet:
szivarvany ), a titkros taveso feltaldléja. Emellett rovid ideig parlamenti
képviseld, huzamosabb ideig a pénzverde sikeres igazgatdja. Hooke-kal
val6 korai Osszecsapasa miatt a késobbiekben keriilte a tudomanyos vi-
takat, gyakran még a publikacidkat is. 1700 koril robbant ki dldatlan
prioritasi vitaja Leibniz-cel, amelyet — a Royal Society teljhatalmi elno-
keként — megnyert [5.6].

Nilakantha, dél-indiai. 1501-ben &llitélag felfedezte az arkusz tangens
Taylor-sorét, s ezek alapjan megadta a 7/4 végtelen sorat.

Pacioli, Luca (1445-1509), olasz. A valésziniiség-szamitéas egyik elo-
futéra [11.2], a kett6s konyvelés megalkotdja (1494).

Parseval, Marc-Antoine (1755-1836) francia. 1799-ben felfedezte
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a Pitagorasz-tételt trigonometrikus polinomokra altalanosité Parseval-
tételt [8.3] és [13.3].

Pascal, Blaise [paszkal] (1622-1662), francia, Parizs. Tizenhat éves
koraban felfedezte a projektiv geometria egyik alaptételét. Hiszéves volt,
amikor feltaldlta az (egyik) elsé mechanikus szdmolégépet. 1648-ban el-
képzelése alapjan kisérletileg igazoltdk, hogy egy magas hegyen a lég-
nyomas kisebb, mint a siksdgon. 1654-ben Fermat-val egyiitt helyesen
megoldotta valdszinliség-szamitasi feladatok egész sorat, s ezzel elindi-
totta e tudomény fejlédését [11.2]. Nevéhez fliz6dik a Pascal-hdromszog
[4.4]. A ciklois teriiletének kiszamitdsakor (1658) kozel &llt a kalkulus
felfedezéséhez [4.7]. Emellett a filozdfia, a vallds és a francia esszéiras
nagymestere.

Peano, Giuseppe (1858-1932) olasz. A természetes szdmok axiéma-
rendszerének megalkotéja (1889) [12.5], a négyzetet kitolté Peano-gorbe
konstruktére (1890) és a mértékelmélet el6futdra (1887) [13.2].

Picard, Emile [pikér] (1856-1941), francia. A kozonséges differencidl-
egyenletek megoldasanak fokozatos megkozelitésérdl sz616 Picard—Lindelf-
tétel egyik felfedezéje (1890) [13.3].

Platon (i.e. 427—.e. 347), gorog, Athén. Az 6kor nagy filozéfusa, és a
matematika alkalmazdsdnak batoritoja. Akadémidjaban dolgoztak a kor
nagy matematikusai.

Poincaré, Henri [poenkaré] (1852-1912), francia, Parizs. A 19-20.
szazadforduld egyik oridasa. A differencidlegyenletek kvalitativ elméle-
tének kidolgozdja (1890 koriil), ezzel kapcsolatban a modern topolégia
egyik atyja. A Naprendszer (in)stabilitdsardl sz6l6 eredményei a kdosz-
elmélet felé mutattak [15.4]. Mellesleg Einstein mellett (mogott) a re-
lativitdselmélet matematikai elméletének egyik megalkotdja (1905). Az
intuicionizmus tamogatdja, a modernizmus ellensége [8.4, 12.5].

Poisson, Siméon-Denis [podszon| (1781-1840) francia. A val6szintiség-
szamitas egyik megteremtdje (1837) [9.3], a Poisson-eloszlés felfedezbje és
a matematikai fizika (potencidlelmélet) egyik legnagyobb alakja.

Ptolemaiosz (i.sz. 90-168), hellén, Alexandria. Az dékor legnagyobb
hatdsu foldrajztuddsa, csillagdsza: Almageszt (i.sz. 150 koriil) [15], és az
alkalmazott matematika jelese [2.6]. Csak 1400 évvel késébb, Koperni-
kusz multa feliil.

Pithagorasz (kb. i.e. 550), gorog (Dél-Itélia). Nemcsak matematikus,

hanem zenetudos, filozofus és egy titkos tarsasig szellemi vezetGje is volt.
Talan a leghiresebb matematikai tétel névaddja [2].
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Riemann, Bernhard (1826-1866), német, Gottingen. Mennyiségi-
leg szerény, am mélységében parjat ritkitja munkassaga. 1851-ben felfe-
dezte a tobbértékl komplex fiiggvények Riemann-levelét. Nevét viseli a
Riemann-integral (1854) [8.4], a Riemann-tér (1854) [12.4] és a Riemann-
féle zéta-fuggvény gyokeire vonatkozé Riemann-sejtés (1859) [F.2], ez
utébbi taldn a legfontosabb megoldatlan matematikai feladat. Kivaléo-
sdgat még a dicséretekben altaldban sziikmarkt Gauss is elismerte, és
habilitacios értekezését magasan atlagon feliilinek nevezte.

Riesz Frigyes (1880-1956) magyar, Szeged—Budapest. A funkcionél-
analizis egyik megteremtdje, tobbek kozott nevét viseli a Riesz—Fischer-
tétel (1907) [13.3].

Robinson, Abraham (1918-1972) német-amerikai logicista. 1962-ben
megalkotta a nemsztenderd analizist, amely axiomatizalta Newton és
Leibniz végtelen kicsiny mennyiségeit.

Rouché, Eugéne (1832-1910), francia matematikus. A nevét visel$
komplex fiiggvénytani tételt alkalmazzak az algebra alaptételének bitzo-
nyitasara [9.3].

Ruffini, Paolo (1765-1822), olasz. Abel mellett az 6todfokid egyenlet
algebrai megoldhatatlansaganak egyik felfedezéje (1799) [12.4].

Russel, Bertrand (1872-1970), brit fénemes. Kiemelked$ logicista,
csillagasz, filozofus és békeharcos. Leghiresebb matematikai eredménye a
Russel-paradoxon (1905) [12.5].

Saccheri, Gerolamo (1667-1737) olasz. A nemeuklideszi geometria
egyik el6futéra (1733) [12.4].

Schmidt, Erhard (1876-1959), német. Hilbert tanitvanya, a Hilbert-
tér geometridjanak egyik kidolgozdja (1901-1906) [13.3].

Schneider, Theodor (1911-1988), német. Gelfond utan, de téle fiig-
getleniil megoldotta Hilbert 7. problémajat: trividlis esetektdl eltekintve
algebrai szamok irraciondlis hatvanya transzcendens [10.3].

Seidel, Philipp (1821-1896), német. Az egyenletes konvergencia egyik
felfedez8je (1848) [8.3], a linedris egyenletek iterativ megoldasanak egyik
tokéletesitéje (Gauss—Seidel-eljaras).

Selberg, Atle (1917-2007), norvég—amerikai, Princeton. A primszam-
tétel elemi bizonyitasan [10.3] kivill (amelyet 1949-ben, Erdéssel egyidé-
ben, t6le fiiggetleniil adott) szdmos jelentds eredménye van, példaul a ko-
vetkezd: a zéta-fliggvény gyokeinek pozitiv hanyada kielégiti a Riemann-
sejtést (1942). Tobbek kozott ezért az eredményéért kapta meg 1950-
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ben a négy évente a négy legjelentosebb matematikai felfedezésért jard
kitiintetést, a csak 40 évesnél fiatalabb matematikusoknak adhat6 Fields-
érmet.

Stevin, Simon, (1548-1620), németalfoldi polihisztor. 1585-t61 kezdve
sikerre vitte a tizedestorteket [4.3]. Evtizedekkel Galilei el6tt felfedezte a
lejté torvényét [6.3].

Stirling, James (1692-1770) brit. Kivalé analista és kombinatorikus.

1730-ban meghatarozta a de Moivre-tél szarmazé, Stirlingrdl elnevezett
képletben az &llandét [11.3] és [F.1].

Sylvester, James (1814-1897) brit. A modern linearis algebra egyik
megalkotdja, példaul 6 fedezte fel a kvadratikus alakok tehetetlenségi té-
telét (1852) [6.4].

Szeki, Takakazu (1637/1642-1708), japan (angol atirdsban: Seki).
Leibniz-cel egyidében, de tdle fliggetleniil felfedezte a determinédnst.

Tartaglia, Niccolo (kb. 1500-1557) olasz. 1535 koriil masodikként
fedezte fel a harmadfokt egyenlet megolddoképletét. 1539-ben csak azzal
a feltétellel kozolte Cardandval a nagy titkot, hogy az nem publikélja, de
Cardano 1545-ben megszegte az igéretét [4.2].

Taylor, Brook (1685-1731) brit. Az analitikus fiiggvények hatviny-
sora (1715) az 6 nevét viseli [5.3], bar évtizedekkel el6tte mar tobben —
Gregory, Newton és Leibniz — megtalaltak. O oldotta meg az inga diffe-
rencidlegyenletét [6.3].

Thalész (i.e. 6. sz. eleje), gorog, Milétosz (Kis-Azsia). Allitélag jart
Egyiptomban, ahol tanul(hatot)t az ottani bolcsektél [2.4]. O az elsé
olyan matematikus, akirdl tételt neveztek el, és az els6 olyan filozofus,
akinek ismerjiik a nevét. (Egyébként Thal sémi nyelveken harmatot je-
lent.)

Theaitetosz (kb. i.e. 414-i.e. 369), gorog, Athén. Platon akadémid-
janak neves tagja. O fedezte fel az oktaédert és az ikozaédert [2.4].

Tschirnhaus, FEhrendfried (1651-1708) szész grof. 1683-as transzfor-
maéacidja altalanositotta a harmad- és negyedfoku egyenletek megoldasi
modszerét, de Leibniz megmutatta, hogy mddszere hasznédlhatatlan en-
nél magasabb fokszdmra [12.2].

Vallée Poussain, Charles-Jean lasd de la Vallée Poussain, Charles-
Jean

Vandermonde, Alexandre-Theophile [vandermond] (1735-1796) fran-
cia. Lagrange-zsal egyiitt a csoportelmélet eléfutdra (1771) [12.2]. Nem is
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hallott a réla elnevezett determinansrol [6.3], de a determindnsok 6nall6
teriiletének 6 volt az els6 elemzéje (1772-1776) [6.4].

Viete, Frangois (1540-1603), francia, Périzs. Algebrai, analizisbeli
és trigonometriai felfedezéseivel egyike volt az tjkori eurdpai matemati-
ka uttoréinek [4.2]. Nevét viselik a polinom gydkei és egyiitthat6i kozti
Osszefiiggések.

Vitali, Giuseppe (1875-1932) olasz. A modern analizis egyik tttordje:
nevét viseli a Vitali-féle lefedési tétel, s tole szarmazik az eltolasinvaridns
mérték korlatozott értelmezhetdsége (1905) [13.2].

Volterra, Vito (1860-1940) olasz. Az integrélegyenletek egyik uttoréje
(1884-1897) [13.3], és a Lotka—Volterra-féle ragadozé—zsakmany popula-
ci6s modell egyik kidolgozo6ja (1925-1931).

Wallis, John (1616-1703), angol. 1655-ben induktiv médon felfe-
dezte azokat az integralképleteket (példaul a Wallis-formulat), amelyek
Newtont a klasszikus binomiélis képlet dltaldnositdsa felé terelték [5.3].
Ugyanebben az id6ben 6 javasolta elészor a képzetes tengely bevezetését
[9.2].

Wantzel, Pierre (1814-1848) francia. 1837-ben szabatosan bebizonyi-
totta a Gauss-féle szerkeszthetOségi tétel megforditasat [12.3].

Weierstrass, Karl (1815-1897), német, Berlin. Koénnyelmi egyete-
mista életmodja miatt 15 évig kozépiskolai tanarként kellett keresnie ke-
nyerét, ahonnan csak kiemelkedd teljesitménye révén sikeriilt megszaba-
dulnia. Ott szerzett kivalé pedagodgiai képességeit egyetemi tandrként
rendkiviili mértékben hasznositotta: szamos hires tanitvanya volt. Nevét
sok fontos tétel viseli. 1841-t6] kezdve a hatvanysoros megkozelitést hatal-
mas sikerrel alkalmazta a komplex fiiggvénytanban [9.3]. Téle szarmazik
az analizis axiomatikus felépitése és az epszilontika az 1860-as évektol
kezdve, amelyet Dedekinddel, Cantorral és Heinével egyidoben, 1872-ben
publikalt [8.4].

Wiener, Norbert (1894-1964), amerikai, Cambridge (MA). Neumann
Janoshoz hasonlé tehetségii polihisztor, aki azonban ellenezte a kormény-
zat és a tudomany szoros kapcsolatat. A modern elméleti és alkalmazott
matematika egyik 6ridsa, a Banach-tér egyik térsfelfedezéje [13.3]. Nevét
viseli a biol6giabdl ismert Brown-mozgast modellez6 Wiener-folyamat.
Az 1940-es években tutjara inditotta a kibernetikat (irdnyitdselméletet).

Wiles, Andrew (1953 ), brit (Princeton). O igazolta 1994-ben a
Fermat-sejtést, bar az eredeti bizonyitasa hézagos volt [10.3]. A felfedezés
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fontossagara vald tekintettel 1996-ban annak ellenére megkapta a Fields-
érmet, hogy mar elmult 40 éves.

Wessel, Caspar (1745-1818) dén. Foldméré, aki 1798-ban a Dan Aka-
démia koézleményeként anyanyelvén a vilagon elsoként publikalta a komp-
lex szamsik modelljét.

Zénon, (i.e. 460 koriil), gorog filozéfus, Elea (Dél-Italia). A valds szé-
mokkal kapcsolatos paradoxonok éles szemii megfogalmazoja [2.6]. Taldn
az indirekt bizonyitas feltalaléja.

Zermelo, Ernst (1871-1956), német. Els6ként alkotta meg a halmaz-
elmélet axiémarendszerét 1908-ban [12.5], amelyet Fraenkel és masok to-
vabbfejlesztettek. 1909-ben bebizonyitotta a kivalasztasi axiéma segitsé-
gével, hogy minden halmaz j6lrendezheté [12.5]. Emellett téle szarmazik
a modern jatékelmélet elsé tétele 1913-bol [14.4].






Torténelmi naptar

Matematikai események Torténelem

-3000 Egyiptomi szamhieroglifak Kerekes jarmiivek, piramisok
—2400 Helyérték-rendszer, Mezopotamia Sumér-akkad Birodalom
—1850 Moszkvai papirusz Hammurabi térvénykonyve

—1350 féniciai dbécé

—753 Réma alapitisa
—585 Thalész
—550 Piithagorasz
~460 Eleai Zénén

—490 Marathoni csata
—370 Eudoxosz: kimerités

—-332 Alexandria alapitdsa, hellenizmus
-300 Eukleidész: Elemek
—270 Arisztarkhosz: Nap a kézpont I. pun hébora vége

—212 Arkhimédész halila II. pun haboru
210 Apolléniosz: Kupszeletek
—140 Hipparkhosz: trigonometria Karthago lerombolédsa

—45 Julius Caesar naptarreformja

150 Ptolemaiosz: Almageszt 160 Marcus Aurelius trénra 1ép
2507 Diophantosz: Aritmetika 285 Diocletianus
313 Konstantin csaszar,
kereszténység allamvallas
476 Réma bukésa
6287 Brahmagupta 622 Mohamed futasa
711 Az arabok elfoglaljak Ibériat

209
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Torténelmi naptdr

775 Hindu matematika arabul

830 Al Hwérizmi: Algebra
1037 Avicenna haléla
1123 Omar H&ajjam haléla
1202 Fibonacci: Liber abaci
1270 Arkhimédész latinul
1360 Oresme: exponencidlis fliggvény?
1436 Al-Kaési haldla

1494 Pacioli: Summa

1543 Kopernikusz: Egitestek...
1545 Cardano: Ars Magna
1572 Bombelli: Algebra
1579 Viete: Canon Mathematicus
1585 Stevin: A tizedestort
1609 Kepler: Astronomia nova
1614 Napier logaritmusa
1629 Fermat lokalis maximuma
1637 Descartes: A moédszerrol
1640 Pascal: Kupszeletek
1640 Kis Fermat-tétel
1654 Fermat és Pascal:

Levelek a val6szintiségrol
1657 Huygens: Valésziniiség-szamitas

1665 Gregory: Geometria pars
universalis

1666 Newton csodalatos éve

1684 Leibniz I. kalkulus-cikke

1687 Newton: Principia

1696 Bernoulliak és a brachisztochron

1713 A Royal Society Leibnizt
elmarasztalja plagiumban

1713 Jakob Bernoulli: Ars conjectandi

1718 de Moivre: Doctrine of Chances

1733 Saccheri: Euclides ....

1733/38 de Moivre: normalis eloszlas

1735 Daniel Bernoulli: szentpétervari
paradoxon

1737 Berkeley: The Analyst

1742 Goldbach-sejtés

1743 d’Alembert: Traité de dynamique,
rezgb har egyenlete

814 Nagy Karoly halédla

1204 a keresztesek Bizancban
mechanikus éra + szemiiveg
1364 Petrarca haléla

1437 Zsigmond kiraly halala
1440 Gutenberg nyomdaja
1492 Kolumbusz Amerikaban
1517 Luther 95 pontja

1541 Budat elfoglalja a torok

Szt. Bertalan éjszakédja Parizsban

Galilei tavesove

1616 Shakespeare halédla

Bethlen Gabor haldla

1632 Galileit elitéli a Szent Inkvizicid
1618-1648 Harmincéves haboru

1662 Royal Society alapitasa
1664 Zrinyi halala

A périzsi Académie de Science alapitisa

1686 Budardl kitizik a térokoket
1688 A dics6séges forradalom Anglidban

Utrechti béke

II. Rakoczi F. halala

1738 Daniel Bernoulli: Hidrodynamica
1740-1748 Osztrak 6rokosodési habora
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1743 Euler: n-edrendi linearis d.e.
1748 Euler: Introductio...
1750 Cramer szabéaly

1755 Lagrange varidcidészamitasa

1765 Lagrange: linearis d.e. rendszer
1770 Euler: Fermat-sejtés n = 3-ra

1788 Lagrange: Mécanique analytique

1796 Laplace: Systeme du Monde

1797 Komplex szamsik danul

1801 Gauss: Disquisitiones arithmeticae
1815 Cauchy: determinansok

1817 Bolzano: Analizis
1821 Cauchy: Analizis tankényv
1822 Fourier-sorok
1827 Cauchy: Komplex fiigvénytan
1829 Lobacsevszkij abszolut geometriaja
1832 Bolyai: Appendix
Galois végrendelete
1843 Hamilton: kvaterniok
1844 Liouville transzcendens szama
1848 Seidel: Egyenletes konvergencia

1854 Riemann-terek, -integrél

1855 Gauss utédja Dirichlet

1858 Dedekind: permutaciécsoport
1859 Riemann-sejtés

1861 Weierstrass szabatos el6adasai

1872 Az analizis axiomatizaldsa
1873 Hermite: e transzcendens
1874 Cantor: halmazelmélet
1882 Lindemann: 7 transzcendens
1889 Peano axiémai N-rol
Poincaré: Egi mechanika
1891 Cantor-féle atlds eljaras
1896 A primszamtétel
Hadamard és de la Vallée-Poissain
1899 Hilbert: A geometriai alapjai
1900 Hilbert problémai
1903 Lebesgue-integral

1751 A Nagy Francia Enciklopédia
1. kotet

A moszkvai egyetem létesitése

1760 Az ipari forradalom kezdete

1763 A hétéves haboru vége

1781 Herschel felfedezi az Urdanuszt
1789 A Nagy Francia Forradalom
Nagy Iskoldk létesiilnek Parizsban
Bonaparte hadseregparancsnok

1799 A metrikus rendszer bevezetése
Gauss megtaldlja a Ceresz kisbolygot
Napéleon a Szt. Ilona szigeten
1815-1848: Szent Szdévetség

1825 Stevenson: gézmozdony

1846 Leverrier elorejelzi a Neptunt
Népek tavasza
Marx és Engels: Kommunista kialtvany

Darwin: A fajok eredete
1867 Kiegyezés

Maxwell: Electicity and Magnetism
1876 Bell: telefon

1884 Bels6égésti motor

II. Internacionalé megalakuldsa

Magyar millenium

1898 Madame Curie: rddium
Planck: Kvantumelmélet
Motoros repiilés kezdete

1905 Einstein: Relativitaselmélet
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1906 Fréchet: funkcionalanalizis Ady: Uj versek

1907 Riesz—Fischer-tétel

1909 Nagy szamok Borel-féle torvénye

1914 Hausdorff: Topoldgia I. vilaghaboru kitorése
1917 Az orosz forradalom
1918 Az I. vildghaboru vége

1923 Banach-terek 1925 Heisenberg—Schrodinger:
kvantummechanika
1928 Neumann: jatékelmélet—minimax
1931 Godel nem-teljességi tétele Neumann: a kvantummechanika axiémai
1933 Kolmogorov axiomatizalja Hitler — kancellar
a valosziniiség-szamitast zsidéellenes torvények
1939 Bourbaki I. kétet —-1945 II. vilaghabortu

Neumann: szamitogép
Kelet-Eurépa szovjetizalasa
1951 Nash: jatékelméleti egyenstly
1954 A Naprendszer KAM-elmélete 1953 Sztalin haléla
Kolmogorov—Arnold-Moser
1963 Cohen: kontinuumhipotézis OK 1961 A berlini fal felépitése
1976 A négyszintétel szamitégépes
bizonyitasa
1980 Személyi szamitogép
1994 Wiles: Fermat-sejtés bizonyitdasa 1990 A szovjet rendszer bukasa
1998 Hale: A Kepler-sejtés
szamitégépes bizonyitasa

Forrds: Boyer (1968/1991) ritkitva és kiegészitve
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2.1. feladat. (L+ 1) x (L—1)=L?—-1*>= MMID.

2.2. feladat. a) A szdmtani és mértani kozép kozti egyenlétlenség
szerint n > l-re x, > /B. Az x,.1 < z, egyenlStlenségbe behelyet-
tesitve a képletet, rendezéssel adddik az x, > /B feltétel. A sorozat x
hatarértéke 1étezik, kielégiti az x = f(x) egyenl8séget, azaz x = /3. b)
w3 =02+ c+c2/(4b%) < b +c.

2.3. feladat. Hajos, 1965, 42.1. tétel.

2.4. feladat. (Freud-Gyarmati, 2000, 5.3.2. tétel, 168. o0.) Utmu-
tatas: Indirekt. A = 4pips---p. — 1, és ha nem prim, akkor nem lehet
mindegyik primosztdja 4k + 1-alaki, mert ezek szorzata is 4k + 1-alak.

2.5. feladat.

2.4. tablazat. A szabdlyos 4 - 2F oldali
sokszogekbe beirt és koril irt korok sugara

Beirt Koriil irt
kor sugara

k Tn R,
1 0,25000 0,35355
2 0,30178 0,32664
3 0,31421 0,32036
4 0,31729 0,31882
5 0,31805 0,31844
6 0,31825 0,31834
7 0,31829 0,31832
8 0,31831 0,31831
9 0,31831 0,31831

213
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2.6. feladat. a)

i(;)zzn(n—i—l)@n—l—l)

3
k=1 n

b) és c) Trivialis.

d) (V6. Laczkovich-T. Sés, 2005, 9-10. o.)

3.1. feladat. Legyenek a négyszog cstucsai rendre A, B, C, D, az
A-ndl 1év6 szog «, és a koztik futd szakaszok hossza rendre a, b, ¢, d.
Irjuk fol az ABC, illetve a BC'D haromszog terilletét! 274 = adsin « és
2T = besin a. Osszeadva majd négyzetre emelve:

4T? = (ad + be)? sin? a = (ad + be)*(1 — cos® a).
Felirva két koszinusz-tételt a BD atléral
BD? =a? +d® — 2adcosa = b* + 2 + 2bc cos a,

azaz
a’+d> —b* — c® = ad + becos .

Atalakitva és behelyettesitve:
4T% = (ad 4 be)? — (a® 4+ d® — b% — ¢?)?/4,

ahonnan elemi atalakitasokkal adodik az allitas.

3.2. feladat. A fiiggvénytabldbdl x = 7°05' és y = 42°45, azaz
T+ y = 49°50" és x — y = —35°40’, a koszinuszokat meghatdrozva a
tablazatbol: cos(49°50") = 0,6450 és cos 35°40" = 0,8124, a kiilonbség fele
0,0837, és ezt 10°-vel szorozva: 83 700 000. Az abszolut, illetve a relativ
hiba ~110 205, illetve —0,0013.

3.3. feladat. Irjuk 5l a sor tagjait a kévetkezd fels6hdromszog-matrix
alakban: a j-edik sor k-adik tagja (k > j) ¢*, j =1, 2,.... Adjuk Ossze
a j-edik sorban all6 tagokat: s; = @G, ahol G =1+q¢g+¢32+-- =
1/(1—q) a végtelen mértani sor. Osszeadva a végosszegeket fiiggdlegesen:
(q+¢*+)G=qG? azaz S = q/(1 — q)*.

4.1. feladat. A Cauchy-féle f(z+vy) = f(x)+ f(y) fiiggvényegyenlet-
nek skaldrszorzétdl eltekintve egyetlen folytonos megoldédsa van: f(x) =
f(1)z. Valéban, minden m természetes szamra igaz, hogy f(mz) =
mf(x). Kovetkezésképp f(x) = f(n(x/n)) = nf(z/n), azaz f(x/n) =
f(z)/n, azaz f(m/n) = f(1)m/n. Folytonossdg miatt minden valds



Feladatmegolddsok 215

szamra igaz f(z) = f(1)x. Transzformdlva: y = log, z, azaz y = a”,
azaz V(y) = yV(a), azaz V(y) = V(1)y stb.

4.2. feladat. a) Bar a hatdrdtmenet csak rogzitett tagszamra és fix
k-ra lenne jogos, mégis miikodik a kozelités:

n

S (FR A LIS RHUETESERRS S

%
n k=0 n k=0

b) A két kozelités dsszehasonlitasa téblazatban:

4.1. tablazat. Az e kétféle kozelitése

en(1) en(2)
2,00000 2,00000
2,25000 2,50000
2,37037 2,66667
2,44141 2,70833
2,48832 2,71667
2,52163 2,71806
2,54650 2,71825
2,56578 2,71828
2,58118 2,71828

© 00 1 O Ui W N -3

A masodik moédszer nemcsak gyorsabb, mint az elsé, de joval kevesebb
szamolést is igényel, mert az n + 1-tagi Osszegnek csak az utols6 tagjat
kell az n-edik 1épésben kiszamitani, és hozzdadni a mar az el6z6 1épésben
kiszamitott n-tagli Osszeghez.

4.3. feladat. n = 1-re a képlet

T

Z(r;1>1:(1+1)r+1—(1+1),

J=1

azaz a binomidlis tételre egyszertisodik. Az n-rél n + 1-re 1épéskor elég
azt ellendrizni, hogy a bal és a jobb oldal azonos értékkel né. A bal oldal
novekménye >-7_, (rirl) (n+1)"+1=J amely a binomialis tétel értelmében,
a h = n szereposztasban és figyelembe véve az els6 és az utolsé tagot,
(n+2)"t! — (n 4 1)"*t! — 1, és ez éppen a jobb oldal névekménye is.
4.4. feladat. Az f(x) = 2% + ax — b fiiggvényt derivalva: f'(z) =
322 + a. Széls6értékhelyek: 1o = £/ —a/3, T1 < Zp az elsé a lokalis



216 Feladatmegolddasok

maximum, a masodik a lokdlis minimum. Ha f(Z1) > 0 > f(Z3), akkor 3
valos gyok van, kiilonben 1.

4.5. feladat. a) A fels6 dgra szoritkozva, és az egyszeriiség kedvéért
p = 1/2-t véve, a 4.4. tételhez hasonléan levezethetd, hogy az y = /x
fuggvény derivéltja az xg abszcisszaju T pontban y'(zo) = 1/(2,/z0). Az
(z0,y0) ponton dtmend érinté egyenlete y(x) = yo + v'(z0)(z — x¢), az
z = 0-ban § = yo — y'(z0)z0 = vx( — 20/ (2y/T0) = V2(/2 = yo/2.

b) Legyen a T érintési pontbeli érinté vizszinteshez mért hajlasszoge
«, és legyen az érinté és a tengely metszéspontja @, illetve a fénysugar és
a tengely metszéspontja P. A fényvisszaverddés torvénye szerint a PQT
és a QTP szog egyenld, tehat QTP szog 2a. A P = F allitashoz azt
kell igazolni, hogy az F' = (1/4, 0) koordinataja fékuszpontot a T' érintési
ponttal &sszekotd FT egyenes m meredekségli sz0g is 2a.. Definici6 szerint

Yo _ V20
1'0—1/4 1'0—1/4'

Maésrészt
2tana 2-1/(2y/z0)
1 —tan?a  1—1/(4x0)
4.6. feladat. Az egyszeriiség kedvéért legyen a = 0 és b = 1, és héla
Fermat és Pascal tételének, most a szemléletesebb egyenletes beosztast is
alkalmazhatunk: x; =i/n. A téglanyosszeg most

tan(2a) =

Kifejezve a 4.4. tételbdl S’ -et, és leosztva n"l-gyel, adédik az 1/(r + 1)
szorzo.

4.7. feladat. Legyen z; = a¢’, i =1, 2, ..., n, b= aq”, azaz logh =
loga 4+ nlogg.

-1
a (logb — loga).

Sp=n(qg—1) = o8 ¢

A ¢ — 1 hatdrdtmenetben a 4.2. tétel e) pontja alapjan a logb — loga
egylutthatéja 1.

5.1. feladat. y = 2P/9-t egészitsiik ki dy-nal és da-szel: y + dy =
(z 4 dx)P/9, és alkalmazzuk a tortkitevSs binomislis tételt 1 helyett z
koril. Elhagyva a magasabb rendii tagokat:

y+dy = 2P/ + Pypla=1gy.
q
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Kivonva y = aP/1-t, és osztva mindkét oldalt dz-szel, adédik az eredmény:

dy _ Pop/a-1
dr ¢

5.2. feladat. Tagonként behelyettesitve az
1 1 1

n(n+1) n n+l

Osszefliggést, az egymast kovetd £ tagok kiejtik egymaést, marad az els6
tag: 1.

5.3. feladat. Tekintsiik az F(q) = Y32, k¢* fiiggvénysort, és ve-
gyiik észre, hogy ¢ kiemelése utan gkq*~' = q(¢*)" értelmében F(q) =
qleG(q)] = q/(1 — q)? (v6. 3.3. feladattal).

5.4. feladat. f'(z) = 2x szerint

2x, n
5.5. feladat.
T 1 /7\2
—|l=1——=(— ] =1-0,0343 = 0,966;
COS(lz) 9! (12) ’ R

mert mar az x*-es tag is nagyon kicsiny, azaz elhanyagolhaté. Szogfiigg-
vény-tabla szerint cos 15° = 0,9659.

5.6. feladat. A gondot az okozza, hogy x = 1 esetén a konver-
genciakor hatdrdn vagyunk. Erdekes, hogy a GWBASIC program egy-
szeres pontossaggal képtelen a végtelen sort akar 4 tizedes jegy pon-
tossaggal megallapitani: a Taylor-sor Sio0 = 0,69305 f6lé nem tudni
menni, pedig a pontos eredmény log2 = 0,693147. A dupla pontossa-
got megkovetelve mar 6 tizedes jegy pontossidggal is miikodik a prog-
ram. A log2 = —log(1/2) kozelités viszont mar n = 100-ra is majd-
nem pontos (U,). c) A konvergencia kiterjesztheté (és gyorsithatd) a
z=(1+z)/(1 — ) helyettesitéssel. Ekkor a

o :I/,Qk—i-l

log z = log(1 + =) —log(1 — x) :2;2k+1.
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5.2. tablazat. A logaritmus-sor kiozelitése eqyszeres és kétszeres
pontossdggal, valamint transzformdcidval

Tagszam Egyszeres pontossag Kétszeres pontossdg Transzformalt

n Sn T, -U,
10 0,645635 0,645635 0,693065
100 0,688172 0,688172 0,693147
1000 0,692643 0,692647 0,693147
10000 0,693050 0,693097 0,693147
100000 0,693050 0,693142 0,693147
1000000 0,693050 0,693147 0,693147

5.7. feladat. Tortalak: dx/dt = Az, atalakitva: dz/xz = Adt, integ-
rélva: logx — logxg = Mt, invertalva: x(t) = zoe.

6.1. feladat. A rendszer karakterisztikus egyenlete: P(\) = A2—\—1,
a sajatértékek: A\1o = (1 £+/5)/2. A megoldas F; = &M + &M alak.
A kezdeti feltételekbdl & és & meghatarozhatd: Fy = & + & = 1 és
Fi=&M+ &N =1. 51,2 = (5 + \/5)/10

6.2. feladat. a) A kozépiskolai fizikdbdl ismert az egyenes vonald
egyenletes mozgds ut-idé-fliggvénye. b) Sikbeli differencidlegyenletiink

(2)=6 ) (2)

s ez éppen a Jordan-alak, sajatértéke A2 = 0, és csak egy fliggetlen
sajatvektora van. N-nel jelolve az egyiitthatoméatrixot, konnyti beldtni,

hogy
N 0 ¢\ (1t
6_”(00_01’

azaz x1(t) = 2§ + 29t

6.3. feladat. Legyen A = (a;j) egy 2 x 2-es matrix. Felhasznélva,
hogy az A métrix karakterisztikus polinomja p(\) = A2 + (a11 + az)\ +
det A, és bevezetve a P = (p;;) = p(A) jelolést, egyszerii szamolassal
adédik az eredmény. Példaul

2 2
P11 = ajy + ai2a21 — aj; — a22a11 + a11a22 — aigaz =0

és
P12 = a11a12 + a12a22 — ar1a12 — azzaiz = 0.
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7.1. feladat. Legyen T a targypont, K a képpont és X a tiikrozési
pont. Tiikrozziik a K pontot a tiikorre: K’, és ekkor a T X K torott vonal
hossza egyenl6 a T X K’ hosszaval. A hiromszog-egyenlStlenség miatt ez
utébbi akkor minimdlis, ha TX és X K’ egy egyenest alkot.

7.2. feladat. Legyen a viz-leveg6é hatar az z-tengely, a szem az y-
tengely (0,a) és a térgy a alsé félsik (b,d) pontja. Legyen (z,0) a torési
pont, valamint u a levegObeli és v a vizbeli terjedési sebesség reciproka.
A levegOben és a vizben toltott id6 Osszege adja a minimumfeladat cél-

fliggvényét:
z) = uva? +a?+vy/(b—x)? +d%.

Derivalva T'(z)-et 2 szerint: u[z?+a?] =2z —v[(b—z)2+d*] "'/ (b—2) = 0,
ahonnan adddik a széban forgd torvény (v.6. 7.2. dbra).

7.3. feladat. f(t,y,y') = \/1+ 3% Mivel fy = 0, ezért az Euler—
Lagrange differencidlegyenlet egyszeriien

/

==

V1+y?

Négyzetre emelve és rendezve: y' = k, azaz y(t) egy egyenes.
7.4. feladat. (Kosa, 1973, 21-22 és 48-50. o.) Induljon a gorbe a
(0, 0) pontbdl, és végzédjon az (X,Y) pontban. A célfiiggvény:

/1 /2 2
/ + y , ahol a = il

Az Euler-Lagrange-differencidlegyenlet a fliggetlen valtozé hianya mi-

att az
1 1

V(@) +ayT+y2(z)  V2b

alakra egyszertisdik, ahol b egy alkalmas 4lland6. Atrendezve és derivél-
va:

1

/(@) = = (1452 @)*

Az y'(x) = cot(t/2) helyettesitéssel adédik a ciklois egyenlete: y + a =
b(1 — cost) és x + 5 =b(1 —sint).

7.5. feladat. Itt a 7.2. tétel segitségével hatarozzuk meg az op-
timumot. Legyen az (x,y) sik (0, 0) és (0, 1) pontja a széban forgd
szakasz két végpontja, és (z,y(x)) a kerités tetszéleges pontja. Ekkor
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F(,9(2),5/ (@) = y(z) (a terilet integrandusa) é g(z,y(x),y'(2)) =
1+ y/(x)? (a keriilet, azaz az {vhossz integrandusa).

A Lagrange-fiiggvény L = y —p1/1 + /2, tehat a ré vonatkozé Euler—
Lagrange differencidlegyenlet

py'

d
1=-2
dx /1+y/2

Integralva a két oldalt és bevezetve a k integraciés allandodt,

/
\/l—i—y’2

Megoldjuk az egyenletet algebrailag 1/-ra:

X

r_ r—k
SRV eyl

Legyen v = p? — (v — k)2, azaz dv = —2(z — k)dz. Ekkor (bevezetve a c
integracids allandét)

y(x) = /Oxy/(s) ds = —/v_l/2dv/2+c = —Vv+e,

azaz
(y =)+ (z —k)* = p?,

amely egy koriv egyenlete. A befejezést az Olvasora hagyjuk.
8.1. feladat. Legyen z, = 1/32, és alkalmazzuk a

o0 [e.e] 2 [e.@]

Zmi = (Zxk> -2 Z TEX]

k=1 k=1 1<k<I<o0
azonossagot. (1/6)% —2/120 = 1/90 stb.

8.2. feladat. Osszuk n egyenlé részre a [0, | intervallumot, és irjuk
fol a koszinuszfiiggvényhez tartozé Riemann-féle jobb oldali téglanyossze-
get a Dirichlet-formula segitségével. Emlékeztetiink arra, hogy e formula
levezetésében is a Newton—Leibniz-formula bizonyitdsdbdl ismert telesz-
kopikus 6sszeg jatssza a fGszerepet.

8.3. feladat. a) Példaul kétszeres parciélis integralassal

2m 1 2m
by, = —/ f(z)sinkzdr = —— f"(z) sin kx dz,
0 k2 Jo
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azaz My = maxo<z<ar |f"(7)| jeloléssel |by| < 2My/k?. b) A formalis
Fourier-sor (m, n)-es Cauchy-szelete abszolut értékben majoralhaté a ko-
vetkez6 sorral:

n n 1
> bl <2Mp 0
k=m k=m

8.4. feladat. A 2.1. feladatbdl kiolvashatd, hogy a babiloni négyzet-
gyokvonasi algoritmust tetszéleges, az v/2-nél nagyobb racionalis szambdl
inditva egy 1jabb raciondlis szamot kapunk, amely kisebb az el6z6nél, de
nagyobb v/2-nél.

9.1. feladat. Egyelére eltekintiink az 1/2i egyiitthatétol. A két oldal
hatarozott integraljat véve 0 és x kozott, és a logaritmusokban hanyado-
sokra térve, a jobb oldal

—xr+1
x+i

log(z — i) —log(z + i) — log(—i) + log(7) = log
Legyen 1 = arctanz. Most figyelembe véve az elhagyott egyiitthatot,

vegyiik mindkét oldal antilogaritmusat:

Q20 _ —x ~I—.z'
T+

A jobb oldali tort nevezéjét valdssa téve:

—T+1 1 — 22+ 2xi
x+i 1422

A szokésos tangens fél helyettesitést elvégezve, a jobb oldali tort valds
része éppen cos 21, a képzetes része pedig — sin 2.

10.1. feladat. Parcialis integralassal.

10.2. feladat. A 10.4. tétel bizonyitasdhoz hasonl6an

oo oo )
doab =T +2%).
k=0 =0

10.3. feladat. Freud-Gyarmati (2000, 9.5.1. tétel, 396. o.).

11.1. feladat. A bizonyitas kedvéért tegyiik fol, hogy a jatékosok
altalaban még a gyozelem esetén sem hagyjak abba a jatékot, és rdada-
sul mind az m + n — 1 jatszmat lejatsszak. Legyen j az 1. jatékos altal
megnyert (tovabbi) jatszmak szédma, ekkor (mﬂhl) azoknak a kombing-
cibknak szdma, amelyek esetén m + n — 1 1épésbol j > m-ben nyer az 1.
jatékos, és a tobbiben nyer a 2. jatékos.
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11.2. feladat. a) Legyen 0 < z < 1 annak a val6sziniisége, hogy
egy fil utdd hajszine mondjuk széke. Feltéve, hogy az egyes utdédok
hajszine egymastdl fiiggetlen esemény, a teljes valdsziniiség tétele szerint
g(z) éppen annak a valészintisége, hogy minden fiigyermek hajszine széke.
Ebbdl teljes indukciéval adédik a fiiggvényrekurzio.

b) g0 = gn(0) = g(gn-1(0)) = g(gn-1)- A @ = g(gn—1) iterdcié
q = g(q) fixpontja lokdlisan stabil, ha 0 < ¢'(¢) < 1. A generatorfiiggvény
definiciéja miatt ¢'(2) = 02, kpr2" ™1, azaz ha ¢/(1) = S0 kpp =
m > 1, akkor 0 < ¢g(0) = pp < 1 miatt van 0 < ¢ < 1 fixpont, sét,
0 < ¢'(q) < 1, tehdt stabil.

11.3. feladat. Rényi (1966, 17.1. tétel és korhii bizonyitdsa). A na-
gyon szellemes és tomor Markov-egyenlGtlenségen alapuld altalanos bizo-
nyitassal ellentétben itt a binomidlis eloszlasra ki kell szamolni a Csebisev-
egyenlGtlenség konkrét alakjat.

12.1. feladat. a) Legyen e és f két egység. Ekkor e = ef = f.
Hasonléan az inverzre. b) Ha G véges elemii csoport, akkor tetszéleges
1-t8l kiilénbozé g elemére is a g° sorozat véges, azaz létezik olyan n,m
pozitiv egész par, amelyre g" = g™. Ekkor ¢" ' =g~ 1. ¢) n+0=0, de
ha n > 0, akkor —n méar nem eleme a csoportnak.

12.2. feladat. Egy algebrai szam egy alkalmas n-re egy egész egytitt-
hatés p, () = 37— arz® polinom gydke, és e polinomnak legfeljebb n kii-
16nb6z6 gyoke lehet. Mivel az ilyen polinomok halmaza megszamlalhaté
szamossagu, a gyokokeé is.

12.3. feladat. Heurisztikusan, legyen x = 0, 2122 ... ésy = 0,41y2 . ..
az egységnégyzet tetszoleges pontjanak abszcisszdja és ordinataja. Fésiil-
jik Ossze a két tizedes tortet: z = 0, x1y122y2 . . . és az egységszakasz egy
tetszoOleges pontjat kapjuk.

12.4. feladat. Irjuk fel kettes szdmrendszerben a [0, 1] intervallum
valos szamait. Feleltessiik meg egy tetszOleges o valds szdmnak a termé-
szetes szamoknak azt a részhalmazat, amelynek n pontosan akkor eleme,
ha a szdm n-edik szdmjegye 1, n =1, 2,....

13.1. feladat. A Lagrange-féle kozépértéktétel szerint egy skalér-
skaldr fiiggvény kontrakci6 egy korldtos zart szakaszon, ha |f/'(z)] < 1 a
szakaszon. Az f(x) = 0,5(x + a/x) fiiggvény derivéltja f'(x) = 0,5(1 —
a/z?*) mindig kisebb, mint 1, és nagyobb mint —1, ha z > \/a/3.

13.2. feladat. f = ¢ — Ap = (I — A)p. Invertdlva és hatvanysor-
ba fejtve: ¢ = (I — A)71f = 302, AFf, ahol (I — A)~! az A matrix

rezolvense.
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14.1. feladat. Valéban, legyen rendre £ és i a két jatékos F valasz-
tasdnak a valoszintisége. Ekkor az 1. jatékos varhaté nyeresége a négy
elemi esemény nyereségének a varhaté értéke, azaz u(&,n) = &n — (1 —
n)—(1—=&)n+(1—=¢&)(1—mn). Derivalva £ szerint és 0-v4 téve a derivaltat,
adédik: n* = 1/2. Itt valt u & szerinti derivaltja pozitivbdl negativba,
tehat u-nek lokélis és globalis maximuma van. Hasonléan £* = 1/2.

Azaz mindkét jatékos foldobja a sajat pénzét, és ,ahogy esik, ugy
puffan”. Ekkor mindkét jatékos varhaté nyeresége 0. Ha azonban az
1. jatékos eltér e szabdlytdl, példaul & > 1/2, akkor a 2. jatékos ezt
kihasznalhatja, s mindig I-t tesz: n = 0, tehat az érmék kiillonbo6z6ségének
valészintisége 1/2 f6lé keriil, s a 2. jatékos nyer.

14.2. feladat. a) A szimmetria miatt b;(S1) C S1, tehat 1étezik fix-
pont: o} € bi(o7). b) A gydva nyil jatékban, ahol két autés megy szembe
egymassal egy keskeny hidon, két aszimmetrikus tiszta Nash-egyensiily is
létezik: (hajt, kitér) és (kitér, hajt).

15.1. feladat. a) Nyilvanval6. b) FN = FH/cosa. ¢) 1/cos87° =
1/0,052 = 19,23 és 1/ cos 89°52" = 1/0,0023 = 430.

15.2. feladat. A centripetdlis gyorsulds képlete a = v2/R; a v sebes-
ség, az R palyasugar és a T keringési id§ kapcsolata v = 27 R/T, azaz
a=4n2R/(T?). Az ltalanos témegvonzds miatt ez a gyorsulas forditot-
tan ardnyos a bolygénak a Naptél mért tavolsdganak a négyzetével (R?),
azaz a = 47’ R/T? = k/R?, azaz R3/T? = k*.

F.1. feladat. Vegyiik a szorzat logaritmusat: logn! = Y i logi, és
alkalmazzuk az Euler-Maclaurin-médszert az f(z) = log x fiiggvényre. A
konstans pontos meghatarozasihoz finomabb moddszerekre van sziikség.
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fogatarél, 26
Arkhimédész tétele a kor kerti-
letérdl, 23
arkhimédészi axioma, 102
arkusz tangens fiiggvény, 33, 58
hatvanysora, 33
atlés modszer, 142
axioma
arkhimédeszi, 102
parhuzamosségi, 18
axiomarednszer
Peano (természetes szamok),
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axiomarendszer, 101
Dedekind (valés szamok), 101
halmazelméleti, 144
Hilbert (geometria), 197
Kolmogorov (val6sziniiségsza-
mités), 131

babiloni matematika, 15
Banach-féle fixpont-tétel, 152
Banach-tér, 155
Bayes-tétel, 126
bézis, 76
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Bernoulli-szamok, 180
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Cauchy-tétel a korintegralrél, 110
Cavalieri-elv, 53, 191
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derivalt, 99
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differencidlhanyados, 99
differenciahanyados, 99
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Dirichlet-féle magfiiggvény, 96
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differencial-, 64
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linearis, 69
linearis differencial-, 71
masodfokad, 15, 29, 105
magasabb foku, 134
n-edfokt, 43
negyedfoku, 42
6todfokn, 42, 133
egyenletes konvergencia, 97, 98
egyenletmegoldas
Bernoulli-médszer, 73
Newton-méddszer, 64
egyenletrendszer, 69
egyensily, 157, 158
Nash-egyenstly, 157
egyiptomi matematika, 14
egyszerl csoport, 136
Elemek (Eukleidész), 17
elemi fiiggvények, 58

elliptikus fiiggvények elmélete, 198
energiamegmaradds (mechanikai),

82
epiciklus, 168
Eratoszthenész primszamszitaja,
193
érint6, 52
mobdszer (Newton-féle), 63
Eudoxosz tétele, 23

Euler-Lagrange-differencidlegyenlet,

83
Euler—-Maclaurin-6sszegzés, 179
Euler-osszefiiggés (poliéderekre),

192
Euler-egészek, 115
Euler-féle gamma-fiiggvény, 116
Euler-képlet, 72, 108

fa, 163

irdnyitott, 163
Farkas-lemma, 160
Fejér-tétel, 99

fels6hatar-tulajdonsag, 101
feltételes szélsbérték, 85
fénytorés, 80
fényvisszaverédés, 216
ferde hajitas, 51
Fermat—Euler-tétel, 114
Fermat-elv, 80
Fermat-primek, 138
Fermat-sejtés, 50
Fermat-tétel (kis), 49
Fibonacci-sorozat, 36
fixpont, 77
stabil, 127
fogolydilemma, 164
fokozatos megkdozelités, 149
folytonos csoport, 199
folytonos fiiggvény, 95
Fourier-sor, 94
Fold sugara, 168
Fo6ld-Hold-tavolsag, 169
Fo6ld-Nap-tavolsag, 168
fraktal, 194
funkciondlanalizis, 148
fliggvény
analitikus, 77
differencialhato, 57, 76
elemi, 58
generator-, 72
hatvany-, 52
holomorf, 109
integralhato, 145, 148
Lagrange-, 85
Lebesgue-integralhato, 147
periodikus, 95
reguléris, 109
Riemann-integralhato, 100
szamelméleti, 114
fliggvénysor, 92
Fourier-sor, 94
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Taylor-sor, 58
fliggvénysorozat, 95, 97
figgvénytan

komplex, 105
Galois-elmélet, 135
Galton—Watson-paradoxon, 127
Gauss-egészek, 118
Gauss-tétel (szabalyos sokszogek

szerkeszthetéségérol), 137
Gelfond—Schneider-tétel, 121
geometria, 16

babiloni, 15

euklideszi, 139

gorog, 16

nem-euklideszi, 140
Girard—Newton-azonossagok, 44
Goldbach-sejtés, 114
Godel-tételek, 144
gémb, 26

térfogata, 26
gorog

analizis, 21

geometria, 16

szamelmélet, 19

gbrbe
algebrai, 92
lanc-, 82

grafelmélet, 163
gravitacio torvénye, 66
Gregory-Leibniz-sor, 63
gula, 14
csonka, 14
csonka’térfogata, 14

gyokok és egyiitthatok kozti Gssze-
fiiggés (Vieta), 90
gyokok numerikus meghatéroza-
sa
Bernoulli-féle iteracié, 73

Newton-féle érintémaddszer,

63

Hahn—Banach-tétel, 197
halmaz, 141

szamossaga, 141
halmazelmélet, 141
harmadfoki egyenlet megoldésa,

40

hatarérték, 99
hatvanyGsszeg, 43

polinom gyokeinek -e, 43

természetes szamoké, 48
hatvanysor

mobdszer, 65
hatvanysor (Taylor-sor), 65, 96
Heine—Borel-tétel, 190
Helly-tétel, 197
helyérték, 14, 32

rendszer, 16, 32
Héron-képlet, 32
heurisztika, 90
hidrodinamika, 108
Hilbert—Schmidt-tétel, 150
Hilbert-tér, 153
hiperbola, 54

alatti teriilet, 54
hipotézis

kontinuum, 143

Riemann-, 183
holomorf fiiggvény, 109
homogén linearis differencidlegyen-

let, 71

hirnégyszog, 32

teriilete, 32

ikozaéder, 17
indirekt bizonyitas, 140, 207
inga

lengésideje, 66
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inga (matematikai), 66
inhomogén differencidlegyenlet,
75
integral
hatarozott, 61
hatvényfiiggvényé, 53
kor-, 110
Lebesgue, 147
logaritmikus, 119
Riemann, 100
vonal-, 109
integralas
helyettesitéses, 62
parciélis, 62
integralegyenlet, 149
integralhaté fliggvény, 148
integrélszamitas, 55, 60
interpolécio, 45, 59
irraciondlis szamok, 20, 22
iteralt logaritmus tétel, 198
izoperimetrikus feladatok, 79

jaték, 124, 125, 157
fogolydilemma, 164
kétszemélyes

nulladsszegi, 158
kooperativ, 166
nemkooperativ, 166
nulladsszegili, 158
tobbszemélyes valtozo Ossze-

gii, 160
ultimatum-, 165

jatékelmélet, 157

jelenérték, 111

Jordan-tétel (sikbeli folytonos gor-

be), 198

kalkulus (analizis)
Okori, 21
alaptétele, 61

elemi, 52
modern, 55
karakterisztikus egyenlet, 71, 72,
218
karakterisztikus figgvény, 110
karakterisztikus polinom, 74
Kepler-sejtés, 172
Kepler-torvények, 172
képzetes szam, 105
keriilet
koré, 23, 31
kockafelezés, 139
kockakettozés, 18
Kolmogorov-féle axiémak, 131
Kolmogorov-tétel (nagy szamok
er6s torvénye), 132
kombinatorika, 47
kommutativ csoport, 137
komplex fiiggvénytan, 105
komplex szam, 105
trigonometrikus alakja, 106
komplex szamsik, 106
kontinuumhipotézis (-sejtés), 143
kontrakcié, 152
konvergencia, 96
egyenletes, 97
konzervativ erétér, 108
koordinata-geometria (analitikus
geometria), 50
koordinata-rendszer, 50
Kopernikusz rendszere, 170
koszinuszfiiggvény, 96
konigsbergi hidak, 163
kor keriilete, 23, 31
kor négyszogesitése, 18
korintegral, 110
kotélgorbe, 82
kozépkori matematika, 31
arab, 33
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eurdpai, 35 linearis programozas, 160
indiai, 31 linearis transzformécio, 76
kinai, 31 linearis vektorterek, 76
Kuhn-tétel (jaték extenziv alak- Liouville-tétel (algebrai szamok
ja), 163 approximéalhatésaga), 120

kupszeletek, 18, 66
parabola, 19
kvaterni6, 78

Lagrange-fiiggvény, 85

Lagrange-tétel (csoport rendjé-
r6l), 136

Lagrange-tétel (izoperimetrikus
varidciészamitas), 85

lancgorbe, 82

lancszabaly, 57

Laplace-transzformalt, 111

Lebesgue-integral

dominalt konvergenciatétel,

148

Lebesgue-integralhato fiiggvény,
147

Lebesgue-mérték, 131

Legendre-feltétel, 83

legkisebb négyzetek médszere (Gauss,

Legendre), 131
lehetetlenségi tételek, 133
a parhuzamosok posztulatu-
ma, 139
algebrai egyenletek megold-
hatatlansaga, 133
kontinuumhipotézis, 141

szabalyos sokszogek szerkeszt-

hetetlensége, 137
linearis algebra, 69, 76
lineéris algebrai egyenlet, 69
linearis differencidlegyenlet, 71

linearis differencidlegyenlet-rendszer,

71
linearis egyenlet, 69

I’Hopital-szabaly, 57
logaritmikus integral, 119
logaritmus, 44
tizes alapi, 45
természetes alapt, 37
logika (matematikai), 144

masodfoku egyenlet, 29, 105
matematika

Okori, 13

arab, 33

egyiptomi, 14

gorog, 16

indiai, 31

iszlam, 33

kinai, 31

modern, 55
matematikai logika, 144
matrix, 70

normalalakja (Jordan-alak),

75

maximum, 83
Mersenne-primek, 49
mérheto

figgvény, 147

halmaz, 146
mérték, 146

bels6, 146

eltolasinvarians, 206

kiils6, 146
mértékelmélet, 145
maradékrendszer, 114

redukalt, 114
minimum, 216
modell
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geometriai, 141

halmazelméleti, 144
moszkvai papirusz, 14
Mobius-fiiggvény, 184

nagy szamok torvénye

er6s, 130

gyenge, 129
nagy szamok torvényei, 128
naptar

Gergely-, 170

Julianus, 170
Nash-tétel, 161
negativ félegyenes, 43
negativ szamok, 15, 41

negyedfoki egyenlet megoldasa,

42

négyzetszamok reciprokosszege,

90
Neumann-tétel (minimax), 160
Newton—Leibniz-szabaly, 61
Newton-féle érintémodszer, 63

Newton-féle binomialis tétel, 58
Newton-féle gravitacids torvény,

66
normalis eloszléds, 130
nulla, 14

Okori matematika, 13
operator, 151

linearis, 151
optimum, 84
ortogonalis fliggvénypar, 153
otodfoki egyenletek, 42, 133

parabola, 19
alatti tertilet, 27
paradoxon
Bertrand- (doboz), 125
Galton—Watson-, 127

kockadobasi, 124

pétervari, 125

Russel, 143

Zénon, 21
paradoxon-Bertrand (kor), 127
parcidlis differencidlegyenlet, 92
parhuzamosok axioméja, 18, 139
Parseval-tétel, 98
Pascal-féle binomiélis tétel, 47
Pascal-haromszog, 47
periédus, 93
periodikus fliggvény, 95
pétervari paradoxon, 125
7 kiszamitasa, 15, 23, 24, 35, 62
Pitagorasz-tétel, 18
pitagoraszi szamharmasok, 20
poliéderek

ikozaéder, 17

oktaéder, 17
posztulatum, 18

parhuzamosségi, 18
primszamok, 20, 119
primszamtétel, 120
prioritasi vitdk, 66
Ptolemaiosz rendszere, 168

racionalis szdmok, 101
regularis fiiggvény, 109
részcsoport, 136
mellékosztédlya, 136
Rhind-papirusz, 15
Riemann—Mangoldt-tétel, 184
Riemann-geometria, 140
Riemann-hipotézis, 182
Riemann-integral, 100
Riemann-sejtés, 182
Riemann-tér, 140
Riesz—Fischer-tétel, 151
Rouché-tétel, 112
Russel-paradoxon, 143
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sajatérték, 74
sajatvektor, 74
Seidel-tétel (egyenletes konver-
gencia), 97
sejtések
Bertrand-, 120
Snellius—Descartes-torvény, 82
sokszogek
kor koré irt, 22
korbe irt, 15, 22
sorok
fliggvénysor, 58, 92
Fourier-sor, 94
Gregory-Leibniz-sor, 63
harmonikus, 37
hatvanysor, 65
Taylor-sor, 58
trigonometrikus, 92
sorozat
mértani, 21, 22
stabil fixpont, 127
stratégia, 158
egyensulyi, 158
kevert, 159
legjobbvalasz, 161
tiszta, 160
szogharmadolas, 18
szamiras, 14
szamelmélet
okori, 19
modern, 49
Fermat-sejtés, 50
Goldbach-sejtés, 114
Riemann-sejtés, 182
primszamtétel, 120
primszamtétel elemi bizonyi-
tasa, 120
primszamtétel komplex fligg-
vénytani bizonyitésa, 183

szamelméleti fiiggvény, 114
Euler- ¢, 114
Mébius- p, 184
Riemann- ¢, 183

szamok
algebrai, 120, 142
arab, 31
egész, 36, 118
irracionalis, 20, 22
képzetes, 105
komplex, 105

abrézolasa, 106
kvaternié, 78
negativ, 15, 41
rémai, 14
raciondlis, 101
tokéletes, 20
transzcendens, 120
valos, 101

szamologép
Leibiz-, 44
Pascal-, 44

szabdlyos sokszog, 23, 24
szabalyos sokszogek, 25
szerkesztés (euklidészi)
kor négyszogesitése, 18
kockafelezés, 139
szogharmadolas, 139
szimmetrikus fiiggvények, 134

Taylor-sor, 58, 65, 96
téglanyosszeg, 27
teleszkopikus Gsszeg, 60
teljes indukcio, 48, 49
teriilet
hirnégyszogé, 32
hiperbola alatti, 54
koré, 23
parabola alatti, 27
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természetes szamok hatvanyossze-
ge, 48
test
mértani, 26
tetraéder, 15
tizedes tort, 14, 44
topologia, 144
tobbvaltozés elsérendii differen-
cidlegyenlet, 73
tokéletes szamok, 20
tort
kitevGs hatvany, 39, 59
tizedes, 14, 44
transzcendens fliggvény, 60
transzcendens szamok, 120
trigonometrikus fiiggvények, 107
trigonometrikus sorok, 92

ultimatumjaték, 165

valés szamegyenes, 106
valds szamok, 101
valdszintiség, 124
valOszintiség-eloszlas
binomialis eloszlas, 129
normalis eloszléds, 130
valbszintiség-szamitas, 123
variacidszamitas, 66, 79
altaldnos feladatok, 82
brachisztochron-feladat, 81
izoperimetrikus feladatok, 79,
82
specidlis feladatok, 79
végtelen leszallas, 49
vektor, 76
sajatvektor, 74
vektortér, 76
vektorterek
L?, 151
LP. 154

Banach-tér, 155

folytonos fiiggvények tere, 155

Hilbert-tér, 153
vonalintegral, 109

Weierstrass-tétel, 91

Wiles-tétel, 118

Wiles-tétel (Fermat-sejtés igazo-
lasa), 118

zenei harmonia, 16

Zénon-paradoxon, 21

zéta-fliggvény, 92, 115
gyokei, 120, 183





