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Ez a tankonyv els6dlegesen az Eotvos Lordand Tudomédnyegyetem els6éves matema-
tikus és alkalmazott matematikus hallgatéi szdmdra késziilt, e szakoknak a tematik4jat
koveti; az elemi algebrai és a linedris algebrai ismeretek a matematika szinte minden terii-
letén és az alkalmazdsokban is nélkiilozhetetlenek. Emellett a linedris algebra sziikségsze-
rien absztrakt tdrgyaldsa j6 dtmenetet nyujt a tervezett masodik kotetben szerepld algebrai
struktirdkhoz is.

Ma mar Magyarorszagon (is) sok egyetemi szintli jegyzet és tankonyv foglalkozik az
elemi és linedris algebra targyaldsaval. Ezek mindegyike mds felfogdsban targyalja a fenti
tananyagot, ezért nem lehet e tankonyveket rangsorolni; tulajdonképpen jol kiegészitik egy-
mast. Ez a tankonyv az 1977-ben megjelent Klasszikus és linedris algebra c. tankonyvem
poétlasara késziilt, amelynek legut6bbi kiadasa is elfogyott. Tekintettel arra, hogy az idézett
tankonyvhoz képest 1ényeges valtoztatdsokat éreztem sziikségesnek (tobbek kozott szeret-
tem volna egységesiteni az ugyancsak nem kaphat6 Altaldnos algebra c. tankonyvemmel),
ezért nem tartottam jonak a fenti tankonyv djabb — lényegében valtozatlan — kiad4asat.
Nem véltoztattam a konyv ,,szellemén”, a tananyagot is f6leg bovitettem. A tételek bizonyi-
tdsdban a leglényegesebb viltozds az, hogy az ottani formalizmust igyekeztem elkeriilni,
arra torekedve, hogy a definiciék ne ,jligyesek”, hanem a lényeget jobban megmutaték
legyenek.

A kotet két részre oszlik. Az elsé rész targya a klasszikus vagy elemi algebra. A kozép-
iskoldban tanult szimfogalom atismétlése és néhany altalanos algebrai fogalom (elnevezés)
bevezetése utdn a komplex szdmok ismertetése kovetkezik. Ezek utdn a matrixok, majd a
determindns bevezetésére keriil sor. E résznek a befejezéseként az egy- és tobbhatdrozatland
polinomokat targyaljuk. Itt alapvetd szempont a fogalmak minél tisztdbb, minél precizebb
bevezetése. Csak ezutdn keriilhet sor az érdemi targyaldsra.

A masodik rész a linedris algebra. A linedris algebra eredetileg elsGsorban a linedris
egyenletrendszerekkel foglalkozott. Ehhez a matrixok és ezekhez kapcsolédva a koordiné-
tak szolgaltattdk a médszert. E felfogdssal szemben nagy valtozast jelentett a tomor jelolés-
mdéd, amelyben a vektorterek és a linedris leképezések jutottak sz6hoz. Ennek megfeleléen
a fogalmak geometriai jelentést kaptak; eziltal sokkal viligosabbé valtak. Eles ellentét-
ként a fogalmak absztraktabbak lettek, ami az elvontabb targyaldsmddot tette sziikségessé.
A fentebb emlitett tankdnyvhoz képest igyekeztem ezen enyhiteni, ahol tudtam (mind a
definici6kban, mind a targyalds sorrendjében). A konyvben M jeldli a bizonyitdsok, illetve
definicidk és 7 jeloli a megjegyzések végét.
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Remélem, hogy ezt a tankonyvet sikerrel hasznédlhatjdk mas szakok és mds egyetemek
hallgatéi is. Els6sorban természetesen azokra a hallgatékra gondolok, akik matematikus
szakra jarnak. Ugy vélem, hogy egyéb matematikit tanulé egyetemi hallgatok is tanulhat-
nak e konyvbdl; mindenekeldtt algebrai médszereket.

Természetesen egyetlen konyv (de az internet sem) sem pdtolhatja az €16 el6adds
élményét. A matematikat csak gy lehet megtanulni, ha (lehetSleg aktivan) nyomon kovet-
jik a gondolkoddsmddot, az esetleges hibdkat; és a tételeket, a fogalmakat és a bizonyi-
tdsokat in statu nascendi (a sziiletés pillanatdban) lathatjuk. Semmi sem poétolhat egy vitat
az el6adéval. Az irott segédanyagra az ismeretek felfrissitésekor van sziikség. Ettdl fiig-
getleniil célszerlinek tartom azt, hogy a tankonyv a kozolt tananyagon kiviil lehetSleg gon-
dolkozni is tanitson és magyardzzon. Természetesen ehhez sziikséges, hogy a fogalmak,
tételek és a bizonyitdsok (eltekintve néhdny hosszadalmas és mechanikus bizonyitastol)
mind megtaldlhat6ak legyenek a tankonyvben.

A szerepld fogalmak és tételek az elméleti és az alkalmazott matematika legkiilénbo-
z8bb teriileteirdl szarmaznak. Ezeknek a fogalmaknak a motivicidjardl azért mondtam le,
mert ez az egész targyaldst igen hosszadalmassd és esetleg érthetetlenebbé tenné. Megma-
radtam az algebrai keretek kozott, és az alkalmazdsokra valé utaldst a megfeleld szaktar-
gyakra hagytam.

Koszonetnyilvanitas. E konyv készitésében haldval tartozom azoknak, akik velem a
matematikai gondolkozdsmédot megismertették és megszerettették. fgy Neukomm GyurLa
gimndziumi tandromnak, GEHER IsTVAN egyetemi didktdrsamnak, Fucus LAszL6, RENYI
ALFRED, PETER R6zsa és mindenekfelett TURAN PAL egyetemi tandraimnak. Haldval tar-
tozom didkjaimnak és tanitvdnyaimnak, akik 4llandé javit6 célzattal birdltdk munkdimat; és
akikt6l ugyancsak nagyon sokat tanultam. Ezeknek a didkoknak a szdma olyan nagy, hogy
Oket felsorolva 6hatatlanul kimaradna j6 néhdny, akiket nem szeretnék megbdntani. Ezért
inkdbb egyetlen nevet sem irok ide; 6k dgyis tudjik, hogy réluk van sz6. Héldval tartozom

s

algebrista kollégdimnak, akik jelenlétiikkel erdsitették a magyar algebrista kozosséget.

Vannak, akik a konyv kozvetlen megjelenését is elsegitették. Halaval és koszonet-
tel tartozom két lektoromnak, CsAxANY BELAnak és PALFY PETER PALnak, akik magukra
vallaltdk az 4tnézés keserveit, szamos értelemzavar6 hibat6l mentve meg a konyvet. Ha

Py

valami benne maradt, az nem az § munkdjukat, hanem az enyémet mindsiti.

Hélaval tartozom a konyv eldéllitdsdban vald részvételéért FRiEp Katarinnak a sze-
désért, a Nemzeti Tankdnyvkiadoban ParLoiTay MARriAnak és BaLassa Zsorianak, akik
a konyvet gondoztdk. Haldval tartozom az anyagi hattér biztositdsdért a SZECHENYI Pro-
rEsszor1 Oszronpimak, valamint a T 023186 és T 029525 szamd OTKA-nak. Végiil, de
nem utolsésorban hélaval tartozom feleségemnek, Hay ErzseéBETnek, az erkolcsi hattér

z 2z

biztositasaért, tirelméért és a konyv atolvasdsaban nyujtott segitségéért.

Budapesten a 2000. évben
Fried Ervin
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ELSO FEJEZET

KOMPLEX SZAMOK

1. A természetes szamoktol a valos szamokig

A komplex szamok vizsgdlata el6tt tekintsiik at a valos szamok alapvet6 algebrai tulaj-
donsdagait. A valds szamokat — mint k6zépiskolai tananyagot — targyaldsaink sordn ismer-
teknek tételezziik fel. Ennek megfelelen a felsorolt algebrai tulajdonsdgokat sem fogjuk
bizonyitani. (A kés6bbiek sordn ezekre bizonyos értelemben majd sor keriil.) A valds sza-
moknak nagyon sok fontos tulajdonsiga van; itt azonban csak olyanokra lesz sziikségiink,
amelyekben csupédn e szdmok kozotti miiveletek és relacidk szerepelnek. Ezeket nevezziik
algebrai tulajdonsagoknak.

Térgyalni fogjuk az Osszeadds, kivonds, szorzds és osztds, valamint a hatvinyozas,
gyokvonds és logaritmalds alapvets azonossagait; tovabba az oszthatdsigi és rendezési reld-
cidkat.

Béarmely két a és b valds szamnak 1étezik az a + b Osszege és az ab (a - b, vagy
mds jeloléssel a x b) szorzata. a és b az 0sszeg tagjai, illetve a szorzat tényezoi. Mindkét
miiveletre, az dsszeaddsra és a szorzdsra érvényes a kommutativitis (felcserélhet0ség) és
az asszociativitds (tdrsithatosdg), azaz barmely a, b, ¢ valés szdmokra:

a+b=b+a, ab=ba, (a+b)+c=a+b+c), (ab)c=a(bc).

A szorzas az Osszeaddsra nézve disztributiv (szétoszto), azaz c(a+b) = ca+cb, tetszs-
leges a, b, ¢ valds szamok esetében. Ebbol kovetkezik az (a+b)(c+d) = ac+ad +bc+bd,
specidlisan az (a + b)(a + b) = aa + ab + ab + bb 6sszefiiggés.

Ezeket a miiveleteket direkt miiveleteknek is szoktiak nevezni.

Az 0sszeg és az egyik tag ismeretében egyértelmlien meghatirozhaté a masik tag,
ennek a meghatdrozdsat kivondsnak nevezzik. Ha a + b = ¢, akkor a b = ¢ — a jelolést
haszndljuk, ¢ a kisebbitendo, a a kivonando és b a kiilonbség. Barmely a valés szamra a
0 = a — a szdm ugyanaz, ezt nullinak nevezik. 0 azzal jellemezhetd, hogy tetszbleges b
valds szam esetén 0+ b =b. A —a = 0 — a szam csak a-tdl fiigg, ez az a ellentettje (vagy
negativja, vagy additiv inverze). Ervényesek az
(a+b)—c=a+b—-c), (a—b)+c=a—(b—c), (a—b)—c=a—(b+c), a+(—b)=a—>b
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Osszefiiggések. A kivondst nem kell 4j mtiveletnek tekinteni, mert az 6sszeadassal megha-
tarozhat6. A kivondst inverz miiveletnek is szoktdk nevezni.

A disztributivitast felhaszndlva kapjuk, hogy (a — b)c = ac — bc, (a + b)(a — b) =
= aa — bb; tovabba (—a)b = a(—b) = —ab, (—a)(—b) = ab, valamint Oa = 0. Ez ut6bbi
tulajdonsdggal egyediil a O rendelkezik.

Ugyancsak inverz mtivelet az osztas, amikor a szorzat és az egyik tényezé ismeretében
keressiik a mdsikat. Az osztds nem mindig végezhetd el:

0-val nem lehet osztani!

a a
Ha ugyanis 1étezne 0’ akkor a =0 (6) = 0 volna, barmely a valds szdmra.
Ha ¢ = ab, akkor b = ¢ (vagy b = c/a); itt ¢ az osztando, a az 0szto és b a hanyados.
a
a # Oesetén 1 = a mindig ugyanaz, 1 neve egy; és jellemezhet6 azzal, hogy barmely b
a

1
valés szdmra 1b = b igaz. Ha a # 0, akkor — az a reciproka vagy multiplikativ inverze.
a

Az osztas, valamint az Osszeadds €s a kivonds kozott ¢ # 0 esetén érvényesek az alabbi
kapcsolatok:

a+b a b a—b a b —a a a —a a
= 9 b 9

¢ c c ¢ c ¢ ¢ —c ¢’ — ¢

Ezek utan specidlis (ismert) szimkoroket fogunk nézni.

A természetes szamok. Az emberekben eredenddGen ,természetesen” kialakult szam-
fogalom. Ezek azok a szamok, amelyeket az 1-b8l szamlaldssal nyerhetiink: 1,2, 3,4, ...
soha abba nem hagyva a szdmléldst és mindig djabb és tjabb szdmokat nyerve. Ezt az
aldbbi médon fogalmazhatjuk meg pontosabban:

1. 1 természetes szam.

2. Minden n természetes szdmnak van egy n’ rakovetkezéie.
3.n" # 1.

4. Han' = k', akkor n = k.

Ezekkel még nem irtuk le teljesen a természetes szdmokat, mert a természetes sza-
moknak alapvetd tulajdonsdga a teljes indukcio. Ez azt mondja ki, hogy:

Ha
1. az 1 szamnak megvan egy T tulajdonsdga és

2. valahdnyszor egy természetes szamnak megvan e tulajdonsdga, akkor a rdkovetkezo-
nek is megvan;

gy minden természetes szim rendelkezik e tulajdonsiaggal.

A teljes indukci6 segitségével definialhatjuk az Gsszeadést és a szorzast, valamint a
kisebb relaciot is.



1. 1. A természetes szamoktol a valds szamokig L. rész 15

Megjegyzések

1. Noha 0 sem torténelmileg, sem ,,érzelmileg” nem természetes szam, matematikai szempont-
bdl sokszor hasznos annak tekinteni. Ez kiilonosen akkor van gy, ha egy teljes indukciés bizonyitas-
ndl a két 1épés bizonyitdsa lényegében ugyanigy torténhet, mig az allitds a 0 esetére szinte bizonyitast
sem igényel.

2. A teljes indukcidval valé definidlds az valdjaban nem bizonyitds, de ez is megtehetd. Ebben
az esetben rekurziorol beszé€liink.

3. Nem definidltuk a ,tulajdonsdg”-ot. Ilyenképpen szinte minden értelmetlen éllitds bizonyit-
hat6é volna. Valéjdban csak olyan tulajdonsdgokat engedhetiink meg, amelyeket ,logikai formuld-
val” lehet megadni. Példdul ilyen az, hogy barmely szdmot a rakovetkez6vel szorozva pédros szamot
kapunk.

4. Miutan ,,tudjuk”, mik a természetes szamok, ezért nem definidlhatjuk &ket, mert csak ugy
lehetne definidlni, hogy valami sokkal bonyolultabbat haszndlunk fel. Ezért a fentiekben csupdn azt
fogalmaztuk meg, hogy a természetes szdmoknak melyek az alaptulajdonsdgaik. Ha ebben egyetér-
tiink, akkor ugyanazt a matematikat ,,izziik”. A fenti axiomarendszert bevezetSjiik nevérdl Peano-
axiomaknak nevezziik. |

A természetes szamok korében mindig elvégezhetd az 6sszeadds és a szorzds, de dlta-
Idban sem a kivonds, sem az osztds nem végezhetd el. A természetes szdmok halmazat
N-nel fogjuk jelolni. Azokat az 1-t8l kiilonbozd természetes szamokat, amelyek felirhatok
két 1-t6] kiillonbozd természetes szam szorzataként, osszetett szamoknak nevezziik, ame-
lyek nem irhaték igy fel, azoknak a neve primszdm. A szidmelmélet alaptétele kimondja,
hogy minden Osszetett szdm egyértelmiien (azaz a tényez8k sorrendjétdl eltekintve) fel-
bonthaté primszamok szorzatdra. (Ha ,,egytényezds” szorzatot is megengediink, akkor csak
az 1-et kell kizarnunk.)

Az egész szamok. Noha torténetileg a pozitiv raciondlis, s6t az irraciondlis szamo-
kat is kordbban ismerték, egyszer(ibb el6bb az egész szdmokat targyalni. Ezek a szamok a
természetes szimokbdl ugy nyerhetdk, hogy a fenti miiveleteken kiviil a kivondst is meg-
engedjiik. Az {gy kapott ,,4j” szamok tehat 0, —1, —2, —3, —4,...; egy Uj szdm a 0, és
minden természetes szdmhoz ,,ugyanaz”, de egy — jelet téve eléje. Konnyen (de hossza-
dalmasan) belathat6, hogy a miiveleteket a ,,megszokott” médon értelmezve, azokra a mar
targyalt Osszefiiggések igazak. Az egész szdmok halmazét Z-vel fogjuk jeldlni; ez a hal-
maz az Osszeaddson €s szorzdson kiviil még a kivondsra is zart (azaz ezek a miiveletek sem
vezetnek ki e szdmkorbdl). Ha az egész szamok korében csak az dsszeaddst és a kivondst
nézziik, akkor erre a Z™ jelolést fogjuk hasznalni.

Erdemes megtanulni a kovetkezd elnevezéseket:

Ha egy szdmhalmaz az Osszeaddsra és a kivondsra is zdrt (vagyis ezek a miiveletek
nem vezetnek ki a halmazbdl), akkor azt mondjuk, hogy e szdmhalmaz az Osszeaddsra
nézve csoport. Ugyanigy, ha egy szdmhalmaz a szorzdsra és az osztisra zirt, akkor ez a
szorzdsra nézve csoport. Ha csak az Osszeaddsra (szorzdsra) vald zartsdgot tudjuk, akkor
az Osszeaddsra (szorzdsra) vonatkozd félcsoportrol beszEliink.

N az 0sszeaddsra és a szorzdsra nézve is félcsoport. Ha egy szamhalmaz az dsszeadasra
nézve csoport és a szorzasra nézve félcsoport, akkor ez az 6sszeaddsra és a szorzdsra nézve
gyird. Ilyen példaul Z.
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Z-ben két relaciot értelmeziink, az egyik az oszthatosdg, a masik a rendezés.

Az a | b relaci6 azt fejezi ki, hogy a a b-nek osztdja, illetve b az a-nak tobbszorose,
ami azt jelenti, hogy létezik egy olyan ¢ egész szdm, amire b = ac. E reldciénak a kovetkezd
alapvetd tulajdonsdgai vannak:

Az a | b, a | (—=b), (—a)| b, (—a) | (—b) feltételek ekvivalensek.

Az oszthat6sag reflexiv (a | a), antiszimmetrikus (ha a | b és b | a, akkor vagy a = b,
vagy a = —b) és tranzitiv (haa | b és b | ¢, akkor a | ¢).

Haa |bésa|c,akkora | (b+c)ésal| (b— c); tovibba tetszlleges d egész szam
esetén a | (bd).

Az a egész szam pontosan akkor osztdja minden egész szamnak, ha a = 1 vagy a =
—1. Egy a egész szdmnak pontosan akkor osztéja minden egész szdm, ha a = 0. (Noha

olo |l

értelmetlen, a 0 | O reldci6 igaz.)

Az a és b egész szamoknak 1étezik d = (a, b) legnagyobb kozo6s osztojuk és ¢ = [a, b]
legkisebb kozos tobbszorosiik. Ezekre d | a, d | b, a | c, b | ¢ teljesil 4gy, hogy az u | a,
u | b,illetve a | v, b | v feltételekbdl u | d, illetve ¢ | v kdvetkezik. Ha feltessziik, hogy c is,
d is vagy természetes szam, vagy 0, akkor ezek a szdmok egyértelmiien meghatdrozottak.
Ha (a, b) = 1, akkor relativ prim szamokrol besz€liink.

A miasik relaci6 a rendezés, ezt a kivondassal definidljuk:

a nagyobb, mint b (jelben a > b), ha a — b természetes szam. Ekkor azt is mondjuk,
hogy b kisebb, mint a (b < a). Ha a > 0, akkor a pozitiv, ha a < 0, akkor a negativ.

A rendezés irreflexiv (a > a soha sem teljesiil), antiszimmetrikus (a > b és b > a
egyszerre nem teljestilhet, és tranzitiv (ha a > b és b > c, akkor a > ¢). (Vigyazat! Az
itt szerepld antiszimmetria nem egészen ugyanaz, mint az el6z8; ez azért van, mert itt az
egyenlGséget is kizarjuk.)

A rendezés teljes, azaz barmely a és b szdmokraa > b, a = b és a < b koziil pontosan
az egyik igaz. A ,hozzdadds” és a pozitiv szdimmal valé szorzds monoton, azaz a > b és
tetsz6leges c, tovabba pozitiv d mellett a+c > b+c és ad > bd. (Ha d =0, akkor ad = bd,
ha d < 0, akkor ad < bd kovetkezik.)

Haszndlatos ezzel kapcsolatban még a nagyobb-egyenlo, illetve kisebb-egyenlo (a >
> b, illetve b < a), ami azt jelenti, hogy vagy a > b, vagy a = b. Ennek a relaciénak a
tulajdonsdgai az el6z6€bdl leolvashatok. Ha a > b, akkor ezek maximuma, illetve mini-
muma: max(a, b) = a, illetve min(a, b) = b.

Az a és —a kozil csak egyik lehet pozitiv. Ezt az a abszolut értékének nevezziik és
|a]-kel jeloljiik. Kiilon definicié az, hogy |0] = 0. Az abszolut értékre az aldbbiak teljesiil-
nek:

labl = |al - b,  la+b| <lal+|bl, la—b|=>|(al— b))

Az abszolut érték segitségével megfogalmazhaté a maradékos osztas:

Bdrmely a egész és barmely 0-tol kiilonboz6 b egész szimokhoz léteznek olyan q és
r egész szimok, amelyekre:
a=bg+r és [r] < |b]. (Negativ r is megengedett.)
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A maradékos osztds biztositja, hogy elvégezhetd az dgynevezett euklideszi algoritmus,

amelynek segitségével elGallithatd két szdm legnagyobb kozos osztdja és bizonyithaté a
szadmelmélet alaptétele.

A raciondlis szamok. Ezeket a szdmokat dgy kapjuk, hogy még a nemnulla egész
szammal val6 osztast is megengedjiik. A raciondlis szamok tehat ;—Z alaku tortek. Itt a
a tort szamldloja, b a tort nevezdje. Az ket elvdlaszt vizszintes vonal neve tortvonal.
Kiilonboz6 tortek is jelolhetik ugyanazt a raciondlis szdmot: Z—Z = s pontosan akkor, ha

ad = bc. Ezek korében elvégezhetS az 6sszeadds, kivonds, szorzds és a nemnulla raciondlis
szammal valé osztds (amit : jelol):
a ¢ ad+bc a ¢ ad-—bc a ¢ ac a ¢ ad

b d” " bd b d bd ' b d bd b d bc
amennyiben a fellépd nevezdk egyike sem 0. Itt is érvényesek az egész szdmokra latott
azonossagok. A raciondlis szimok korében elvégezhet6 az osztds is (persze 0-val nem!).
Ilyen esetben a szamgy(irtit szamtestnek nevezziik. A racionélis szdmtestet Q-val fogjuk
jelolni. Ha a raciondlis szdmokat mint additiv csoportot nézziik, akkor erre a Q* jelolést
fogjuk haszndlni. Vigyédzat! A matematikai analizisben Q" a pozitiv raciondlis szamokat

jeldli.

A raciondlis szdimok korében is beszélhetiink rendezésrdl; erre is hasonldak érvénye-
. . v 2 . . a . .
sek, mint az egészek korében. J6 tudni, hogy b > 0 akkor és csak akkor igaz, ha ab > 0.

Az egész szamok korében barmely egész szamndl volt , kozvetleniil” kisebb is és nagyobb

is. A raciondlis szdmokndl ez nincs igy, barmely két kiilonb6z6 raciondlis szam kozott van
r+s

djabb: Ha r < s, akkor r < < S.

Erdemes megjegyezni, hogy a pozitiv raciondlis szdmok a szorzdsra nézve csoportot
alkotnak.

Megjegyzések

1. A raciondlis sz6 nem azt jelenti, hogy ésszer(, hanem azt, hogy viszonyszdm. A régi gérogok
csak a ,,mér6érid” egész szdmu tObbszoroseinek a mértékét tekintették szdimnak; a raciondlis szdmok
csak dgy jelentkeztek naluk, mint két ilyen tdvolsdgnak az ardnya.

2. Erdemes észrevenni, hogy csak a természetes szdamok esetében soroltunk fel axiémakat, a
tobbi szamfajtdt ezekbdl épitettiik fel. A Peano-axiémarendszerr§l senki sem tudja bebizonyitani,
hogy ellentmonddsmentes. Ha az djabb, bdvebb szamfajtdkat is axiomakkal definidlnank, akkor egyre
kellemetlenebb helyzetbe jutndnk. Ezen gy segitiink, hogy ,,tudva”, mik azok az egészek, illetve raci-
ondlisak, ezekre a természetes szamok segitségével egy ,,modell”-t épitiink fel. Ha tehat a természetes
szdmok korében nincs ellentmondds, akkor ezekben a b&vebb szdmkorokben sincs.

Altaldban azokat az axiémarendszereket fogadjuk el ellentmonddsmenteseknek, amelyekre 1éte-
zik véges modell.

3. A tortszamok kozott nincsenek ott az egész szdmok, mert ,,mds az alakjuk”. Ezzel szemben
vannak e szdmkorben olyan szdmok, amelyeket gy tekinthetiink, mintha 8k egész szdmok lenné-

nek. Nevezetesen az ? helyett azt képzelhetjiik, hogy az a egész szdm 4ll. A veliikk val6 miveletek

pontosan gy végezhetdk, mint az egészekkel. O
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A valos szdmok. A valés szdmokat nem szarmaztathatjuk a raciondlis szdmokbdl
»algebrai médon”. Ezek szemléletesen a kovetkezSképpen kaphaték. A rendezés tulaj-
donsdgai alapjan a raciondlis szdmokat gy képzelhetjiik el, hogy ezek egy egyenesen, a
szamegyenesen helyezkednek el. Kozottiik azonban ,.kimaradnak™ pontok. Ezt a tulajdon-
sdgot pontosabban a kovetkezOképpen fejezhetjiik ki: Legyen P és Q a raciondlis szdmok
két olyan részhalmaza, hogy barmely raciondlis szdm e két részhalmaz koziil pontosan az
egyiknek eleme; tovabba, ha p egy P-beli és g egy Q-beli szam, akkor p < q. Ezen feliil
még azt is feltessziik, hogy P-ben nincs legnagyobb raciondlis szdm. (Ha m ilyen volna,
akkor P helyett vegyiik azt a P; halmazt, amelyet az m elhagydsdaval nyeriink, mig Q
helyett azt a Q; halmazt, amelyet igy kapunk, hogy Q-hoz hozzavessziik m-et is. P; és
0, is eleget tesznek a kir6tt feltételeknek, de Pj-ben nincs legnagyobb szam, hiszen bar-
mely két kiilonboz6 raciondlis szdm kozott van t6liik kiilonb6z6.) Minden ilyen tigynevezett
szelet meghatdroz pontosan egy valds szamot, amely minden P-beli szamnal nagyobb, de
egyik Q-belinél sem. Ez a valds szdm pontosan akkor ,,tekinthet§” raciondlisnak, ha Q-nak
van legkisebb eleme; méghozza ekkor pontosan ezt a raciondlis szdmot jellemeztiik. Ezek
alapjan a valds szamokra is értelmezhetd a rendezés, amire a mar szerepelt tulajdonsagok
teljesiilnek. A valds szamokrdél mar emlitettiik, hogy szamtestet alkotnak. Ezt a szamtestet
R fogja jelolni. Ha a val6s szamok additiv csoportjat nézziik, akkor az R* jelolést fogjuk
haszndlni. Itt is vigyazni kell, mert analizisben ez a pozitiv valés szdmok halmazat jeloli.
Itt is érvényesek a mar targyalt miveleti azonossagok, valamint a rendezésnek és az abszo-
lut értéknek a miveletekkel kapcsolatos tulajdonsdgai. (Valdjdban éppen ez az elv teszi
lehet6vé az Osszeadds €s a szorzds definiciéjat.)

1-nél nagyobb n természetes szimmal vald szorzds megegyezik a masik tényezd n

n-szer
példanyban vett 6sszegével: n - a = @+ Fa. Kiilon értelmezend az 1 -a = a és a
0-a =0. Negativ egész szdmmal val6 szorzés is értelmezhet§; ha n természetes szam,
akkor (—n) - a = n - (—a). Ennek analdgidjara definidlhaté a hatvanyozas.
n-szer

Han > | természetes szam, akkor legyena™ =a - ...-a. Legyena' =a ésa’ = 1.

Ha n természetes szam, akkor legyen a™" = ai" (teltéve, hogy a # 0).

Igen fontos specidlis eset az n = 2. Az a® szdmot az a szdm négyzetének nevezzik.
Egyediil a 0 négyzete 0, minden mds valés szim négyzete pozitiv. Fontos Osszefiiggés,
hogy (—a)* = a’.

Az n =3 esetben is szokdsos kiilon elnevezés: a® az a szdm kobe. Konnyen belathato,

hogy kiilonbozé szamok kobe is kiilonb6zd, pozitivaké pozitiv, negativaké negativ.

Az a — a® megfeleltetés neve négyzetre emelés; az a — a® megfeleltetésé kobre
emelés.

2 z

Ha a” = ¢, akkor a neve alap, b neve kitevd és ¢ neve hatvany. Az eddigiekben a
kitevs egész szam volt; mas kitevd esetén mindig feltessziik, hogy az alap pozitiv szam.
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Ha n természetes szam, akkor az a” = b kapcsolatot a = Vb is jeloli. Az a pozitivitdsa
kovetkeztében itt a egyértelmtien meghatarozott. E jelolésnél gyokvondsrol beszéliink; b a

2 2z

gyok alapja, n a gyokkitevd és a a gyok.

Az n =1 esetben nem szoktak gydkvondsrol beszélni. Az n = 2 esetben a gyokkitevt
elhagyva a = b helyett N szerepel. Ebben az esetben négyzetgyokvondsrol beszéliink.
Mint a négyzetre emelésnél lattuk, valés szam négyzete nem lehet negativ; igy negativ
valés szamnak nincs négyzetgyoke (a valds szamok korében).

Legyen r = P tetsz6leges raciondlis szam, ahol feltehet, hogy ¢ > 0. Definicié sze-
q

rint legyen a” = Yar. Az alap pozitivitdsdbol kovetkezik, hogy a raciondlis hatvany egyér-
telm{ien meghatdrozott pozitiv szdm. Pozitiv alap esetén a raciondlis kitevGjli hatvdnyra az
alabbiak teljesiilnek:
ar+s=ar.as7 ars=(ar)s, (ab)rzar.br‘

Haa < bésr > 0, akkor a” < b";har < s ésa > 1, akkor a° < a®. Ezeket az
osszefiiggéseket a hatvanyozds monotonitisinak nevezzik. Ez a tulajdonsdg és a valds
szdmoknak a raciondlis szdmokkal val6 lefrdsa lehet&séget ad arra, hogy a valds kitevjl ab
hatvanyt is definidlhassuk. Erre is érvényesek a mar ismertetett Osszefiiggések. Ez pozitiv
alapra specidlis esetként tartalmazza a gyokvondst. Mivel a hatvdnyozds nem kommutativ,
ezért egy masik inverz miivelete is van, a logaritmalds, amikor az alapbdl és a hatvanybdl
hatdrozzuk meg a kitevot. Az a’ = ¢ esetben a kovetkezs elnevezések hasznalatosak: a az
alap, ¢ a logaritmdlando vagy numerus és b a logaritmus. Ebben az esetben a log,c = b
jelolés hasznalatos.

Halmaz, relacio, fiiggvény. Ezek a fogalmak nem tartoznak ugyan a szamfogalom
korébe, de szerepelnek a kozépiskolai tananyagban, és a tovdbbiakban itt is sziikség lesz
rdjuk. A halmazokrdl van szemléletes képiink. A halmazokat még annyira sem {rjuk itt le,
mint amennyire a természetes szamokkal tettiik a Peano-axiomaknal. Ennek az az oka, hogy
a természetes szam fogalma €s azoknak szamlalds ttjan valé nyerése valoban természetes;
mig a halmazok ,,absztrakt” tulajdonsigai sokkal nehezebben belathat6ak.

A halmazokat 4ltaldban latin nagybetiikkel fogjuk jeldlni. A halmazoknak ,.eredends”
tulajdonsdga, hogy elemeik vannak. Ezeket az elemeket altaldban latin kisbetiikkel jelol-
jik. Azt, hogy x eleme az A halmaznak, igy fogjuk jelolni, hogy x € A. Van egyetlen
halmaz, amelynek egyetlen eleme sincs; ezt ugy nevezik, hogy iires halmaz, ezt ¥} jeloli.
Azt mondjuk, hogy B részhalmaza A-nak (B C A), hab € B esetén b € A is teljesiil. Az
A és B halmazok direkt szorzatin azt az A x B halmazt értjiik, amelynek elemei azok az
(a, b) parok, amelyekre a € A és b € B. Tobb halmaznak is képezhetd a direkt szorzata:
A x B x C az (a, b, c) harmasokbdl all, ahol a € A,b € B,c € C. Megemlitjiik, hogy
ezt sokszor ugyanannak fogjuk tekinteni, mint az A x (B x C) vagy az (A x B) x C hal-
mazt; noha formadlisan az elébbinek az elemei az (a, (b, ¢)) elemek, az utébbinak pedig az
((a, b), ¢) alaku elemek.

Ha a halmazt elemei felsoroldsdval adjuk meg, akkor a felsorolt elemeket kapcsos
zardjelek kozé tessziik. Példaul az {1, 2, 5} halmaz elemei a felsorolt hdrom szdm, mig az
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{1,2,5, a, b} halmazé ezeken kiviil még az a és a b beti is. A felsoroldsnal mindegy, hogy
az elemeket milyen sorrendben irjuk, a halmaz nem valtozik. A halmaz elemei kiilonbo-
z6ek, igy az {1, 2,5, 2, 2, 1} halmaznak is csak hdrom eleme van.

Ha a halmazt dgy akarjuk megadni, hogy egy halmaz elemeibdl valamilyen ,,utasi-
tassal” valasztunk ki elemeket, akkor is kapcsos zardjelet haszndlunk, de kozottiik hizunk
egy fiiggbleges vonalat. Ettdl balra szerepelnek az elemek és az, hogy honnan vélasztjuk
ki &ket; mig jobbra az, hogy milyen mddon torténik a kivdlasztds. Példdul az A = {i €
e N | 3 <i <7} azt jelenti, hogy a természetes szdmok koziil azokat tekintjiik, amelyek
3-ndl nagyobbak, de 7-nél nem. Ez a halmaz tehat a {4, 5, 6, 7}.

Az A halmazon értelmezett reldcio egy ,kapcsolat” az A elemei kozott. Azt, hogy egy
o reléci6 fenndll az a és b elemek kozott, dltaldban dgy jeloljiik, hogy apb (mint példaul
a < b). Hasznalatos még a p(a, b) jelolés is. Mivel itt két elem szerepel, ezért ilyenkor két-
valtozos reldciorol beszéliink. Léteznek még tobbvaltozos relaciok és egyvaltozos relacio
is.

Ugyancsak nem magyardzzuk, hogy mi a fiiggvény vagy leképezés. Ha az f fliggvény

az A halmazt képezi le a B halmazra, akkor ezt f : A — B vagy A l> B fogja jelolni. Azt
mondjuk, hogy A = D(f) az f értelmezési tartomanya és B = R(f) az f értékkészlete.
(Altaldban csak az f(a) alakd elemek halmazit szoktdk értékkészletnek nevezni.) Ha f az
A-beli a elemet a B-beli b elemre képezi le, ezt b = f(a) vagy f : a — b jeloli (figyel-
jiikk meg, hogy itt a nyilnak ,talpa” van). (Néha a b elem kifrdsa nélkiil csak a — f(a)
szerepel.)

Ha B minden eleme f(a) alaku, akkor azt mondjuk, hogy f : A — B sziirjektiv. Ha
kiilonb6z6 A-beli elemek képe is kiillonboz0, azaz minden b € B elemhez legfeljebb egy
olyan a € A taldlhat6, amelyre b = f(a), akkor injektiv fliggvényr6l beszéliink. Ha mindkét
feltétel teljesiil, akkor a fiiggvény bijektiv. Bijektiv fliggvényre igen fontos példa egy-egy
halmaz identitisa, az a fliggvény, amely a széban forgé halmaz minden elemének 6nmagat
felelteti meg. Természetesen az identitas(fiiggvény) minden halmaznal mas. Az A halmaz
identitasat 14 fogja jelolni (erre tehat D(14) = R(14) éshaa € A, akkor 14 : a — a).

A fiiggvények korében nagyon fontos miivelet a kompozicio: Ha f : A — B és
g: B — C,akkor a go f, vagy roviden gf : A — C fiiggvény definici6 szerint legyen az
a +— g(f(a)). Konnyen lathat6, hogy példaul a fenti f fiiggvényre f ol =1po f = f.

Az identitdsok segitségével konnyen jellemezhetSk a szerepld kiilonféle fiiggvényfaj-
tak. Legyen f : A — B. Az f fiiggvény pontosan akkor injektiv, ha van olyan g : B — A
fliggvény, amelyre g o f = 14, pontosan akkor sziirjektiv, ha van olyan g : B — A fiigg-
vény, amelyre f o g = 1p, és pontosan akkor bijektiv, ha van olyan g : B — A fiiggvény,
amely mindkét feltételt kielégiti. Az elsS esetben g sziirjektiv, a masodik esetben injektiv,
a harmadik esetben pedig bijektiv lesz. Az elsd két esetben a g fiiggvény nem feltétleniil
egyértelmi (csak ha f bijektiv); a harmadik esetben viszont csak egy ilyen g fiiggvény
létezik. Ekkor ezt a fiiggvényt g = f~! jelolheti és azt mondjuk, hogy g az f inverz
fiiggvénye.

Az algebrdban alapvetd jelentdségliek azok a leképezések, amelyek miivelettartok.
Ilyenekkel mar taldlkoztunk is: Mivelettartd az a leképezés, amely az a egész szdmnak
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. a . . . . p " . .
megfelelteti az 1 tortet. Ugyancsak miivelettartd leképezést nyertiink, amikor az r racio-

ndlis szdmnak azt a P, Q részhalmazpart (tehat valés szamot) feleltettiik meg, amelynél » a
Q-nak a legkisebb eleme. (Gondoljuk meg, miképpen adjuk Ossze a valds szdmokndl emli-
tett részhalmazpérokat.) Ezek a leképezések teszik lehetvé, hogy az djabb szdmkorben
felfedezhessiik” a régit.

A miivelettart6 leképezéseket homomorfizmusoknak nevezik. A fliggvények tulajdon-
sdgdnak megfelel6en beszEliink injektiv homomorfizmusrol, illetve sziirjektiv homomortiz-
musrol. Fontossdga miatt a bijektiv homomorfizmus kiilon nevet kapott, ezt izomorfizmus-
nak hivjuk. Kénnyen beldthaté, hogy ha f : A — B izomorfizmus, akkor f~!: B — A is
az.

Megjegyzések

1. A reldcidkat tekinthetjiik gy, mint az A x A, vagy dltaldnosabban, mint az A x B részhal-

mazait; nevezetesen a o reldcidval egyiitt tekinthetjiik azokat az (a, b) € A x B parokat, amelyekre

apb teljesiil. Mivel ,,ennél tobb” egyetlen relaciéra sem mondhatd, ezért relicionak nevezhetjiik az
A x A — vagy dltaldban tetszSleges direkt szorzat — részhalmazait.

2. A fiiggvényeket viszont értelmezhetjiik Ggy, mint specidlis reldciokat. Egy f : A — B
fiiggvényt akkor ,ismeriink”, ha ismerjiik az osszes (a, f(a)) € A x B elemet. Vildgos, hogy ez
egy ¢ relacid, amely azzal a tulajdonsdggal rendelkezik, hogy ha (a, b1) és (a, bp) mindegyike a
,relacidhoz tartozik”, akkor by = bj.

3. Erdemes észrevenni, hogy haaz f : A — B és g : B — A fiiggvényekre g o f = 14, akkor
f biztosan injektiv és g biztosan sziirjektiv. Ebben az esetben azt mondjuk, hogy g az f balinverze
és f a g jobbinverze. Ha még f o g = 1p is teljesiil, akkor mindkét fiiggvény bijektiv; egymas
inverzei. O

Szumma és produktum. (Noha kozépiskoldban nem kotelez6 anyag, mégis sziikségiink
lesz két ,,roviditésre”.)

Legyen I = {i € N | k <i < n} és tegyiik fel, hogy adott egy f : I — A fiiggvény.
Ilyen esetben f(i) helyett haszndlatos az a; jelolés; az i neve index és I egy indexhalmaz.

k-tdl és n-tdl fliggden a kovetkezSképpen értelmezziik az

n n
S=>"a;, illetve  P=]]a
ik i=k

jeleket:
l.Hak <n:S=ax+...+a,é P=aqag-...-a, (n —k+1 tag, illetve tényezs).
2.Hak=n:S=P=aq.
3.Hak=n+1:5=0¢& P=1.

k—1 k—1 -1
4.Hak>n+1:S=—(Zai),illetveP= (]‘[ ai> .

i=n+l i=n+1
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Az S, illetve P jeleket a kovetkezOképpen olvassak: szumma i egyenld k-tol n-ig a;,

n r
illetve produktum i egyenlS k-tdl n-ig a;. A fenti definiciéval érvényes a Zai = Z aj +
i=k i=k

n
+ Z a; Osszefiiggés, illetve ennek a produktumra vonatkozé analogonja.
i=r+1
Ha az {a; | i € N} szamok koziil csak véges sok kiilonbozik 0-t6l (illetve 1-t61), akkor
a megfeleld végtelen Osszeget, illetve szorzatot is értelmezhetjiik: csak a 0-t6l (illetve 1-t61)
kiilonbozdket adjuk (illetve szorozzuk) Gssze.

Ha a k és n ,hatdrok” az adatokbdl vildgosak, akkor nem frjuk ki &ket. Ugyancsak
nem irjuk ki az indexeket sem, ha azok elhagydsa nem okoz zavart.
n
A produktumnak igen fontos specidlis esete a kovetkezd: n! = Hi (olv.: n faktori-
i=1
alis). A definiciobol kovetkezik, hogy 0! = 1! = 1; mig n > 1 esetén n! az n-ig terjedd
természetes szamok szorzata.

Miiveletek maradékokkal. Végezetiil néhany példat adunk olyan halmazokra, ame-
lyeknek az elemei nem szdmok, de a miiveletek természetes médon definidlhaték rajuk.
Tovéabba az is igaz, hogy ezekre a miiveletekre teljesiilnek a szdmokra megismert miiveleti
szabdlyok. (De nem értelmezhet6k e halmazon a targyalt relaciok.)

Tekintsiink egy rogzitett, 1-nél nagyobb m természetes szdmot. A vizsgalt halmaz
elemei az egész szamok részhalmazai lesznek. Két egész szam akkor tartozzék ugyanabba
a részhalmazba, ha a kiilonbségiik oszthaté m-mel. Az oszthatésdg tulajdonsagai alapjan
ekkor minden szdm pontosan egy ilyen halmazba esik, amelyeket modulo m vett maradék-
osztilyoknak neveziink. Igy ezeket barmely elemiik egyértelmiien meghatdrozza; jelolje az
i-t tartalmazé maradékosztalyt [i].

Az oszthat6sagi tulajdonsdgokbdl konnyen lathatd, hogy az [i + j], illetve [i - j] mara-
dékosztily nem az i, illetve j szdmokt6l, hanem csupén az [i] és [j] maradékosztalyoktdl
fiigg. Eppen ezért ezek tekinthetSk az [i] és [ j] maradékosztalyok dsszegének, illetve szor-
zatdnak: [i] + [j] = [i + j] és [i]-[j] = [i - j]. A miiveleti azonossdgok teljesiilnek, és
elvégezhetd a kivonds: [i] — [j] = [i — j]. Ezeket a maradékosztilyokat az adott mive-

o o

letekre nézve gyiiriinek; pontosabban modulo m vett maradékosztaly-gyiriinek nevezzik.

Ezt a gyfirtit Z,, jeloli. Ebben a gyfirtiben pontosan akkor végezhetd el az osztds, ham = p
primszadm. Azt mondjuk, hogy a modulo p vett maradékosztdlyok testet alkotnak.

A Q vagy az R esetében a maradékosztalyok szorzata problémat jelent, az 9sszeadas
és a kivonds viszont nem. Kiilonosen fontos az az eset, amikor ,,modulo” 1 tekintjiik e
szamokat, azaz két raciondlis szdmot akkor vesziink ugyanabba a ,,maradékosztily”-ba, ha
kiilonbségiik egész szam.





