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Eloszo

Ebben a konyvben a kdzgazdasigtani modellek vildgdba vezetem be a matemati-
kaban jartas kozépiskolasokat, tanaraikat és mas érdekléddket. Tomor konyvem
nem tomeges oktatdst szolgdl. Viszont haszonnal forgathatjdk azok az olvasdk,
akik tdl akarnak 1épni a kozgazdasagi kozhelyeken (példaul: ,,addig nyujtézkod-
jél, ameddig a takardd ér”), és igényes kozépiskolai szinten képesek kdvetni és
alkalmazni a matematikai gondolkoddsmédot. Hajlandok képleteket bongészni,
és levezetéseket megérteni.

A 19. szazadban a kozgazdasagtan zome nélkiilozte a (matematikai) modelle-
ket, azéta viszont egyre ndvekszik a szerepiik. Ez a folyamat egyrészt szabatosab-
ba és szdmszer(isithet6vé teszi a kozgazdasdgtant, masrészt dncéld matematikai
ujjgyakorlatta silanyithatja azt. Remélem, az el6adandé modellek valéban segite-
nek a valésdg jobb megértésében és a matematika viszonylag 1j alkalmazasainak
elsajdtitasdban.

Nem kovettem a hagyomanyos kozgazdasagi tankonyveket, amelyek eleve
mikro- és makrorészre kiiloniilnek el. (EttSl fiiggetleniil érdemes elolvasni egy
j6 kozgazdasagi bevezetést, pl. Horvéth Aron ajanlotta a figyelmembe a The Core
Teams: The Economy c. konyvét, amely a vilaghdlordl is letolthetd.) A mikréban
az egyéni fogyasztdi és termeldi valasztas utdn eljutnak a piaci egyenstilyhoz; a
makréban pedig a ndvekedés és az inflicié utdn az egyéb problémdkhoz. A témdk
kivélasztasakor legfontosabb szempontom az volt, hogy lehetSleg kozépiskolds
szinten érthet8, ugyanakkor érdekes és fontos modelleket mutassak be. Az utolsé
pillanatban még egy jarvanymodellt is sikeriilt becsempésznem a kdnyvbe.

A bemutatott modellek egy részét a KoMaLban (K6zépiskolai Matematikai és
Fizikai Lapok) mar publikaltam. Ezek és mas modellek bonyolultabb valtozatban
el6fordultak tarsszerzékkel irott cikkeimben. Ehelyiitt mondok koszonetet tars-
szerz6imnek dbécé sorrendben: Czeglédi Tibornak, Es6 Péternek, Garay Barna-
basnak, Kirdly Baldzsnak, Kirdly Julidnak, Molndr Gyorgynek, Szabé Endrének,
Tir Melindanak és T6th Janosnak. Mérd Laszlo konyvét (1996) szabadon hasz-
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vi El6szo

ndltam a jatékelméleti bevezetSben, és EsO Péter is segitett kigyomldlni néhany
bantd pongyolasigot.

Héléval tartozom Halpern L4szlonak, Katona Tamdasnak, Kirdly Jilidnak, Ob-
lath Gabornak és Rézmovits Addmnak egy-egy adatsorért, Ferenczi Miklésnak a
valdszintis€gszamitasi, Fleischer Tamasnak a k6zjavakrdl sz616 gondolataiért, K6-
rosi Gabornak €s Vincze Janosnak a statisztikai rész konstruktiv biralataért, Polo-
nyi Janosnak a jarvanyliigyi részhez fiizott tandcsaiért, Réti Janosnak a nyugdijré-
szek kommentaldsaért. Kiilonleges kdszonet illeti Horvath Diandt, Juhdsz Pétert,
Kiraly Juliat, Langer Tamadst, Patkés Annat, Racz Andrast, Simonovits Miklést,
Szabé Juditot és Széphelyi Attildt, akik a konyv egy-egy kordbbi véltozatét rész-
letesen atnézték. Sokat tanultam Téth Attilatdl (Fazekas Mihdly Gyakorlé Iskola
11. évfolyamos didkja), akivel hdnapokon 4t hetente 1-1 6rdban atbeszéltiik az
anyagot. Koll6 Janos gy6zott meg arrdl, hogy az dbrdk ebben a konyvben is nél-
kiilozhetetlenek; kivitelezésiik Fried Katalint és Juhdsz Lehelt dicséri. A gépirat
véglegesitéséért Er6 Zsuzsanak tartozom hélaval. Halas vagyok Driga Baldzsnak,
Hémori Veronikdnak, Pataki Janosnak (kdzépiskolai tandroknak) és Lovics Gé-
bornak, valamint Somlai Péternek, akik figyelmeztettek arra, hogy konyvemben
milyen nehézségekkel taldlja szembe magat egy kozgazdasdgban jaratlan 6nallé
olvasé: példaul mi egy absztrakt dinamikus rendszer, mi az drszabdlyozas? Kiilon
nehézséget jelenthet a szoveg tomorsége. Sajnos, csak részben sikeriilt eleget ten-
nem Kkritikai észrevételeiknek. A megmaradé hibakért kizardlag a szerzét terheli
a felel6sség.

Szamos hazai és kiilfoldi egyetemen tanitottam didkokat és tanultam didkja-
imt6l. Koszonet illeti a jelenlegi Budapesti Corvinus Egyetemet, a Rajk Laszlo
Szakkollégiumot, a Budapesti Miiszaki és Gazdasdgtudoményi Egyetemet és a
Kozép-Eurépai Egyetemet (CEU-t) a tanitdsi és tanuldsi lehetSségekért. Egyes
fejezetek frasat a NKFI 108668. és a 129078. palyazat tdmogatta.

A konyv szdmos példat és feladatot tartalmaz, ez utébbiak megoldasa a konyv
végén taldlhat6. Azt tandcsolom az Olvasénak, hogy el6szor probélja meg a fel-
adatokat sajat maga megoldani, és csak kelld mennyiségii probalkozas utan fordul-
jon a feladatmegolddsokhoz. Néhdny feladat megolddsdhoz szdmitégépes prog-
ramra van sziikség, ezek megirdsat nyomatékosan javaslom. A [I8] és[I9] fejezet
statisztikai feladatainak megolddsdhoz ingyen szoftverek is rendelkezésre dllnak.
A nehezebb fogalmakat a konyv végén fogalomtdrban foglalom dssze.

Mivel tankonyvrdl van sz6, foloslegesnek tartottam részletes hivatkozasjegy-
z€kkel terhelni az Olvasét. Csak néhdny esetben tiintettem ol a forrast, példaul a
tarsszerz8s vagy a KoMalban megjelent cikkeimet. De nem fukarkodtam a mo-
dellek kapcsan nevekkel és az évszamokkal, ezek alapjan az Olvasé a vildghalon
tovabb érdeklddhet, s lathatja a fejlédés kanyargds ttjat.



El6szo vii

Sajat kozépiskolai élményeim alapjdn meg vagyok gy6zddve arrdl, hogy a
konyvet — részben vagy egészben — érdemes lenne kozépiskolds matematikai szak-
korokon feldolgozni. Bar az itt eldadott t€émak gyakran nélkiilozik a tiszta mate-
matika elegancidjat, elésegithetik az alkalmazott matematika djabb lehet&sége-
inek megismerését. De a kozeljovSben legfeljebb egy-két ilyen szakkorrel sza-
molhatok (2019 szeptemberében a Fazekasban elindult az els6 szakkor), ezért az
olvasok jelentds része nem mondhat le a konyv tartalmanak 6nall6 elsajatitasarol.
Két megjegyzést tennék a matematika fizikai és kozgazdasagi alkalmazéasidnak ko-
z€piskolas fokon adédo kiilonbségérdl: 1. mindenki tanul fizikat, nagyon kevesen
tanulnak kézgazdasédgtant (ez utébbi egyébként kikiiszobolendd hiba); 2. bizonyos
fizikai fogalmak (tehetetlenség, munka stb.) ellentmondanak a hétkdznapi tapasz-
talatoknak, mig a zsebpénzét beosztd és palyét valaszté kozépiskoldsnak nehéz
kozgazdasagi feladatokat kell megoldania.

A tartalomjegyzékben *-gal jelolt fejezetek vagy alfejezetek viszonylag nehe-
zek, elsé olvasasra kihagyhatok.

Kiegészitésként megemlitem, hogy egyes témdk vetitéses kidolgozdsa megta-
lalhat6 a honlapomon: https://kozgazmodellek.wordpress.com/

Kedvcsinal6: komall, [3] fejezet: jatekl, [8] fejezet: moral, O] fejezet: nep-
s1,[10] fejezet: nyug-sl és csebisev, [T1] fejezet: onkent, [12] fejezet: valind-
szirak, [13] fejezet: jelzalogl, [14] fejezet: karrow.

Kérem az olvasdkat, hogy megjegyzéseiket jutassdk el a kovetkez6 cimre:
simonov @econ.core.hu

Koszonettel:
Simonovits Andras
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Jelolések

Gorog kisbetiik A konyvben sokszor hasznalunk gorog kisbettiket, féleg egytitt-
hat6k jelolésére. Igyeksziink tigy megvalasztani 6ket, hogy ,,rimeljenek” a megfe-
lel6 latin betiire: példaul x és £. A kozépiskoldsok egy része nem ismeri az 6sszes
gorog kisbettit, ezért a gorog abécé sorrendjében sorfolytonosan nevesitve felso-
roljuk &ket.

Gorog betiik listdja

o = alfa B =Dbéta v = gamma 0 = delta € = varepszilon
¢ = dzéta n =éta 0 = teta L = jota k = kappa

A =lambda p=md v=nl & =kszi ¥ = varteta

T =pi p =16 o = szigma T =tau = varfi

x = khi 1) = pszi w = omega

Néha gorog nagybetiit is haszndlunk, mindenekel6tt a nagy szigmét az (a;) szdmok dssze-
gének a jelolésére: > - a;=ai+- - -+a;+- - -+a,, de Q= nagy omega.

Fontosabb jelolések jegyzéke

A memorizéldst megkonnyitendd, alkalmanként a véaltoz6 angol nevét is megad-
juk. Sajnos a szokds és a memorizadlhatosag kedvéért idonként még egyes fejeze-
teken beliil is azonos betit kell alkalmaznunk kiilonboz6 valtozokra, de az alfe-
jezeteken beliil ilyen egybeesés nincs. A sorvégi iires négyzet a bizonyitds végét

jeloli.

Altalanos jelolések

t = idGszak (time) indexe

1 = szerepl6 (tipus) indexe
a, b, ¢, d = egyiitthatok

© = optimadlis/egyensulyi

T =x — x° = eltérés

x = fiiggetlen véltozé

x, y = fogyasztasi par

P, q = drak (price)

u = hasznossagfiiggvény

w = szuperbrutté bér (wage)
7 = nyugdijjarulék-kulcs

L = alacsony tipus indexe (low)
E = vérhat6 érték

¢ = relativ hatékonysag

Y = GDP (kibocsatas)

x; = t-edik allapot

fi = i-edik tipus részaranya

P, q = valészinliségek

* = normadlis (egyenstilyi) érték
P = periédus

y = fiiggo valtozd

m = jovedelem

P=4r

a = preferenciasily

v = 1étszdmnovekedési egyiitthatd
f = addkulcs

H = magas tipus indexe (high)
D =sz6rés

f = fiiggvény




Jelolések 1X

fejezet. Egyszerii linearis dinamika

A = egyiitthato B =élland6

S = mértani sor Gsszege A = megoldasi hanyados

K =tbke (capital) s = megtakaritdsi hdnyad (saving)

I = beruhdzis (investment) k = reakcid-egyiitthatd

J =tagorszag indexe J = a tagorszagok szdma

y;t = a tagorszdg fejlettsége y; = atlagos fejlettség

Nj; = a j-edik tagorszég létszama Ny = az uni6 Osszlétszdma

" = a Brexit utdni mutaték v; = a kilépd tagorszag relativ silya
D = kereslet (demand) S = kinalat (supply)

P? = arvarakozas w = adaptdcids sily

D = adéssag (debt)

B =koltségvetési egyenleg (balance) F =els6dleges egyenleg

d = addssagrata e = egyenlegrita

r = kamatlab (rate) R =1+ r = kamategyiitthat6

G = novekedési egyiitthatd (growth) p = R/G = relativ kamategyiitthat6

fejezet. Jatékelméleti bevezeto és optimalizalas

s = stratégia S = stratégiahalmaz
p = valészinliség q = valésziniiség

A = szamtani k6zép G = mértani k6zép
A = sily

[} fejezet. Bonyolultabb linearis dinamika

Aj = elsd egyiitthato Ao = masodik egyiitthatd

Ar = alapmegoldas hanyadosa &, = alapmegoldds egyiitthatdja
n = a skalarvaltozok szama x; = az 1-edik valtozo

x} = a transzformalt i-edik véltoz6 d; = szomszédok tivolsdga

¢ = alapmegoldas egyiitthatdja r = amplitidé

P = peri6édus (p = szogsebesség

0 = fazisszog a = csillapitasi egyiitthat6

I =beruhézas C =fogyasztas

1) = iizembe helyezési arany A = autoném

[ = akcelerator v = fogyasztési hajlanddsag




fejezet. Fogyasztoi dontések és hasznossagmaximum

Jelolések

€ = arrugalmassag (elasticity) 1 = jovedelemrugalmassag

M = dsszjovedelem M, = stlyozott 8sszjovedelem

MU, = %U(x, y) = x szerinti
hatdrhaszon

c = jelen fogyasztas d = jovo fogyasztas

e = kés6bbi fogyasztas

0 = leszamitolasi (discount) = hiperbolikus leszamitolasi
egylitthatd egylitthat6

w = életpalya-kereset s = megtakaritas (saving)

6] fejezet. Vallalati dontések

F' = termelési fiiggvény @ = kibocsitas (quantity)
K = tbke (capital) L = munka (labor)

«, B = egyiitthatok

G5 = x novekedési egyiitthatdja gz = x ndvekedési iiteme
k = K/ L = t6keellatottsag l = L/Y = munkaigény

C =koltség (cost) 7 = profit

M = monopd6lium C = verseny (competition)

fejezet. Stabilitas, ciklus és kdosz

f, g = fiiggvény L = tagulasi korlat
p, 1 = szdgsebesség P = tervezett (planned)

fejezet. Adémoral és adozas: harom modell

d = sz0ras h = max-min hanyados
I = tipusok szdma @ = adémoral
~ = alapjovedelem e = jovedelemeltitkolas

Wy = minimalis bér wy = maximalis bér




Jelolések X1

9] fejezet. Népességdinamikai modellek (fh = fiiggGségi hanyados)

N =népességszdm B = sziiletésszdm (birth)

FE = halélozasi szdm (exit) K, = gyermekszdm (kid)

b= B/N = sziiletési ardny e = F//N = haldlozasi arany

M = dolgozok szdma P = nagysziil6k szdma (pensioner)

k = K/M = fiatalkori fth p = P/M =id&skori th

d= (K + P)/M =teljes th fr = k gyermekesek ardnya

() = munkaba 1épés kora R = nyugdijba vonulasi kor (retirement)
D = haldlozasi életkor (death) F' = sziilési kor

= teljes termékenységi ardny d = differenciél

fejezet. Elemi tb-nyugdijmodellek

u = bruttd bér v = nettd bér

b = nyugdij (benefit) ~ = helyettesitési ardny

= munkarészvételi hanyados ¢ = nyugdijjogosultsagi hanyados

p = rendszer-fiiggdségi hanyados + = demografiai mutatok jele

(2 = munkaba 1épési életkor R = nyugdijba vonulasi kor (retirement)
D = haldlozasi életkor (death) z = életpalya-egyenleg

N = eszmei szdmla indexe A = igazitott szdmla indexe

e(u) = hatralévg élettartam -y = korrekci6s tényezd

fejezet. Onkéntes nyugdijrendszer

S = szolgalati id6 T = nyugdijban toltétt id6
n=S/T = eltartdsi ardny p = munka/felnétt élettartam
« = tdmogatdsi ardny ~ = megtakaritdsi hajland6sag
€1 = belsd (internal) szoras eg = kiilsd (external) szoras

e = életpalya-fogyasztds




Xii Jelolések

fejezet. Nyugdijindexalas

G = halmozott novekedési tényez6

S = szolgalati id6 T = nyugdijban toltott id6

P, = érszint n=.5/T = eltartdsi ardny

b; = folyéaras nyugdij v, = folydaras nettd bér

by = bérindexalt nyugdij t-ben by = drindexdlt nyugdij t-ben kezdve
E = munkavallal6 (employee) indexe F = munkaltaté (firm) indexe

k = életkor bi+ = k éves nyugdij, t-ben

~ = altaldnos helyettesitési ardny ¢ = bérindex stlya

fejezet. A jelzaloghitel elemi modelljei

R = nomindlis kamategyiitthatd B = nominélis torlesztérészlet

T = futamidd D, = tartozas (debt) a t-edik id6szak végén
P, = halmozott drindex p = inflaciés egyiitthatd
FE = arfolyam (exchange) F =reélarfolyam

r = R/p = redlkamat-egyiitthatd ~ p = forintos ekvivalens kamat eh.

d = reéltartozas

b = realtorlesztés e = F/E_; =relativ arfolyamvdltozas
x* = devizavaltoz6 Z = forintositott devizavéltoz6

fejezet. Egy altalanos egyensiilyelméleti modell

h = a haztartds (household) indexe

vy, = a v termék kezddkészlete wy, = a w termék kezddkészlete
xp, = a v termék cseréje yr = a w termék cseréje
n = termékek szama H = szerepl6k szama
¢; = tb-koltség d; = magankoltség
az i-edik szereplénél az 1-edik szereplénél

¢; = az i-edik személynél
betegebbek atlagkoltsége

fejezet. Egyiitt é16 nemzedékek modellje

y = fiatalkori jovedelem z = id6skori jovedelem
R = kamategyiitthat6 g = atmenet fiiggvénye
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fejezet. Valésziniiségszamitasi bevezetés

w; = t-edik elemi esemény p; = i-edik elemi valdszintiség
A, B = események

() = kizart esemény Q) = biztos esemény

qj = mdsik peremeloszlds r;; = egylittes eloszlds

X, Y =val6szintiségi valtozo Sy, = étlag

1 = vérhat6 érték o = SzOrés

«, B = dtmeneti valdszinliségek Dk,n = binomidlis eloszlds

P(-) = val6sziniiség (probability) e = eltérés

fejezet. Biztositas és szerencsejaték

d = kar (damage) w = vagyon (wealth)

h = biztositéi haszon 7 = haszonkulcs

p = kdrval6szinliség e = biztositdasi dij

s = Onrészesedés p = mordlis kér egyiitthat6ja
c = fogadasi dij b = nyeremény

fejezet. Regresszidszamitas és korrelacié

m = tomeg (mass) h = magassag (height)

X = fiiggetlen valtozo Y =fiigg6 valtoz6

[ = regresszi6s egyiitthatd a = regresszids dlland6

e = hiba r = korrelaciés egyiitthatd
F' = apa (father) magassdga S = fit (son) magassaga

fejezet. Regresszioszamitas kozgazdasagi alkalmazasai

y; = GDP/f6 P; = arszint
(2 = munkaba 1épési kor R = nyugdijkor
S = szolgalati id6 i = folytonossagi egyiitthaté

fejezet. Jarvany és valsag

PR

s¢ = a megfert6zhetSk részaranya 1y = a fert6z6k részaranya
ry = a gyogyultak részaranya
B = fertézési rata ~ = gyogyuldsi rata




