Pintér Gergo

UJ VILAGOK TEREMTESE






Pintér Gergo

UJ VILAGOK
TEREMTESE

Geometriai képzetek és képzédmeények

it

TYPOTEX



A konyv megjelenését a Nemzeti Kulturalis Alap
a kiadéi program keretében tamogatta.

n<a

Nemzeti Kulturalis Alap

(© Pintér Gerg6, Typotex, Budapest, 2020
Engedély nélkiil semmilyen formaban nem mésolhato!

Lektoralta: Bodnér J6zsef

ISBN 978 963 493 050 1

Kedves Olvaso!

Koszonjtik, hogy kindlatunkbdél vélasztott olvasnivalot!
Ujabb kiadvéanyainkrél és akciéinkrél a www.typotex.hu
és a facebook.com/typotexkiado oldalakon értestilhet.

Typotex Kiadé

Alapitotta Votisky Zsuzsa, 1989

A kiad6 az 1795-ben alapitott Magyar Konyvkiadok
és Konyvterjeszttk Egyesiilésének tagja.
Felel6s kiad6: Németh Kinga
F6szerkeszt6: Horvath Balazs

A kotetet gondozta: Baldzs Péter

Felel6s szerkeszt6: Gerner Jozsef
Miiszaki szerkesztd: Fried Katalin

Az abrékat készitette: Szabari Matyés
Boritéterv: Faniszl6 Adam

Késziilt a Séd Kft.-ben, Szekszardon
Felel8s vezet6: Dranovits Anna



TARTALOM

El6sz6 7
Négy- és tobbdimenziés terek 14
Hol a negyedik dimenzi6? 14
Példak mindenféle dimenzidju terekre 19
Tobbdimenzids kockak 30
A legvaratlanabb helyeken felbukkané kockak 36
Négy hajo 40
Szabadulas, tiikroz6dés és egyéb mutatvanyok 42
A zene végtelen dimenzi6i 45
Térteremtés 47
Véges, de hatartalan 47
Snake vildga 52
Mobbius-szalag és Klein-kancs6 a térben 59
Onmagukba fordulé terek 69
Gumigeometria? 72
Hogyan készitsiink Dobble-t? 78
Els6 probélkozasok 78
Perspektiva és a horizontvonal 87
Végtelen tavoli pontokkal kib&vitett véges sikok 94
Rakjuk ki! 99
Hétf5, kedd, szerda. .. 104
Hova vezet a perspektiva? 108
Minden irdnyban tekeredik 108

Lyukas projektiv sik 116



Az 6nmagukba zarédo feliiletek osztalyozédsa 120

Térbeli megvaldsulasok 123
~Minden ugyanaz masképpen” 128
Tokéletes olelés 146
Tokéletesen 6sszefonddo jin-jang 146
Gombok magasabb dimenziékban 150
Olelkezd téruszok 158
A tokéletes dlelés egyenlete 163
Mi a lyuk — hidny vagy tulajdonsag? 168
A lyuk jelentései 168
A térusz és a gomb lyukasséga 173
Két szog a falban 176
A térusz és a Klein-kancso6 lyukassaga 183
Egy ordoglakat esete 186
Kétszer megkeriilve mar nem lyuk 189
Fedések 191
Osszefiigg6ség, lyukassag, iiregesség 194
A haromdimenziés tér forgatasai 196
Néhany jelolés 196
Forgatasok és szimmetridk 197
A forgatasok terének alakja 207
Szabalyos testek magasabb dimenziéban 219
Spin 226
Cstiszkal6 valésagok 231
Relativitdselméleti paradoxonok 231
Erd és mozgas 233
Ugyanott és ugyanakkor 238
Klasszikus térid6é 242
Fényterjedés 248
Egyidejliség a relativisztikus téridében 257
A paradoxonok magyarédzata 265



NEGY- ES TOBBDIMENZIOS
TEREK

Hol a negyedik dimenzio?

T: Az els6 hdrom dimenziét még értem, a negyediket is
ugy-ahogy; de mi az 6todik dimenzi6?

G: Hogyan érted az els6 négyet?

T: A minket koriilvevd vildg (a tér) a hdromdimenzids tér,
a negyedik dimenzi6 pedig az id6.

G: Ez a felfogas valéban azt sugallja, mintha tjdonsag,
vagy legaldbbis szokatlan volna hdromnél nagyobb dimen-
zioju terekkel, terekben dolgozni. Pedig a matematikdban
nem az!

T: Es mégis hol vannak ezek a terek?

G: Ahhoz, hogy ezt megérthessiik, rombolassal kell kez-
dentink. Ez minden teremtés els6 fazisa. Le kell rombolnunk
azt az illtziét, hogy a harom dimenzi6t értjiik. A matematikai
felfogas szerint az els6 hdrom dimenzié nem a teret jelenti, és
a negyedik nem az idét.

T: Akkor mi értelme ennek? Tér, ami mégsem a tér...

G: A matematikai dimenzi6- (illetve tér-) fogalom joval
szabadabb és altalanosabb. Illusztraciés eszkoz, egy szemlé-
letméd, ami hasznos és eredményes szamtalan teljesen kiilon-

bo6z6 — és altalaban nem is geometriai természet(i — probléma
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kezelésében. Es persze haromnal nincs megallas, semmilyen
értelemben! Miért is lenne? Ami pedig a minket koriilvevd
fizikai teret illeti: annak csak egy lehetséges modellje a mate-
matikai hdromdimenzios tér. A matematikai haromdimenzi-
6s térre pedig csak egy példa a tér, amelyben éliink. Ugyanez
mondhato el a négydimenziés tér és a téridé kapcsolatarol is.

G: Kezdjiik akkor az elején! Miért gondolod, hogy harom-
dimenzi6s térben élink?

T: Péld4ul ez a szoba, ahol iiliink, hdromdimenziés: van
magassiga, szélessége, mélysége. A sarkokban 3 él fut ossze,
ezek egy koordinédta-rendszert alkotnak, igy a szoba barmely
pontjat 3 szammal lehet megadni, pl. (10,20,30) azt jelenti,
hogy az egyik él mentén menj 10 centit (vagy 10 métert, ez a
mértékegység megvalasztasatol fiigg), a masik él mentén 20-
at, majd 30-at a harmadik éllel padrhuzamosan.

G: Csakhogy te a szobdrdl beszélsz... holott a térr6l volt
sz0!

T: A szoba éleit gondolatban meghosszabbithatjuk a vég-
telenségig, igy elvileg egy olyan koordinata-rendszert ka-
punk, amellyel az egész vildgegyetem koordindtdzhat6. Ezért
mondjuk, hogy a benntinket kortilvev) tér hdromdimenzids.
Ha még a datumot is hozzavessziik, lathatjuk, hogy a térid6
négydimenzios. Példaul (10,20, 30, 736796) azt jelenti, hogy a
tér imént megadott pontjat Krisztus utdan 736796 nappal te-
kintjiik.

G: Es mi lenne, ha nem szobdban, hanem barlangban
vagy dombtetén iilve beszélgetnénk? Maris nehezebb lenne
elmagyardzni, miért hdromdimenzios a tér. Nincsenek élek-
ben 0Osszefut6 falak, sarkokban Osszefutd élek, amikre mu-
togathatnék. Pihenésképp elmondom ezzel kapcsolatban a
Van valami cim@i mesém egyik részletét, amit egy kiallitds-
megnyitéra frtam néhany évvel ezel6tt.
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Valami van — ezt az elejétdl fogva éreztiik. Lattuk magunk ko-
riil a tdjat, amelyet hegyek és siksdgok tagoltak, ldttuk a tengere-
ket és folottiink az eget. Az égen megcsoddltuk a fényes képzbdmeé-
nyeket, meséket, torténeteket koltottiink roluk, beszéltiink hozzdjuk.
A kunyhdinkat lassan hdzakra cseréltiik, szépen kimért, fiiggbleges
falakkal, majd a sarokra mutatva igy széltunk: a szoba bdrmelyik
pontjdt hdrom szdmmal tudjuk beazonositani, amelyek megmond-
jdk, mennyit kell menni az egyes falak mentén, hogy a pontba ér-
jiink. Igy a tér, amelyben éliink, hdromdimenzids. Na persze, nem-
csak a szoba, hanem ez a nagy minden itt koriilottiink. A hegyes-
volgyes tdjat szemlélve tokéletesen egyenletesre csiszolt, végtelen-
ségbe nyiild, ldthatatlan falakat képzeltiink el, és a keresztezOdéseik-
ben koordindta-tengelyeket.

Ereztiik az évszakokat, az oregedést, az ismétlddéseket, a vdlto-
zdst, emlékeztiink, mi tortént veliink az életiink sordn, és izgatottan
vdrtuk, mi johet még. Ezek szerint a hdromdimenzios terek egymds
utdn kovetkeznek, egyenes vonalban folfiizve — gondoltuk. Ezt az
egyenes vonalat elneveztitk idének. Megsziiletett benniink a négy-
dimenzids térid6 vizidja, tokéletesen szabdlyos falaival rendet vigua
a természet liiktetésébe.

A mozgdst elképzeltiik a térid6ben, lerajzoltuk a koordindta-
rendszerben, matematikai fogalmakkal, fiiggvényekkel irtuk le.
A matematikai kép alapjin mennyiségeket taldltunk ki: sebesség,
lendiilet, er0, energia. Ezek nagyon jé hasonlatoknak bizonyultak,
és élmény volt Sket valdsdgosnak képzelni. A mozgdsunk sebessé-
gét ismerve eldre ki tudtuk szdmolni, mikor fogunk megérkezni, és
ha egy régi ismerdsiink megbokott, éreztiik a hdtunkon az er6vektor
irdnydt és nagysdagat.

T: Szép mese, de megint csak azt er6sitetted meg, hogy a
tér haromdimenzids, a térid6 pedig négy. Mi tobbet lehet még
err6l beszélni? Mi lehet ezzel a baj?

G: Nem biztos példaul, hogy a szoba éleit a végtelenségig
meg lehet hosszabbitani. Lehet, hogy egyszer csak korbeér-
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nének. Prébaljuk meg illusztrdlni ezt kevesebb dimenziéban!
A flird6szoba csempézésére ranézve el tudjuk képzelni, hogy
a négyzetes halo, a parhuzamos vonalak tetsz6legesen meg-
hosszabbithat6ak, kicsempézve ezzel a teljes, végtelen sikot.
Ha j6 nagy fiird6szobank van, akkor el sem tudjuk képzelni,
hogyan is lehetne ez masképp.

T: Biztosan arra akarsz kilyukadni, hogy a Fold felszine
gorbiil, tehat a foldfelszin mentén haladva biztosan nem tud-
juk sokaig folytatni a csempézést. Egyeneseink a foldfelszin-
nel egytitt gorbiilnének, rdaddsul kozelednének is egymaés-
hoz, egyszer csak 6sszefutnanak, tovabb folytatva Sket pedig
korbeérnének. De etté]l még a fiirdészobapadlé csempézését
tudnénk folytatni a négyzetes-parhuzamos rendben, ha nem
a foldfelszint kovetjiik. Arrdl letérve a vildgtirben folytatodo
képzeletbeli sikot csempézziik ki.

G: De honnan tudjuk, hogy az a sik nem fog korbeér-
ni? Ha a vildgegyetem is onmagaba zarul valami modon,
akkor ez a csempézési kisérletiink is cs6d6t mond elébb-
utébb. Semmi nem garantdlja, hogy ez nem torténhet meg,
s6t, az Einstein-féle dltalanos relativitdselmélet olyan lehetsé-
ges vildgegyetem-alakokkal dolgozik, amelyek gorbiiltek, és
valami médon énmagukba fordulhatnak.

T: Aha, tehdt arra gondolsz, hogy a tér gorbiilt, ezért nem
helytall6 egyszertien hdromdimenzids térr6l beszélni?

G: Ez csak egy példa volt, ami a szobdbdl a végtelen
térre torténd altalanositds létjogosultsdgat kérddjelezi meg.
A szoba éleib6l viziondlt koordinata-rendszeriink azonban
mads moédon is el tud romlani! Lehet, hogy a tér nem is foly-
tonos, hanem pixeles, mint a monitoron megjelens kép. Es
az id6 is lehet filmszer(i: ha méasodpercenként 30 képkockat
vetitenek le nekiink, azt az agyunk mér folytonos mozgdassa
rakja 6ssze. Mi garantdlja, hogy a valédi id6 nem ilyen? Sem-
mi. S6t, a kvantummechanikdban megjelen6 Planck-hossz,
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Planck-id6 mint legkisebb mérhet6 tavolsag és id6tartam ép-
pen ilyesmit pedzeget: a tér és az id6 megsziinik folytonos
lenni, szemcséssé valik.

T:Esa szuperhtr-elméletet még nem is emlitetted, ami 10
vagy épp 23 dimenzios térid6t feltételez az egyenletei miiko-
déséhez! Mégis mire akarunk kilyukadni a 20. szdzadi fizikai
elméletek felsorolasaval?

G: A fizikai vildgnak csak egy lehetséges modellje a ma-
tematikai haromdimenziés tér, illetve a térid6, mint négydi-
menzids tér. A fizika kiilonbozd agai kiilonbdzd modelleket
hasznélnak. Foldi kortilmények kozott, emberi 1éptékkel £6l-
foghaté mozgasok leirdsara tokéletesen alkalmas és célszerti
a klasszikus téridémodell. Csillagdszati méretekben, kozmo-
l6giai kérdésekhez, a vildgegyetem alakjanak és keletkezésé-
nek vizsgalatara ez a kép nem alkalmas — itt az altalanos re-
lativitdselmélet dSnmagukba forduld, gorbiilt terei a megfele-
16 modellek. Az elemi részecskék mérettartomanyaban pedig
a kvantummechanika szemcsés téridémodellje mtikodik job-
ban. De ez mind csak példa, ki tudja, még hanyféle fizikai el-
mélet van, hanyféle médon képzelik el a téridét most és fog-
jak néhdny év mulva. Mindenesetre érdemes tudatdban lenni
annak, hogy a fizika nem a viladg egészét irja le, csak a val6sag
onkényesen kivélasztott jelenségkoreit modellezi.

T: Akkor kicsit tdvolodjunk el a fizikatol, és nézziik meg,
mi az, amit mi magunk érzékeliink! Mindenki szdmara ter-
mészetes a végtelen hdromdimenzios tér és az egydimenzios
ide.

G: Ennek szerintem részben praktikus okai vannak, rész-
ben a belénk nevelt megszokas kovetkezménye. Legfontosabb
érzékszerveink kusza fény- és hangmasszat fognak be a kiilvi-
lagbol, amely aztan soklépéses foldolgozasi folyamaton megy
keresztiil az agyunkban, mig kialakul a latott kép és a hallott
hang. A foldolgozasi folyamatot egyetlen vezérelv irdnyitja,
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a praktikum: a latékdzpontok azokat a mintdzatokat keresik
ki a masszabdl, amelyek az eddigi életiink sordn hasznosnak
bizonyultak a tajékozédédshoz. Rdadasul az dltalunk érzékelt
ingerek is csak egy piciny szeletét alkotjdk a természetben ci-
kazo6 informéacidknak, sugarzasoknak, hulldmoknak. Es talan
olyan dolgoknak is, amelyekrdl nem is tudunk, vagy nem ve-
sziink réluk tudomast.

T: Azt akarod mondani, hogy nem is haromdimenziés tér-
ben éliink, csak az érzékszerveink becsapnak minket, és a ne-
veltetéstink miatt nem latjuk a magasabb dimenzidkat?

G: Nem! Csak azt, hogy a haromdimenziés teret sem ért-
jik, csak megszoktuk. A végtelenségig meghosszabbithaté
koordinata-rendszerek pedig a tudoményos vildgkép és a va-
rosok strukttraja altal belénk nevelt paradigmak. Es az id6
- ha Kkicsit is figyeltink magunkra, észrevehetjiik — hangula-
tunktdl, dllapotunktdl, varakozdsainktol fiiggéen nagyon kii-
lonbozoképpen telik. ef. Zambo Istvant idézve: ,,...amikor
pedig megdll az id6, ott kezdédik a hangulat”. Az id6érzéke-
léstink egyéni és szubjektiv. Mi mégis titemesen kattogo kiilsé
eszkozokre hagyatkozunk az idé mérésénél, hogy a tarsada-
lom tobbi tagjdval konnyebb legyen 6sszehangolédnunk.

T: ,Megnézem a doktor karjan az 6rét, és hozzaigazitom
magam” — ahogy a Kontroll Csoport énekelte.

Példak mindenféle dimenzidju terekre

A matematikai térre csak egy példa a minket koriilvevd fi-
zikai tér. A matematikai tér jéval szabadabb fogalom: akarmi
létrehozhatja, amit harom fiiggetlen adattal lehet meghataroz-
ni. A matematikai tér olyan problémak megértésében is segit,
amelyek eredetileg nem geometriai jellegtiek. Egy illusztrici-
6s segédeszkoz, amelyet mds tudomanyok is segitségiil hiv-
hatnak. Lassunk erre néhdny példat!
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1. példa: Egy vékony
fémlemezt melegitiink, kii-
16nb6z6 pontjain kilonbo-
z6 mértékben. A fémle-
mez hémérsékletviszonyait
az egyes pontokba allitott

pélcikdkkal szemléltethet-
jiik: a palcikat olyan hossztra vagjuk, amennyi az adott pont
hémérséklete a melegités utan. A pélcikak végpontjai vala-
miféle domborzatot rajzolnak ki a fémlemez fol6tt: ez a lemez
hémérsékleti grafikonja. A kétdimenzidsnak tekinthetd lemez
hémérsékleti grafikonjat a hdromdimenzids térben tudjuk ab-
razolni: két irdny a sik (a lemez sikjanak) dimenziéit, a har-
madik irdny a h6mérsékletet szimbolizalja. Es mi torténne, ha
nem egy fémlemez, hanem a haromdimenzids szoba levegt-
jének hémérsékletét szeretnénk dbrazolni? Minden pont ho-
mérsékletét tovdbbra is egy megfeleld hossztisagu palcikaval
szemléltethetnénk, de ezeknek egy negyedik, a térb&l kimu-
tat6 irdnyba kellene allniuk. Szobank hémérsékleti grafikon-
jat négydimenziés térben tudnank abrazolni, ahol a negyedik
dimenzi6é a h6mérsékletet jelenti.

Ahogyan a hdmérséklet, tigy szinte barmilyen — folyto-
nosan valtoz6 — szamszer(isithetd tulajdonsag jelenthet 6j di-
menziét. Vagyis egy ilyen tulajdonsaggal megjelenithetiink 4j
dimenziét, és ezt a tulajdonsdgot meg lehet jeleniteni 4j di-
menzid hasznalataval.

T: Példdul a szin is tekinthet6 1j dimenziénak?

G: A domborzati térképeken éppen ez torténik, a szin je-
leniti meg a magassagot. Amikor a kiilonboz6 agyteriiletek
aktivitasat az agy szinezésével dbrdzoljak, az is értelmezhetd
az intenzitas négydimenzios diagramjaként.

2. példa: Edward Lorenz a 60-as években egy egyszerti-
sitett id6jardsi modellt vizsgalt. Ennek eredményébdl sziile-
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tett meg a kdoszelmélet és a , pillangbéhatas” elnevezés, amely
a Lorenz-attraktor alakjdra is utal.! Lorenz harom idéjarési
adat — a hémérséklet, a nyomds és az dramlési sebesség — egy-
mast befolyasol6 valtozasat vizsgdlta egy egyszer(sitett rend-
szerben. Az adatok egyiittes idébeli véltozasat leird egyen-
let megolddsat szamitégéppel szimuldlta. Az érdekesség az
volt, hogy amikor visszatdplalta az adatokat, a rendszer tel-
jesen masképpen fejlédott, mint el6zdleg. El6szor hibédra gya-
nakodott, aztan rdjott, mi okozza az eltérést: masodszorra né-
hény tizedes jegyre kerekitve adta meg az adatokat, tehdat nem
pontosan ugyanabbdl indult ki, mint el6z6 alkalommal. Egy
klasszikus rendszernél ez nem kellene, hogy szdmitson, pi-
cike eltérés a bemeneti adatokban hasonléan picike eltérést
eredményez a rendszer fejlédésében. Lorenz esetében azon-
ban a bemené adatok picike pontatlanséga teljesen kiilonb6z6
futast eredményezett. Az ilyen rendszereket hivjdk azéta ka-
otikus dinamikai rendszereknek, amelyeknek tehat az idébeli
valtozésa, fejlédése végtelentil érzékeny a kezdeti adatokra.
Az id6jaras-elbrejelzésben nagy nehézséget okoz a rendszer
kaotikussdga: mint azt Lorenz modellje megmutatta, mar ha-
rom adat és egyszerfisitett modell esetén, kevés id6 elteltével
is nagy az eltérés.

T: Oké, de hogy jon ez ide?

G: Harom adat meghatéroz egy pontot a haromdimen-
zi6s térben. A hdrom adat id6beli valtozdsa a térbeli pont
mozgésat eredményezi. Igy a rendszer fejlédése (idébeli val-
tozdsa) egy térben mozgd pont pdlydjaval, egy térbeli gor-
be megrajzolasaval szemléltethets. Az emlitett idGjarasi mo-
dell valtozasat a pillang6szerti Lorenz-attraktor mutatja. Ez
tehat egy olyan haromdimenziés térben 1év alakzat, amely

A kifejezés eredete az a hasonlat, miszerint a légkéri mozgésok olyan
kiszamithatatlanok és annyira érzékenyek a légkori valtozdsokra, hogy a pil-
lang6 szarnyédnak rebbenése akar egy tornado kialakuldsahoz is vezethet.
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térnek a dimenziéi a hémérséklet, a nyomads és az dramla-
si sebesség. Mennyivel érthet6bb a kaotikus jelenség az 4b-
ra alapjan! Picit megvaltoztatva a bemené adatokat a pont
helye egy picit arrébb keriil,
és lehet, hogy az a szél ha-
marosan dtmegy a pillangé
maésik szdrnydba, mig az ere-
deti pont pélydja az eredeti
szarnyon marad. Ha Lorenz
négy adatot vizsgélt volna,

akkor négydimenzios képpel
tudnénk szemléltetni a rend-
szer véltozasat.

3. példa: Egy részecske helyét a haromdimenziés térben
3 koordinata irja le. Két részecske helyét egyiittesen 6 koor-
dinéta irja le. Néha két részecske mozgésat célszertibb Ggy
lefrni, mintha egyetlen részecskét alkotnanak a hatdimenziés
térben, amit ugyantgy 6 szdmadat ad meg, mint a két harom-
dimenzids részecskét.

T: Miért lenne egyszer{ibb egy darab hatdimenzids ré-
szecskével dolgozni?

G: Altaldban olyankor elényos ez, ha nagyobb, atfogé el-
méletet akarnak alkotni. Igazdbdl nem is egy darab hatdimen-
zi6s részecskét kellene mondanom, hanem azt, hogy a két ré-
szecskébdl all6 rendszer ilyen értelemben hatdimenziés rend-
szer, igy egy hatdimenzids térbeli pont mozgasaval szemlél-
tethet6 a rendszer valtozésa. Es nem is biztos, hogy egysze-
r(ibb ezzel dolgozni. Csak ad egy masik képet, mds ralatast
— és az sosem baj! Nézziik meg az el6z6 példan, mennyiben
segiti a megértést a rendszer geometriai dbrazolésa!

4. példa: Mésképpen is keletkezhetnek haromdimenziés
jelenségekbdl tjabb dimenzidk. Tekintsiik egy nem szimmet-
rikus merev test, példaul egy szikla 6sszes lehetséges allasat a
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térben. Ezeket tigy kapjuk meg, hogy a testet egy pontja kortil
elforgatjuk, tehdt az a pont helyben marad. Az osszes ilyen
pozicidk alkotjdk a haromdimenziés tér origé kortili forgata-
sainak a terét, amelyet SO(3)-mal szoktak jelolni. Ez egy ma-
sik, a képzeletiinkben 1étezd tér, amelynek minden pontja a
merev test egy 4llaséat, a hdromdimenzids tér egy origd korii-
li forgatasat jelképezi. Kés6bb sok sz6 esik majd errdl a tér-
o], foltérképezziik a geometriai szerkezetét. Kidertil példaul,
hogy ez is haromdimenziés, de 6nmagéba fordulé tér.

Ehhez a térhez egy torténet kapcsolédik, ami a MateMor-
f6zis kezdeteihez nytlik vissza. 2011-ben tijonnan megismert
baratommal, Kristéffal Talidndorogdon, a Miivészetek Vol-
gye fesztivdlon csatangoltunk, s 6 a széban forgé témarol
érdeklédott: hol van a negyedik dimenzid, mi sziikségiink
van haromndal magasabb dimenziés terek vizsgalatdra? Akkor
még nem volt gyakorlatom abban, hogy mit lehet és mit ér-
demes elmondani hirtelen tamadt érdekl6désii laikusoknak,
bedobtam hat a kovetkez6 példat: A talidndorogdi golya re-
piilés kdzben forog is. Forgdsdnak osszes lehetséges pozicidi
egy haromdimenzids teret alkotnak. Ha hozzéavessziik, hogy
a mi haromdimenziés tertinkben el is mozdulhat, az még 3
dimenziét jelent, tehat 6sszesen 6 dimenzi6 irja le a golya le-
hetséges pozicidit. Taliandorogdon gyorsan terjednek a plety-
kdk: masnap egy maroknyi ember allt a villanyoszlop alatt, és
bamultdk a golyafészket. Alig vartdk, hogy arra jarjak, mert
nem értették, mit6l hatdimenziés a gélya. (Es persze nem hat-
dimenzids a golya pozicidinak tere, ez egy rossz modell! Hi-
szen a gblya nem merev test, nem csak forogni és elmozdulni
tud a térben, masfajta véltozasokra is képes a teste.)

5. példa: Nemrég lattam olyan csapot, aminek a kallan-
tytjat csak jobbra-balra lehetett csavarni, felfelé és lefelé nem.
Egydimenzids a kallantyi mozgasa, akkor egydimenzids kell,
hogy legyen a viz lehetséges allapotainak tere is. Es valéban!
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Ha kozépen 4ll a kallantyt, nem jon viz, jobbra htizva hideg
viz jon. Annal t6bb, minél inkabb jobbra htizzuk a kallantytt.
A homérsékletét nem lehet allitani, a viz gydrilag bel6tt hideg
viz. Balra forgatva a kallantytt meleg viz folyik, a mennyisé-
gét lehet valtoztatni, de a hémérsékletét nem. A viz lehetséges
allapotait tehat két egydimenzids vonallal (egyenessel) lehet
szemléltetni: egyik a hideg viznek, masik a meleg viznek felel
meg. Elére haladva mindkét egyenes mentén névekszik a viz
mennyisége. Két darab egyenes egydimenzios teret alkot.
Vessiik 0ssze a fenti csapot mds, megszokottabb csapok-
kal! A keverdcsap kallantytjat jobbra-balra, valamint f6l-le is
lehet mozgatni. A viz lehetséges allapotait egy sikon (a sik egy
részén) tudjuk szemléltetni, a viz hdmérséklete és a mennyi-
sége a két koordinata. A klasszikus kéttekerds csapnak is ket-
t6 a szabadsagi foka: egyik kar elforgatdsa meleget ad hoz-
z4, a masik hideget. Mindkét tekerd valtoztatja egyszerre a
mennyiséget és a hémérsékletet is, de kettejiik egytittes hasz-
néalatdval ki lehet keverni a viz kétdimenziés allapotait, azaz
adott intenzitdst és hémérsékletet, bizonyos kereteken beliil.
A kéttekerSs csap és a keverds, kallantyus csap kiilonb6z6-
képp koordinatdzzak a viz dllapotainak sikjat.
Ilyen értelemben a dimen-
) zi6: szabadséagi fok! A csapos
példa azt mutatja, hogy ahédny
szabadsagi foka van az iré-
nyitdberendezésnek, annyi di-

3
v

menzidés rendszert lehet vele

J/, kezelni.

A A () S T: Hiszen ez magatol érte-
W )@?ﬂf@ £5d6!
AT L G: FEppen ezért érdemes

alaposabban megvizsgalni a
tanulsagait! Egy kétdimenzios térben &ltaldban nincsen kije-
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16lve, merre van az els6 és a masodik dimenzié: az egyik tipu-
st csap altal kijelolt irdnyok a masik csap szerint ferdén dllnak
az allapotok terében. A tereket éppen a dimenzi6k keveredése
hozza létre, de utélag mas irdnyokat is kijelolhetiink alapér-
telmezettnek. Az utolso fejezetben a specidlis relativitdselmé-
let furcsasagai éppen ilyesfajta dtkoordinatdzason mulnak!

T: Az eddigi példak nagy része a természettudomany te-
riiletérél szarmazik, ami pedig hétkéznapi, mint a csapos, az
trividlisnak és semmitmondoénak ttinik els6 latasra!

G: A kovetkezd példa a hétkdznapi (gazdasagi) életbdl va-
16, és megoldésaban valoban fontos szerepet jatszanak a ma-
gasabb dimenzids terek. Cserébe viszont kicsit konkrétabb
matematikdt fogunk haszndlni, akinek ehhez nincsen kedve,
ugorja 4t nyugodtan ezt a példat!

6. példa: Egyetemek gazdasagi képzésein szokds tanitani
a linedris optimalizalasi feladatok megoldasat, mas néven a
linedris programozast. Egy gyarban kétféle terméket allitanak
el6 valahany, mondjuk haromféle nyersanyagbodl. A termelési
tdblazat megmondja, hogy az egyes termékek legyartdsdhoz
mennyi nyersanyag sziikséges.

Minden sor végén ott 4ll, hogy I II |Készlet
mekkora mennyiség 4ll rendelke- Al 3 2 18
£ § B| 4 0 16
zésre az adott nyersanyagbol, az- cl o a4 o4
az mennyi van készleten. Az oszlo- -
pok ala pedig oda van irva, hogy az Ar| 4 2

adott termékeket milyen egységaron tudjk eladni. A feladat
adja magat: az a kérdés, hogy mennyit kell gyartani az egyes
termékekbdl, hogy minél tobb bevételiink legyen. A raktaron
1évé alapanyag mennyisége a korlatozé tényezd.

T: Amit keresiink tehat, az két szam, x és y, amelyek meg-
mondjak, hogy mennyit gyartsunk az egyik, illetve a masik
termékbdl. Két szam a sik egy pontjdnak feleltethetd meg.
A korlatozé tényezdk egyenlStlenségek, amelyek megmond-
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jak, hogy egy-egy egyenes melyik oldalan lehet az (x, y) pont,
példaul 3x + 2y < 18. Mivel x és y nem lehet negativ, mert
nem lehet negativ mennyiséget gyartani, azt kapjuk, hogy a
keresett pont egy sokszog valamely pontja, a korlatozé ténye-
z8knek megfelelSen.

G: Ezen a sokszo-
@ gon belill szeretnénk
ToN(3;4,5) minél nagyobb bevé-

telre szert tenni. Rend-

N (4;3) szerint a sokszog va-

lamelyik cstcsa adja
meg az optimalis gyér-
tasi mennyiséget. Nem
(0;0) @ kell tehat mast ten-

niink, mint a sokszog
csticsait végigprébalgatni, melyikhez tartozik a legnagyobb
bevétel, és az lesz a megoldas.

T: Milyen sokat segit a geometriai kép! Eredetileg teljesen
megfoghatatlan a probléma, azt sem tudjuk, hogyan alljunk
neki, szdmtalan lehet6séget latunk. A rajz alapjan pedig mar
szinte nyilvanval6 a megoldas.

G: Mi van akkor, ha a gyar tobbféle terméket gyart?

T: Harom termék esetén az x, y és z mennyiségeket keres-
siik, vagyis a haromdimenziés tér egy pontjat. A korlatozo té-
nyez8k egy térbeli testet (in. poliédert) rajzolnak ki, annak a
csticsain kell kiszamolni az adott ponthoz tartoz6 nyereséget.

G: Négy termék esetén mar nem tudjuk ilyen szépen leraj-
zolni a testet, mivel az dbra négydimenziés, de az eddigiekkel
osszhangban mondhatjuk, hogy egy négydimenziés poliéder
csticsai adhatjak az optimalis megoldast. Bar a poliéder csu-
csait nem latjuk, a feladatot ennek ellenére le tudtuk redukal-
ni néhdny eset kiprébaldsara. A médszer tetszbleges szamu
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termék esetén mtikodik, a termékek szamdnak megfeleld di-
menzids test cstcsai koziil kell kivalasztani a megoldast.

Az egyetemeken az dn. ,szimplex algoritmust” tanitjuk
ilyen feladatok megoldasara. Ez olyan eljards, amely szisz-
tematikusan sorra veszi a megfelel6 dimenzids test csticsa-
it, és kivalasztja koziiliik az optimalist. Az az érdekes, hogy
altaldban senki nem beszél tobbdimenziés testekrol és azok
csticsairdl. A szimplex algoritmus ugyanis egy szdmolasi el-
jaras: a termelési tdblazatbdl (matrixbdl) kiindulva osztunk,
szorzunk, hozzdadunk, kivonunk, végiil kijon az eredmény.
A gyakorlatban ezt a mftiveletsort természetesen szamitogép
végzi, ha nagy a termelési tablazat, sok az alapanyag és a ter-
mék.

T: A geometriai modellre valéjdban nincs is sziikség?

G: A geometriai G ..

P eometrial
kép csak segit meg- Probléma  —— > kép

érteni a problémét és .
megtaldlni a megfele- \\
A
16 megoldasi maédot. \_*
A megoldds menete Megoldas

ezutdn mar olyan for-
maban is talalhat6, amihez nincs sziikség a geometriai képre.
Ahhoz akkor érdemes visszanytlni, ha valaki meg akarja ér-
teni, hogy valéjadban miért is haszndlhat6 a megoldasi algorit-
mus.

7. példa: Egy matemati-
kai tér akdrhany dimenzids
lehet — ebben semmi tjdon-
sag nincsen. A haromnal na-

gyobb dimenziéja terek tu-
lajdonsagait gyakran az ala-
csonyabb dimenziéju jelenségek mintajara tudjuk elképzelni.
A sikban é16 és mozgd bodobécs nem tud atlépni a vonalon,
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korbe van zarva, a harmadik dimenzi6 fel6l azonban konnye-
dén ki tudndnk 6t szabaditani. Ugyanigy tudnank kiszaba-
dulni egy celldbdl a 4. dimenzi6 segitségével: a 3 dimenziéban
elzart térrész a negyedik irdnybdl nyitott.

Eppen emiatt a tulajdonsdguk miatt tanulsagosak a tobb-
dimenzids terek a hétkoznapi életben is! Egy problémas hely-
zet megoldadsahoz elébb ki kell 1épni a szokdsos gondolatkor-
bdl, feliil kell emelkedni rajta, mds oldaldrél, mas nézépontbodl
kell megvizsgalni. Uj dimenzi6t kell teremteni, amely ralatast
nytjt a problémara. Ez a megkozelités egészen 1ij megvilagi-
tasba (Gj dimenzidba) helyezi a dimenzi6 fogalmét! Bar a ben-
niinket koruilvevd fizikai tér haromdimenzids(nak t{inik), be-
liil ennél tobb van! Gondolatvilagunk, lehet6ségeink, életmo-
dunk, stratégidink mind tobbdimenziés terek, tobb szabadsa-
gi fokkal. Szerkezetiik sajat bels6 teremté munkank eredmé-
nye.

8. példa: T: Hogy lehet az, hogy a pontnak nincs kiterje-
dése? Anyagi vilagunkban mindennek van kiterjedése, a haj-
szalnak van vastagsdga, a papirlapnak magassaga — még egy
elektronnak is van kiterjedése.

G: A pontot nehéz azonositani a benntinket kortilvevo fizi-
kai térben. Az el6z6 példdkban a pont a rendszer egy adott al-
lapotat jelentette. Mit jelent egy allapot esetén az, hogy nincs
kiterjedés? Annyit jelent, hogy az adott dllapotbdl icipicit is
kimozditva a rendszert, az mar madsik allapotban lesz, amit
az allapottér masik pontja jelképez. Egy pont — egy éllapot.

A pontnak nincs kiterjedése,

de ki mondta, hogy nincs beterjedése se?

Menj bele!

Kibomlik elGtted lehet8ségeid végtelen tere!

Hogyha jon a hulldm,
ne menj vele, ne menj vele szembe,
leqyél rd merbleges!
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Ha elkap az dramlds,
ne 1ssz vele, ne 1issz vele szembe,
legyél mds!

(R) Nem elég a perspektiva-vdltds,
igazi rdldtdst, igazi rdldtdst!
Nem elég a végtelenbe ldtds!
Dimenzidvdltdst, dimenziévdltdst!

Onkonfliktusban taldlod magad,
ha csak a nézBpont vdltozik, de a rendszer marad.

Ha lejdrt a mindsége,

(Kérjiik faradjon a mdsik kasszdhoz!)
azonnal iiritse ki!

(Kérjiik faradjon a mdsik kasszdhoz!)
Nem kell az dtcsomagolds,

(Kérjiik faradjon a mdsik kasszdhoz!)
1ij tartalmat neki!

(Felmondok!)

(R) Nem elég az dllds-vdltds,
rendszervdltds, rendszervdltds!
Nem elég az dllds-vdltds,
rendszervdltds, rendszervdltds!

Egysikii-csdldtdssd-szilkiilt-ldtokor,
oldjuk fol, oldjuk fol!
Onmagdba-botlé-gondolati kor,
hiizzuk fol, hiizzuk fol!

Iszapba ragadt lovas,

hajadndl fogva hiizd ki magad,
dimenzid szdrnyaidon

repiilj dt onmagadon!
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(R) Nem elég a perspektiva-vdltds,
igazi rdldtdst, igazi rdldtdst!
Nem elég a végtelenbe ldtds!
Dimenziévdltdst, dimenzidvdltdst!

Nem elég a perspektiva-viltds,
(Amitds, dmitds!)
igazi rdldtdst, igazi rdldtdst!
Nem elég a végtelenbe ldtds!
(Uj jel, 1ij csel, gyiijtsd fel!)
Dimenzibvdltdst, dimenziévdltdst!
(Ujirdny, djirdny, jirdny!)
Dimenzié szdrnyaidon
repiilj dt onmagadon!
Domotor Luca —Pintér Gergé
(Kronoszinklasztikus Infundibulum): Dimenziévdltds

Tobbdimenzios kockak

A konyv nagy részében konkrét geometriai alakzatokrol és je-
lenségekrdl lesz sz6. Mi lehet az az alakzat a négydimenzids
térben, amit el6szo6r érdemes megvizsgalni? A harom dimen-
zi6 illusztralasdhoz a szoba sarkaiba mutogatunk. Vagyis egy
téglatest, specidlisan a kocka az a térrész, aminek segitségé-
vel képet kaphatunk a tér egészérdl. Négy- és tobbdimenzios
terekben is ezt vizsgéljuk meg el6szor. Hogyan néz ki a tobb-
dimenzids kocka? (Szoktdk hiperkockédnak is nevezni, konk-
rétan a négydimenziosat tesseractnak hivjak. Mi itt mindenre
egyszertien azt mondjuk, hogy kocka. Egyébként mér az alta-
lanos iskolaban is népszerti nevezéktani probléma, hogy a fii-
zet nem kockds, hanem négyzetracsos. Ezek szerint a portas
bécsi inge is négyzetracsos? A négyzet a kétdimenzids kocka,
nincs rajta mit szépiteni.)
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