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1. fejezet

Kétdimenzios folytonos valosziniiségi
valtozok

Két valoszintiségi valtozot véve — legyenek ezek X és Y — Osszerakhatjuk Gket egyetlen (X,Y) véletlen
szampdrrd, véletlen ponttd. Ily médon egy kétdimenzids valdszinliségi valtozot kapunk. Példék:

1. Amikor az ejtGernySs célba ugrik, igyekszik a célpontot eltaldlni, de ez nem sikeriil pontosan. Altal-
ban a célpont kézelében ér talajt. Ez a pont véletlentdl (is) fiigg. A pont, illetve annak koordinétéi egy
(X,Y) kétdimenziés folytonos valdsziniliségi véltoz6t adnak.

2. Ha véletlenszer(ien vilasztunk egy magyar férfit, akkor az

X = testmagassdga centiméterekben mérve,

Y = testsilya (pontosabban: testtomege) kilogrammokban mérve
jelolésekkel élve (X,Y") kétdimenzids folytonos valdszintiségi véltozd.
3. Szamitégéppel generdljunk harom, 0 és 1 kozotti véletlen szdmot, és legyenek

X = alegkisebb,
Y = alegnagyobb.

Ekkor (X,Y') kétdimenzids folytonos valésziniliségi valtozo.
1.1. Striségfiiggvény és valésziniiség

A folytonos kétdimenziés valdszintiségi valtozokat dltaldban a stiriségfiiggvényiikkel jellemezziik. Az f(x,y)
stirliségfiiggvényt a siknak valamilyen A részhalmazan integralva megkapjuk annak a valészinliségét, hogy
az (X,Y’) véletlen pont az A halmazba esik:

P(A) = P((X,Y)c A) = //f(a:,y)da:dy.
A

9
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Ahhoz, hogy egy f(z,y) fiiggvény valamilyen kétdimenziés (X,Y") valdszintiségi valtozo stirtiségfiigg-
vénye lehessen, két feltételnek kell teljesiilni:

f(z,y) >0,

//f(m,y)dxdy =1.
RS

2

Ezek a feltételek minden kétdimenzids siirliségfiiggvényre teljesiilnek, és ha egy kétvaltozos fiiggvény tel-
jesiti ezeket a tulajdonsdgokat, akkor lehet olyan kétdimenzids (X,Y") valdszintiségi valtoz6t értelmezni,

melynek stiriségfiiggvénye a széban forgé fiiggvény. (Lasd: 6. fejezet, 6.13. Folytonos szimulécié két di-
menzidban.)

A siiriiségfiiggvény értéke mint aranyossagi tényezo. Ha A egy kicsike halmaz (z,y) kozelében, akkor

P((X,Y)eA) = //f($,y)d:vdy ~ f(x,y) x A teriilete
A

P((X,Y)e A)
A teriilete

flz,y) =

Hangsulyozzuk, hogy az f(x,y) strlségfiiggvény értéke semminek sem képviseli a val6szintiségét. Ha

(xz,y) egy adott pont a sikon, akkor f(z,y) jelentése a kovetkezs: az (x,y) pont kozelében akdrmilyen
kicsi A halmaz esetén annak a valdszintisége, hogy (X,Y) az A halmazba esik, kozelitéleg f(x,y) X
A teriilete:

P((X,Y)e A) = f(x,y) x A teriilete.

A siiriiségfiiggvény értékének kozelitése. Legyen most A az a kicsi téglalap az (x,y) pontra timaszko-

ddan, melynek ,,bal als¢” sarka az (z,y) pont, ,,jobb felsG” sarka pedig az (z + Az, y + Az) pont. Ekkor
A teriilete Ax Ay, ezért

Plr<X<z+Azésy<Y <y+Ay)
Az Ay

flz,y) =

Ezt a formulat fogjuk haszndlni a 3. fejezetben a béta-eloszldsok stirliségfiiggvényeinek levezetéséhez.

1.2. Kétdimenzios folytonos eloszlas szemléltetése festékkel

......

szeretnénk tdmaszkodni erre a fogalomra.

o

Ha egy kétdimenzids stiriségfiiggvénnyel van dolgunk, akkor kdnnyen elképzelhetjiik azt a tomegeloszlast
a sikon, aminek a sikon vett siiriségét a szoban forgé stirliségfiiggvény irja le. Ha valaki ezt mégsem tudja

%)

elképzelni, akkor olvassa lelkesen a kovetkezé ,,konstrukciét
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Jon az uthenger! Képzeljiikk el az f(x,y) strliségfiiggvény grafikonjat, ami a haromdimenzids térben
egy feliilet. A feliilet alatti térrészben — képzeletben — egyenletesen helyezziink el egységnyi 0ssztomegi
festéket! Az egyenletesség itt azt jelenti, hogy a térrész minden részhalmazara annyi festék keriil, amennyi
a térrész térfogata. Es akkor most j6jjon az tithenger, és a térrészben elhelyezett festéket préselje fiiggdleges
irdnyd préseléssel a vizszintes sikra!

A sikon kapunk egy tomegeloszlast, ami festékbdl késziilt, és igy a festék szinarnyalata is jelzi, hogy hol

stiribb, hol ritkdbb az anyag (a festék). Ennél a konstrukcidnél a sik (x,y) pontjdban a tomegsiirtiség éppen
f(z,y) -nek adddik.

Ha valaki ennek a gyerekes tdlaldsnak az egzakt hatterét szeretné tudni, akkor ime, tessék: egy f(x,y)
stirliségfiiggvény grafikonja (feliilete) alatti térrészben vett egyenletes eloszlés vetiilete az (z,y) sikra olyan

2 2

folytonos eloszlast ad, aminek stirtségfiiggvénye f(x,y).

Példa: Tekintsiik a kétdimenzids
(VRND;, vRND, )

7 z 2z

val6észinliségi valtozét. Ennek stirliségfiiggvénye — mint azt néhdny oldallal késébb belatjuk — a kovetkezd:

flz,y) =42y (0<zx<1l,0<y<l).

Ime a megfelel§ abrak:

1.1. ébra. (\/ RND;, v/ RNDQ) siriiségfiiggvény szemléltetése feliilettel
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1.2. dbra. (/RNDy,/RNDy) eloszldsdnak szemléltetése festékkel

0.9
08 [ .
0,7
0,6
05 | v e
0,4
0,3
0,2

01

o 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

1.3. dbra. (/RNDy , /RND3 ) — pontfelhd 5000 kisérletbél

A kovetkezd oldalak, fejezetek béven szolgaltatnak tovabbi példédkat, tessék elére lapozgatni!

1.3. Feltételes valoszintiség

Ha A és B a siknak részhalmazai, akkor (X,Y) € A, illetve (X,Y) € B egy-egy eseményt jelente-
nek. Az (X,Y) € A feltétel mellett az (X,Y) € B esemény valészinliségét értelemszertien P((X,Y) €
B|(X,Y) € A)-vel, vagy rovidebben csak P(B|A)-val jeloljik. A szdmldl6 és a nevezd is egy-egy
integrallal irhaté fel, ezért a feltételes valdszintiség két integral hanyadosaval egyenld:

g _ L

PBIA) = %Ay = [ faydedy
A
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Ha B C A, akkor AN B = B, ezért ezt kapjuk:

P(B) éff(xyy)dxdy
A

PUBIA) =52y = I Fla-v)dady

1.4. Feltételes stiriiségfiiggvény egy pozitiv valosziniiségii eseményen beliil

Legyen A a siknak egy részhalmaza, melynek pozitiv a valésziniisége. Tegyiik fel, hogy az (X,Y) € A
esemény bekovetkezett. Ilyen feltétel mellett az (X,Y") valdszintiségi véltozo strtiségfiiggvénye nyilvan

_f@y) o f@y)
VD =550 = I g deay " 0 €4
A

1.5. Szorzasi szabaly fiiggetlen valosziniiségi valtozokra

o

Allitas: Ha X és Y fiiggetlenek, és siirtiségfiiggvényeik f1(z), illetve fo(y), akkor az (X,Y") kétdimen-
zi6s val6szintiségi valtozo stirliségfiiggvénye az f1(z) és fo(y) strtiségfiiggvények direkt szorzata:

f(x,y) = filz) - faly).

Vazlatos bizonyitas.

Plr<X<z+Azx é y<Y <y+Ay)
flz,y) ~
Ax Ay
 Plz<X<z+Ar) P(y<Y <y+Ay)
Ax Ay
CPlz<X<z+Ar) P(y<Y <y+Ay)

— ~ : Ay ~ fi(z) - fa(y)-

1. példa: Tekintsiik a kétdimenzids

(VRND;,vRND; )

valdszintiségi valtozot. Mivel RND; és RND; fiiggetlenek, a kétdimenzids valdszinliségi valtozo siirliség-
fliggvénye a szorzasi szaballyal szamithato:

flz,y) = filz) - faly) = 22-2y = 4oy (0<z<1,0<z<1).

Néhany oldallal elébb felhasznéltuk ezt az eredményt.

2. példa: Ha X és Y fiiggetlen exponencidlis eloszlasu valdsziniiségi valtozok \; = 3, illetve Ao = 4
paraméterekkel, akkor (X,Y") kétdimenzids valoszintiségi valtozoé stirtiségfiiggvénye az fi1(z) és fa(y)

strliségfiiggvények direkt szorzata:

f@y) = fi@)- foaly) = 3¢ de™ = 1275 % (2,9 >0).
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1.6. Altalanos szorzasi szabaly

Amikor egy kétdimenzids (X,Y') valdszintiségi valtozéval van dolgunk, eléfordulhat, hogy ismerjitk X -
nek az fi(x)-szel jelolt stirtiségfiiggvényét, és minden lehetséges x érték mellett tudjuk, hogy az X =
x feltétel mellett milyen eloszlast kovet Y . Jeloljiikk ennek a feltételes eloszlasnak a stirtiségfiiggvényét
fopn(ylz)-vel. Az fo1(y|x) jeldlésben az index mutatja, hogy a mdsodik koordindta, vagyis az Y sir(-
ségfliggvényérdl van sz6 az elsé koordinataval kapcsolatos feltétel mellett, és hogy a stirliségfiiggvényben a
véltozo szerepében az y dll, a feltétel szerepében pedig az x. Az fo1(y|z) jelolés helyett lehet haszndlni

az fo;1(y| X =) avagy fyx(y|z)jeloléseket is.

o

Természetesen az is el6fordulhat, hogy ismerjik Y -nak az fo(y)-nal jelolt stirtiségfiiggvényét, és min-
den lehetséges y érték mellett tudjuk, hogy az Y = y feltétel mellett milyen eloszlast kovet X . Ennek
a feltételes eloszldsnak a stirliségfiiggvényét most értelemszerien fyo( x|y )-nal jeldljik. Az fia(z|y)
jelolésben az index mutatja, hogy az elsd koordindta, vagyis az X sfiriségfiiggvényérdl van sz6 a masodik
koordinataval kapcsolatos feltétel mellett, €s hogy a stirliségfiiggvényben a véltoz6 szerepében az = 4ll, a
feltétel szerepében pedig az y. Az fio(x|y) jelolés helyett lehet haszndlni az fip(z|Y = y) avagy
fxy(xly) jeloléseket is.

Allitas: Ha X sirGiségfiiggvénye fi(x), és Y feltételes siirtiségfiiggvénye az X = x feltétel mellett
fo(y|x), akkor (X,Y) stirGiségfiiggvénye

flz,y) = fi(@) - fopu(ylx).

Hasonloképpen, ha Y siirtiségfiiggvénye fa(y), és X feltételes siiriségfiiggvénye az Y = y feltétel
mellett fio(x|y), akkor (X,Y) stirliségfiiggvénye

f(x,y) = f2(y) - frz(z]y).

Vazlatos bizonyitas. A két formula koziil az els6t bizonyitjuk:

Ple<X<z+Azxr é y<Y <y+Ay)
flzy) = N =
Tray

Plzr<X<z+Az) Ply<Y<y+Aylzr <X <zx+Azx)

Ax Ay
CPlz<X<z+Ar) Py<Y<y+Aylz<X <z+Ax)
N Az . Ay -
Plz<X<az+Ar) Py<Y<y+Ay|X =x) _

Ax Ay -
~ fi(z)- f2|1(y|37)-

Q

2. példa: Ha X exponencidlis eloszldsd valdszintiségi valtozd A1 = 2 paraméterrel, és az X = z feltétel
mellett Y exponencidlis eloszlast kovet x paraméterrel, akkor

fi(z) =272 (z>0),
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fop(yle) = ze™™  (y=0),
és igy az (X, Y") kétdimenzids valdsziniliségi véltozo siirtiségfiiggvénye:
flz,y) =2e 2 . ge™™ = 2pe 227 = 2z e (21 (x,y > 0).
3.példa (Y = RND;, X =Y - RNDy): Vilasszunk egy pontot 0 és 1 kozott egyenletes eloszlds szerint,
ez legyen az Y pont. Ha Y -t mar megvdalasztottuk, akkor 0 és Y kozott vdlasszunk egy mdsik pontot

ugyancsak egyenletes eloszlds szerint, ez legyen az X pont. Ezek utdn X -bdl és Y -bdl rakjuk Ossze az
(X,Y) pontot a sikon! Szamitégéppel X és Y igy dllithat6 eld random szdmok segitségével:

Y =RND;, X =Y -RNDs,.
Most pedig megadjuk, illetve kiszamoljuk (X,Y), illetve X stirtiségfiiggvényének a képletét:

Ha Y egyenletes eloszldsu valészintiségi valtoz6 0 és 1 kozott, akkor

foly) =1 (0<y<1).

Mivel az Y = y feltétel mellett X egyenletes eloszldsd valdszintiségi valtozo 0 és y kozott, ezért

1
fip(zly) = v (0 <z <y).

A szorzdsi szabaly alapjan az (X,Y) kétdimenziés valoszintiségi valtozo stirliségfiiggvénye:

1 1
fle,y)=1-—==- (0<z<y<l).
(z,y) vy ( )

br

1.4. dbra. (X,Y) eloszldsa festékkel szemléltetve, ahol Y = RND;j, X =Y - RNDy
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1.7. Eloszlasfiiggvény

Egy kétdimenzids valdsziniiségi valtozoé eloszlasfiiggvényét az
F(z,y) =P(X <z,Y <y)

o

képlettel definidljuk. Az eloszlasfiiggvény a siirtiségfiiggvénybdl integralassal adédik:

ren = [ ([ tewna) =" ([ swii)a.

A stiriségfiiggvényt az eloszlasfiiggvénybdl kétszeres parcidlis derivaldssal kapjuk:

0*F(x,

Egy téglalap val6sziniisége az eloszlasfiiggvénynek a téglalap sarkain vett értékeibdl kiszamolhat6:
Plri1 <X <xg és y1 <Y <o) =
=PX <zp é Y <y) —P(X <21 é Y <y9g)—
—P(X <z é Y<y) +P(X<x1 Y <y1) =
= F(x2,y2) — F(z1,92) — F(z2,51) + F(21,91).

A kétdimenzids eloszlasfiiggvény fogalmat megemlitettiik, de rdgtdn hozza is tessziik: szimunkra ennek a
fogalomnak nincs jelent6sége, nem is fogjuk hasznélni a késébbiekben.



