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1. fejezet

Folytonos eloszlasok

1.1. Ismétlés kalkulusbol

Vilasszunk egy olyan f(x) fiiggvényt, melyre az aldbbi két feltétel teljesiil:

e f(x) > 0 minden z-re,

o0

° 7f f(x)dx = 1.

Az elsd feltétel miatt beszélhetiink az f(x) fiiggvény alatti és az x tengely feletti 7" tartomanyr6l. A maso-
dik feltétel miatt a 7' tartomadny teriilete 1-gyel egyenld. Kalkulusbdl j6l ismerjikk az f(x) teriiletfiiggvé-
nyeként ad6dé primitiv fiiggvényét:

Fx) = jf(w)dx,

aminek derivéltjaként — minden olyan x helyen, ahol az f fiiggvény folytonos —az f(x)-et kapjuk vissza:

Fl(z) = f().
A derivalt — mint tudjuk — kiilonbségek hatdrértéke: a < z < b fennalldsa mellett a — z, b — x esetén:
F(b) — F(a)
—_— = .
2 f)
Ezt a tény hétkdznapi nyelven ugy lehet mondani, hogy a < = < b fenndlldsa mellett x-hez kozeli a és b
esetén: F(b) - Fla)
— F(a
b—a ~ f($),

vagy atrendezéssel:
F(b) = F(a) = f(x)(b—a).

A primitiv fliggvény jol ismert tulajdonsdga, hogy segitségével egy hatdrozott integral értékét egyszeriien
kiilonbségként kaphatjuk meg:
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Ez a jol ismert Newton—Leibniz-formula. Hangsilyozzuk, hogy a Newton-Leibniz-formuldban a és b nem
kell, hogy kozel legyenek egymdashoz.

1.2. Folytonos valdszintiségi valtozok

Az élet szinte mindenhol produkadl olyan valészinliségi valtozékat, melyek lehetséges értékei kiilon-kiilon
nulla valészindségtiek, de ennek ellenére a lehetséges értékek egyiittesen egy intervallumot tesznek ki. Mivel
az intervallumok tobb mint megszdmlédlhatéan végtelen sok elemet tartalmaznak, az ilyen valdsziniiségi
valtozdk nem tekinthet6ek diszkréteknek. Példék:

e X = ahdmérséklet (mondjuk Celsius fokokban mérve) egy adott helyen éjfélkor
e X = amennyi id6t reggelente varnom kell a villamosra
e X = egy véletlenszerilien vélasztott ember testmagassaga

e X = egy véletlenszeriien vélasztott ember teststilya

X = atényleges dramerdsség egy dramkorben egy adott pontban

Ezekre a valészintiségi valtozokra teljesiil, hogy minden lehetséges értékiiket nulla valészintiséggel veszik
fel. Ha egy valdszintiségi valtozé lehetséges értékei egy intervallumot tesznek ki, és a valészintiségi valto-
z6 minden lehetséges értékét nulla valészinlséggel veszi fel, akkor a valészinfiségi valtozot folytonosnak
mondjuk.

Emlékeztetiink ra, hogy — a fentiekkel ellentétben — egy diszkrét valdszintiségi valtozé a lehetséges értékeit
pozitiv valészinliséggel veszi fel.

1.3. Eloszlasfiiggvény és sirtiségfiiggvény

Egy X val6szintiségi valtozo eloszlasfiiggvényének nevezziik azt az F' fiiggvényt, melynek egy x helyen
vett értékét (vagyis az F'(x)-szel jelolt szamot) igy definidljuk:

F(x) =P(X <=z).

Az eloszlasfiiggvénynek egy x pontban felvett értéke megadja, hogy az X valdszinliségi valtozé milyen
valdszintliséggel vesz fel az x valds szamndl kisebb vagy egyenld értéket. Folytonos valdszinliségi valtozé
esetén minden x érték valdszintisége 0-val egyenld, ezért a definiciéban ,kisebb vagy egyenl§” helyett
,.kisebb” is irhato:

Flz)=P(X <x).

Megjegyezziik, hogy ha X diszkrét valdsziniiségi valtozd, akkor minden pozitiv valdszinliségli « lehetséges
érték esetén a P (X < x) valészintiség nagyobb a P (X < x) val6szinliségnél éppen annyival, amennyi
az x valdszinlisége:

P(X<z)-P(X<z)=P(X =2).
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Konny{( latni, hogy teljesiilnek az aldbbiak:

Egy diszkrét valdszintiségi véltozo eloszlasfiiggvényének jellemzdi:

1. monoton névekvd,
2. ha z tarta (—o00)-hez, akkor F'(z) tarta 0-hoz,
3. ha z tarta (+00)-hez, akkor F(x) tart az 1-hez,

4. az eloszlasfiiggvény grafikonja vizszintes vonalakbodl és ugrdsokbdl 4ll: az ugrdsok azokndl az =
értékeknél vannak, melyeket a valdszintiségi véaltoz6 pozitiv valészinliséggel vesz fel. Egy ilyen z
helyen az ugrés nagysdga pedig megegyezik az x érték valdszintiségével.

Igaz a kovetkezd dllitas: Ha egy F'(x) fiiggvény rendelkezik ezekkel a tulajdonsdgokkal, akkor lehet olyan
diszkrét valosziniiségi vdltozot definidlni, melynek eloszldsfiiggvénye ez a fiiggvény.

Egy folytonos valoszintiségi valtozo eloszlasfiiggvényének jellemz6i:

1. monoton novekva,
2. ha z tarta (—oo)-hez, akkor F'(x) tart a 0-hoz,
3. ha z tarta (+00)-hez, akkor F(x) tart az 1-hez,

4. mindenhol folytonos.

Igaz a kovetkezd dllitas: Ha egy F'(x) fiiggvény rendelkezik ezekkel a tulajdonsdgokkal, akkor lehet olyan
Jolytonos valosziniiségi vdltozot definidlni, melynek eloszldsfiiggvénye ez a fiiggvény.

Vegyiik észre, hogy a diszkrét és a folytonos esetek az 1-3. pontokban megegyeznek, és csak a 4. pontban
térnek el.

A jobb oldali eloszlasfiiggvény is definidlhaté a
T(z) =P(X > )

képlettel. A jobb oldali eloszlasfiiggvény tulajdonsagait itt nem soroljuk fel. A tulajdonsagok kigondolasa
az Olvasé dolga lesz a gyakorl6 feladatok kozott.

A konyvnek ebben a részében a folytonos esetre fokuszalunk. Az F'(z) fiiggvény derivaltjat jeloljuk f(x)-
szel:

Az f(x) figgvény neve: siirtiségfiiggvény.

2z

A stirtiségfiiggvény jellemzéi:

1. f(z) > 0 minden x-re,
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o

2. _f flx)dx = 1.

Igaz a kovetkez6 éllitas: Ha egy f(x) fiiggvény rendelkezik ezekkel a tulajdonsdgokkal, akkor lehet olyan
valosziniiségi vdltozot definidlni, melynek stiriiségfiiggvénye ez a fiiggvény.

Nyilvanval6 tény, hogy ha egy siirliségfiiggvény egy intervallumban mindenhol pozitiv, akkor ebben az
intervallumban az eloszlasfiiggvény szigortian monoton novekszik.

Tekintsiink most az = pont koriil egy pici intervallumot, ami lehet példdul az [x; x + Az]| intervallum, ahol
Ax egy pici pozitiv szam. Az elébbieket az a = x, b = = + Ax szereposztis mellett alkalmazva azt
kapjuk, hogy

z+Azx
Plx <X <z+Azx) = / f(t)dt.
xr
A jobb oldalon 4ll6 integrdlt f(z)Ax-szel kozelithetjiik, ezért
P(z < X <z+Az) = f(z)Ar,

vagyis
Pz < X <xz+ Ax)

El6fordulhat, hogy az [x; x + Ax] intervallum helyett kényelmesebb az x pont koriili [z1, 2] intervallum-

mal dolgozni. Ilyenkor
P({L‘l § X S :UQ)

flz) = ;

o — T1

ahol [z1,x2] egy picike intervallum z koril.

1. megjegyzés: JOl jegyezziik meg: a siriségfiiggvény értéke egy = helyen azt mutatja, hogy az x ko-
riili pici intervallumot véve, a pici intervallum valésziniisége koriilbeliil hanyszorosa a pici intervallum
hosszanak.

2. megjegyzés: Hangsiilyozzuk, hogy a siirliségfiiggvény f(x)-szel jelolt értéke semminek sem a valdszi-
niisége. Ennek a ténynek az elfogadisat és megjegyzését segitheti, ha észben tartjuk: a siriségfiiggvény

értéke lehet 1-nél nagyobb is, dmde semmilyen valdsziniiség értéke sem lehet 1-nél nagyobb. Mint néhany

7 z

sorral feljebb mar emlitettiik, a stiriségfiiggvény értéke egy ardny kozelits értékét jelenti.

1.4. Intervallum valésziniisége

TetszGleges [a, b] intervallum esetén az intervallumba esés
P(a < X <)
valészintisége az F'(x)-nek az [a, b] intervallumon vett megviltozdsdval adhaté meg:

P(a< X <b) = F(b) - Fla).
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Az F(z) megviltozdsa pedig — a Newton—Leibniz-szabdly szerint — az f(z)-nek az [a,b] intervallumon
vett hatdrozott integraljaval egyenl&:

b
P(a< X <b) = F(b)— Fla) = / f(w)dz.

Mivel most csak folytonos valészintiségi valtozokrdl beszéliink, ha a zart [a, b] intervallum helyett a nyilt
(a,b) intervallumot tekintettiik volna, ugyanezt az értéket kaptuk volna:

b
Pla< X <b) = F(b)— Fla) = / ) da.

1.5. Median

Adott folytonos valdszintiségi valtozé vagy eloszlds esetén az

egyenlet megolddsa olyan x szamot ad, ami Ugy osztja ketté a szimegyenest, hogy a t6le balra 1€v6 rész és
és a t6le jobbra 1év6 rész is pontosan % valészinliségi:
1
P((—o05a)) = P((a5 +00)) = 5.
Ilyenkor az x szamot mediannak nevezziik.
Nyilvanvald, hogy olyan eloszldsnak, mely szimmetrikus valamilyen pontra, a szimmetriapont a medidnja.

Megjegyzés. Bar gyakorlati jelentGsége nincs, megemlitjilk, hogy ha x; és zs olyan szdmok, hogy a
(— oo;21) és az (w2; + oo) intervallumok mindegyikének % a valészinGisége, akkor az [z1; 2] in-
tervallum minden pontja medidn.

1.6. Kvantilis, kvartilis és percentilis

Adott folytonos valésziniiségi valtoz6 vagy eloszlds és 0 és 1 kozotti akarmilyen p esetén az

F(x) =p

sz

egyenlet megolddsa olyan x szdmot ad, ami gy osztja ketté a szamegyenest, hogy a t6le balra 1év6 rész
valdszintisége p, és a tSle jobbra 1év6 rész valdszintisége (1 — p):

P((—o0;2)) =p, P((2; +0)) =1-p.

Ilyenkor az x szamot a p értékhez tartozé kvantilisnek, vagy rovidebben mondva p-kvantilisnek ne-
vezziik. Azt a fiiggvényt, ami a 0 és 1 kozotti p szamokhoz hozzarendeli a p-kvantilis értékét, kvantilis
fiiggvénynek nevezhetjiik.
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Nyilvanvalo, hogy a p-kvantilis értéke megegyezik az eloszldsfiiggvény inverzének a p helyen vett értékével:
p-kvantilis = F~1(p).
Tehat a kvantilis fiiggvény megegyezik az eloszldsfiiggvény inverzével.

Az alabbi abran az

flx)=22z (0<z<1) slrlségfiggvényd,

F(z) =2 (0 <z <1) ecloszlasfiiggvényt

eloszléssal kapcsolatban szemléltetjiik az eloszlasfiiggvényt, illetve annak inverzét, a kvantilis fliggvényt:

X 0 0,1 0,2
az eloszlas
festékkel
szemléltetve
F(x) 0 0,01 0,04
p-kvantilis |0 0,1 lo.2
az eloszlas
festékkel
szemléltetve
P 0 0,01 0,04
p-kvantilis
az eloszlas
festékkel
szemléltetve
p
x ]
az eloszlds
festékkel
szemléltetve
F(x) o0

1.2. dbra. Eloszldsfiiggvény és kvantilis fiiggvény — egymds inverzei (mds szamokkal)

A sz6ban forg6 eloszldsra a kvantilis fiiggvény képletét igy adhatjuk meg: F~'(p) = \/p (0 <p < 1).

Vegyiik észre, hogy tetszdleges eloszlasra p = 0,5 esetén a p-kvantilis éppen a medidn. A 0,25-kvantilis
neve: alsé kvartilis, a 0,75-kvantilis neve: felsé kvartilis. (Figyelem: a kvantilis és kvartilis szavak csak
egyetlen betfiben kiilonboznek. Ne keverjiik ket 0ssze!) Az dbran szemléltetett eloszlasra
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e az alsé kvartilis /0,25 = 0,5,
e amedian /0,5 ~ 0,71,
e a felsé kvartilis /0,75 ~ 0,87.

Azok, akik tortek helyett szdzalékokban szeretnek gondolkodni, a p-kvantilis helyett a megfeleld szdzalék-
értéket és percentilist mondhatnak. Péld4ul:

e 0,1-kvantilis helyett 10 szdzalékos percentilist,
o (,9-kvantilis helyett 90 szdzalékos percentilist,

e 0,99-kvantilis helyett 99 szazalékos percentilist

lehet mondani.



