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1. fejezet

Esemény, valoszintiség

1.1. Kimenetelek

Véletlen jelenség: Adott koriilmények kozott valami torténik. Példaul két szabdlyos dobédobdkockat sza-
balyosan feldobunk.

Kisérlet: A jelenség 6nmagatdl vagy az én szandékom miatt lezajlik. Péld4ul korrekt médon guritom a két
dobdkockat.

Megfigyelés: Megmondjuk, kijelentjiik, hogy mi érdekel minket, mire figyliink oda. Példaul megfigyelhet-
jiik két dobdkocka kapcsdn a dobott szamok Osszegét vagy szorzatat, hanyadosat, de megfigyelhetném azt
is, hogy a dobdkocka mennyi ideig gurul, hogy hol 41l meg, stb.

Kimenetelek, mis néven: lehetséges kimenetelek, elemi események: A megfigyelésiink lehetséges ered-
ményei. Példaul két dobdkockaval dobva az 0sszeg lehetséges eredményei: 2, 3,...,12.

Eseménytér: Az Osszes lehetséges kimenetelek halmaza. Példankban az eseménytér a 11 elemd
{2,3, ...,12} halmaz.

1.2. Esemény

Esemény: Allitis a jelenséggel kapcsolatban, ami minden kisérletnél
vagy IGAZ — masképpen mondva — BEKOVETKEZIK,
vagy HAMIS — mésképpen mondva — NEM KOVETKEZIK BE.
Példaul az az allitas, hogy két kocka esetén a dobott szdmok dsszege nagyobb, mint 7, egy eseményt definial.

Siker és kudarc: A bekovetkezést az esemény szempontjabol SIKER-nek, a nem bekovetkezést KUDARC-
nak is szokds hivni.

Események egyenlosége: Egy eseményt altaldban tobbféleképpen is koriil lehet {rni. A két allitds, hogy két
dobodkockdval

az osszeg 10 vagy 11 vagy 12, illetve

az 0sszeg kilencnél nagyobb,

11



12 VALOSZINUSEGSZAMITAS. 1. RESZ

masképpen hangzanak, de ugyanazt jelentik. Ez a két allit4s egy és ugyanazon eseménynek két kiillonb6z6
megfogalmazdsa. Két eseményt — kiilonbdz6 megfogalmazdsuk ellenére is — egyenléeknek tekintiink, ha
mindig egyidejtileg kovekezhetnek be: akkor és csak akkor kovetkezik be az egyik, ha a masik is bekdvet-
kezik.

Kisérletsorozat: Tobb (egymasra semmi hatast kifejtd) kisérletet hajtunk végre. Példaul a két kockat, vagyis
a kockapart — mondjuk — 10-szer szabdlyosan elguritom.

1.3. Valésziniiség

Gyakorisag: Ahdnyszor bekovetkezik az esemény az elvégzett valahdny kisérlet soran. Masképpen mondva
a gyakorisdg a sikeres kisérletek szamat jelenti.

Relativ gyakorisag: Gyakorisidg (=sikerek szdma) osztva az Osszes kisérletek szamaval. Példaul ha 10
kisérletbdl 4-szer kovetkezik be a széban forgd esemény, akkor az elvégzett kisérletsorozatban az esemény
relativ gyakorisdga 0,4. A relativ gyakorisdg azt mutatja, hogy az 0sszes kisérlet hdnyad részében kovet-
kezett be az esemény. Van aki ezt az aranyt szdzalékokban szereti kifejezni, és azért a 0,4 helyett 40%-ot
mond, ami teljesen rendben is van, hiszen a 40% igazabdl 0,4 -et jelent.

Valésziniiség: Egy adott eseményt vizsgalva azt tapasztaljuk, hogy sok kisérlet esetén a relativ gyakorisag
kozel van egy olyan értékhez, ami nem fiigg a véletlentdl, hanem az eseményre jellemzd. Ezt az értéket
nevezziik az esemény valdszinliségének. A relativ gyakorisdg kevés kisérlet esetén er6sen eltérhet a valdszi-
niiségt6l, de a kisérletszam novekedtével egyre kzelebb keriil hozza.

Egy esemény valoszintiségét altaldban ugy jeloljiik, hogy egy P betli mogé zardjelek kozé irjuk az eseményt
definidl6 allitast szavakkal vagy jelekkel, vagy barmi médon, ami az adott kornyezetben vildgosan utal
az eseményre. Péld4dul annak a valdszinliségét, hogy egy szabdlyos dobdkockdval 4-nél nagyobb szdmot
dobunk, igy jelolhetjiik:

P (négynél nagyobbat dobunk ),
e P(6tost vagy hatost dobunk ),
« P(5.6).
e P(X > 4),ahol X jelenti a kockdval dobott szdmot,
e P(A), ahol A jelenti azt az eseményt, hogy a kockéval 6tost vagy hatost dobunk,

e stb.
A val6szinliségszamitds megtanit arra, hogy a valészintiségeket kisérletek elvégzése nélkiil, elméleti mod-

szerekkel meghatdrozzuk.

1.4. Miveletek eseményekkel

Események — halmazok: Az eseményeket az eseménytér (mint ,,alaphalmaz”) részhalmazaival reprezental-
juk. Minden egyes esemény megfelel annak a halmaznak, mely a (széban forgé eseményre nézve) kedvezd
kimenetelekbdl 4ll.
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Biztos esemény: Mindig bekovetkezik. Az alaphalmazzal reprezentédljuk, amit .S-sel jeloliink. Mas jelolé-
sek: U, I, Q).

Lehetetlen esemény: Sohasem kovetkezik be. Az iires halmazzal reprezentaljuk. A () jellel jeloljiik.

Ellentett esemény — masképpen mondva — komplementer esemény, ,,tagadas”, ,,nem”: Pontosan akkor
kovetkezik be, amikor az eredeti esemény nem. Feliilvonassal jeloljiik, pl.: A.

Események ,,és” kapcsolata — masképpen mondva — metszete, kozos része, szorzata: A széban forgd
események mindegyike bekovetkezik. Jelolések:

Két esemény metszete: AN B.

Véges sok Aq, Ao, ..., A, esemény metszete: A1 NAsN...NA,.

Végtelen sok Aj, Ao, ... esemény metszete: A; N AaN ...
Kizaro események: A széban forgé események koziil legfeljebb egy kovetkezhet be. Barmely ketts kizarja
egymadst, egyidejii bekovetkezésiik lehetetlen.

Két eseményre: AN B = ().

Tobb (véges vagy végtelen sok) eseményre: ha i # j, akkor A; N A; = (.
Események ,,vagy” kapcsolata — masképpen mondva — unidja, egyesitése, osszege: A szdban forgd ese-
mények koziil legalabb egy bekovetkezik. Jelolések:

Két esemény unidja: AU B.

Véges sok A, As, ..., A, esemény unidja: A1 U As...UA,.

Végtelen sok A, Ao, ... esemény unidja: A1 U As U . ..
Kizaré események ,,vagy” kapcsolata — masképpen mondva — unidja, egyesitése, dsszege: A szoban forgd
események koziil pontosan egy bekdvetkezik. A jelolések dltaldban nem kiilonbdznek a korabbi jelolésektdl:

Két kizaré esemény unidja: AU B.

Véges sok kizar6 esemény unidja: Ay U Ay ... U A,.

Végtelen sok kizaré esemény unidja: A3 U As U . ..
Kizaré eseményekre bizonyos szabdlyok egyszeriibbek az dltaldnos szabalyokndl. Ezért egyes konyvek a *
jellel hivjak fel a figyelmet arra a tényre, hogy a miiveletben szerepld események kizardak:

Két kizaré esemény unidja: A U* B.

Véges sok kizar6 esemény unidja: A; U* Ay... U" A,.

Végtelen sok kizar6 esemény unidja: Ay U* Ay U™ ...
»Maga utan vonja”: Azt mondjuk, hogy a B esemény maga utdn vonja az A eseményt, ha teljesiil az,

hogy amikor a B esemény bekovetkezik, akkor sziikségképpen az A esemény is bekovetkezik, azaz a B
halmaz része az A halmaznak. Jelolés: B C A vagy A D B.

Események kiilonbsége: Ha A, B tetszOleges események, akkor A minusz B-nek (avagy A és B kiilonb-
ségének) nevezziik, és A\ B-vel jeloljik azt az eseményt, ami akkor kovetkezik be, ha A bekovetkezik, de
B nem kovetkezik be. A kiilonbség jelolése: A\B. Tehdt A\B = AN B.
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1.5. A valésziniiség alapveto tulajdonsagai

Ebben az alfejezetben a valdszinliség alapvetd tulajdonsigait soroljuk fel, melyek — a relativ gyakorisdg
ugyanilyen tulajdonsédgai alalpjan — kézenfekvdek. Fontos, hogy az olvasé ne csak memorizélja ezeket a
tulajdonsdgokat, hanem értse, lassa, hogy a valdsziniiségnek ezek a tulajdonsdgai a relativ gyakorisdg (tri-
vidlis!) hasonlo tulajdonsdgai miatt igazak. Néhany bonyolultabb szabalyt egy késébbi fejezetben sorolunk
fel. Megjegyezziik, hogy az elsd, a misodik és az 6tddik tulajdonsdgbdl logikai tton le lehet vezetni a val6-
szinliség 0sszes tobbi tuldajdonsdgat, ezért a valdszinliségszamitis axiomatikus felépitésekor ezek szolgél-
nak axiémakként. Ebben a konyvben nem célunk az axiomatikus targyalds. A technikdsabb bizonyitasokat
is leegyszertisitve, a szemléletre timaszkodva mutatjuk majd be. F§ célunk az elmélet és a val6sag kapcso-

latdtdnak vildgos télaldsa.

1. Minden esemény valészintisége 0 és 1 kozé esik:

0<P(A)<1.
2. A biztos esemény valoszintisége 1:
P(S)=1
3. A lehetetlen esemény valdsziniisége 0:
P(0) =0

4. Komplementer szabaly:
Minden A eseményre igaz, hogy

P(A)+P(A) =1, P(A)=1-P(A),

~
S

) =1—P(A).

5. Osszegzési szabaly kizdré eseményekre:
Ha A, B kizar6 események, és C = A U B, akkor

P(C)=P(A)+P(B).
Ha Ay, Ao, ..., A, véges sok kizar6 esemény, és A = A1 U As U...U A4, akkor
P(A) =P(A;1) +P(A2) + ... + P(Ay).
Ha A, As, A3, ... végtelen sok kizar6 esemény, és A = Ay U As U A3 U ..., akkor
P(A) =P(A;) +P(Ay) +P(A3) + ...

6. Altalanos osszegzési szabaly (még csak) két eseményre:
Ha A, B tetsz0leges események, akkor

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(ANB).
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7. Altalanos kivonasi szabaly:
Haa A, B tetszbleges események, akkor

P(A\B) = P(A) — P(ANB).

8. Specialis kivonasi szabaly:
Ha a B esemény maga utdn vonja az A eseményt, vagyis B C A, akkor

P(A\B) =P(A) — P(B).
Feladat: Paros vagy paratlan? Egy érmét dobdlunk az elsé fejig. Megfigyeljiik az ehhez sziikséges doba-
sok szamat. Mi a valésziniisége annak, hogy az ehhez sziikséges dobasok szdma paros szam?

Megoldas: A lehetséges kimenetelek: 1,2,3,4,5,6,...,,s0ha”, ahol a ,,soha” akkor kovetkezik be, ha
mindig csak irdst dobunk, vagyis sohasem dobunk fejet. Az aldbbi valészintiségek trividlisak:

1 1
P (az elsé fej a 2. dobdsra adédik ) = 2=
Yo ) L. 1 1
P (az elso fej a 4. dobdsra adédik) = — = —,
24 16
1 1
P (az elsG fej a 6. dobdsra adodik) = — = —
(az els6 fej a 6. dobdsra adodik ) % = 6

Ezekbdl a feladat kérdésére a valasz 6sszegzéssel adodik:

P (az elsé fej eléréséhez péros sok dobds kell) =
= P(az els6 fej a 2. dobdsra ad6dik ) +
+ P(azelsd fej a 4. dobésra adédik ) +
+ P(azelsé fej a 6. dobésra adédik ) +

NG
7N
| =
~_
[

—1+1+
4 16

1
— 4 ... = = = .

64 L3y 3
4 4

Az utolso sorban, a végtelen sor 0sszegzésénél felhasznaltuk a jol ismert tényt, hogy egy végtelen mértani
sor Osszegére igaz:
elsé tag

0sszeg = ——————.
1 — kvéciens





