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Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szétara

Abel azonossag: lasd 1.44.

Ag: a G grifban az x ponthoz tartozé dg az a részgraf, mely a G — x grif egy G
komponensébdl, az x pontbdl és az x-et G1-hez kots élekbsl 4ll.

Atmérs (G grafé): a pontok kézdtt elsfordulé maximalis tavolsag.

Automorfizmus ([irdnyitott] grdfé): a V(G) olyan a permutici6ja, melyben az
(x,y)-élek szadma azonos az (a(z), a(y))-élek szaméaval (x,y € V(G)). Beszélhe-
tiink egy szinezett élii G graf automorfizmusardl. Ez olyan a permuticiét jelent,
hogy az (x,y)-élek szdma azonos az (a(x), a(y))-élek szdmaval barmilyen adott
szinre. Egy [irdnyitott] graf dsszes automorfizmusainak halmaza egy A(G) per-
mutacios csoportot alkot.

Azonositas: a G [irdnyitott] grifban az x, y pontok azonositdsa olyan G’ [irdnyi-
tott] grafot eredményez, melyre V(G') = V(G) — {x,y} U {Ty}, ahol z = Ty egy
j pontot jelsl, E(G') = E(G), és minden e € E(G) él végpontjai azonosak G’-
ben és G-ben, kivéve, ha valamelyik végpontja x vagy y volt, ekkor helyette Ty
lesz. Ily médon minden (x,y)-él Ty-hoz illeszkeds hurokks valik.

Bell szam: lasd particid.

n

Binomidlis egyiitthaté ( k): ahényféleképpen n elembdsl k-t kivdlaszthatunk. Ezt
a szdmot az aldbbi formula adja meg:

n n! nn—1)...(n—k+1
M) <k):k!(n—k)!:( )k!( SRR

() =1 e

Az (1) formula megadja (.)-t barmely valés (vagy komplex) n értékre.
Brooks tétele: 1lasd 9.13.
Brun szita: lasd 2.13.

és definici6 szerint
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Burnside lemma: lasd 3.23.
Catalan szamok: lasd 1.33, 1.37—40.
Cayley formula: lasd 4.2.

Ciklikus permutéacié: azonositsuk ugyanazon S halmaz két (x1,...,xn), (y1,...

.., Yn) rendezését, ha y1 = Tp i1, Ynk = Tny Yn_ktl = Tl,-..,Yn = T
valamely 1 < k < n-re. Az igy definiilt ekvivalencia-relacié egy osztilya ciklikus
permutaciot alkot.

Ciklusszamlalé polinom (T' permutdcids csoporté): A

pr(xl,..., n ’F’ Zx x,, (W)

el

polinom, ahol n azon elemek szama, melyeken T' fut és k;(7w) a 7 permutécio
ciklus-felbontdsaban az ¢ hosszusagu ciklusok szdma.

Csillag: olyan fa, melyben egyetlen pont van minden més ponttal 6sszekétve. Egy
pont csillaga: lasd grdf .

Cstcs: lasd graf.
Csticsmaétrix (G grafé): az Ag = (aij)@n]‘:1 métrix, ahol V(G) = {vy,...,vp}, és
A;j a (v;,v5)-€lek szama.

Dualis sikgraf: egy dsszefiiggd G sikgrdf dudlisa a kovetkezGk szerint konstrudlt
G* sikgraf. Kivalasztunk egy xp pontot a G minden F lapjan; ezek lesznek G*
pontjai. Kivalasztunk még egy p. pontot is G minden e élén. Minden p. pontot
osszekotiink az x p és x py pontokkal az F ill. F’ belsejében haladé Je, J. Jordan-
gorbékkel, ahol F, F' az e-vel szomszédos két lap. Ha F = F’ (azaz G azonos
lapja hatarolja e-t mindkét oldalrél), akkor Je-nek és J.-nek tgy kell pe-t = p-fel
osszekotnie, hogy pe-t e kiilonbozs oldalan hagyjék el (ez akkor fordul els, ha
e elvago-él). Tovabba valasszuk J., J/-t tgy, hogy az xp-et F hatardn 16v6 pe
pontokhoz koété J. iveknek ne legyen xp-t6l kiilonb6z6 kozos pontjuk. Legyen
*=J.UJ. és BE(G*) = {e* : ¢ € E(G)}. Ekkor G* szintén sikbarajzolhato
graf. Ha G-t és G*-ot gombfeliiletbe agyazottnak tekintjiik, akkor a dualis sikg-
raf sziikségképpen egyértelmiien meg van hatirozva, azaz ha G* a G egy masik
duilis sikgréfja, akkor 1étezik a gombfeliiletnek egy sajit magira torténd ¢ ho-
meomorfizmusa, melyre p(x) = x minden z € V(G) esetén, p(e) = e minden
e € BE(Q) esetén, o(V(G*)) = V(G*), és ha &* az e*-nak megfelels él G*-ban,
akkor p(e*) = é*. G* dudlisa G. A fenti konstrukcié és az utols6 allitasok sok-
mindent felhasznélnak a siktopolégiabdl, amit mi itt bizonyitds nélkiil elfogadunk
(120. &bra).

Edmonds parositési algoritmusa: l4sd 7.34.

Egyszerii grdf, iranyitott graf, hipergrdf: 1asd grdf, irdanyitott grdaf, hipergrdf .
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120. ABRA

El: 1asd graf, iranyitott grdf, hipergrdf.
Elemi paros graf: lisd 7.7.
Elérési id6: l4sd véletlen séta.

Elgraf (G [hiper]grdfé): a kovetkezSképpen definialt L(G) egyszerti graf:

V(L(G)) = E(G),
(E(L(GQ)) ={(e, f): e, f € E(G), e-nek és f-nek van kozos végpontja}.

(G irdnyitott grif élgrifia): a kovetkezSképpen definidlt L(G) egyszerii iranyitott
graf:

Elhagyas: egy X C V(G) halmaz elhagydsa egy G [hiper-, irdnyitott] grafbol az
X osszes pontjanak elhagydsa az 6sszes hozzajuk illeszkedd éllel egyiitt. A kapott
[hiper-, irdnyitott] graf jelolése G — X; ha X = {x}, jelolése egyszeriien G — x.

Elﬁsszefﬁggés: egy graf k-szorosan élosszefiiggs (k-élosszefiiggs) az a és b pontjai
kozott, ha barhogyan is hagyunk el legfeljebb k& — 1 élét, a kapott [irdnyitott] graf
tartalmaz (a,b)-utat. Egy [irdnyitott] graf k-szorosan élisszefiiggd, ha barmely
két pontja kozott az. Ekvivalens megfogalmazédsban: ha barhogyan is hagyunk el
legfeljebb k — 1 élét, a kapott [irAnyitott] graf [erGsen] osszefiiggs.

Elviagé halmaz: olyan ponthalmaz [élhalmaz]| egy Osszefiiggt grafban, melynek
elhagyisaval a graf nem-osszefiiggévé valik. Elvdgd-pont [elvdgo-€l): olyan pont
[é]], mely 6nmagédban elviagé halmazt alkot.
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Elvélasztas: egy pontokbdl és élekbsl 4116 X halmaz elvalasztja (A, B)-t (A, B C
C V(G)), ha reprezentalja (lefogja) az 6sszes (A, B)-utat (vo. elvigé-halmaz).

Endomorfizmus: a G [irdnyitott|grif endomorfizmusa egy sajit magéba torténs
homomorfizmusa. A G 6sszes endomorfizmusa a kompoziciéval mint szorzissal
félesoportot alkot, ennek jelolése End(G).

Erdé: kérmentes graf. Az erd6 komponensei fik.

Erdés—de Bruijn tétel: 1dsd 8.14.

Erdés-Ko-Rado tétel: lasd 13.28.

Erdés—Stone tétel: 1asd 10.38.

Euler-vonal: a(z) [irdnyitott] graf minden élét tartalmazé zart vonal.
Euler-féle [irdnyitott]grdf: van benne Euler-vonal.

Euler formula: lisd 5.24.

Fa: kormentes Osszefiiggs graf. Ugy is definidlhaté, mint olyan osszefiiggs graf,
mely barmely éle elhagydsival nem-OsszefiiggGvé valik; vagy mint olyan kérmen-
tes graf, melyben tetszGleges él felvételével kor keletkezik. Egy n ponti finak
pontosan n — 1 éle van és mindig tartalmaz legaldbb 2 els6fokt pontot, feltéve,
hogy |V(G)| > 2. Gydkeres fa az olyan fa, melyben kitiintettiink egy pontot, az
un. gydkeret. Gyokeres d-edfoki fa olyan gyodkeres fa, melyben a gyokér foka d és
minden més pont foka d + 1 vagy 1. Egy gyokeres d-edfoku fa teljes, ha minden
végpontja a gyokértGl azonos tavolsigra van.

Faktor: a G graf f-faktora (ahol f egy V(G)-n értelmezett fiiggvény) olyan G’
részgraf, melyre V(G') = V(G) és dgs(x) = f(x) minden z pontra. Tehat az
1-faktor egy minden pontot lefogé fiiggetlen élhalmaz.

Félig regularis csoport: lasd permutdciocsoport.

Felhasitas: a G graf egy « pontjanak felhasitisa x1, ...,z pontokra az x elhagya-
saval, x1,...,x Gj pontok felvételével és minden (x,y)-élnek (y € V(G) — {z})
pontosan egy i-re (1 < i < k) egy 1j (x;, y)-€éllel val6 helyettesitésével elsallé graf.

Felosztds (G grifé): A G-bél oly médon elsalls G graf, hogy minden e élt egy e
végpontjait 6sszekots és mas G-beli pontot nem tartalmazé P, (legaldbb 1 hossz)
uttal helyettesitiink gy, hogy a P. utak (e € E(G)) fiiggetlenek legyenek. A G
pontjait a G’ fépontjainak nevezziik.

Feny®6: egy irdnyitott G graf egy kitiintetett a ponttal, gydkérrel, melyben minden
x # a pont befoka 1 és minden x ponthoz vezet egy egyértelmii (a, z)-tt. Fenydt
kaphatunk gy, hogy egy faban megjeloliink egy a pontot, majd minden e élt gy
iranyitunk, hogy az a-t és e-t 6sszekots egyértelmi Gt e kezdGpontjaban végzd-
jon. Inverz fenyd az az irdnyitott graf, melyet egy fenyGbdél az élek irdnyitdsdnak
megforditasaval kapunk.
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Ferrers diagram: lasd 1.16.

Feszitett részgraf: lisd részgrdf.

Feszitd részgraf (G grifé): olyan G’ részgraf, melyre V(G') = V(G).

Fokszadm: egy = pont foka egy G [hiper]grifban az x-et tartalmazé élek szama
(grafok esetén a hurokél kétszer szamolando). = fokszamét dg(x) jeloli. d(G) a

G-beli maximalis fokszdmot jeloli. Egy graf k-reguldris, ha minden pont foka k.
Egy = pont befoka [kifoka] a G irdnyitott grafban azon élek szdmaval egyenld,

melyek végpontja [kezdSpontja] z-ben van; jeldlése d . (z) [dg(ac)]

Folyam: Egy (a, b)-folyam az irdnyitott G graf élein értelmezett nemnegativ valés

f fiiggvény, melyre
> fle)= > [
e=(z0,y)€L(G) e=(y,x0)€L(G)
minden zy # a,b pontra (vagyis az xg-ba befoly6é ,viz” mennyisége azonos az
onnan kifolyé mennyiséggel; , Kirchhoff térvénye”). Egy (a,b)-folyam f értéke a
,hetté nyereség” az a forrdsnil, azaz

w(f)= > fle)—= > fle).

e=(a,x) e=(z,a)

Frucht tétele: lasd 12.5.

Fiiggetlen élek egy [irdnyitott] grafban: semelyik kettének nincs kozos végpontja.
A G-beli fiiggetlen élek maximaélis szamat v(G) jeloli. Egy fiiggetlen élhalmazt
pdrositasnak is neveziink.

Fiiggetlen pontok egy [irdnyitott] grdifban: semelyik ketts kozott nem megy él. A
G-beli fiiggetlen pontok maximélis szaméat a(G) jeloli.

Fiiggetlen utak egy [irdnyitott] grdfban: olyan utak, melyeknek nincsen kozos
pontjuk, esetleg a végpontoktdl eltekintve.

Gallai-Edmonds struktura tétel: lasd 7.32.
Generatorfiiggvény: egy {a,}, 2 sorozat generdtorfiggvénye az

[0.9]

f(x)= Z anz”

n=0
fiiggvény. Ezponencidlis generdtorfigguény: f(x) =Y oo o(an/nl)z".

Geometriai hal6: egy atomjai dltal generdlt L h&lé, melyben ha x fedi z A y-t,
akkor x V y fedi y-t. Az = elem r(x) rangja a (0, x)-sorozatok maximalis hossza
minusz 1. Ez a fiiggvény eleget tesz a kovetkezSknek: r(x) > 0; v > 2/ = r(x) >
> r(2'); ha x fedi y-t, akkor 7(y) < r(x) <r(y)+1; ésr(zVy)+r(zAy) < r(x)+
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+ r(y). Ilyen héléra példat szolgaltat egy affin vagy projektiv tér tetszGleges S
ponthalmaza: a hilé elemei a tér altereinek S-sel vett metszetei.

Graf: a G graf pontok (csicsok) egy véges V(G) halmazdbol és élek egy véges E(G)
halmazabol, valamint egy hozzarendelésbél 4ll, mely minden e € E(G) élhez a
V(@) rendezetlen elem-parjait, e végpontjait rendeli. Jelolés: G = (V(G), E(Q)).
Azt mondjuk, hogy egy él dsszekdti, vagy dsszekapcsolja a végpontjait. Ha e
Osszekoti x-et és y-t, akkor e-t (x,y)-élnek nevezziik. Az olyan élt, melynek két
végpontja azonos, hurokélnek hivjuk. Két azonos végpont-parral rendelkez& él
parhuzamos, vagy tobbszords. A graf egyszerd, ha nincs hurokéle, és nincsenek
parhuzamos élei. Ebben az esetben tekinthetjiikk E(G)-t a V(G) két elemii rész-
halmazainak halmazaként. Egy él és egy pont szomszédos (illeszkednek), ha a
pont az él egyik végpontja. Két él szomszédos, ha van kozos végpontjuk. Két pont
szomszédos, ha él koti Ossze Gket. Egy ponthoz illeszkeds élek halmaza a pont
csillaga. A X C V(G)-vel szomszédos pontok halmazat T’ (X)-szel, vagy egysze-
riien I'(X)-szel jeloljiik, ha a széban forgé gréifot a szovegkornyezet egyértelmiivé
teszi. A hurok nélkiili grafok specialis hipergrafok (vo. még irdnyitott grif).

Hajos konstrukeid: lasd 8.16.

HAlé: olyan részben rendezett halmaz, melyben barmely két x,y elemnek egyér-
telmi = V y legkisebb felss korlatja (egyesitése) és egyértelmii = A y legnagyobb
als6 korlatja (metszete) van. Minden itt targyalt halé véges. Minden véges halo-
nak van egy egyértelmii legkisebb eleme, 0, és egyértelmii legnagyobb eleme, 1.
Egy legkisebb nem-nulla elemet atomnak neveziink.

Hamilton kor [4t]: egy [irdnyitott] graf minden pontjit tartalmazé [irdnyitott]
kor [at].

Hamilton-féle grdf: van Hamilton-kore.

Haromszdgelés (C' kiré): olyan graf, mely ebbdl a korbsl és ennek n — 3 nem
keresztez6ds atlgjabol 41l (n a C hossza).

Haromszogelt sikgrdf: olyan sikgraf, melynek minden lapja haromszog.

Helyettesités: a H grif egy x pontjainak a G grdffal valo helyettesitését tgy kapjuk,
hogy az x pontot elhagyjuk H-bdl, és minden (z,y)-él fejében (y € V(H) — {z})
behtzunk |V(G)| szamu y-t G pontjaival dsszekots élt (feltessziik, hogy G és H
pont-diszjunktak).

Hid: egy Gy részgrifhoz tartozé hid egy olyan (6sszefiiggs) B részgraf, hogy B
vagy egyetlen él, melynek mindkét végpontja G1-beli, vagy a G—V (G1) egy Ossze-
fiige komponense azon G végpontu élekkel egyiitt, melyek ezt a komponenst
G1-hez kotik. G hidjai particionaljak E(G) — E(G1)-et, azaz ugy is lehetne de-
finidlni Gket, mint a kovetkezs ekvivalencia-relacié osztilyai: ,e1 = eo vagy van
e1-et és eo-t Osszekots G1-t61 diszjunkt at”.
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Hipergraf (halmaz-rendszer): A H hipergraf pontok egy véges V(H) halmaza-
bol, élek egy véges E(G) halmazabol és egy hozzarendelésbsl all, mely minden
E élhez hozzéarendeli V(H) egy részhalmazat, E végpontjait (elemeit). Jelolése:
H = (V(H),E(H)). Azonos végpontokkal rendelkez& két él parhuzamos. A hi-
pergraf egyszerd, ha nem tartalmaz parhuzamos éleket. Ebben az esetben E(H)-
t tekinthetjiik igy, mint V (H) részhalmazainak egy halmazat. Egy él illeszkedik
egy ponthoz, ha a pont az él egyik végpontja. A hipergraf r-uniform, ha minden
élnek r végpontja van. A 2-uniform hipergréifokat azonosithatjuk a hurokmentes
grafokkal. Az n pontu teljes r-uniform hipergrif egy olyan egyszerii hipergréf,
mely a pontjainak minden r elemii részhalmazit tartalmazza élként. Jelolése K.

Homomorfizmus: egy Gp [irdnyitott] grdaf homomorfizmusa egy Go [irdnyitott]
grafba: egy olyan ¢ : V(G1) — V(G9) leképezés, hogy ha (x,y) € E(G1), akkor
(p(2), ¢(y)) € E(G2).

Hur: egy G1 C G részgrif hirja egy e € E(G) — E(G1) él, mely G1 két pontjat
koti Gssze.

Hurokél: l4sd grdf.

Illeszkedési matrix (G grdfé): A Bg = (bij)?:1§n:1 métrix, ahol V(G) = {vy,...

<oy vn}, B(G) ={e1,...,em}, és bj; = 1, ha v; és e; illeszkednek, kiilonben 0.
Intervallumgraf: olyan egyszerii graf, melynek pontjai egy egyenes intervallumai,
és két pontja akkor és csak akkor szomszédos, ha a megfelel§ intervallumok met-
szik egymast.

Iranyitas: lasd irdnyitott grdaf.

Iranyitott graf: egy V(G) ponthalmaz, egy E(G) élhalmaz és rendezett pontpé-
rok hozzarendelése minden élhez; ezen rendezett par elss eleme az él kezddpontja,
maésodik eleme az él végpontja. Két élt pdrhuzamosnak neveziink, ha kezds- és
végpontjuk azonos. Az irdnyitott graf egyszerii, ha nem tartalmaz parhuzamos
éleket. Ebben az esetben E(G) tekinthets V(G) x V(G) egy részhalmazanak. Ha
G gréf és minden éléhez tartozé egyik pontot kinevezziik kezdGpontnak, a masikat
pedig végpontnak, akkor egy irdnyitott grafot kapunk, amit G egy irdnyitdsanak
neveziink. Ha e = (z,y) € E(G), a kovetkezs kifejezések barmelyikét hasznél-
hatjuk: e z-bsl y-ba mutat; y elérhets 2-bdl e-n; e elhagyja z-et és eléri y-t; e
végpontja y és kezddpontja x. Vo. grif.

Iranyitott kér: lasd kor.
Izolalt pont egy grdfban: olyan pont, mely nem illeszkedik élhez.

Izomorfizmus a« G és Gy grdfok kézitt: V(G1)-nek a V(Gg)-re val6 kolesénosen
egyértelmii ¢ leképezése és az E(G1)-nek az E(Go)-re val6 koleséndsen egyértelmii
¢ leképezése, melyek soran ha = végpontja [kezdGpontja] e-nek, akkor ¢(x) vég-
pontja [kezdSpontja] ¢(e)-nek. Ha G és G egyszeriiek, akkor ¢ nem jatszik fon-
tos szerepet és az izomorfizmust tgy definidljuk, mint a V/(G1) és V(G2) kozotti
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¢ kolesonosen egyértelmii megfeleltetést, melyre (x,y) € E(G1) < (¢(x), ¢(y) €
cFE (Gg).

Karakterisztikus polinom (G grdfé): a pi;(\) = det(A — A¢;) polinom, ahol A a
G cstucsmétrixa. Ez nem fiigg a pontok szdmozasatol. A karakterisztikus polinom
gyokeit, azaz Aq sajitértékeit a G graf sajatértékeinek nevezziik.

Kerék: olyan graf, melyet egy kor minden pontjanak egy tj ponttal (a kerék
+kozéppontjaval”) val6 sszekotésével kapunk.

Keriilet (G grdfé): a legrovidebb kor hossza. A keriilet akkor és csak akkor 1, ha
G-ben van hurokél, és akkor és csak akkor 2, ha G-ben van t6bbszoros él.
Kiegyensilyozott kor hipergrifban: olyan (x1,Eq,...,x., E;) kor, melyre vagy
k = 2, vagy van egy x; € Ej illeszkedés, ahol j # i, i — 1 és (i,7) # (1,k). Egy
hipergraf kiegyensilyozott, ha minden paratlan hosszu kore kiegyenstlyozott, és
teljesen kiegyensilyozott, ha minden kore kiegyenstlyozott.

Kiterjedési rata: lasd konduktancia.

Klikk: egy graf maximalis (nem b&vithets) teljes részgrafja.

Kollekcié: egy S halmaz, melynek minden eleméhez egy pozitiv egész multiplicitas
is meg van adva. Barmely nem S-beli elem multiplicitasat 0-nak tekintjiik.
Komplementer (egyszert G grifé): az az egyszerti G graf, melyre

V(G) =V(G), E(G)=A{(zy): z.yeV(G), z#y.(z.y) ¢ E(G)}.

Nyilvanval6, hogy (G) = G.

(egyszertd iranyitott G grifé): az az egyszerii iranyitott G graf, melyre
V(G)=V(G), E(G)=V(G)xV(G)— E(QG).

Komponens: Egy G graf komponense (vagy dsszefiiggd komponense) minden ma-
ximalis (nem bovithetd) osszefiiggs részgrafja. G barmely két 6sszefiiggs kompo-
nense pont-diszjunkt, és minden pont (és él) pontosan egy komponensbe tarto-
zik. A komponensek szamat ¢(G)-vel jeloljiik ; ¢1(G) jeldli a paratlan sok pontot
tartalmaz6é komponensek szamét. Egy irdnyitott graf erds komponense minden
maximélis (nem bovithets) erésen osszefiiggs részgrafja.

Konduktancia (egy G grdfé): Az

n? e(S,V\S)

m |S[-[V\ ]
kifejezés minimuma minden nem-iires S C V' halmazra, ahol e(S,V \ S) az S és
V'\ S kozti elemek szamét jeloli. A kiterjedési rata a pontokra vonatkozé analog
fogalom: a w kifejezés minimuma minden olyan nem-iires S C V halmaszra,
melyre |S| < |V]/2.
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Kbonig tétele: 1asd 7.2.
Kor egy grdafban: olyan (x1,e1,..., 2, €, Tp41) séta, melyben xzq,. ..,z kiilon-
b6z pontok, e1, ..., e kiilonbozs élek és x1 = xj41. Ha a graf egyszerti, ezt a

kort (x1,...,zp)-val jeloljiik.

irdnyitott grdfban: olyan részhalmaz, hogy ha az irdnyitott graf éleit azonos vég-
ponti irdnyitatlan élekre cseréljiik, ez kort alkot az igy kapott irdnyitatlan graf-
ban. irdnyitott kor: olyan (z1,e1,...,ep, xpy1) séta, melyben 1, ...,z kiilon-
boztek és xp1 1 = x1.

hipergrdfban: egy (x1, E1, ..., 2}, E}) sorozat, ahol x1, ..., 2, kiilonb6z6 pontok,
Eq, ..., E} killonbozs élek és v; € E; (i =1,...,k), x;41 € E; i=1,...,k—1),
x1 € Ep. k a kor hossza.

Kritikus: egy G graf (él-)kritikus egy P tulajdonsigra vonatkozéan, vagy kriti-
kusan rendelkezik a P tulajdonsiggal, ha G igen, de barmely él elhagyésa utan a

kapott graf mar nem rendelkezik a P tulajdonsiggal. Pont-kritikus ezzel analég
médon definidlhaté.

a-kritikus: a(G — {e}) > a(G) minden e élre.
X-kritikus: x(G — {e}) < x(G) minden e élre.
T-kritikus: 7(G — {e}) < 7(G) minden e élre.

v-kritikus hipergrdf: v(H — x) = v(H) minden x € V(G)-re (vo. 7.26 feladattal
az elnevezés magyarazatahoz).

faktor-kritikus grdf: G-ben nincsen 1-faktor, de G — z-ben van 1-faktor minden
x pontra.

Kromatikus index (G [hiper|grifé): az a legkisebb k egész, melyre G élei k-
szinezhetGk ugy, hogy szomszédos élek szine kiilonbozs. Jelolése: ¢(G). Nyilvan-
val6, hogy ¢(G) = x(L(G)).

Kromatikus szam (G [irdnyitott] grdfé, hipergrdfé): az a legkisebb k egész, melyre
G ,,jol k-szinezhets” (lasd szinezés). Ezt a szamot y(G)-vel jelsljiik. Nyilvanvalo,
hogy x(G) > 0, ha G nem iires; x(G) > 1, ha E(G) nem iires. x(G) = oo, ha
G-ben van hurokél [vagy hipergrafra, ha van 2-nél kevesebb végpontu éle].
Kromatikus polinom: (G grifé): P;(\) aG(A =0,1,...) j6 A-szinezéseinek szama.
Ez (rogzitett G esetén) A polinomja, igy a definicié kiterjeszthetd minden valés

(vagy komplex) A értékre. Jegyezziik meg, hogy a szinek jelolésében eltérs két
szinezés kiillonboz6nek szamit.

Kuratowski tétele: lasd 5.38.
Lap: lasd sikgrdf.
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Laplace matrix: a vq,...,v, pontokon értelmezett G grafra az Ly = (fij)?jzl
métrix, ahol (;; a (v;, vj)-€lek szdiménak ellentettje, ha i # j, és (;; az i-edik pont
fokszama. d-regularis grifra Lo = dI — Aq.

Lefedési ids: 1asd véletlen séta.

k-lefogas (G [hiper]grdfban): pontok olyan kollekcidja, melyb&l minden él legaldbb
k-t tartalmaz. A (pont-)lefogds azonos az 1-lefogédssal; a minim4lis méretii pont-
lefogést 7(G) jeloli. A k-lefogast tekinthetjiik egy olyan t : V(G) — {0,1,...}
leképezésként is, melyben ) t(x) > k minden E élre.

Lefogé élhalmaz ([hiper/grifé]: olyan élhalmaz, mely minden pontot tartalmaz.
Legsziikebb keresztmetszet tétele: lisd 6.71.

Mag: egy irdnyitott graf pontjainak olyan S fiiggetlen halmaza, melyre minden
x € V(G) — S-hez létezik olyan y € S, melyre (y,z) € E(G).

Maximalis folyam-minimadlis vagas tétel: lisd 6.74.

Megszoritas: egy H hipergrif X C V(H)-ra vonatkozé megszoritisa: a Hx hi-
pergraf az X halmazon, melyre F(Hx) az ENX(E € E(H)) halmazok kollekci-
G6ja. Ha X = V(H) — Y, akkor tovabbi jeloléseket vezetiink be: Hxy = H \ 'Y és
Hy=H—y haV = {y}.

Menger tétel: lisd 6.39.

Menettérti id6: lasd véletlen séta.

Merev grdf: nincs valédi endomorfizmusa.
Minimalis Gt-maximalis potencial tétel: 14sd 6.72.
Mébius fiiggvény: lisd 2.22.

Mébius megforditasi formula: ldsd 2.26.

Osszefiiggd grdf: olyan graf, mely nem reprezentilhaté G U Gg alakban, ahol G4
és G pont-diszjunkt, nem iires grafok. Vagy ezzel ekvivalens megfogalmazasban:
a graf barmely két pontjat at koti ossze. Egy irdnyitott G graf gyengén dsszefiiggd,
ha nem reprezentilhaté G1UG9 alakban, ahol G1 és G9 pont-diszjunkt nem iires
irdnyitott grafok; erdsen dsszefiiggd, ha barmely két pontot (irdnyitott) ut kot
Ossze. Egy H hipergraf dsszefiiggd, ha nem reprezentilhaté Hq U Ho alakban, ahol
Hy, Hy pont-diszjunkt, nem iires hipergrafok. Vegyiik észre, hogy ha () € F(H),
akkor H nem 0sszefiiggs.

Osszefiiggtség: Egy G graf k-szorosan dsszefiiggd és b kizitt, ha k-nal kevesebb
(a, b)-t61 kiilonb6z6 pontot és/vagy élt elhagyva, még mindig létezik (a, b)-ut a(z)
[iranyitott] grafban (élek elhagydsa csak akkor sziikséges, ha a és b szomszédosak).
Egy [irdnyitott] G graf k-szorosan dsszefiiggd, ha legaldbb k + 1 pontja van, és
k-szorosan Osszefiiggd barmely két pontja kozott. Ekvivalens alakban: |V (G)| >
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> k+1és G— X [er6sen| Osszefiiggd barmely X C V(G), | X| < k — 1 halmazra.
Iranyitatlan grafra ez még tigy is mondhato, hogy |V (G)| > k+1 és G nem repre-
zentdlhaté G U Gg alakban, ahol V(G1),V(Gy) # V(G) és |V(G1) NV (Ga)| <
< k —1. A teljes K,, graf igy (n — 1)-szeresen Osszefiigg, de nem n-szeresen
osszefiiggs. Osszefiiggs és 1-Osszefiiggd ekvivalens a legalabb két pontu grafokra.

Osszehiizas: egy e €l Gsszehizdsa egy [iranyitott] grifban az él elhagyasat és a két
végpontja azonositdsit jelenti. Egy részgraf dsszehizisa minden élének osszehi-
zasat jelenti (az élek osszehuzasidnak sorrendje nem szamit). Vegyiik észre, hogy
Osszehtzéssal keletkezhetnek tobbszoros élek.

Parhuzamos élek: lisd grdf, irdnyitott grdf, hipergrdf.

Péros (2-kromatikus) grif- Olyan G graf, mely pontjain létezik egy {A, B} par-
ticio, vagy 2-szinezés, hogy minden él egy A-beli és egy B-beli pontot kit 6ssze
(vO. kromatikus szdm).

Pérositas: egy k-pdrositds a G [hiper|grafban a G éleinek egy olyan részhalmaza,
melyb6l minden ponthoz legfeljebb k illeszkedik (az élek ismétlése meg van enged-
ve). Az 1-parositdsokat egyszertien pdrositisnak nevezziik. A G-beli legnagyobb
parositis elemszama v(G); legyen v(G) = oo, ha ) € G. A k-pérositéast tekint-
hetjiik egy olyan w : E(G) — {0,1,...} leképezésnek, melyre > p w(E) < k
minden z pontra (w(F) az E multiplicitdsa a parositdsban). A teljes k-pdrositds
olyan k-parositds, melynek minden pont pontosan k eleméhez tartozik (vegyiik
észre a kiilonbséget ez és egy k-faktor kozott: ott a G egy éle legfeljebb egyszer
szerepelhet). Tortpdrositds: olyan nem-negativ valés w(e) silyok hozzarendelése
minden e élhez, melyre » o w(e) < 1 minden x pontra. A tortparositas w mé-
rete a }.cp(q) wle) érték; a tortpdrositas minimalis méretét v*(G) jeloli.

Particié (S halmazé): S nem-iires diszjunkt részhalmazinak {A41,..., A;} rend-
szere (ezek a partici6 osztdlyai), melyre A1,U...U A}, = S. Egy n-elemi halmaz
particiéinak B, szamat Bell szamnak hivjuk.

(n szdmé): pozitiv egészek egy {a, ...,ar} (a1 > ... > a;) kollekci6ja, melyre
al+...tap=n.

Perfekt graf: olyan egyszerti G graf, melynek minden feszitett G’ részgrafjara

w(G) = x(&).

Permanens (egy (az’j)?:1?:1 matrizé):

perd = Z a1,7(1) - - - Gnym(n)s
™

ahol 7 végigfut {1,...,n} 6sszes permutaciéjan.

Permutacié (egy Q halmazé): Q egy sajat magara torténd kolcsonosen egyértelmii
leképezése. Egy n-elemii halmaz permutécidinak szdma n! = 1-2-...-n. A minden
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elemet helybenhagyé permutéciét 1 jeloli. Ha v az € egy permutacidja, x € €2, és
~v(x) = z, akkor x a 7 egy fizpontja.

Permutéciécsoport: olyan I' csoport, melynek minden y eleméhez hozzd van ren-
delve egy véges € halmaz egy ¥ € I' permutacidja tugy, hogy vo(x) = 6(7(x))
(7,6 € T'). Ha ebbdl félreértés nem szarmazhat, fel fogjuk tenni, hogy I' elemei
maguk is permutacidk, és esetleg ismétlGdhetnek is. Ha 4 = §-bdl v = 6 kovetke-
zik, vagy ezzel ekvivalensen v # 1-re 4 # 1, akkor a permuticiécsoport effektiv.
Ha barmely x, y € Q parhoz legfeljebb egy olyan v € T' 1étezik, melyre v(x) =
=y, akkor a csoport tranzitiv. Ha barmely x, y € (2 parhoz legfeljebb egy v € I’
létezik, melyre v(x) = y, vagy (ekvivalens alakban) egyetlen v € I'; v # 1-ben
sincsen fixpont, akkor a permutaciécsoport félig requldris. Ha félig regularis és
tranzitiv is egyben, akkor reguldrisnak nevezziik. Ebben az esetben |I'| = || és
Q elemei azonosithatok T' elemeivel tgy, hogy v(6) = 6 minden v, § € T'-ra.

Petersen graf: liasd 9. 4bra, XXX old.
Pfaffian (ferdén szimmetrikus mdtrizé): Ha A = (aij)?gliil ferdén szimmetrikus
(azaz Az = 0, a5 = —(Lji), akkor

PFA =i i inn@isjis e+ Gingns

ahol ;4. inin @
1 2 ... 2n—-1 2n
i1 J1 - in Jn
permutécié elGjele, és a szummazas {1,...,2n} minden {{i1,j1},...,{in,Jn}}

alaku particiGjara megy. Konnyen lathato, hogy az {{i1,j1},...,{in,jn}} parti-
ci6hoz tartozé tag nem fiigg az osztilyok sorrendjétél és egy osztdlyon beliili két
elem sorrendjétsl sem.

Pont: lisd grdf, irdnyitott grdf, hipergraf.

Pélya leszamlalasi médszere: ldsd 3.26-30.

Priifer kéd: lasd 4.5.

Pszeudoszimmetrikus irdnyitott grdf: lasd szimmetrikus.
Ramsey tétel: lasd 14. fejezet.

Regularis grdf: lasd fokszdm;

Regularis csoport: 1lasd permutdcidcsoport.

Reprezentans-rendszer (H hipergrdfé): olyan injektiv o: E(H) — V(H) leképe-
zés, melyre o(F) € E minden E € F(H)-ra. Ha nem adédhat félreértés, szokas a
o(E(H)) értékkészletet is reprezentans-rendszernek nevezni.
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Részgraf (G grifé): olyan G’ graf, melyre V(G') C V(G) és E(G') C E(G).

Jelolése: G’ C G. A G eqgy X C V(G) halmaza dltal feszitett részgrifja az a G[X]
graf, melyre V(G[X]) = X, E(G[X]) ={e € E(G) : e C X }.

Rész-hipergraf (H hipergrdfé): olyan H' hipergraf, melyre V(H') C V(H),
E(H') C E(H).

Selberg szita: lasd 2.14-17.

Séta egy [irdnyitott] grifban: olyan (x1,egz,...,%p, €, Tpy1) sorozat, melyre
x1,...,x a graf pontjai és e; egy (x;,x;41)-€l (i = 1,...,k). Ha a(z) [irdnyi-
tott] graf egyszerti, a sétat lefrhatjuk az (x1, ..., x4 1) sorozattal is. A séta akkor

és csak akkor nyilt [zdrt], ha xp 1 # x1 [x41 = z1]. A séta hossza a fenti k. A
séta egy wvonal, ha egy élt sem hasznilunk egynél t6bbszor.

Sikgraf: olyan graf, melynek pontjai a sik pontjai, és élei (a végpontnak megfelel
sikbeli pontban végz5ds) sikbeli Jordan gorbék, melyeknek a végpontokon kiviil
nincsen kozos pontjuk. A halmaz egy 6sszefiiggé komponensét, melyet egy sikgraf
éleinek és pontjainak a sikbol valé elhagyasaval kapunk, lapnak (orszdgnak) ne-
veziink. Egy lap hatira mindig bizonyos élek unidja; ha a G sikgraf 2-6sszefiiggs
graf, akkor minden lap hatdra a G egy korének éleibsl 4116 zart Jordan-gérbe. Ha
egy (absztrakt) G graf izomorf egy G sikgraffal, akkor sikbarajzolhatonak hivjuk.
A Gy sikgrafot a G egy sikba valé bedgyazdisinak neveziink.

Szita formula: lisd 2. fejezet.

Szorzat: két egyszerti [irdnyitott] G és G graf szorzatat haromféleképpen értel-
mezziik:

(Gyenge) direkt szorzat G1 X Go:
V(G1 x Gg) =V (G1) x V(Ga),
E(G1 x G2) = {((x1,72), (y1,92)) : (¥1,22) € E(G1), (v2,y2) € E(G2)}.

Erds direkt szorzat G1 - Ga:
V(G- Ga) = V(G1) x V(Ga),
E(G1-Ga) = {((z1.22). (y1,92) : (x1,22) € E(G1) és (x2,y2) € E(Ga),
vagy 1 = y1 és (x2,y2) € E(G2) vagy (v1,y1) € E(G1) és 29 = ya}.

Descartes szorzat G1 ® Go:
V(G1 @ Ga) =V (G1) x V(Ga),
E(G1 ® G2) = {((v1,72), (y1,92) : 71 = y1 és (v2,92) € E(G2);
vagy (z1,y1) € E(G1) és 23 = y2)}.
Tehat G1 - G = (G1 x G9) U (G & Ga) (lasd 121. abra).
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két hipergraf, Hyi, Ho direkt szorzata: a kovetkez6k szerint definidlt Hq x Ho
hipergraf:

V(H1 X H2) = V(Hl) X V(HQ),
E(H1 X HQ) = {El X Fy: Fq € E(Hl),EQ € E(Hg)}

.1 XX KX

G, x G, G, G, G, &G,

121. ABRA

Spektrum: egy G grdf spektruma a G Ag szomszédossdgi matrixanak spektruma
(sajatértékeinek Osszessége). Mivel Ay szimmetrikus, G sajdtértékei (a spektruma
elemei) valdsak.

Sperner lemma: lisd 5.29.

Sperner tétel: lasd 13.21.

Sperner-rendszer: olyan hipergrif, melyben egyetlen él sem tartalmaz mésik élt.
Stacionarius eloszlds: (egy grifon tett véletlen sétdé): lasd 11.35.

Stirling ciklusszam [Z] egy n-elemii, pontosan k ciklust halmaz permutaciéinak

szama. A (—1)"_]C [Z] szamokat szokas elsdfaju Stirling szamoknak nevezni, és
s(n, k)-val jelolni.

Stirling particiészam {Z} n dolog pontosan k osztilyba particionaldsainak sz&-
ma. Ezeket a szamokat szokas mdsodfaji Stirling szamoknak nevezni, és S(n, k)-
val jel6lni.

Szimmetrikus irdnyitott grdf: olyan egyszerii irdnyitott graf, melyben minden
(z,y) € E(G) élhez van egy (y,x) € E(G) él. Pszeudoszimmetrikus: d¥(x) = d~
—(z) minden pontban.

Szinezés: egy graf [irdnyitott graf, hipergraf] (érvényes, j6) k-szinezése ,szinek”
(4ltaldban az 1,..., k egészek) hozzdrendelése a pontokhoz oly médon, hogy min-
den €l végpontjai kiilonbozs ,szintiek”.

k-szinezhetd, k szinnel szinezhetd grdf [irdnyitott grdf, hipergrdf]: van j6 k-
szinezése.

Szomszédos: lasd grdf.

Tag egy G grdfban: elvigéél vagy maximélis 2-Osszefiiggl részgraf. Minden élt
egyetlen tag tartalmaz. A tagokat definidlhatjuk az E(G)-n értelmezett e és f
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egy korén van vagy e = f7 ekvivalencia-relaci6 osztilyaiként is. Egy graf tagjai
ykaktusz-szeri” struktirat adnak; minden egynél t6bb tagba tartozé pont elva-
gépont, és barmely ponthoz tartozé dgak szama egyenl a pontot tartalmazé ta-
gok szdmaval (122. 4bra). Az egyetlen elvagépontot tartalmazo tagokat végtagnak
hivjuk.

&)

122. ABRA

] végtag

Tavolsag: a G grdfbeli x és y pontok kozti tdvolsdg az (x, y)-utak minimélis hossza;
ha nincsen G-ben x-et és y-t 6sszekots it, a tavolsdguk oo. Jeldlése de(x,y), vagy
roviden d(x,y), ha egyértelmii, hogy melyik grafr6l van szo.

Teljes graf: egyszerii graf, melyben barmely két kiillonb6z6 pont szomszédos. Az
n ponti teljes grafot K, jeloli.

Teljes gyokeres d-edrendii fa: lisd fa.

Teljes paros graf: olyan egyszerti graf, melynek pontjai két U, W osztalyba so-
rolhaték gy, hogy két pont akkor és csak akkor szomszédos, ha egyik U-beli, a
masik W-beli. Ha |U| = n és [W| = m, akkor a teljes paros grafot I, ., jeloli.

Tortlefogas a G [hiper|grifban: egy nem-negativ valds ¢(z) stly hozzarendelése
minden x ponthoz tgy, hogy > cpt(x) > 1 minden E élre. A tortlefogas mérete
> zev(q) t(x). A minimalis méretii tortlefogast 7°(G) jeloli.

Tranzitiv turnament: olyan 7" turnament, melyben (z,y) € E(T) és (y, z) € E(T)-
bél (x,y) € E(T) kovetkezik. Egy tranzitiv turnament pontjai olyan (x1,...,zy)
sorrendbe rendezhetSk, hogy (z;,x;) € E(G) < i < j.

Tranzitiv permutaciécsoport: ldsd permutdcidcsoport.
Turan tétel: lisd 10.34.

Turnament: olyan (egyszerii) irdnyitott hurokmentes 7" graf, melynek minden x #
#y, x,y € V(T) parra (x,y) és (y, ) koziil pontosan az egyik éle.

Tutte tétele: lisd 7.27.
Uniform: 1asd hipergrdf.
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Ut egy [irdnyitott] grafban: Bgy (x1,e1,..., €k, Ty1) séta, ahol x1,..., x5 1 kii-
16nb6z6 pontok. Jelolhetjiik (z1,...,2541)-gyel, ha a(z) [irdnyitott] graf egysze-
ri.

(X,Y)-at: olyan ut a(z) [irdnyitott] grafban, mely az X egy pontjit az Y egy
pontjaval koti Gssze, és nincsen méas kozos pontja X U Y-nal.

Ures [hiper]|grdf: nincsen se éle, se pontja.

Véagas: (a,b)-vagas az olyan F' élhalmaz, mely minden (a, b)-utat reprezental (le-
fog). Az S C V(G) 4altal meghatarozott vagas az S-t V(G) — S-hez kapcsolo élek
halmaza. Ha C az S’ 4ltal meghatdrozott vigés a G irdnyitott grafban, akkor C*
a V(G) — S altal meghatarozott vigas.

Végpont (G grifé): elssfokn pont. El végpontja: lasd grdf.

Véletlen séta egy G grifon: a vy, vy, ve,... véletlen pontok (végtelen) sorozata,
ahol vg-t valamely adott (gyakran egyetlen pontra koncentralt) kezdeti eloszlasbol
vélasztjuk, és minden ¢ > 0-ra v;41-et a v; szomszédain vett egyenletes eloszlasbol
valasztjuk. Az u pontbdl a v pont elérési ideje az w pontbdl indul6 véletlen séta
varhato lépésszdma v érintéséig; jelolése: H (u,v). Az u és v élek kozotti menettérti
idd az u pontbdl a v és a v pontbdl az u elérési idejének tsszege; jelolése: k(u,v).
Az u pont lefedési ideje az u pontbdl indulé véletlen séta varhaté lépésszama
addig, mig az Osszes pontot érinti. Egy graf elérési [lefedési] ideje a maximalis
elérési [lefedési| id6 minden w, v-re .

Vonal: lasd séta.

O-graf: olyan graf, mely két pontot 0sszekots harom fiiggetlen atbol all.
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