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Fiiggelék:
A centralis er6k és a bolygépalyak

Lenny gornyedten bandzsit bele a tdvcs6 nézékéjébe. Korabban
még sohase csindlt ilyet. Nézi a Szaturnusz gyfrtiit és fiityoré-
szik a gyonyoriiségtol.

— Lattad mar a gyfirfiket, George?

— Uhiim, persze - bélogat George.

Lenny felegyenesedik és faggatni kezdi a baratjat.

— Honnan kertiltek ezek oda?

— Ahonnan a Fold is a Nap koré — valaszolja George.

Lenny bélogat.

— Mitél kering ez az egész?

A centralis er6 és a gravitacié

A centrélis er6térben az erd a centrum felé mutat — vagyis a tér
egy pontja felé (Id. az 1. dbrat). De még az is igaz rd, hogy a cent-
rumtol adott tdvolsdgra az erd nagysdga ugyanakkora minden
irdnyban.

Matematikai szempontb6l a centralis er6kben nincs semmi

kiilonos azon kiviil, hogy van egy nyilvanvalé szimmetridjuk, a
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1. dbra: A centralis erd

forgasi szimmetria. A fizikaban és a fizika torténetében azonban
egészen kiilonleges a szerepiik. Az els6 feladat, amelyet New-
ton megoldott — a bolygémozgds problémadja — a centralis er6vel
kapcsolatos. Ugyancsak centrélis er6tér probléma az elektron ke-
ringése a hidrogénatom magja kortil. Amikor egy egyszerti mo-
lekula két atomja egymads kortil kering, ez a feladat is visszave-
zethets centralis erére, amelynek centruma a tomegkodzépponttal
esik egybe. Mivel id6hidny miatt erre a témdra az el6addsokban
nem sikeriilt sort keriteni, ebben a kiegészitésben foglalkozunk
vele.

A hatdrozottsag kedvéért a Fold keringésére fogunk koncent-
ralni a nala sokkal nagyobb tomegt{i Nap koriil. A Newton-torvé-
nyek szerint a Nap 4ltal a Foldre gyakorolt er6 egyenld és ellenté-
tes irdnyu a Fold altal a Napra gyakorolt ervel. Mi tobb, mind-
kéteré iranya a két égitestet 6sszekotd egyenessel esik egybe. Mi-
vel a Nap tomege mellett a Fold tomege szinte elhanyagolhat6,

ezérta Nap mozgésatol eltekinthetiink, feltehetjiik, hogy a térben
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fix helyzetti. A koordindta-rendszeriinket célszer(i igy megva-
lasztanunk, hogy az * = y = z = 0 origd a Nap kozéppontjaval
essen egybe. A Fold azonban mozog valamilyen pélyan az origd
kortl. Jeloljuk a Fold helyzetvektorat 7-rel, amelynek a harom
komponense legyen z, y és z. Mivel a Nap az origéban nyugszik,
a Foldre hato er6 az origé felé mutat, ahogy az 1. dbrdn lathato.
Az er6 nagysaga pedig csak az origotdl szamitott r tavolsagtol
fligg. Az ilyen tulajdonsagu eréket — az origo felé mutatnak és a
nagysaguk csak a tavolsagtol fligg — centrilis erbknek hivjuk.

Idézziik fel az 1. kozjatékban bevezetett

>
I
=<3y

egységvektort. A centrélis er6t dltalanos forméban az
F=f(r)7

képlet definidlja, amelyben f(r) az er6 két tulajdonsagat tartal-
mazza. Egyrészt az f(r) abszolit értéke az r tdvolsdgban 1évo
Foldre hat6 erd nagysagdval egyenls, masrészt az f(r) elGjele ha-
tdrozza meg, hogy az er6 a Nap irdnydba vagy az azzal ellentétes
irdnyba mutat — azaz vonzé vagy taszit6. Amikor f(r) pozitiv, az
erd a Naptol elfele mutat (taszit6), amikor pedig negativ, akkor a
Nap felé iranyul (vonzo).

A Nap és a Fold kozott természetesen a gravitacios erd hat.
Newton éltaldnos tomegvonzasi torvénye szerint az m; és az ms

tomegti testek kozott hat6 gravitacios erd a kovetkezod két alap-
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tulajdonsaggal rendelkezik:

N1: Az er8 vonzé és ardnyos a tomegek, valamint egy bizonyos G
konstans szorzatdval. A G-t gravitdcids dllandénak hivjuk, és az értéke
G =~ 6.673 m%kg!s72

N2: Az er§ forditottan ardnyos a tomegek kozotti tdvolsdggal.

o Gmim
Képletben kifejezve: Az er§ vonzo és a nagysaga #-tel
T

egyenld. Az f(r) figgvény tehdt a kovetkez6:

Gmlmg
f('l") = - r2 )
vagyis
= Gmims
Forav = Wz r.

A Fold-Nap-rendszerre korlatozédva a Nap tomegét M-mel, a

Foldét m-mel fogjuk jelolni. A Foldre hat6 erd ezért

A Fold mozgasegyenlete természetesen a szokdsos F' = ma, ami

a gravitacios esetben a kovetkezo:

A7 GMm .
m——ms = ———— 1.
dt? 72

Van ennek a képletnek egy érdekes tulajdonsaga: A Fold tome-

gével lehet a két oldalt egyszerfisiteni. A mozgasegyenlet tehat
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fliggetlen a Fold tomegétdl:

d*v GM

o T 1

dt? 2 @
A Foldétsl nagyon eltérd tomegti objektum, példdul egy tirszon-
da, ugyanolyan pélyan keringhet a Nap kortil, mint a Fold. De
ennek az a feltétele, hogy a Nap tomege legyen sokkal nagyobb a
Fold vagy a szonda tomegénél, és ezért a mozgdasatol el lehessen

tekinteni.

A gravitaciés potenciilis energia

A gravitdcios er6t lehet potencialis energiabdl szarmaztatni. Em-
lékeztetiink rd, hogy egy adott potencidlis energiahoz tartozo eré

a potencidlis energia negativ gradiensével egyenld:

—

F=-VV.

A gravitaciés er6t leiré V-t nem tul nehéz kitaldlni. Elészor is,
mivel az er§ aranyos a GMm konstanssal, ennek a tényezének a
potencialis energidban is szerepelnie kell. Mivel tovdbbd az er6
csak az r tadvolsdgtol fligg, varhatd, hogy a V (r) potencidlis ener-
gia is egyediil az r fliggvénye. Végiil az erd, amely a V(r) diffe-
rencidlasaval kaphat6 meg, 1/r?-tel ardnyos, ily médon a poten-
cidlis energianak 1/r-rel kell ardnyosnak lennie. Mindent dssze-

véve a
GMm

r

V(r)=

fliggvénnyel probélkozva kidertil, hogy ez a helyes formula.
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A Fold egy sikban mozog

Kordbban mar emlitettiik, hogy a centrélis er6nek van egy szim-
metridja, az origé koriili forgési szimmetria. A 7. el6addsban
lattuk, hogy ennek a szimmetridnak a kovetkeztében az impul-
zusmomentum megmarad. Tegytik fel, hogy egy adott pillanat-
ban a Fold helyzetvektora 7, sebessége pedig v. Ezt a két vektort,
valamint a Nap kozéppontjat tartalmazo sik a foldpalya sikja az

adott pillanatban.

N
L

2. dbra: Az L impulzusmomentum, az 7 helyzetvektor és a & sebességvektor
kolesonos helyzete

Az [ impulzusmomentum az 7* x ¥ vektorszorzattal ardnyos,
ezért merSleges mind az 7, mind a ¥ vektorra (Id. a 2. &brat),
vagyis merdleges a pélyasikra. Ennek az észrevételnek a stlya
akkor valik igazan vilagossa, amikor az impulzusmomentum
megmaraddsdval kombindljuk, amely szerint az L id6ben allando.
Ennek egyenes kovetkezménye, hogy a palyasik is véltozatlan

marad. Egyszer{ibben szélva, a foldpélya és a Nap folyamatosan
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ugyanabban a véltozatlan helyzet(i sikban fekszik. Ennek isme-
retében célszer(i a koordinatatengelyeket tigy vélasztani, hogy a
pélyasik essen egybe az x,y sikkal. Az eredetileg haromdimen-
zi0s feladat igy kétdimenzidssa valik, mert a z koordindta sem-

milyen szerepet sem jatszik benne.

Polarkoordinatik

Dolgozhatnank az x, y Descartes-koordinatdkkal, de a centralis
erével kapcsolatos feladatokat sokkal konnyebb az r, § poldrko-

ordindtdkban megoldani. A kétfajta koordinata kapcsolata a ko-

r=1/2% +y?

T
cost) = —.
r

vetkezd:

Polarkoordindtakban a Fold mozgasi energidjara az elég egyszert
_ M2 242
T= 5 (r + =0 ) (2)

kifejezést kapjuk. A potencidlis energia még egyszert(ibb, mert

egyaltaldn nincs benne 6:

V(r) = : ®)

www.interkonyv.hu © Hungarian translation, Hrasko Péter



© Typotex Kiado

258 Az elméleti minimum

A mozgasegyenletek

Mint éltaldban, most is legegyszertibben a Lagrange-modszerrel
lehet a mozgédsegyenleteket felirni. Emlékeztetiink rd, hogy a
Lagrange-fliggvény a mozgdsi és a potencidlis energia kiilonb-
sége: L =T — V. A (2) és a (3) alapjan poldrkoordindtakban

_ M2 242 GMm
L—2<r—|—r9)+ pa (4)

a mozgasegyenletek pedig a kovetkezok:

doL_oL
dt or ~ Or
doL_or
dt 96~ 90’

Az L-etide behelyettesitve kapjuk meg explicit formdban a moz-

gdsegyenleteket:

i =r0? — —, (5)
T
valamint

%(mﬁé) =0. (6)

Ez ut6bbi egyenlet megmaradasi torvényt fejez ki; mint varhato,
az impulzusmomentum megmaraddasat. (Egészen pontosan az
impulzusmomentum z komponensének a megmaradédsat.) Az

impulzusmomentumot L-lel szokds jelolni, de hogy a Lagrange-
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fiiggvénnyel ne lehessen dsszetéveszteni, inkabb a py jelolést fog-
juk hasznélni. Ha ismerjiik py értékét egy adott pillanatban akkor

minden pillanatban ismerjiik. A (6) megoldasat ezért irhatjuk
mr29 = Po (7)

alakban, amelyben py-t ismert konstansnak tekinthetjtik.
A szogsebességet most kifejezziik a Nap-Fold-tavolsagon ke-

resztiil. Ehhez csak meg kell oldani (7)-t f-ra:

Po ®)

mr?

Nemsokdra visszatériink ehhez a képlethez, de elészor foglal-

kozzunk az r-re vonatkozoé

GMm
)

©)

mit = mro? —

mozgésegyenlettel. Ebben a szogsebesség szerepel, de (8) alapjan

ezt helyettesithetjitk az impulzusmomentummal:

p;  GMm

5 -

mi =

3 (10)

mr r
Ennek az r-re vonatkozé egyenletnek van egy érdekes interpre-
tacidja: Olyan, mint valamilyen egyedi r koordindtdra vonatkozo
mozgdsegyenlet egy Osszetett

" _p;  GMm
effektiv. = 3 —
mr

(11)

r2
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G
, effektiv” er6 hatdsa alatt. A —

sz tag maga a gravitcios
erd, de az els6 tag megjelenése elég varatlan. Valdjaban ez nem
mas, mint a fiktiv centrifugélis er, amely minden olyan részecs-
kére hat, amelyiknek van impulzusmomentuma az origéhoz vi-
szonyitva??.

Kifejezetten hasznos felfogasmoéd az, ha a (10) egyenletre tgy
néziink rd, mintha egy valésdgos egydimenziés mozgds egyen-
lete lenne a gravitacios és a centrifugdlis er6 adott kombindcidja-
nak jelenlétében. A kiilonb6z6 impulzusmomentumokhoz per-
sze kiilonboz6 py tartozik, de mivel py megmarad, rogzitett szam-
nak tekintheto.

Az effektiv er6hoz meg lehet konstrudlni a megfelel6

v,  GMm

2mir? r

Vetfektiv = (12)
effektiv potencidlis energia fliggvényt, amely szdmot ad mind a
gravitdciorol, mind pedig a centrifugdlis erér6l. Kénnyen igazol-

hato, hogy
AVoffektiv
dr

Fefreriv = —
Gyakorlatilag az r mozgdasa felfoghat6 egyetlen részecske moz-
A I . mT 1 .
géasaként, amelynek kinetikus energidja BN potencidlis energi-
dja Vefrektiv, @ Lagrange-fliggvénye pedig

mr? P2 GMm

Leffektiv = (1 3 )

2 2mr? r

22Ey némileg félrevezet6 magyardzat, mert centrifugalis erd csak forgd
koordindta-rendszerben hat (1d. a 6. el6addst). A (11) elsé tagja formailag egyezik
meg a centrifugalis erével. — (A forditd)
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Effektiv potenciilis energia diagrammok

A potencialis energia fliggvényalakjanak felrajzoldsa sokat segit-
het a tdjékozodasban. Az egyenstlyi pontokat példaul (amelyek-
ben a rendszer nyugodhat), azonosithatjuk a potencidlis energia
stacionér pontjaival (minimumaival, maximumaival). Ez érvé-
nyes a centrdlis eré hatdsdra végbemend mozgasra is, csak ek-
kor az effektiv potencialt kell alapul venni. Abrazoljuk elészor
a Vefrektiv tagjait kiilon-kiilon, ahogy a 3. dbran lathat6. Vegytik
észre, hogy a két tag kiilonboz6 elGjelti, a centrifugdlis tag po-
zitlv, a gravitacios pedig negativ. Ez azzal kapcsolatos, hogy a
gravitacios er6 vonzo, a centrifugdlis erd viszont elfele taszitja a

részecskét az origo6tol.

__po’
Vi(r) Pmr?

Vi(r)

3. dbra: A potencialis energia centrifugalis és gravitdcios jarulékdnak gorbéi

Az orig6 kozelében a centrifugdlis tag a jelentésebb, de nagy

r-nél (abszolut értékben) a gravitciés tag a nagyobb. Amikor
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Osszeadjuk Oket, a Vgrekiiv 4. dbran felrajzolt gorbéjét kapjuk.

pe*>  GmM

Vir) =
(r) 2mr? r

Vi(r)

4. dbra: Az effektiv potencidlis energia gorbéje

Figyeljiik meg, hogy ennek a kombinalt gorbének van egy mi-
nimuma. Ez elég hihetetlenmek ttinik, hiszen els6 latdsra azt
fejezi ki, hogy a Fold mintha nyugodhatna egy meghatdrozott
egyensulyi pontban. De ez a latszat hamis és annak kovetkez-
ménye, hogy csak az r koordinataval foglalkozunk, a ¢ szogval-
toz6rdl nem vesziink tudomdst. A minimum helyes értelmezése
az, hogy az impulzusmomentum minden értékéhez tartozik egy
olyan palya, amelyen mozogva a Fold alland¢ tdvolsdgban ma-
rad a Naptol. Ezek a palyak korok. A Vigexsv fliggvény grafikon-
jan a korpédlyanak a minimumban nyugvé fiktiv részecske felel
meg.

Szamitsuk ki r értékét a minimumban. Ehhez a Vifexsiv fligg-

vényt derivalni kell, és a derivaltat nulldval kell egyenlévé tenni.
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Ez egy egyszer(i szdmitds, amelynek elvégzését Onokre bizom.

Az eredmény az, hogy a minimum az

v}
— 14
" GMm? (14)

pontban van. A (14) megadja a foldpalya sugarat (feltéve, hogy
az koralakt, ami nem egészen igaz) az impulzusmomentum fiigg-

vényben.

A Kepler-torvények

Tycho Brahe dén csillagész volt, aki még a teleszképok el6tti id6-
ben, a tizenhatodik szdzad masodik felében élt. Kiilonleges gond-
dal elkészitett nagyméretii szogmérd eszkozei segitségével min-
den el6djénél pontosabban tudta meghatdrozni az égitestek po-
ziciéjat. A Naprendszer mozgdsara vonatkoz6 tdbldzatai a leg-
pontosabb méréseken alapulnak, amelyeket a tdvcsd megjelenése
el6tt végeztek. Ami az elméleteit illeti, azok elég attekinthetetle-
nek voltak. Legértékesebb orokségként a tablazatait hagyta az
utédokra.

A téblazatok igazi jelent§sége munkatdrsdnak, Johannes Kep-
lernek koszonheten valt vildgossa. Kepler a tdbldzatok adatait
egyszer(i geometriai és matematikai tényekhez probélta hozz4il-
leszteni. Fogalma se volt réla, hogy a bolygék miért mozognak
az igy kaphat6 szabalyok szerint — a miértekre adott vdlaszai mai
szemmel nézve elég zavarosak —, de tény, hogy a szabélyok mfi-
kodtek.
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Newton rendkiviili teljesitménye — bizonyos értelemben a mo-
dern fizika kezdd lépése — az volt, hogy a sajat mozgdstorvénye,
valamint a tavolsag négyzetével forditottan ardnyos gravitdcios
er6torvénye alapjan magyarazatot adott a bolygémozgas Kepler-

féle torvényeire. Emlékeztetek ezekre ez utébbiakra:

K1: A bolygdk ellipszispdlydn mozognak, amelyek egyik kozos gyiij-
topontjdban taldlhaté a Nap.

K2: A bolygét a Nappal 0sszekotl vezérsugdr eqyenld iddk alatt

egyenld teriileteket siirol.
K3: A bolygdk keringési idejének négyzete eqyenesen ardnyos a

Naptél mért dtlagos tdvolsdguk kobével.

5. dbra: A Fold elliptikus pélyéja a Nap koriil
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Kezdjiik az elliptikus pélyara vonatkoz6 K1-gyel. Kordbban
lattuk, hogy a korpalyék az effektiv potencidl minimumaéhoz tar-
toz6 egyenstlynak felelnek meg. De az effektiv egydimenzids
rendszernek vannak olyan mozgdsai, amelyekben oszcilldl a mi-
nimum koriil. Az ilyen mozgds sordn a Fold véltakozva foglal el
egy Naphoz legkozelebbi és egy att6l legtavolabbi pontot. Koz-
ben persze, mivel van valamekkora L = py impulzusmomen-
tuma, kering6 mozgast is végez a Nap koriil. Ez mds szavakkal
annyit jelent, hogy 6 folyamatosan né az idé fliggvényében. A
tdvolsag oszcillaci6jabol és a szoghelyzet novekedésébdl dssze-
all6 trajektoria egy ellipszis, amelyet az 5. abrdn lathatunk. Ha
a trajektorian végighaladva csak a Naptél mért tavolsdgra figye-
liink, akkor azt tapasztaljuk, hogy ez a tdvolsag valtakozva n6 és
csokken, mintha a Fold az effektiv potencidlban oszcillalna.

Kicsit nehezebb lenne bebizonyitani, hogy a pélya tényleg
egy pontos ellipszis, ezért ezzel a feladattal most nem foglalko-
zunk.

Vizsgéljunk most egy masik mozgast az effektiv potencidl-
ban. Tegyiik fel, hogy a részecske energidja elég nagy ahhoz,
hogy kiszabaduljon a potencidlis energia egyensulyi pontjat tar-
talmaz6 godorbdl. Egy ilyen pdlydn a részecske a végtelenbdl
érkezik, az r = 0 kozelében visszaverddik a potenciélrél, majd
Gjra tdvozik a végtelenbe, ahonnan sohase jon tobbé vissza. Ilyen
palyak léteznek, végtelen hiperbolapélyaknak hivjak Sket.

Foglalkozzunk most a K2-vel. Kepler médsodik torvénye sze-
rint a vezérsugdr, mikdzben végighalad az ellipszisen, egyenld
id6k alatt egyenld teriileteket stirol. Ennek nagyon megmaradasi

torvény szaga van, és valéban az is — az impulzusmomentum
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megmaradasat fejezi ki. Osszuk el a (7) egyenlet mindkét oldalét
m-mel:

12 =0, (15)

Kovesstik képzeletben a bolygoét a Nappal 6sszekotd vezérsugar
mozgésat. Egy kis dt id6 alatt a stirolt tertilet legyen d A, a kozép-

ponti szog megvaltozasa pedig df.

6. abra: A vezérsugar éltal dt id6 alatt sarolt tertilet

A 6. dbran besatirozott kis haromszog tertilete

dA:%ﬁw,

mert a hdromszog tertilete az alap (r) és a magassag (r df)) szor-
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zatdnak a felével egyenl6. A di-vel végigosztva a

képletre jutunk. Itt felhaszndlhatjuk az impulzusmomentum meg-

maraddsét kifejez6 (15) képletet, ezért

dA
= (16)
Mivel pg (és persze m is) dllando, latjuk, hogy a surolt tertilet
konstans titemben n6, és ez az titem ardnyos a palyamozgdas im-
pulzusmomentumaval.

Vizsgéljuk meg végiil a K3-at: A bolygok keringési idejének négy-
zete egyenesen ardnyos a Naptdl mért dtlagos tdvolsiguk kobével.

Korlatozédjunk a korpalydkra, noha Kepler torvénye az ellip-
tikus pélyakra is érvényes. A torvényt tobb kiilonb6z6 gondolat-
menettel is meg lehet kapni, amelyek koziil talan a legegysze-
rtibb az F' = ma Newton-torvénybdl indul ki. A keringd Foldre

az
GMm

F=-"7

gravitaciés er6 hat. Masrészt a 2. el6adasban lattuk, hogy egy

korpéalyan egyenletesen mozg6 test gyorsuldsa

a=wr (17)

-rel egyenld, ahol w a szogsebesség.
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268 Az elméleti minimum

1. Feladat: Igazoljuk a (17)-et a 2. el8adas (3) képlete se-

gitségével.

A Newton-torvény tehét a kovetkezé:

GMm 9
= mw’r.
2
Oldjuk ezt meg w?-re:
, GM
w? = .
3

Utols6 1épésként vegyiik észre, hogy a 7 periédusidé — a teljes
kor megtételéhez sziikséges keringési id6 — és a szogsebesség ko-
z6tt az egyszerii

1

T 27w

kapcsolat all fenn. A keringési id6t hagyomanyosan nem 7-val,
hanem T'-vel szokas jelolni, de ezt a jelet mér lefoglaltuk a moz-

gdsi energidra. Mindent 6sszevéve

2 _ 1 3
Am2GM

Mint latjuk, a keringési id6 négyzete valéban ardnyos a sugar

kobével.
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