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El6sz6

A tankdnyv alapjaul a szerzd altal a Budapesti Corvinus Egyetemen 2006
Ota rendszeresen tartott igazsagos elosztasokkal foglalkozo targyak (Eloszta-
sok normativ vizsgalata, Fair division és Osztozkod4aselmélet) tananyaga szol-
gal. E teriilet — mint a tarsadalmi valasztasok elméletének egy részteriilete
— objektiv, normativ megkozelitést alkalmaz, ami az axiomatikus targyalas-
modban nyilvanul meg. Egyik alapvets és tipikus problémaja egy targybol
rendelkezésre 4ll6 sziikds mennyiség jol megfogalmazott elvek szerinti elosz-
tasa, megfelels eljarasok segitségével. Az igazsagos elosztéasok elmélete az
elosztasi eljarassal kapcsolatos elvarasokat (més néven tulajdonsagok vagy
axiomak) matematikailag formalizalt alakban ragadja meg, és keresi a bizo-
nyos elvarasoknak eleget tevd elosztasi eljarasokat.

A tarsadalmi, illetve k6z6sségi dontésekkel szemben valamilyen aranyossa-
gi, igazsdgossagi, méltanyossagi vagy hatékonysagi elvarast szokéas tdmaszta-
ni. A problémét neheziti, hogy az igazsagossag és a méltanyossag nehezen defi-
nialhat6 matematikailag, pontosabban e fogalmak eddigi ismereteink alapjan
matematikailag definidlatlanok és nem is varhato e téren elérelépés. A hét-
koznapi életben az igazsagossag alatt gyakran a matematikailag jol definialt
aranyossagot értik, bar sokszor torzult jelentéssel. Példaul sokszor hallhato,
hogy az egykulcsos adé nem aranyos. Természetesen olyan igazsagossagi kri-
tériumok, mint példaul az egyenl6k azonos elbanasa definidlhato egy adott
problémara, de az ilyen jellegt kritériumok nem képesek az igazsagossag, illet-
ve igazsagos elosztéas fogalmanak teljes kort megragadasara, mivel jellemz&en
nem sziikitik le kellen a lehetséges elosztasok halmazat. E téren a matema-
tikai irodalomban Gamow—Stern (1958) és a kozgazdaséagi irodalomban Foley
(1967) altal bevezetett irigységmentességi fogalom jelentett komolyabb el6re-
lépést, a problémara azonban végss valaszt nem adott.

A hétkoznapi életben elGszeretettel hasznalt igazsagossig fogalma elke-
riilhetetleniil szubjektiv, vitdkban sokszor elényszerzés céljabol elgszeretettel
hasznalt hivatkozasi alapﬂ Gondolhatunk itt olyan problémékra, mint pél-
déaul az alkalmazando adorendszer, egy lakohaz kozos koltségének felosztasa,

1 Az igazsagossag filozofiai meghatarozasanak kérdésével nem foglalkozunk.
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2 0. ELOszO

egy Orokség elosztasa, vagy a kapott szavazatok alapjan a partok manda-
tumainak meghatarozéasa. Az ilyen tipusi probléméakat vizsgalva az igazsé-
gos elosztasok elmélete segitségével tébbek kozott megvizsgalhatjuk, hogy az
axiomatikus targyalasmoddal milyen objektiv valaszokat adhatunk az egyes
elosztéasi kérdésekre.

A konyv els négy és a kilencedik fejezete az igazsagos elosztasok elméle-
tének ,klasszikus” teriileteit tartalmazzaE abban az értelemben, hogy a ki-
mondottan az igazsidgos elosztasokkal foglalkozd konyvekben megjelend is-
mereteket targyaljak. Az 6t6dik és a hatodik fejezet a tarsadalmi valasztasok
eredményeit hasznélja fel elosztési probléméak megoldaséara. A hetedik és nyol-
cadik fejezet pedig a jatékelmélet segitségével ad valaszt elosztasi kérdésekre.
Ezért az 6t6diktsl nyolcadik fejezetig terjedd rész, egy rovid bevezetést is
tartalmaz a tarsadalmi valasztasok elméletébe és a jatékelméletbe.

Magyar nyelven az igazsagos elosztasokat ismerteté konyv még nem ké-
sziilt. A konyvben targyalt fogalmak és megkozelités egy részét Bara (1998)
ismerteti magyarul megjelent attekinté szakcikksben Az angol nyelvi szak-
irodalomban t6bb neves kozgazdasz, matematikus és politologus irt tankony-
vet, illetve monografiat az igazsagos elosztdsok matematikai megkozelitésérdl.
Moulin (2003) bevezetd jellegti konyve kevés bizonyitéassal és sok példaval tar-
gyalja e tankOnyvben az els6 két és az 6t6diktdl hetedik fejezetekben talalha-
t6 tananyagot. Moulin (1988) monografiaja tartalmazza az el6bbi kényvében
nem kozolt bizonyitasokat. Brams—Taylor (1996) és Robertson—Webb (1998)
az altalunk a kilencedik fejezetben targyalt osztozkodési jatékokat targyalja
behatoan. Balinski—Young (2001) egy teljes konyvet szentel a negyedik feje-
zetben targyalt mandatumszamitéasi problémanak.

Végezetiil koszonetet szeretnék mondani lektoromnak, Orosz-Kaiser Ago-
tanak és Mala Jozsefnek, akik észrevételeikkel és a kézirat gondos elolvasasa-
val mindségileg javitottak a konyvon. Koszonettel tartozom Bednay Dezs6-
nek, Kérosiné Sviszt Katalinnak, Megyeri Krisztinanak, Németh Bélintnak,
Pintér Miklosnak és Simonovits Andrasnak a kézirat, illetve annak egyes fe-
jezeteihez flizott értékes megjegyzéseikért. Természetesen kizarolag a szerzé
felelGs a konyv esetleges hidnyossagaiért.

Budapest, 2013. augusztus 2.

Tasnadi Attila

2 A nyolcadik fejezetben targyalt nem-kooperativ jatékelmélethez valo viszonya miatt
targyaljuk csak a kilencedik fejezetben az osztozkodasi jatékokat.
3 Bara (1998) az enyhébb tisztességes elosztas elnevezést hasznalja.
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1. fejezet

Az elosztasi probléma

Egy joszagot, illetve az abbol rendelkezésre all6 mennyiséget tobb szempont
alapjan lehet elosztani az érdekelt szereplék kozott. A szereplSkrdl feltételez-
ziik, hogy az alkalmazott elosztasi szabalyt adottsagként fogadjak el. Egyel6re
kizarjuk a szereplSk kozotti (pl. pénzbeli) transzfereket, pontosabban csak az
elosztas targyat képezd joszaggal és az abbdl rendelkezésre 4ll6 mennyiséggel
foglalkozunk. Mivel szamos elosztési szabaly szoba johet, roviden ismertetiink
néhany elosztéasi alapelvet, amelyek a megfelels elosztasi szabaly kivalaszta-
saban, és ezéltal a rendelkezésre 4ll6 sziikds mennyiség elosztasaban segithet-
nek. Az elvek illusztraldsahoz tekintsiik a kovetkezs példat: négy barat egy
autdval kivan Budapestrél Keszthelyre eljutni és mindegyikiik végig szeretne
vezetni.

A kompenzdcid elve az eddig hatranyosabb helyzetben 1év6 személyt része-
siti elényben. Mivel csak az adott joszag elosztasaval foglalkozunk, a kompen-
zacio elve egy, az aktudlis elosztasi probléma megoldésat megel6z6 idGszakra
vonatkoz6 informaciot hasznél fel. A négy barat példajat tekintve, aki eddig
a legkevesebbet vezette az autot, az kapja meg a kormanyt.

A jutalmazds elve alapjan a k6z0sségért legtobbet tett személyt részesitjitk
elényben. A jutalmazas, a kompenzaciohoz hasonloan, az aktualis elosztasi
probléman tuali informaciot igényel. A négy barat problémaéajat tekintve pél-
daul, az autot megjavité személy vezetheti az autot.

Kiilsd jogok olyan jogi dokumentumokra utalnak, amelyek alapjan vala-
melyik szerepls, vagy a szereplSk egy csoportja els6bbségi jogot formalhat
az elosztand6 mennyiségre, illetve annak egy részére. A négy barat példaja
esetén az autd tulajdonosa donthet tgy, hogy 6 vezeti az autot.

Rdtermettség alapjan a targyat a leghatékonyabban, illetve a kozosség szé-
méra leghasznosabban alkalmaz6 személyt részesitjiik elényben. Esetlinkben

3
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4 1. Az ELOSZTASI PROBLEMA

példaul a leggyorsabban vezets személyt valasztjuk vezetének, ha a lehetd
leggyorsabban szeretnénk Keszthelyre eljutni.

Mint lathato, a példaként felsorolt négy szempont alapjan — szamunkra
meglepetést nem okozva — egymastol eltérd eredményeket kaptunk. Az el-
osztasi probléma elemzéséhez ebben a fejezetben bevezetiink egy egyszert
modellt, amely a problémat megragadé lehets legegyszertibb modell.

1.1. Az elosztasi probléma egyszerii matemati-
kai modellje

Jelolje S a nemnegativ egész vagy nemnegativ valos szamok halmazat, és
legyen N a lehetséges szereplSk rogzitetett, megszamlalhato halmaza. A le-
hetséges szerepl6k halmaza azért lehet megszamlalhatdéan végtelen, mert nem
kivanjuk a szereplSk szamat el6re korlatozni. Altalaban AN = N. Az elosztés-
ban résztvevs szereplék véges halmazat jeldljiik N-nel, ahol N ¢ N. A sze-
replék lehetnek példaul az 6rokosok, akik egy orokségen osztozkodnak, vagy
hitelez6k, akik egy cs6dbement cég vagyonan osztoznak stb. Tegyiik fel, hogy
a szereplGk egy t mennyiségben rendelkezésre allo joszaghbol részesednek, to-
vabba legyen az i € N szerepl$ igénye x;. A t és x; értékekrol feltessziik,
hogy nemnegativak. Az igy bevezetett jelolésekkel definidlt (N, ¢, (z;),cy) =
= (N,t,z) harmas egy elosztdsi probléma. A mar emlitett hitelez6i problé-
méanal ¢ a felszamolt vagyon értéke, mig x; az i személy altal nyujtott hitel.
Altalaban a deficites esetre koncentralunk, amikor is az Osszigények megha-
ladjak a rendelkezésre 4ll6 mennyiséget (3, y i > t). Megjegyzendd, hogy
a szufficites eset hasonloképpen kezelhets (), .y z; < t), mig az egyenstlyi
eset (Y ,cn i = t) trivialis, hiszen ekkor minden szereplS igénye pontosan
kielégithets. Tetszoleges N C N, N véges, x €SN és M C N esetén vezessiik
be az xpr =) ;0 Ti €8 az M= (73);¢ 0y Jeloléseket. Az xpy skalar tehat az
M-beli szereplSk Osszigénye és az =™ vektor pedig az M-beli szereplsk igé-
nyeinek egyiittese, illetve igényvektora. Specialisan x; =z (;; =gith 6s z=2N.

Megkiilonboztetiink folytonos és diszkrét elosztasi probléméakat aszerint,
hogy a rendelkezésre allo ¢t mennyiség folytonosan oszthato-e, vagy sem. Jol-
lehet a valosagban a pénz sem folytonosan oszthato, azonban példaul 1 F't ér-
téke mar oly csekély, hogy a pénzt az altaldnossag megszoritasa nélkiil folyto-
nosan oszthatonak tekintjiik. Az egyszertiség kedvéért, illetve a gyakorlatban
felmeriil6 érdekesebb eseteknek megfelelGen, a diszkrét elosztasi probléméaknal
mind elosztandd mennyiségként, mind igényként csak nem negativ egészeket
engediink meg. Egyszerd példaként emlithetjiik 3 gitar elosztasat 5 gyerek
kozott, vagy a mentSesonakbeli sziikos férGhelyek elosztasat egy stillyedd ha-
j6 utasai kozott. Ez utébbi két probléma segitségével arra is ramutathatunk,
hogy az elosztas soran milyen lehet&ségekkel nem kivanunk élni. Nevezetesen
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1.2. ELOSZTASI SZABALYOK 5

nem foglalkozunk kézvetleniil pénzbeli kompenzacioval vagy id6megosztassal
az egyszerd elosztasi modelliinkben, amelyek segitségével megkeriilhets az
egészértékiiség problematikaja. Az eredendden diszkrét problémék a kompen-
zaciot, az idémegosztéast vagy a sorsolast megengedve folytonos problémékka
transzformalhatok, igy példaul a gitaros probléma esetén t lehetne a gitaron
Osszesen jatszhatod ora és x; az i gyerek altal igényelt jatékids. A sorsolas
lehetdségével a alfejezetben foglalkozunk.

1.2. Elosztasi szabalyok

Egy r elosztdsi szabdly barmely (N ot (T4);¢ N) deficites elosztasi probléma-
hoz hozzarendel egy (y;)icn elosztdst, amelyrdl feltessziik, hogy 0 < y; =
= (N, t, (:Ci)ieN) < x; barmely i € N szerepls esetén és yny = t. Az elgbbi
kikotés szerint senki se kapjon az igényénél tobbet, ami a deficites esetben
indokolt, mig az utébbi kikotés szerint el kell osztanunk a teljes rendelkezésre
allo mennyiséget. A tovabbiakban csak deficites problémékkal foglalkozunk,
igy a deficites jelz6t elhagyjuk. Diszkrét elosztasi problémak esetén még azt
is el6irjuk, hogy az elosztasi eljaras egész értékeket szolgaltasson.

Mivel szamos elosztéasi szabaly folytonos vagy diszkrét ezért példaként te-
kintsiik a mindkét modellkeretben értelmezett prioritdsi szabdlyt, amely a sze-
replSket az igényiiktdl és a kinalattol fliggetlen fontossagi sorrendbe rendezi,
majd az igényeket mindig ezen sorrend szerint elégiti ki. Igy egy alacsonyabb
fontossagu szerepld csak akkor részesiilhet az elosztandd mennyiségbdl, ha az
Osszes nala fontosabb szerepld igénye maradéktalanul teljesithets. A priori-
tasi szabaly formaélis értelmezéséhez vegylink egy o : N — N bijekciot (1-1
értelmi leképezést), ahol o(1) a legmagasabb prioritasa szerepls, o(2) a méa-
sodik legmagasabb prioritasa szerepld, és igy tovabb. Ekkor r? az az eljaras,
amelyre

Vi,j e N:(y; >0¢és071(i) <o '(j) = zi =y,
azaz ha i prioritdsa magasabb a j-énél és j-nek juttatunk a rendelkezésre
all6 mennyiségbdl, akkor 7 teljes igénye kielégitendd. Mar a definicio alapjan
lathato, hogy a prioritasi szabaly egy ,igazsagtalan” elosztési szabaly.

1.3. Tulajdonsagok

Az elosztasi szabalyokat kiillonb6z6 igazsagossagi, logikai és stratégiai tulaj-
donsagokkal jellemezhetjiik. Az [l fejezetben olyan tulajdonsagokat targya-
lunk, amelyek mind a folytonos, mind a diszkrét modellkeretben relevansak.

I Megjegyzends, hogy vannak vegyes elosztasi szabalyok is, amelyek egészértékii prob-
lémakhoz valds értékd megoldasokat rendelnek.
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6 1. Az ELOSZTASI PROBLEMA

Egy r elosztasi szabaly részrehajlismentes, ha a segitségével szamitott el-
osztasok fiiggetlenek a szerepl6k cimkézésétdl, vagy masképpen mondva a
szereplGk neveitsl, és igy az elosztasok tulajdonképpen csak a szerepl6k igé-
nyeitdl fiiggnek. Tegytik fel, hogy Janos 5 darabot, mig Péter 7 darabot igé-
nyel a rendelkezésre allo 6 darab egyforma alméabol, és az elosztasi szabaly
Jénosnak 2 darab és Péternek 4 darab almat juttat. Abban az esetben, ha
Janos és Péter igényeit felcseréljiik, a részrehajlasmentes eljarassal szamitott
mennyiségek is felcserélgdnek, azaz most Janos kapna 4 darab almat, mig Pé-
ter 2 darabot. A részrehajlasmentesség nyilvan egy igazsagossagi kritérium.
Formalisan:

1.1. axioma. Az r elosztasi szabaly részrehajlismentes, ha barmely
(N,t, (Ii)ieN) elosztasi problémara, barmely o : N — N permutaciora és
barmely ¢ € N szereplére

T3 (Na tv (xi)ieN) = TU(i) (Nv ta (Ia(i))ieN) .

Egy masik igazsagossagi kritérium az ugynevezett egyenldk azonos elbind-
sa, amely szerint, ha két szerepls igénye azonos, akkor azonos mennyiségekhez
is kell jutniuk. Példaul az ({1,2,3},10, (12,8,8)) elosztasi probléma esetén az
egyenl6k azonos elbanésa megkdveteli, hogy a 2 és 3 szerepl6k azonos mennyi-
ségeket kapjanak.

1.2. axioma. Az r elosztasi szabély kielégiti az egyenldk azonos elbindsdinak
elvét, ha
x; =x; =1 (N,t,z) =r; (N,t,z)

barmely (N, t,x) elosztasi probléméra és barmely két ¢,j € N szereplére.

Vegyiik észre, hogy a részrehajlasmentesség implikalja az egyenl6k azonos
elbanasat.

A logikai tulajdonsagokra térve, az erdforrds-monotonitds egy természe-
tesnek tnd feltétel, eszerint a rendelkezésre allo (,eréforras”) mennyiség no-
vekedése esetén az igények valtozatlansagat feltételezve az egyes szereplGknek

juttatott mennyiségek nem csokkenhetnek.

1.3. axiéma. Az r elosztasi szabaly erdforrds-monoton, ha
t <t =r (Ntx)<r; (Nt z
barmely két (N, t,x) és (N,t',z) elosztasi problémara.

Példanak okaért az erforras-monotonitas megkiveteli, hogy ha az ({1,2,3},
9,(12,8,10)) problémara egy r elosztasi szabaly a (4,2,3) elosztast szolgaltat-
ja, akkor az ({1,2,3}, 10, (12,8,10)) elosztési probléma esetén ugyanaz az r
elosztési szabély a szereplSknek rendre legalabb 4, 2 és 3 mennyiségeket jut-
tat.
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Az igénymonotonitds kizarolag egy szerepls igényének megnovekedése ese-
tén, valtozatlan elosztandd mennyiség mellett elGirja, hogy a megnévekedett
igényt szereplének juttatott mennyiség ne csckkenjen.

1.4. axiéma. Az r elosztasi szabaly igénymonoton, ha barmely i € N szerep-
16re és barmely két (N, t, (:vi, :EN\i)), (N, t, (:@i, :EN\i)) elosztéasi problémara

T S ji = i (N’t’ (wl’xN\Z)) S T (N7t7 (‘/i.Z?xN\l)) )
ahol 2N\ = (%)ien\jiy E5 @ = (z?, zN\D).

Az igénymonotonitas szemléltetéséhez tekintsiik a
II; = ({1,2,3},10,(12,8,10)) és a II, = ({1,2,3},10, (12,9,10))

elosztasi problémakat, tovabba szolgaltassa az r elosztasi szabaly a I prob-
lémara az (5,2,3) elosztast. Mivel a II; elosztasi problémabdl kiindulva a 2
szerepls igényének egy egységgel torténd megnovelésével adodik a Il elosz-
tasi probléma, ezért egy r igénymonoton elosztasi szabalynak a IIs elosztasi
probléma esetén a megnoévekedett igényt 2 szereplének tovabbra is legalabb
2 egységet kell juttatnia. E két példat tekintve az igénymonotonitas fenti de-
finici6ja semmit sem mond az 1 és 3 szereplSknek kiosztandd mennyiségek
valtozasarol 2

Egyfajta skalafiiggetlenséget ir el6 a homogenitds, amely teljesiilése esetén
az elosztési szabaly érzéketlen a megvalasztott mértékegységre.

1.5. axioma. Az r elosztéasi szabély homogén, ha barmely (N,t, (:vi)ieN)
elosztési problémara és barmely A € S skalarra

M (NSt (23)en) =7 (N A (AZi) e ) -

Az axiomaban A\ értéke, amely a mértékegységvaltas egyilitthatoja,
folytonos elosztasi problémak esetén egy tetszéleges nem negativ valos érték,
mig diszkrét elosztasi problémak esetén egy nem negativ egész. Példaul, ha
az ({1,2,3}, 1200, (600, 300, 900)) elosztasi probléméaban szereplé mennyiségek
forintban adottak és az r elosztasi szabaly a (300,300,600) elosztéast szolgal-
tatja, akkor forintrol euréra attérve az r homogén elosztasi szabalynak 300
HUF/EUR arfolyam mellett az ({1,2,3},4,(2,1,3)) elosztéasi probléméara az
(1,1,2) elosztast kell adnia.

A kovetkezs négy strukturalis invarianciatulajdonsag az elosztési szabaly
igénykielégitési modtol valo fiiggetlenségét ragadja meg. Konzisztens eljaras
esetén az elosztas fiiggetlen a személyek igény-kielégitési sorrendjétsl. A kon-
zisztencia formalis definicioja el6tt tekintsiik az ({1,2,3},10, (12,8,10)) prob-
lémat, amelyhez az r elosztési szabaly az (5,2,3) elosztast rendeli. Ha a 3

2 Elképzelhetd volna az igénymonotonitas egy erésebb megfogalmazasa is, amely sze-
rint nem névekedhetnének a nem megnovekedett igényt szereplék kiosztott mennyi-
ségei.
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szereplének ,el6bb” odaadjuk a 3 egységet, akkor a konzisztencia megkdvete-
li, hogy a ,visszamarado” ({1,2},7, (12,8)) problémahoz az r elosztasi szabély
az (5,2) elosztast rendelje.

1.6. axioma. Az r elosztési szabaly konzisztens, ha barmely (N, t, x) elosz-
tési problémaéara és barmely két i, j € N, i # j szerepl6re

ri (Nyt,z) =7 (N \ {5}, t —r; (N, t,2) N\ |

A konzisztencia megkovetelése indokolt lehet olyan helyzetekben, amelyek-
ben a szereplSk folyamatosan jelentik be igényeiket és az igényeik teljesitése is
folyamatosan torténik. Erdekes példa a konzisztencia természetes megkovete-
lésére egy parlament mandatumainak teriileti egységenkénti elosztasa. Ennek
jobb megértése céljabol gondoljunk arra, hogy az Egyesiilt Allamokhoz az el-
mult évszazadokban folyamatosan csatlakoztak jabb és Gjabb allamok. Az
egyes allamok képviselShelyeinek szama nem fiigghetett az allamok belépési
sorrendjét('ﬂﬁ Hasonl6 helyzet allhat el az Eurépai Uni6 orszagainak Unios
parlamentbeli mandatumainak szamitasakor, hiszen a jovGben is szamitha-
tunk @jabb tagfelvételekreﬁ

Az alulrol elédllithatdsdg megkoveteli, hogy egy kisebb mennyiség (pesszi-
mista becslés) el6zetes elosztéasa utan egy potlolagos mennyiség elosztésa
ugyanarra az eredményre vezessen, mintha egybdl a teljes mennyiséget osztot-
tuk volna el. Ekkor az elosztési folyamatra ugy tekintiink, mintha a kinalatot
két 1épésben osztanank el és azt kovetelnénk meg, hogy azonos eredményre
vezessen a kinalat két 1épésben torténd elosztéisa, és a kinalat egy lépésben
torténd elosztasa. A két lépésben torténd elosztas alatt azt értjiik, hogy az
els6 lépésben szétosztunk egy adott mennyiséget, majd a masodik 1épésben
potlolagosan egy tovabbi mennyiséget, pusztan a fennmaradé igények isme-
retében. Az alulrél elgallithatosagot a konzisztencidhoz hasonléan el6bb egy
példaval illusztraljuk. Tekintsiik megint az ({1,2,3},10, (12,8,10)) problémat,
amelyhez az r elosztéasi szabaly az (5,2,3) elosztast rendeli. Tegyiik fel, hogy
utolag még eloszthatunk két tovabbi egységet, és a szereplék fennmarado
(7,6,7) igényeit alapul véve az r elosztési szabaly az ({1,2,3},2,(7,6,7)) el-
osztasi problémahoz az (1,0,1) elosztast rendeli. Osszegezve, két lépésben a
(6,2,4) elosztast kaptuk. Alulrol elgallithatd r esetén ugyanerre az elosztéas-
ra kell jutnunk, ha az osszesen 12 egységet kozvetleniil az eredeti (12,8,10)
igényeket alapul véve osztjuk el r segitsével.

3 Errél részletesebben olvashatunk Balinski-Young (2001), illetve Young (1994) kény-
veiben.

4 Az Eurépai Uni6 elsfutarat, az Europai Szén- és Acélkdzosséget még 6 orszag alapi-
totta 1951-ben. Az immar 28 tagi Europai Uni6 legutoljara 2013-ban béviilt Hor-
vatorszaggal.
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1.7. axiéma. Az r elosztasi szabaly alulrdl elddllithatd, ha barmely (N, ¢, x)
elosztéasi problémaéara és barmely t’ € S mennyiségre

0<t'<t<azny=r(Ntz)=r(Nt,z)+r(Nt—t,x—r (Nt x)).

Az alulrol elgallithatosag azt jelenti, hogy a potlolagos mennyiségek el-
osztasa soran, a multat figyelmen kiviil hagyva, ugyanahhoz az elosztashoz
jutunk. Tovabbéa, ha a szétosztas parhuzamosan térténik — példéul tobb telep-
helyen keresztiil — akkor az egymaéstol fliggetleniil miikods egységek, ugyan-
azon elosztasi szabéllyal dolgozva, pusztédn a fennmaradé igényekre vonatko-
z6 informécié folyamatos kicserélésével, az igények kielégitésének sorrendjétsl
fliggetleniil, ugyanazt az elosztést eredményezik.

A feliilrdl elgallithatosag kovetelménye szerint, az els6 lépésben tul nagy
mennyiség (optimista becslés) kiosztasa utan, a hidnyt elvonva a szerepléktol
ugyanarra az eredményre kell jutnunk, mintha egybél a valéodi rendelkezésre
all6 mennyiséget osztottuk volna el. Miel6tt megadnank a feliilrél elGallit-
hatosagot, tekintsiik a kovetkezs példat: legyen az ({1,2,3},10, (12,8,10)) az
elosztasi problémank, amelyhez az r elosztasi szabaly megint az (5,2,3) el-
osztast rendeli. Tegyiik fel, hogy valdjaban csak 6 egységet oszthatunk el,
és a mar kiosztott (5,2,3) mennyiségek alapjan csokkentjiik 6-ra az elosztott
mennyiséget r felhasznalasaval. Ha igy az r({1,2,3},6,(5,2,3)) = (3,1,2) el-
osztashoz jutunk, akkor a feliilrél elGallithatosag megkoveteli, hogy az eredeti
(12,8,10) igényekbsl kiindulva a 6 egység elosztasa r segitségével kozvetlentil
a (3,1,2) elosztast szolgaltassa.

1.8. axiéma. Az r elosztasi szabaly felilrdl elddllithatd, ha barmely (N, ¢, x)
elosztéasi problémaéara és barmely t’ € S mennyiségre

0<t<t <azny=r(Ntz)=r(Ntr(Nt z).

Lathato, hogy a jobb oldalon az optimista becslésbsl adodo r (N, ¢, x)
elosztas a masodik lépés igényvektora, ami Ggy interpretalhato, hogy a meg-
kapott vagy kiutalt mennyiségekre a szerepl6k tovabbra is igényt tartanak,
és ezen modositott igények alapjan kell elosztanunk a valoban rendelkezésre
allo6 ¢ mennyiséget.

Az utolsd strukturélis invariancia tulajdonsag, amellyel foglalkozni kiva-
nunk, az 6ndualitéds. Ennek teljesiilése azt jelenti, hogy az adott eljaréas alkal-
mazéasa ugyanarra az eredményre vezet, ha akar a rendelkezésre 4ll6 mennyi-
séget osztjuk szét, akar a hianyt (tilkeresletet) vonjuk le a szerepldk igényei-
bél. Az 6ndualitas formalis definialésa el6tt, vezessiik be az elosztasi szabaly
dualisanak fogalmét. Az r elosztési szabély dudlisa az az 7 elosztési szabély,
amelyre

7(N,t,z) =z —r(N,zy — t,x)
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minden (N, t,x) elosztasi problémara. Kénnyen ellendrizhets, hogy egy el-
osztési szabaly dualisanak dudlisa énmaga, ami nem mas, mint ¥ = r. Egy
elosztasi szabaly onduélis, ha mar a dualisa megegyezik 6nmagaval.

1.9. axioma. Az r elosztasi szabaly kielégiti az dndualitds tulajdonsagat,
ha barmely (N, t,x) elosztasi probléméara

r(N,t,x) =z —r(N,zy —t,x), vagy masképpen r =T.

Az 6ndualitas megkovetelése akkor indokolt, ha nem vildgos, hogy a nye-
reségek vagy a veszteségek szem el6tt tartéasa a fontosabb.

Végiil két stratégiai jellegl tulajdonsagot fogalmazunk meg. Az dsszefo-
gdsbiztossdg megkoveteli, hogy a szereplSk Gsszefogasa (azaz olyan koaliciok
alkotésa, amelynek szerepl6i az elosztasi problémaban egy szerepl6ként 1ép-
nek fel az egyéni igényeik Osszegeként kapott Gsszigénnyel) nem valtoztat
az Osszefogasban résztvevs szereplSk altal kapott dsszmennyiségen. Példaul,
ha az ({1,2,3,4},20, (10,16,2,12)) elosztasi problémahoz az r elosztasi szabaly
az (5,8,1,6) elosztast rendeli, akkor Osszefogasbiztossag esetén az ({1,2,4},
20, (10,18,12)) elosztasi probléméahoz — amelyben 2 reprezentéalja a 2 és 3
szerepldk altal alkotott koaliciot — r-nek az (5,9,6) elosztast kell rendelnie.
Ratérve az 6sszefogasbiztossag definiciojara, legyen a sziikitett probléma sze-
repl6halmaza M C N, akik koziil valamelyik m € M szerepls képviseli az
altala és az N\ M-beli szereplsk éaltal alkotott koaliciot, amelynek az Osszigé-
nye Zie( N\M)U{m} Ti- Forditva, az M szerepl6halmazbdl kiindulva az m €
€ M szereplének az (N \ M)U{m} szerepl6k halmazara torténé felbomlasara
(osztodasara) is gondolhatunk.

1.10. axi6éma. Az r elosztasi szabaly dsszefogdsbiztos, ha barmely (N,t,x)
elosztasi probléméra, barmely M C N részhalmazra és barmely m € M
szereplére
rm (N, t,2) + Z ri (N t,2) =1y (M, t,2'),
iEN\M

ahol 2’ € SM | 2! = z; minden i € M \ {m}-re és z/,, = 2 ie(N\M)U{m} Ti-

Az adozas példajat tekintve a vallalatok fuzionalhatnak, amit egy adotor-
vény megelézhet egy Osszefogasbiztos adoszamitasi eljaras elGirasaval.

A masik stratégiai tulajdonsag a csaldsbiztossdg, amely akkor jatszik sze-
repet, ha a szerepl6k x igényei nem figyelhet6k meg, nem ellendrizhetdk, és
igy az elosztasnél csak a szereplSk igénybejelentéseivel dolgozhatunk. Ekkor
nyilvan a szerepl6k érdekében allhat a valodi igényeiktsl eltéré mennyiség
bejelentése. Egy r elosztasi szabaly akkor csalasbiztos, ha a szereplék on-
ként is valodi igényeiket jelentik be. A csalasbiztossag formélis definiciojatol
ebben a fejezetben eltekintiink, mivel ehhez az egyes szerepl6knek képesnek
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kell lenniiik kiilonb6zd kapott mennyiségek 6sszehasonlitdsara. A modellke-
retiink alapjan csak annyit tudunk, hogy mindenki a valodi igényét szeret-
né megkapni. Viszont tovabbi informécié hidnyaban nem tudhatjuk példaul,
hogy valaki inkdbb egy egységgel kevesebbet szeretne kapni, vagy 6t egységgel
tobbet A A csalasbiztossag definidlasara visszatériink a kovetkezd fejezetben.

Adozas esetén az adoalanyok probalkozhatnak példaul a bevétel eltitkola-
saval, amit a gyakorlatban ellenérzéssel és megfelel§ szankcidkkal probalunk
megakadalyozni, azonban az addcsalast teljes mértékben csak egy csalasbiz-
tos adoszamitasi eljaras el6zheti meg. Megjegyzendd, hogy a szereplék szamos
helyzetben nem manipulalhatnak az x igényekkel, mint példaul egy csédbe-
ment cég hitelezi és részvényesei sem, hiszen koveteléseiket hiteles doku-
mentumokkal kell igazolniuk. Ebbél a példabol is érzékelhets, hogy az egyes
gyakorlati problémékra alkalmazandé elosztasi szabalyokkal szemben eltéré
tulajdonsagok kovetelendék meg. A folytonos elosztasi problémakkal a[2] fe-
jezetben foglalkozunk, mig a diszkrét elosztési problémakkal a[Bl fejezetben.

1.4. Néhany egyszeri Osszefiiggés

Ebben az alfejezetben az elosztasi szabalyokra vonatkozo tulajdonsagok ko-
z0tt fennallo Gsszefliggéseket ismertetiink. Az itt targyalt osszefliggések foly-
tonos és diszkrét elosztasi eljarasokra is teljesiilnek. A probléma-specifikus
allitasokat a kovetkezs két fejezetben targyaljuk.

Az els6 allitasunk az 6sszefogasbiztos elosztési eljaras dualisara vonatkozik.

1.1. allitas. Az r elosztdsi szabdly pontosan akkor dsszefogdsbiztos, ha a
dudlisa is az.

Bizonyitds. Mivel r = T, elég az odafele irdnyt bizonyitani. Indirekte tegyiik
fel, hogy bar r sszefogasbiztos 7 nem az. Ekkor van olyan (N, t,x) elosztasi
probléma, M C N és m € M, hogy

Trn (N, (3),en) + Z i (Nt (23)jen) 7 T (Mot () ien) s (11)
iEN\M

ahol 2/ € SM, 2/ = x; minden i € M \ {m}-re és 2/, = 2 ie(N\M)U{m} Ti-
Az () egyenlStlenségben a dudlis elosztési szabaly definicidjat figyelembe
véve

T —Tm (N, 2N —t, T )+ Z (xi—r; (Nyon —t, @) £, —rm (M, 2, —t,2"),
iEN\M
(1.2)

5 A felesleges mennyiségtsl torténd megszabadulas koltséges lehet.

© Typotex Kiadd

© Tasnadi Attila



www.interkonyv.hu

12 1. Az ELOSZTASI PROBLEMA

amibdl z!, = zp, + ZieN\M x; és xh; = xy miatt adodik
Tm (M,zn —t,2") # 1 (N, oy — t,2) + Z ri (Nyon —t,z),
ieN\M
ami ellentmond r Gsszefogésbiztossaganak. O

Az 6sszfogasbiztos elosztasi szabalyok szinte nyilvanval6 tulajdonsaga, hogy
béarmely szereplé elosztésa kozvetleniil csak a sajat és a tobbi szerepld Ossz-
igényétdl fiigg, mig fliggetlen azok megoszlasatol.

1.2. allitas. Har egy dsszefogdsbiztos elosztdsi szabdly, akkor barmely (N, 1, x)
elosztdsi probléma, barmely i € N szerepld mellett az ({i,k},t,2’) elosztdsi
problémdt — ahol k € N\ {i}, z} = x; és x), = xn — x; — tekintve

ri(N,t,z) = r;({i,k},t,2').

Bizonyitds. Legyen (N,t,x) egy elosztasi probléma, M = {i,k} C N, 2’ €
€ SM 2! = x; és x}, = xn —x;. Az Ssszefogasbiztossag miatt ra\(y (N, t,z) =
= 1 (M,t,2"), ahol az igényvektorokhoz hasonloéan ry\(;} az 7 vektorér-
tékd fiiggvény N \ {i}-beli komponenseinek 6sszegét jeloli. Mivel az elosz-
tott Osszmennyiség mindkét elosztasi probléméban ¢, az i-nek mindkét el-
osztasban a fennmaradd, tehat azonos mennyiség jut. Ezért r;(N,t,z) =
=r;({i,k}, t,2). O

1.5. Gyakorl6 feladatok

1.1. feladat. Igazolja, hogy ha r alulrél elgallithato, akkor a duélisa felilrsl
elgallithato!

1.2. feladat. Igazolja, hogy barmely Gsszefogasbiztos elosztasi szabaly esetén
z; =0=r;(N,t,x) =0
barmely (N, t, z) elosztasi probléméara és barmely ¢ € N szereplére!

1.3. feladat. Igazolja, hogy barmely 6sszefogésbiztos elosztasi szabély kielé-
giti az egyenlSk azonos elbanasanak elvét!

1.4. feladat. Igazolja, hogy barmely Osszefogésbiztos elosztasi szabély kielé-
giti a kovetkez6 monotonitasi tulajdonsagot:

x; < xy =71i(N,t,x) <r;(N,t,x)

barmely (N, t,x) elosztasi probléméra és barmely két ¢ # j € N szereplére!
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2. fejezet

Folytonos elosztasi szabalyok
matematikai jellemzése

Ebben a fejezetben kizarolag folytonos elosztéasi problémékkal foglalkozunk.
Megadjuk az aradnyos, az egyenletes nyereség, az egyenletes veszteség és a
talmudi eljaras néhény érdekesebb jellemzését. A szabalyok legérdekeseblﬂ
karakterizaciojat (jellemzését) bizonyitjuk, és ismertetiink néhany tovabbi
karakterizaciot is. A karakterizaciok Osszefoglald attekintéseit adjak Moulin
(2002a) és Thomson (2003).

Mivel szdmos eredmény az adbztatés probléméajan szemléltethets, ezért
el6szor beillesztjiik az adoztatast az egyszert modellkeretiinkbe. Legyen N
az adoalanyok halmaza, x; az ¢ € N adoéalany éves adézandé jovedelme és
t az alanyok adozott éves Osszjovedelme. Ekkor xzn — t az allami feladatok
ellatasahoz sziikséges forras Gsszege, azaz az addalanyok altal befizetendd ado,
és y; az i € N adoalany éves adozott jovedelme. A modell elhanyagolja a
dinamikus Osszefiiggéseket, igy példaul az adorendszer jovedelemre gyakorolt
hatasat. Mégis latni fogjuk, hogy ez az egyszeri statikus modell is szamos
tanulsaggal szolgéalhat.

2.1. Nevezetes folytonos elosztasi szabalyok
Az egyik legkézenfekvibb elosztéasi szabaly az aranyos (proportional) elosz-

tasi szabaly, amely a rendelkezésre 4ll6 mennyiséget az igényekkel ardnyosan
osztja el.

1 Mig ennek megitélése az aranyos, az egyenletes nyereség és a talmudi szabalyok ese-
tén nagyjabol egységes, mégis valamelyest a szerzd szubjektiv értékitéletét tiikrozi.

13

© Typotex Kiadd

© Tasnadi Attila



www.interkonyv.hu

14 2. FOLYTONOS ELOSZTASI SZABALYOK MATEMATIKAI JELLEMZESE

2.1. definicié. A pro-val jelolt ardnyos elosztéasi szabaly egy tetszéleges
(N, t,x) elosztasi probléméhoz minden ¢ € N-re a

T

tZL haxy >0és
proi(N,t,x)—{ %N haxzy =0

elosztast rendeli.

Megjegyzendd, hogy barmely elosztasi szabaly esetén zny = 0-bol sziikség-
szertien kovetkezik rn (N, t,2) = 0. Példaul az europai kultaraban az aranyos
elosztasnak erds gyokerei vannak. A kovetkezd alfejezet ramutat az aranyos
elosztasi szabaly elényeire és hatranyaira. Mint latni fogjuk, mas kultturak-
ban az aranyos elosztas joval kisebb szerepet jatszik. Erdemes megjegyezni,
hogy diszkrét elosztési problémakra az aranyos elosztasi szabaly korlatozot-
tan, illetve csak kozelitSleg vagy varhato értékben alkalmazhat6. Ezekkel a
megkozelitésekkel a kovetkezd két fejezetben foglalkozunk.

A kovetkezd két nevezetes elosztasi szabaly, az egyenletes nyereség és az
egyenletes veszteség elosztasi szabalyok, egyfajta egalitaridnus (egyenlGség-
parti) elosztast eredményeznek. Az egyenletes nyereség (uniform gains) min-
denkinek azonos mennyiséget igyekszik juttatni, figyelembe véve, hogy a
tal alacsony igényt szereplSknek f6losleges az egyenl@ségi szintnek megfeleld
mennyiséget juttatni, mig az egyenletes veszteség szabaly mindenkitsl azonos
mennyiséget igyekszik elvonni. Az egyenletes nyereség szabaly Maimonidész
szabélyaként is ismert az irodalomban

2.2. definici6é. Az wug-vel jelolt egyenletes nyereség elosztasi szabaly az
(N, t,x) elosztasi probléméahoz az

ug; (N, t,2) = min{\, 2;}, ahol Z min{\, z;} =t,
iEN

elosztast rendeli.

Az egyenletes nyereség eljarast egy szampéldan is szemléltetjiik. Legyen
N ={1,2,3,4}, t =90 és 21 = 30, 22 = 20, x3 = 45, x4 = 15. Keressiik
meg a legkisebb igény szerepl6t, amely a 4. Mint lathato, 15-6t az 6sszes sze-
replének juttathatunk, ezért els6 lépés utan legyen y; = yo = y3 = ya = 15.
Ezzel 4 igényét maradéktalanul kielégitettiik és még maradt 30 elosztandd
egység. A méasodik legalacsonyabb igényi szerepl a 2, akinek a potlolagos
igénye 5. Vegyiik észre, hogy mindharom szereplének még adhatd 5 egység,
és ezért az elosztas y1 = yo = y3 = 20, y4 = 15-re moédosul, amely utan még
mindig marad 15 kiosztandé egység. Mivel az 1-nek a potlolagos igénye 10
és ennyi mar nem adhaté mindkét tovabbi igényeket tdmaszto szereplének,

2 Maimonidész XII. szazadi filozéfus, orvos és rabbi.
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2.1. NEVEZETES FOLYTONOS ELOSZTASI SZABALYOK 15

ezért a 15 egységet egyenlGen osztjuk el a két szerepls kozott. Igy megkap-
juk az y; = 27,5, yo = 20, y3 = 27,5, y4 = 15 végsd elosztast, amelyhez az
egyenletes elosztast definiald képletben szereplé A = 27,5 érték tartozik.

Az egyenletes veszteség (uniform losses) elosztasi szabaly az egyenletes
nyereség eljarastol abban kiilonboézik, hogy az igényekbdl elvonand6é mennyi-
ségeket igyekszik kiegyenliteni, a kiosztandé mennyiségekkel szemben. Ha az
Osszes szerepl6tdl azonos mennyiségeket vonnank el, akkor el6fordulhatna,
hogy az alacsonyabb igényi szereplSknek negativ mennyiségeket juttatnank,
ezért az egyenletes veszteség eljaras megadasakor sziikségessé valik egy nem-
negativitasi korlat beépitése.

2.3. definici6. Az wul-lel jelolt egyenletes veszteség elosztéasi szabaly az
(N, t,x) elosztasi probléméahoz az

ul; (N, t,z) = max{x; — u,0}, ahol Z max{z; — p,0} = ¢,
iEN

elosztast rendeli.

A 1 értéke a nemnegativitasi feltétel figyelembe vétele mellett a mindenki-
t6l elvonand6 mennyiség értéke. Az el6z6 példa alapjan nézziik meg, milyen
megoldast eredményez az egyenletes veszteség szabély alkalmazéssa. ElGszor
is hatarozzuk meg az elvonandé mennyiséget, amely 20 = 110 — 90. Ha lehet-
séges, akkor osszuk szét az elvonand6 mennyiséget a négy szerepld kozt, tehat
szereplénként 5 egységet kellene elvonnunk, ami az igényeket figyelembe véve
lehetséges is, igy u =5 és y1 = 25, yo = 15, y3 = 40, y4 = 10. Az egyenletes
nyereség és az egyenletes veszteség elosztasi szabalyok jelent&sége, az egyen-
18ség elvén tul, szdmos érdekes jellemzéssel tamaszthato ald, amelyek koziil
néhanyat a késébbiekben be is mutatunk. Az aranyos elosztési szabélyhoz
hasonléan, ez utobbi két eljaras diszkrét elosztasi problémék esetén kizarolag
specialis esetekben valosithaté meg pontosan.

A kovetkezo két szabaly bevezetése el6tt nézziik meg a Talmudbanf talal-
hato alabbi kétszemélyes elosztasi problémat, amelyre definidljuk a vitatott
ruha-eljarast.

2.1. példa. Ketten osztozkodnak egy ruhadarabon, figyelembe véve, hogy
az egyikiik az egészet koveteli, mig a masik csak a felét.

A Talmud szerint az egész ruhadarabra igényt forméalo személy a ruhadarab
haromnegyedét, mig a masik személy csak a ruhadarab negyedét kapja. Ez az
aranyossag elvéhez szokott olvasod szamara meglepd megoldas. ArisztotelésA]

3 A Talmud a zsid6 biintets-, polgari és vallasjogi dontések alapjaul szolgald gytjte-
mény, amelyet az idgszamitasunk szerinti elsé 6t évszazad folyamén szerkesztettek
egybe.

4 Arisztotelész i.e. IV. szazadi athéni folozéfus és tudos.
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16 2. FOLYTONOS ELOSZTASI SZABALYOK MATEMATIKAI JELLEMZESE

szerint a kovetelések iranyulhatnak a joszag jol meghatarozott részeire vagy
a joszag egészére. Az el6bbi eset vezet a vitatott ruha, mig az utébbi az
aranyos elosztasi szabéalyhoz. A vitatott ruha-szabaly szerint a kettsjiik altal
nem vitatott részt megkapja az els6 szerepld, hiszen az egyik felére csak 6 tart
igényt. A masik felét mindketten szeretnék, és ezért ezen fele-fele aranyban
osztozzanak. Tehat ily moédon megkapjuk a Talmud szerinti hdrom az egyhez
aranyu elosztéast.

ARl példa talmudi megoldasaként adodo kétszemélyes elosztési eljarast
a kovetkezGképpen definialhatjuk.

2.4. definicié. Adott az ({1,2},¢, (x1,x2)) elosztési probléma, ahol t < x1 +
+ 22. A nem vitatott rész uc; = (t — x;)" mindkét ¢ = 1,2 és j # i szerepld
eseténd Mindkeét szerepl6 megkapja a nem vitatott részét és a vitatott rész
felét, azaz

t —ucy — uce

Yi =UC + ————,
2
mindkét ¢ = 1,2 szerepld esetén.

A tovabbiakban a vitatott ruha-elosztasi szabaly alatt mindig csak az
igy definialt kétszereplds elosztasi szabalyt értjiik. A vitatott ruha-szabaly
tobbszereplds elosztasi problémékra értelmezett egyes kiterjesztéseire kiilon
néven fogunk hivatkozni. Konnyen meggondolhatd, hogy a vitatott ruha-
elosztési szabaly eréforras-monoton. Legyen ehhez xp, = min{xzy, 20} és 2 =
= max{x1, z2}. Ekkor ¢ < xp mennyiségekre y; = yo = t/2, hiszen mindket-
ten igényt tartanak az egész mennyiségre, ezért felezendd a rendelkezésre allo
mennyiség. Az z, <t < x; esetben ucy, =0, uc; =t — xy, és ezért yr, = xp/2
& E—0—(t—ap)

—0—(t—axx T,
y=t—xK+ 5 =t 5
Masképpen fogalmazva, a kisebb igényti szerepls igényén egyenlé aranyban
osztoznak, majd a fennmaradd mennyiség a nagyobb igényt szerepléhoz ke-
riil. Ellendrizhetd, hogy barmely rogzitett (x1,z9) igényparra uc folytonos
t-ben a t = xj, helyen. Egy tjabb toréspont akkor kovetkezik be, ha t megha-
ladja z;-t, mivel ekkor a fennmarado6 t — x; mar nem vitatott, és ezért ezen
megint egyenld aranyban osztoznak. Tehat x; < ¢ esetén

t—(t—xl)—(t—:zrk) Tl t—:Z?l

t—(t—xl)—(t—xk) ] t— xy
:t— =
Y T + 5 2+ 5

azaz a szerepl6k megkapjak az igényeik felét és a masik altal nem igényelt
mennyiség felét. Ellendrizhets, hogy barmely rogzitett (a1, x2) igényparra uc

5 el
2 Az uc a uncontested roviditése.
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2.1. NEVEZETES FOLYTONOS ELOSZTASI SZABALYOK 17

folytonos t-ben a t = x; helyen. Mivel ¢-ben mindharom tartomanyban mo-
noton ndévé és a tartomanyhatarokon ¢-ben folytonos az elosztott mennyiség,
a vitatott ruha-elosztasi szabély eréforras-monoton a kétszemélyes elosztasi
problémak halmazan.

Most ratériink a vitatott ruha-szabély két lehetséges kiterjesztésére. Az el-
s6 az ugynevezett talmudi elosztasi szabélyE amely definicioja alapjan megle-
PO lehet szamunkra. Az eljaras eltérden jar el attol fiiggéen, hogy a rendelke-
zésre all6 mennyiség meghaladja-e az Gsszigény felét vagy sem. Ha nem, azaz
t < zn/2, akkor az egyes szereplsk igényeinek felét alapul véve, alkalmazzuk
az egyenletes nyereség eljarast. Ellenkezs esetben, azaz ha t > xx /2, akkor
mindenki megkapja az igénye felét, a fennmaradé mennyiséget az egyenletes
veszteség eljaras segitségével osztjuk el tigy, hogy megint a szereplék igényei-
nek felét vessziik alapul. Ezzel 1ényegében az 6sszigény feléig a kisebb igényt-
eknek ,kedveziink”, mig azon tul a nagyobb igénytieknek, ami az egyenletes
nyereség és veszteség szabalyok alkalmazasaibol adodik. A révid felvezetés
utan megadjuk a talmudi szabaly definiciojat.

2.5. definici6. Az (N,t,(z;);c,) elosztasi problémahoz a cg talmudi elosz-
tasi szabaly az egyes szerepl6knek az

Yi = Ug; N,t,(ﬁ) ,haogtgx—Nés
2 /ieN 2

%—Fuli <N,t— LN (ﬁ

TN
i —, , ha — <t <ay.
Y 2 2)ieN> A stsa

mennyiségeket juttatja (i € N).

A talmudi eljaréas elnevezés Aumann—Maschlernek (1985) koszonhets. Az
eljaras megadasat a Talmudban megtalalhato (lasd a[Z11 tablazatot) harom
elosztasi probléma és a Talmud szerint hozzajuk rendelt elosztasuk motival-
tak. A torténet szerint harom hitelezs rendre 100, 200 és 300 egységet kol-
cs6nozott egy tonkrement személynek. A felosztandé vagyon értéke 100, 200
vagy 300. Ha ranéziink a2.T] tablazat szerinti megoldasokra, akkor azt latjuk,
hogy az els6 elosztéas egyenletes, a harmadik elosztas aranyos és a méasodik
elosztas pedig eléggé rejtélyesnek tiinik. Aumann—Maschler (1985) eredmé-
nyei el6tt a Talmudban adott megoldédsok megmagyarazhatatlanok voltak,
egyesek mar tévedésre is gondoltak, és az ismeretlen elvek alapjan a talmudi
ajanlas szerinti elosztas méas probléméakra torténd kiterjesztése reménytelen-
nek tiint. Viszont a 2.l tdblazat elosztasi problémait a definici6 szerint
megoldva pontosan a téablazatban szerepld elosztasok addédnak. Arra, hogy a
talmudi szabaly a vitatott ruha-elosztési szabaly kiterjesztése, a 2.4l alfeje-
zetben tériink vissza.

6 A talmudi szabaly az irodalomban széles korben contested garment szabaly néven
is ismert, amely okbdl kifolydlag cg-vel réviditjiik a talmudi szabélyt.
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18 2. FOLYTONOS ELOSZTASI SZABALYOK MATEMATIKAI JELLEMZESE

2.1. tablazat. Talmudi ajanlas (forrds: Aumann—Maschler, 1985)

Vagyon\ Adosséag| 100 200 300
100 331 331 331
200 50 75 75
300 50 100 150

Az, hogy a2l tablazatban megadott harom elosztasi probléméara és meg-
oldésaira ,jilleszthets” egy elosztasi szabaly, nem megleps. A talmudi eljaras
azonban kitiintetett szerepet jatszik, mint azt a 24l alfejezetben meg fogjuk
mutatni, majd tovabbi érveket szolgaltat a kooperativ jatékelmélettel foglal-
kozo fejezet is. A talmudi eljaras és az utols6 bemutatéasra keriilé nevezetes
folytonos elosztasi szabaly definicidjaban kulcsfontossagu a kétszereplds vi-
tatott ruha-eljaras egy alternativ szamitasi modja:

(i) Aki el6bb érkezik, megkapja a rendelkezésre all6 mennyiség erejéig a
teljes kovetelését. A fennmaradd Gsszeget kapja a késébb érkezd.

(ii) Legyen mindkét érkezési sorrend azonosan valoszint, ezért a szerepldk
altal kapott mennyiségek a két érkezési sorrendkor kapott mennyiségek
szamtani atlagai.

Igazolhato (lasd a 23 feladatot), hogy az ily modon értelmezett elosztasi
eljaras valoban megegyezik a 2.4l definicioval adott vitatott ruha-eljarassal.
Ennek ismeretében kézenfekvs a kétszereplss esetre értelmezett vitatott ruha-
eljaras alabbi kiterjesztése n szereplére:

(i) Egy rogzitett érkezési sorrendet tekintve, az n szerepldt érkezésiik sor-
rendjében szolgaljuk ki tigy, hogy amig ezt a fennmaradoé készlet lehetévé
teszi, a szerepldk teljes igényeit kielégitjiik. Ekkor, kivételes esetektdl el-
tekintve, egy szerepl§ igényét csak részben tudjuk kielégiteni, és a nala
kés6bb érkez6 szerepl6knek méar nem marad semmi.

(ii) Legyen az Gsszes lehetséges n! érkezési sorrend azonosan valoszint, ezért
a szereplSk altal kapott mennyiségek legyenek az Gsszes lehetséges ér-
kezési sorrendhez tartozé mennyiségek szamtani atlagai.

Nyilvanvalo, hogy az ily mdédon definidlt eljaras a vitatott ruha-eljaras egyik
kiterjesztése. E kiterjesztésm problematikajara a kovetkezd példa mutat ra:

7 A megadott eljaras az elosztasi problémara a Shapley-értéket szamolja ki. A Shapley-
értéket a kooperativ jatékelmélettel foglalkozo fejezetben targyaljuk.
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2.2. példa. Tekintsiik az ({1, 2}, 100, (100, 200)) és az ({1, 2, 3, 4}, 200,
(100, 100, 200, 200)) problémékat.

A példa els6 elosztasi probléméaja egy kétszereplds feladat, amely-
re mindkét uton az (50,50) elosztas adodik. A példa masodik elosztasi
problémajara egy 100 igényt szerepls a teljes igényelt mennyiségét megkap-
ja, ha elsének érkezik (6 eset), vagy masodiknak érkezik ugy, hogy csak a
maésik kis igényt szerepls elézi meg (2 eset). Kiilonben a kis igényti szerepld
semmit sem kap. Figyelembe véve, hogy a két 200 igényid szereplS azonos
mennyiséget kap, az érkezési sorrendekhez tartozd elosztasok atlagaként a
(33%,33%,66%,66%) elosztas adodik. Ha osszehasonlitjuk a két elosztési fel-
adatot, akkor a masodikat az els§ ,megduplézasanak” tekinthetjiik. A kon-
zisztencia ekkor megkdvetelné, hogy a négyszerepls megoldésbol egy-egy 100
és 200 igényt szerepldre szoritkozva 100 egységet szétosztva az elsG kétsze-
replGs elosztasi problémara kapott elosztassal megegyezd elosztast kapjuk.
A példabol lathatod, hogy a véletlen érkezési sorrenden alapul6 eljarés a
kétszereplds vitatott ruha-eljaras egyfajta inkonzisztens kiterjesztését adja.
A példara a talmudi elosztast is meghatarozva megallapithatjuk, hogy a
talmudi eljaras egy, a véletlen eljarastol kiilonboz6 eredményt szolgéltato el-
jaras. A4l alfejezetben megmutatjuk, hogy a talmudi eljaras a kétszereplss
vitatott ruha-eljaras egy konzisztens kiterjesztése.

Az alfejezetet a véletlen érkezési sorrendeken alapuld eljaras formaélis defi-
nici6javal zarjuk.

2.6. definicié. Az (N,t,z) elosztasi problémahoz a véletlen érkezéses elosz-
tasi szabdly az ¢ € N szereplének az

yi:% Z min { x;, max | t — Z z;,0 ,

" well(N) JEN,m(5)<m(i)
mennyiséget juttatja, ahol II(N) az N — N-beli permutaciok halmazat jeloli.

A fizikai okfejtések irant fogékony olvasok szamara érdekes lehet, hogy
az egyes elosztasi szabalyok hidraulikusan is definialhatok, az egyes edények
forméainak kialakitasan keresztiil. E téren altalaban lasd Kaminski (2000) és
a talmudi szabaly tekintetében pedig lasd Fleiner—Sziklai (2012).

2.2. Aranyos elosztasi szabaly karakterizaciéja

Kezdjlink el6szor az ardnyos elosztasi szabaly jellemzésével.

2.1. tétel (O’Neill, 1982). Tegyiik fel, hogy az r elosztdsi szabdly barmely
N C N wvéges és nemiires halmazra (t,x)-ben folytonos. Ekkor a legaldbb
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20 2. FOLYTONOS ELOSZTASI SZABALYOK MATEMATIKAI JELLEMZESE

hdromszereplds elosztdsi problémdk halmazdn az ardnyos elosztdsi szabdly az
egyetlen részrehajldsmentes és dsszefogdsbiztos elosztdsi szabdly.

Bizonyitds. Az aranyos elosztasi szabély nyilvanvaloan részrehajldsmentes,
tovabba Osszefogasbiztos, hiszen barmely S C N koalici6 esetén

Y T Zies®i
s TN Ts + TN\S

Annak igazoléasa, hogy a részrehajlasmentesség és az 6sszefogasbiztossag imp-
likalja az aranyos elosztast, valamivel nehezebb. Legyen N = {1,...,n}, t és
a* rogzitett, ahol ©* az xy Osszigény. Tovabba legyen f(z) = r1({1,2},¢,
(x,2* — x)). Vegyiik észre, hogy rogzitett ¢ és x* mellett r Osszefogasbiztos-
sédga miatt az allitas alapjan

f@)=r1 ({1,2},¢t, (x, 2" — x)) = r1 (N, ¢, (z,22,...,2,))

barmely z € [0, z*]-ra.

Jelolje s az 1 és 2 szerepldk koalicic’)jatﬁ és tekintsiik az ({1,2,3},¢,
(x1, T2, 2% —x1 — 22)) &s az ({s,3},¢, (x1 + 22, 2" — x1 — x2)) elosztési prob-
lémakat. Ekkor

f('rl) =T ({17253}7t5 (I17x27x* —T1 — :EQ)) és
flz1 4+ x2) = s ({8,3},t, (x1 + 22,2™ — 21 — 3)), tovabba
f(.’,EQ) = T2 ({172a3}7ta (I17x27x* — T _IQ))a

mivel r részrehajlasmentes. Ezért az Osszefogasbiztossagabol adodik az f(x1 H
+ f(x2) = f(x1 + x2) Cauchy-féle fiiggvényegyenlet, melynek — mivel r foly-
tonossaga miatt f is folytonos — megoldéasai az f(x) = cx alakua fliggvények.

Végiil rogzitett t és x* = xy mellett (N, ¢, (21, 22,...,2,)) = f(2;) =
= cx; barmely i € N szereplére, és igy > .| cx; = t-b6l adodoan ¢ = zi* O

Megjegyzendd, hogy de Frutos (1999) és Ju-Miyagawa—Sakai (2007) ered-
ményei alapjan O’Neill tételébsl elhagyhato a részrehajlasmentesség és a foly-
tonossagi feltétel. Terjedelmi okokbol O’Neill tételének Young (1994) szerinti
valtozatat ismertettiik.

Specialisan az addzasi problémara gondolva, O’Neill tétele szerint csak az
egykulcsos adérendszer semleges az alanyok Osszefogasaval, illetve szétvala-
séval szemben. Az egykulcsos addérendszer ilyen jellegii jo tulajdonsidga nem
is meglepd, de az, hogy barmely méas adorendszer dsszefogasra, illetve szétva-
lasra 6sztonozhet, mar nem ilyen nyilvanvaldé. Nem megleps, hogy a tarsasagi
ado egykulcsos, hiszen tobb véllalat viszonylag kdnnyen egyesiilhet, illetve egy

8s=1vagy s = 2.
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vallalat konnyen széteshet tobb vallalatra, ha az ad6zasi szempontbol kifizets-
dé. Természetesen a kiilonféle adokedvezmények miatt valojaban a tarsasagi
adoé meghatarozasa sem az aranyos elosztasi szabaly szerint torténik, ami sok-
szor az O’Neill tételében szerepld részrehajlas-mentességi feltétel sériiléséhez
is vezethet. A személyi jovedelemadoé esetében az egyének Gsszefogasi lehets-
sége méar erdsen behatarolt. Elképzelhets ugyan, hogy rokonok, baratok stb.
mas javara (pl. alacsonyabb jovedelmid hazastéars javara) fizetetnek ki bizo-
nyos jovedelmeket, de bérjovedelmek esetében ez szinte elképzelhetetlen. Igy
O’Neill tétele a személyi jovedelemado térvény szaméra kevés mondanivaloval
bir.

2.3. Egyenletes nyereség elosztasi szabaly karak-
terizacioja

Térjiink ra a méasik stratégiai tulajdonsagra, a csalasbiztossigra. Emlékezte-
tGil: egy eljaras csaldsbiztos, ha mindenkinek érdekében all valodi igényét
kinyilvanitani. Az aranyos elosztéasi szabély nyilvan nem lesz csalasbiztos, hi-
szen barmely szerepld egyoldalian inkadbb a valodi igényénél nagyobb igényt
jelent be, ezzel megnovelve az ardanyos részesedését[] A csalasbiztos eljarasok
kérét Sprumont (1991) hatérolta be.

Sprumont (1991) eredményének ismertetése el6tt jegyezziik meg, hogy a
hamis igények bejelentésének lehetGsége miatt, a szereplk valodi igényeik-
nél nagyobb mennyiségekhez is juthatnak, ami f6losleges mennyiségek elta-
volitasanak, raktarozasanak, megsemmisitésének koltségével jarhat. A kapott
mennyiségek Gsszehasonlitdsa érdekében Sprumont (1991) felruhézta az egyes
szereplSket a mennyiségek f6l6tti (>=;),.  egycstcsi és folytonos preferencia-
rendezésekkel. Az egycsicsisdg alatt az értendd, hogy barmely szerepls a va-
l6di igényét szeretné leginkabb megkapni, mig ennél nagyobb mennyiségek, a
mennyiség novekedésével egyre kevésbé kedveltek, illetve hasonléan, a valodi
igénynél kisebb mennyiségek a mennyiség csokkenésével egyre kevésbé kedvel-
tek. A preferenciarendezés folytonossiga egy pusztan technikai jellegii felté-
tel, amely szerint barmely « € [0,¢] mennyiségre zartak az {u € [0,t] | x=;u}
alsé és {u € [0,t] | u=;x} fels6 nivohalmazok. Hamis igények bejelentésével
elképzelhetd, hogy az eredend@en deficites esetben is az elosztasi szabély egy
szufficites esettel szembesiil. Ezért a sziikséges hatékonysdgi feltételt a kovet-
kez6képpen fogalmazzuk meg: az igénybejelentések alapjan deficites esetben
mindenki a bejelentett igényénél kevesebbet kap, mig az igénybejelentések
alapjan szufficites esetben mindenki a bejelentett igényénél tébbet kap. Ezek
utan mar kimondhatjuk Sprumont (1991) tételét.

9 Ezzel egy kicsit el6reszladtunk, hiszen a csalasbiztossag fogalméat forméalisan ebben
az alfejezetben fogjuk bevezetni.
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2.2. tétel (Sprumont, 1991). Ha a szerepldk preferencidi egycsicsiak és foly-
tonosak, akkor a hatékony, részrehajlismentes elosztdsi szabdlyok kérében az
egyetlen csaldsbiztos eljdards az egyenletes nyereség elosztdsi szabdly.

Sprumont tételét Ching (1994) tételének kovetkezményeként fogjuk meg-
kapni. Ching jelent&sen egyszertsitette és egyben élesitette Sprumont tételét
a folytonossagi feltétel elhagyasaval és a részrehajlasmentességi feltételnek az
egyenlSk azonos elbdnasanak feltételével valo helyettesitésével.

Térjiink r4 Ching eredményének ismertetésére. Tehat legyenek =;-k [0,¢]
feletti egycsticsu preferenciak. Jelolje »; a =; szigora részét (azaz = >;y ak-
kor és csak akkor, ha x>,y és nem y>;x), ~; a szimmetrikus részét és R
a [0,¢t] feletti egycsucst preferenciarendezések halmazat. Tovabba az =; €R
preferencia csucsat jelolje cs(=;) és = = (=1,..., >, ) az n szerepls preferen-
ciaprofiliat. Az y € R’} elosztas megualdsithato, ha Y . | y; = t. Jelolje Y a
megvalosithato elosztasok halmazat.

Az eredetileg igényvektorokhoz megvalosithaté elosztasokat rendeld elosz-
tési szabalyokat kiterjesztjiik preferenciaprofilokhoz elosztasokat rendels sza-
balyokka, azaz a tovibbiakban a ¢ : R™ — Y tipusu fiiggvényeket is elosztasi
szabalyoknak hivjuk. Preferenciaprofilok esetén az egyenlSk azonos elbanasa-
nak, a hatékonysagnak és a csalasbiztossdgnak a kovetkezd kiterjesztéseivel

dolgozunk:

2.1. axiébma. A ¢ : R" — Y elosztési szabaly kielégiti az egyenldk azonos
elbdndsdnak elvét, ha barmely = € R™ és barmely 4,7 € N esetén =; = =;
maga utan vonja ¢;(>=) ~; p;(>)-t.

2.2. axioma. A p: R™—Y elosztasi szabaly hatékony, ha barmely = €R"
esetén nem létezik olyan y € Y, amelyre y; =, ¢;(>=) barmely ¢ € N-re és
yi i pi(>) valamely i € N-re.

Megjegyzendd, hogy a hatékonysag Ching-féle megfogalmazésa ekvivalens
Sprumont megfogalmazéasaval, azaz barmely > € R"-re és i € N-re cs(>=;) <
< @i(=), ha 330 es(=;) < t, illetve cs(=;) > ¢i(=), ha Y77 es(=;) >
> t. Ching tételének bizonyitésakor altalaban a hatékonysag Sprumont-féle
alakjat fogjuk hasznélni. A hatékonysag Ching-féle definicioja mellett az szdl,

hogy a Pareto-hatékonysag hagyomanyos definiciéjanak felel meg.

2.3. axioma. A ¢ : R" — Y elosztéasi szabaly csaldsbiztos, ha barmely
= € Rre, i € N-te és =) € Rere (=) =, pi(=), =) [

Sziikségiink lesz az egyenletes nyereség elosztasi szabaly preferenciaprofi-
lokra torténd alabbi kiterjesztésére, amelyet szintén ug-vel jel6liink.

10 > _; a > preferenciapofilbdl az i € N szerepl$ preferenciarendezésének elhagyéisaval
ad6do ,csonka” preferenciaprofilt jeloli. A (=%, > _;) preferenciaprofilt ugy kapjuk,
hogy a > preferenciaprofilban >-;-t kicseréljiik t;—re.
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2.7. definici6é. Barmely = € R™-re és i € N-re

ug; (=) = {maX{CS( i) A} ha 30 es(mi) <t 6
min{cs(>=;), A}, ha S0 es(>=;) > t,

ahol A € R a Y I ug;(=) = ¢ megoldasa.
Ezek utan mar kimondhatjuk Ching (1994) tételét.

2.3. tétel (Ching, 1994). Az egycsicsi preferenciarendezések halmazdn egy
elosztdsi szabdly pontosan akkor bdnik azonosan az egyenldkkel, hatékony és
csaldsbiztos, ha az az egyenletes nyereség elosztdsi szabdly.

A tétel bizonyitasdhoz sziikségiink lesz még egy fogalomra és két lemmaéra.

2.8. definicié. A ¢ : R"™ — Y elosztasi szabaly csicsmonoton, ha barmely
= € R"re, i € N-re és = € R-re cs(=}) < cs(=;) maga utan vonja a
0i(=h =) < pi(=) egyenlbtlenséget.

A csticsmonotonitas szerint barmely szereplé kivant igényének egyoldala
novekedése noveli az elosztasi szabaly altal neki juttatott mennyiséget.

Elgszor belatjuk, hogy a hatékonysag és csalasbiztossig implikalja a cstcs-
monotonitast.

2.1. lemma. Egycsicsu preferencidk felett eqy hatékony és csaldsbiztos el-
osztdsi szabdly egyben csicsmonoton is.

Bizonyitds. Legyen ¢ hatékony és csalasbiztos. Vegylink egy olyan = € R"
preferenciaprofilt, egy olyan i € N szerepl6t és egy olyan =) preferenciat,
amelyre teljesiil a csicsmonotonitas eléfeltétele, azaz cs(=%) < es(=;).

(i) Nézziik el6bb a 37 cs(=;) < t esetet. Ekkor ¢ hatékonysaga miatt
¢s (=) < @i (>). Indirekte tegyuk fel, hogy a csticsmonotonitas utofeltétele
sérill, azaz o; (=) < ¢; (=4, =_;). Ekkor

cs(z;) < es(z) < @ilz) < il =),

amely szerint ¢;(>)>=}p; (=%, = _;), mivel >} egycsicst. De ez utdbbi relacio
azt allitja, hogy a (=7, t_i) preferenciaproﬁl mellett z-nek érdemes inkabb a
>, preferencidjat megadni, azaz ¢ manipulalhat, ami ellentmond ¢ csalésbiz-
tossaganak.

(ii) Térjiink rd a masik t < Y77, cs(>=;) esetre. ¢ hatékonysiga miatt
most ¢; (=) < cs (=) barmely j € N-re. A (ii) esetet két alesetre bontjuk.

(a) Legyen el6bb t < cs(>=}) + ZJ 1,1 ¢8(=;). Ekkor ¢ hatékonysaga mi-
att ¢; (=}, =_;) < cs(=}). Ha es(>}) < (=), akkor készen vagyunk, hiszen
az egyenlGtlenségi relacio tranzitivitasa adja a csicsmonotonitast. Vizsgalan-

/

do még a p;(=) < es(=}) eset. Ekkor éljiink megint a o; (=) < @; (=5, =_;)
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indirekt feltevéssel. Az eddigi egyenltlenségeink és a csticsmonotonités els-
feltétele alapjan

i (=) < @i (=5 =) <es(=)) < es(=),

tehat o; (=%, = _;) =ip: (=), azaz ¢ manipulalhat, ami ellentmond a csalasbiz-
tossagnak.

(b) Nézziik (ii) méasik CS(_l)‘FZJ 1ji €8(=;) < t alesetét. Ekkor cs (=) <
< (=), mert ellenkezd esetben

t:igpj(t <es(=;)+ Z es (
j=1

adodna, ami nem allhat fenn a (b) alesetben. Alkalmazzuk tjra a ¢; (=) <
< @i (=}, = _;) indirekt feltevést. De ekkor

cs(= )<<P1( )<<P1( i)

amely szerint a = egycstcsusiganak a felhasznalasaval
@i(=) =i (=5, = 24),

ami megint a csalasbiztossag sériilését jelentené, azaz ellentmondésra jutot-
tunk. O

A kovetkezd lemma szerint hatékony és csalasbiztos elosztasi szabalyok
esetén kizarolag egyetlen szerepls preferencidjanak legfeljebb oly mértékd
valtozéasa, amely mellett a csiicsa tovabbra is kisebb, illetve nagyobb marad a
kapott mennyiségénél, nem valtoztat az adott szereplének juttatott mennyi-
ségen.

2.2. lemma. Legyen ¢ hatékony és csaldsbiztos. Ekkor barmely = € R"™-re,
i € N-re és = € R-re:

(i) ha es(=i) < wi(=) és cs(=3) < @i(=), akkor ¢; (=3, = ;) = wi(>),
illetve

(i) ha cs(=;) > wi(=) és cs(=h) > @i(=), akkor ; (=i, =_;) = @i(=).

Bizonyitds. Csak az (i) esetet bizonyitjuk. Induljunk ki tehét olyan = € R™-
bdl, i € N-bél és =i € R-bél, amelyre cs(=;) < @;(=) és es(=5) < @i(>=)
teljestil. cs(>;) < gol( ) és ¢ hatékonysaga miatt cs(>=;) < ¢;(>) barmely
j € N-re. Ezért cs(=}) < ¢;(>=) felhasznalasaval adodik

es(=i) + Y es(z;) <
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Ekkor ¢ hatékonysaga miatt cs(=}) < ¢; (=5, =_;).

Indirekte tegyiik fel, hogy ¢; (=}, =_;) # ;(>). Amennyiben a p;(>) <
< i (Zh =) eset allna fenn, akkor cs(>%) < ¢;i(=) < @i (=i, =_;), és
ezért o;(=)=lp; (=5, > _;), ami ellentmond ¢ csalasbiztossaganak. Ha pedig
a i (=i, =_;) < @i(=) eset allna fenn, akkor vegyiink egy olyan =/ € R
preferenciat, amelyre cs(=}) = es(>;) és p; (=, =) >—’i’<pi(t) Ekkor a
21 lemma kétszeri alkalmazasaval adodik o; (=7, >_;) = ¢i(>), amibdl
i (55 =) =i (=, =_;). Ez utobbi pedig megint ellentmond ¢ csalas-
biztossadganak. O

Ezek utan ratériink Ching tételének bizonyitasara.

Bizonyitds. Konnyen ellendrizhets, hogy az egyenletes nyereség eljaras azo-
nosan banik az egyenlGkkel, hatékony és csalasbiztos.

Forditva vegyiink egy ¢ egyenlkkel azonosan bané, hatékony és csalas-
biztos elosztasi szabalyt. Legyen = € R™. Ha specidlisan >, cs(=;) = t,
akkor ¢ hatékonysaga miatt ¢;(>) = cs(=;) = ug;(=). A tovabbiakban csak
a > cs(>;) <t esetet vizsgaljuk, mivel a fennmarado Y ., cs(=;) >t
eset hasonloan igazolhato.

Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetd, hogy cs(=1) <...<cs(>=,).
Tegytik fel indirekte, hogy ¢(>) # ug(>). Ha =y = ... = =, akkor a megvalo-
sithatosag és az egyenlSk azonos elbdnésanak elve alapjan t =3 "  ¢;(=)#
# 3" ug; (=) =t, ami lehetetlen. Tehat =-ben kell legalabb egy =, prefe-
renciatol eltérd preferenciaju szereplének lennie ahhoz, hogy ¢ (=) # ug (=)
teljesiilhessen.

1. lépés. Mivel ¢ (») # ug (*), a megvalosithatosag és a hatékonysag mi-
att létezik olyan j € N, amelyre cs (=;) < ¢;(=) < ug; (=). Ha j = 1, akkor
térjiink at a 2. lépésre. Kiilénben pedig legyen t; = >1. ARl lemma alapjan
©; (t;, =_;) < ¢j (=), és a2Z2 lemma alapjén ug; (>-J, =) =ugj (=). Az
eddigiek alapjan @; (=}, =_;) <ug; (=}, =_;). Ha (=}, =_;) = (=1,..., =1),
akkor az el6z6 bekezdésbeli gondolatmenettel ellentmondasra jutunk és keé-
szen is volnank. Kiilonben pedig térjiink at a 2. 1épésre.

2. lépés. @i (%), =_;) < ugi (=},=_;) teljesiil i = j-re az 1. lépés alap-
jan, tovabba ¢ = 1-re az egyenl6k azonos elbanasa miatt, ha j > 1. Ezért a
hatékonysag és a megvalosithatosag miatt van olyan k € N \ {1,;}, mely-
re cs (=) < ugk (>-], =) < ¢k (>—’ - j) Legyen =} = =1 & =} =
= (=},"%)- A 22 lemma alapjan ¢y ( o t_jk) = (t;-, t_j), és
a2l lemma alapjan ugy (>Jk, -_ jk) < ugg (i], t,j). Osszegezve

UGk ( jk> t*jk) < Pk (>_ka t7]”6) :
1 Tlyen >/ € R preferencia létezik, mivel a cs(>=;) < ¢; (t;7i,i) < pi(x) és a

gpiét;, =_;) <es (=) < @i(>=) két lehetséges esethez konstrualhaté alkalmas =7 €
cR.
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Ha (t;k, t,jk) = (=1,...,71), akkor készen vagyunk, hiszen ellentmondés-
ra jutunk a két bekezdéssel kordbban alkalmazott gondolatmenettel. Kiilon-
ben pedig alkalmazzuk az 1. 1épést a (tgk, E_jk) preferenciaprofilra.

Mivel mindkét 1épésben preferencidkat helyettesitiink »=;-re, véges sok lé-
pés utan eljutunk a (=1, ..., >1) preferenciaprofilhoz, amely a megfelels lépés

végén szolgaltatja az ellentmondast. Tehat ¢ = ug. O

2.4. A talmudi szabaly karakterizacidja

A talmudi elosztasi szabaly karakterizacidjahoz bevezetiink egy, a konzisz-
tencianal gyengébb tulajdonsagot a kétszereplds vitatott ruha-eljarasra.

2.9. definicié. Egy r elosztasi szabaly pdronként konzisztens, ha barmely
két szerepl6t véve, a kettejiik szaméara juttatott 6sszmennyiségnek az tjrael-
osztasa r szerint a kétszereplds elosztasi probléma esetén nem valtoztat az r
altal kettGjliknek eredetileg juttatott mennyiségeken.

Ezek utan megmutatjuk, hogy a kétszereplds vitatott ruha-eljaras egyetlen
konzisztens kiterjesztése a talmudi szabaly.

2.4. tétel (Aumann-Maschler, 1985). A[ZA. definiciéban megadott cg talmu-
di elosztasi szabdly a kétszereplds vitatott ruha-eljdrds egyértelmi pdronként
konzisztens kiterjesztése.

Bizonyitds. Az altalanossag megszoritasa nélkil feltehetjiik, hogy z1 < zo <
< ... < x,, ezzel egyszertisitve az indexelést.

El6szor megmutatjuk, hogy csak legfeljebb egy, a kétszereplGs vitatott
ruha-szaballyal paronként konzisztens elosztasi szabaly 1étezhet. Indirekte te-
gyiik fel, hogy létezik két egymastol eltérd ilyen elosztasi szabaly. Ekkor van
olyan elosztasi probléma, és ehhez két olyan i, 7 € N szerepld, akik az egyik
szerint y; és y;, mig a masik szerint z; és z; mennyiségeket kapnak gy, hogy
zi > Yi, 25 < Yj és z; +2; > yi +y;. A cg-vel valé paronkénti konzisztencia
miatt z; + z; elosztasakor j szerepld z;-t, mig y; + y; elosztasakor y;-t kap.
Mivel z; 4+ z; > y; + y;, cg monotonitasibdl z; > y; adddik, ami ellentmond
a z; < y; feltevésiinknek.

Mint azt mindjart latni fogjuk, az alabbi szekvencialis eljaras ekvivalens a
talmudi elosztasi szaballyal és paronként konzisztens a vitatott ruha-elosztasi
szaballyal.

1. Tegyiik fel, hogy 1 < 2 < ... < x, ésn > 2. Legyen i = 1 és
y=(0,...,0).

Mejegyzés: mindegyik szerepld részt vesz az elosztéasban és még senki
sem kapott ¢-bsl. Az aktualisan elosztott mennyiségeket y-ban talaljuk.
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2. Hai < n és ynv < t, akkor az {i,...,n} szerepldk kapjanak z =
= min{xz;/2 — y;, (t —y~n)/(n — i+ 1)} mennyiséget, azaz y; = y; + 2
barmely 7 = 4,...,n-re. Legyen ¢ = ¢ + 1 és 1épjiink vissza a 2. pont
elejére.

Megjegyzés: a még az igényiik felét meg nem kapott szerepl6k kozott el-
osztjuk egyenletesen a még rendelkezésre 4116 mennyiséget, ha ez lehet-
séges, vagy mindegyikdjiik annyit kap, hogy a legkisebb igény szerepld
igényének fele ki legyen elégitve.

3. Ha yy =t, akkor készen vagyunk, kiilonben pedig legyen ¢ = n.

Megjegyzés: készen vagyunk, ha méar elosztottuk a teljes mennyiséget.

4. Ha i > 2 és yy < t, akkor az {i,...,n} szerepl6k mindegyike kapjon
tovabbi z = min{(z; — y;) — (zi—1 —¥i-1), t —yn)/(n — i+ 1)} mennyi-
séget, azaz y; = y; + z barmely j = 4,...,n-re. Legyen i = i — 1 é&s
lépjiink vissza 4. pont elejére.

Megjegyzés: amikor elkezdjiik a 4. lépést az {i,...,n} szereplSk ,vesz-
tesége”, azaz a meg nem kapott mennyiségiik azonos. Vegyiik észre,
hogy az el6z6 kordkben ¢ nem kapott potlolagos mennyiségeket, tehat
egyel6re igényének felét kapta meg. Ezek utan Osszevetjik ¢ — 1 és ¢
veszteségeit, amelyek koziil az i vesztesége a nagyobb, hiszen egyel6re
mindketten igényeik felét kaptak meg. A 4. lépésben ¢ veszteségét i — 1
veszteségének szintjére kivanjuk csckkenteni potlolagos juttatassal fel-
téve, hogy egyben az i,i+ 1, ..., n szerepl6k veszteségszintjei tovabbra
is azonos szinten tarthatok. Ha ez nem lehetséges, akkor a fennmarado
veszteséget egyenletesen teritjiik ¢,7 4+ 1,...,n kozott, amivel véget is
ér az eljaras.

5. Ha i =1 és yy < t, akkor minden szerepl§ részesiiljon tovabbi z =
= (t — yn)/n mennyiségben, azaz y; = y; + z barmely j =1,...,n-re.

Megjegyzés: az 5. 1épésre akkor van sziikség, ha még a legkisebb igé-
ny( szerepld is részesiilhet az igénye felénél nagyobb mennyiségben dgy,
hogy végiil az Gsszes szerepld vesztesége azonos mértéki lesz.

Vegyiik észre, hogy ha ¢ > zy/2, akkor egybdl adhatnank minden i € N
szereplének x;/2 mennyiséget, és ugorhatnank egybdl a 4. pontra. Hasonlo-
an, ha t < xzy/2, akkor a 4. és 5. pontok f6loslegesek. A mésodik pontban
tulajdonképpen lépésrél-lépésre elégitjiik ki a szereplk igényeinek a felét,
ameddig ez lehetséges, ami pontosan a talmudi szabaly ug; (N ,t, (%)l c N)
értékeit adja a t < xn/2 esetben, illetve az x;/2 értéket, ha t > zy/2. Ez
utobbi esetben az eljaras folyatodik a 4. és 5. pontokkal. A 4. 1épés elsd
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végrehajtasa el6tt mindenki megkapta igényének a felét, és az ¢. 1épés meg-
kezdésekor x;—1 — y;—1 = x;-1/2, tovabba az i szerepls kielégitetlen igénye
x; /2. Végiil figyelembe véve, hogy mivel egy azonos elvonéasi szint kertil meg-
hatarozasra, ezért a fenti algoritmus valoban a talmudi elosztasi szaballyal
azonos elosztasokat szolgaltat. Az algoritmusbél az is latszik, hogy a talmudi
eljaras er6forras-monoton.

Ezek utan még igazolando, hogy a fenti algoritmus paronként konzisztens
a vitatott ruha-elosztasi szaballyal. Vegylink két i, j € N szerepl6t, melyekre
x; < z;. Ha t elegendéen kicsi (azaz t < zn/2 vagy a 4. pontban egyikiik
sem kap tovabbi mennyiséget), akkor mindketten az igényeik felét kapjak.
Ha ¢-t tgy noveljiik tovabb, hogy j még kap a 4. pontban, de ¢ mar nem,
akkor kettdjiikket tekintve, az igényeik fele felett leosztott teljes mennyiség
j-nél csapodik le. Ha ¢-t dgy néveljiik tovabb, hogy mindketten részesiilnek
tovabbi mennyiségben a 4. és az 5. 1épésekben, akkor mindketten 1épésenként
azonos mennyiségekben részesiilnek. Mivel az algoritmust szemiigyre véve ¢
pontosan akkor részesiilhet a 4. és az 5. 1épésekben tovabbi juttatasokban,
ha legfeljebb x;/2 mennyiséget nem kapott meg, és ekkor minden tovabbi
lépésben i és j azonos mennyiséget kap, ezért a vitatott ruha-elosztasi szabaly
definiciojat kovets magyarazo szoveg alapjan lathato, hogy az i és j kozotti
elosztas a vitatott ruha-szabély szerint torténik. O

A fejezetet Moulin (2000) az ardnyos, az egyenld nyereség és az egyenls
veszteség elosztasi szabalyok kitlintetett szerepére ramutato tételével zarjuk.
A tételt nem bizonyitjuk.

2.5. tétel (Moulin, 2000). Ha a szereplék szdma legaldbb hdrom, akkor az
egyenldk azonos elbandsdnak, a homogenitisnak, a konzisztencidnak, az alul-
rol elddllithatosdgnak és a felilrél eldallithatésdgnak kizdrdlag az ardnyos, az
egyenld nyereség és az eqyenld veszteség elosztdsi szabdlyok tesznek eleget.

A folytonos elosztasi problémékra vonatkozé eredmények jo attekintését
adja Moulin (2002a) és Thomson (2003 és 2010). Frissebb ilyen iranyu ered-
meényeket ért el tobbek kozott Moulin (2008) és Ju-Miyagawa—Sakai (2007).

2.5. Gyakorlé feladatok

2.1. feladat. Hatarozza meg az
(i) ({1,2,3,4},30,(5,6,19,20)) és a
(ii) ({1,2,3,4},35,(8,11,16,45))

elosztasi problémak elosztasat az aranyos, az egyenletes nyereség és az egyen-
letes veszteség szabalyokkal!
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2.2. feladat. Hatarozza meg az
(i) ({1,2,3,4},25,(5,10,20,25)) és a
(ii) ({1,2,3,4},40,(10,15,20,25))

elosztasi problémak megoldésait a talmudi és a véletlen érkezési sorrenden
alapulo szabalyokkal!

2.3. feladat. Igazolja, hogy a kétszereplds esetben a két azonos valdszintisé-
gii kiszolgalasi sorrend alapjan meghatarozott elosztas (lasd a 2.4l definiciot
kovetd két lépéses eljarast) a vitatott ruha-elosztasi szaballyal azonos ered-
ményt szolgaltat!

2.4. feladat. Mutassa meg, hogy az egyenletes nyereség szabély duélisa az
egyenletes veszteség szabaly, és forditva!

2.5. feladat. Igazolja, hogy az arényos elosztasi szabaly ondualis!

2.6. feladat. Mutassa meg, hogy az egyenletes nyereség, az egyenletes vesz-
teség és a talmudi elosztési szabaly nem Gsszefogasbiztos!

2.7. feladat. Mutassa meg, hogy az ardnyos, az egyenletes veszteség és a
talmudi elosztési szabaly nem csalasbiztos!

2.8. feladat. Igazolja a hatékonysag Sprumont-féle és Ching-féle megfogal-
mazasainak ekvivalenciajat!
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3. fejezet

Diszkrét elosztasi szabalyok
matematikai jellemzése

Ebben a fejezetben altalanos egész értékd (diszkrét) elosztéasi problémakat
vizsgalunk. A mandatumszamitési eljarasokkal, amelyek olyan specialis diszk-
rét elosztasi szabalyok, amelyek az aranyos elosztast célozzak meg, a kovet-
kez6 fejezetben foglalkozunk.

A determinisztikus modellkerettel foglalkozo els6 alfejezetben megmutat-
juk, hogy a strukturéalis invariancia axiémak a prioritasi szabélyt implikaljak.
E negativ eredmény elSli menekvési uttal foglalkozik a masodik alfejezet.

3.1. Diszkrét elosztasi problémak

A strukturalis invariancia axiomak és a prioritasi szabély kozotti kapcsolatra
Moulin mutatott ra.

3.1. tétel (Moulin, 2000). A konzisztencidnak, az alulrol elddllithatésdgnak
€s a feliilrdl eldallithatdsagnak pontosan a prioritdsi szabdlyok tesznek eleget.

Bizonyitds. Konnyen ellenérizhets, hogy a prioritasi szabalyok eleget tesznek
a konzisztencianak, az alulrol elgallithatosagnak és a feliilrdl elgallithatosag-
nak. Az allitas megforditasat négy lépésben igazoljuk.

1. lépés. Adott x-re jellemziink egy adagolasi szabalyt a targyak egyen-
kénti és egymaés utani elosztasan keresztiil, amelyre adagolasi utként fogunk
hivatkozni.

Mivel az alulrdl elGallithatosaghol kovetkezik az eréforras-monotonitas,
ezért az elosztési it mentén az elosztasi vektor ndvekménye egy egységvek-
tor, azaz barmely t € {1,...,xx}-hez létezik olyan ¢ € {1,...,n}, hogy

31
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r(N,t,x)—r (N,t — 1,7) = €', ahol €’ az i-edik egységvektor. Tehat a p (N, )
elosztasi it a megfelels egységvektorok sorozatdhoz tartozé elosztasban része-
siil6 szereplSk sorozata altal determinalt, azaz p; (N, x) = ¢ pontosan akkor,
ha r (N,t,2) —r (N,t — 1,7) = e'. Megjegyzendd, hogy az elosztasi titban az
i szereplé pontosan x;-szer szerepel. Jelolje p™ (N,z) a p (N, z) projekcio-
jat M-re, azaz pM (N, x)-ben az M-beli szereplSk kovetik egymast a p (N, )
altal kijelolt sorrendben. Nyilvan p™ (N, x) hossza x ;.

Ezek alapjan megallapithato, hogy egy elosztési szabaly nyilvan megfelel-
tethets egy p (N, x) elosztési at csaladnak, ahol N befutja az Osszes lehetséges
szereplGhalmazt és x az Osszes lehetséges igényvektort.

2. lépés. A tételt igazoljuk a kétszereplds esetre.

Legyen N = {1,2}. N rogzitett volta miatt elhagyjuk N-t az r argumen-
tumai koziil. Jelolje p az utolsé darab elosztasa eltti elosztast, azaz p (x) =
= r(zy —1,z). A feliilré] elsallithatésag miatt r (¢, ) = p@~¥—) (z), ahol
p@N=t) g pnek a xy — t-edik iteraltjat jeloli (t =1,...,zy). Az alulrol
elsallithatosag miatt

p)=rLl,z)+r(ey —2,z—r(L,z))=r(L,z)+pxz—r(l,z)). (3.1)

Rogzitett x mellett tegyiik fel, hogy p(V, ) ugyanannak az i személynek adja
az elsG és az utolso elemet, azaz

r(l,r) =¢" & x—p(x) = ¢ (3.2)
Legyen 2’ = p (). Ekkor a feliilrdl elgallithatosag miatt
r(l,z")=r(l,r(zxy —1,2)) =r(1,2),

ha zny > 2. Majd 2’ definiciojanak, a (32) kétszeri alkalmazasaval, a (3]
alkalmazasaval és végiil a (B.2) jboli alkalmazasaval

p)=pp@)=p-—c)=pl@—r(lz)=p) —r(lz)=p) —¢,

tehat o’ —p (z') = €, kielégitve ezzel a (B.2)) egyenlSségeket z’-vel. Ez utobbi
Osszefliggést még t — 1-szer iterdlva adodik p (N, z) = (i,...,4), azaz a (B.2)
feltételezése maga utan vonja, hogy mind az zy egységet ugyanaz az i sze-
repld kapja.

Tegyiik fel, hogy létezik olyan t € {2,...,2zy}, melyre p(N,x) els6 és
t-edik eleme i € N, azaz

r(l,z) =¢" &s r(t,x) —r(t—1,z)=¢"

Legyen y = r(t,x), ekkor az utobbi egyenlGségek a feliilrsl elgallithatosag
felhasznélasaval az alabbi alakot 6ltik:

r(l,x):ei és y—p(y):T(t,x)—T(t—l,y):T(t,x)—r(t—l,x):ei.
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A korabbi gondolatmenetiinket megismételve p (N, y) = (4, ..., 1), amibdl ko-
vetkezik, hogy p (N,z) = (1,...,1,2,...,2) vagy p(N,z) = (2,...,2,1,...,1),
ahol az egymast kévets egyesek szama 1 és az egymast kovets kettesek szama
ZI9.

A 2. lépés igazolasdhoz még be kell latnunk, hogy a p (IV, z)-ben megje-
lend prioritasi sorrend fliggetlen x-t6l. Nyilvan x; = 0 vagy x2 = 0 esetén
nincs mit bizonyitani. Az &ltalanossidg megszoritasa nélkiil feltehets, hogy
ap(N,z)=(1,...,1,2,...,2) esettel allunk szemben. Ekkor p (x) = x — €2
és p (N, T — 62) a p (N, z)-bdl a sorozat utolsod elemének a torlésével adodik
a feliilrél elGallithatosag miatt, és ezért p (N , T — 62)-ben is 1 élvezi a pri-
oritast. Most megmutatjuk, hogy p (N,:E — el)-ben is 1 élvezi a prioritéast.
Ehhez a (32) és a (31) alapjan ad6do

plz—e')=pl@—r(lz)=p)—c' =(x—c')—¢

Osszefiliggésbdl lathato, hogy a p (N , T — el) elosztasi at utolso eleme 2. Ezért
p (N , T — el)-ben is 1 élvezi az els6bbséget. A gondolatmenet ismétlésével
adodik, hogy barmely x' < z igényvektor esetén 1-é az els6bbség. Mivel az
(1,1) igényvektor megadja a rogzitett prioritasi sorrendet és barmely (x1,22) >
>(1,1) igényvektorbol 1 4+ x2 — 2 lépésben eljuthatunk a bekezdésben lefrt
modon az (1,1)-be, ezért az (1,1) determinélja barmely igényvektorhoz tar-
toz6 prioritéasi sorrendet.

Tehét valoban a kétszereplds esetben az alulrdl és feliilrsl elgallithatosagbol
kovetkezik, hogy r egy prioritési szabalyﬂ

3. lépés. Megmutatjuk, hogy r pontosan akkor konzisztens, ha

VI CNCN:VzeNV:p(T,2")=p" (N,z). (3.3)
Vegyiik észre, hogy a (B3] tulajdonsag teljesiilését elegends csak T'= N \ @
alakd halmazokra megkovetelni.

Jelolje 7 (¢, ) az a sorozat els6 t elemének a részsorozatéat és O (i, ) az
a-ban taladlhato i-k szdmat. Kénnyen meggondolhat6, hogy

O (i,m(t,p(N,x))) = r;(N,t,x) (3.4)

barmely (N,t,x) elosztasi problémara és i € N szereplére. (3.4), tovabba m
és O értelmezése, valamint a projekcios operator tulajdonsagaibol adoddan

p (N \ i,xN\i) — o (N, 2N & [r(t, p(N, 2)) N =
:W(t_ri(Nat7$)7p(N\i,xNV)) (3.5)

1 A konzisztencidra egyelSre nem volt sziikségiink.
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minden £t =1,...,zy-Te.
Ezen elgkésziiletek utan igazoljuk, hogy a konzisztencia ekvivalens a ([3.3))
Osszefiiggésben megadott tulajdonsaggal. Induljunk ki elébb abbol, hogy ([B.3)

teljesiil. Ekkor elgbb ([B4), majd (B3) és (3.0), tovabba i # j, és végiil (34)
alapjan

ri(N\j,t —rj(N,t,x),xN\j) = (i,w (t—Tj(N,t,x),p(N\j,xN\j))):

9,
0 (i, [n(t.p(N.a))™V ) =
O (i,m(t, p(N,x))) = ri(N, t, ),

tehéat r konzisztens.
Forditva, ha r konzisztens, akkor r; (N, t, z)=r; (N\j, t—r;(N,t, x), a:N\j).
Ekkor a fenti gondolatmenetet kévetve

o) (z [x(t, p(N, x))]N\j> -0 (z 7r (t — (N, t,2), p(N \ j, xN\j)>> . (3.6)

Mivel ([B.0) minden ¢ € N \ j-re és minden ¢ € {1,..., xy }-re teljesiil, induk-
cioval igazoljuk a

[t (N )YV =7 (= 1y (Not2), p(N \ o™ V) (3.7)

Osszefliggeést, amibgl adodik B3) T = N \ j-re, ami elégséges is. Ha t = 1 és
j-vel kezdédik p(N, x), akkor a (B.7)) egyenldségben mindkét sorozat iires. Ha
pedig t = 1 és @ # j-vel kezd6dik p(N, x), akkor a (B1) egyenldségben mind-
két sorozat i-vel kezdédik. Tegyiik fel, hogy t € {1,...xny—1}-re teljesiil (7).
Ekkor igazolando ([B7) teljestilése t+ 1-re. Ha a p(N, x) sorozat t + 1 eleme j,
akkor egyrészt [m(t, p(V, a:))]N\j = [r(t+ 1, p(N, :c))]N\j, mésrészt (¢ + 1) —
—rj(N,t+1,z) =t —r;(N,t,z), mert a t + 1-edik egységet j kapja, és ezért
T(t+1—rj(N,t+1,2),p(N\jaNVV)) =7 (t—r;(N,t,z),p(N \ j, 2N \)).
Ha pedig a p(N, z) sorozat t+1 eleme ¢ # j, a (B.7) mindkét oldalan talalhato
sorozat i-vel hosszabbodik meg.

4. lépés. Megmutatjuk, hogy a prioritasi sorrend fiiggetlen az elosztéasi
problémétol. A 2. lépés alapjan a kovetkezSképpen definidlhato A felett a =
binaris relacié: ¢ > j pontosan akkor, ha a 2. lépés alapjan az {i,j} kétsze-
replds elosztasi problémékra az r elosztési szabaly szerint ¢ € A prioritésa
magasabb a j € N prioritasanal. Igy = nyilvan definialt barmely i # j-re.
Konnyen ellenérizhetd, hogy > antiszimmetrikus.

Indirekte igazoljuk > tranzitivitdsat. Tegyiik fel, hogy talalhatdé harom
olyan szerepls, amelyekre i > j, j > k és k > i. Tekintsiikk az N = {i,7,k}
szerepl6halmazhoz és az x; = x; = 3 = 1 igényvektorhoz tartozo elosztasi
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utat. Ekkor

[N, 2)] 7 = p({i, 5}, (1,1)) = (i, 5),

(N, 2)] 9 = p({5,k}, (1,1)) = (5, k),

(N, 2™ = p({k, i}, (1,1)) = (k, 1),

ami lehetetlen, hiszen p(N,x) egy sorrendet ad meg. Még azt kell meggon-
dolnunk, hogy az N feletti = rendezés egy prioritasi szabalyt hatéroz meg.
Ehhez mar csak azt kell figyelembe venniink, hogy barmely rogzitett N C
C N-re és barmely = € NV-re a p(N, z) elosztasi utat tekintve, ([3.3)) alapjan
barmely T = {i,j} C N-re az i-k megelézik a j-ket. Tehat barmely két
személy viszonylataban igaz, hogy a magasabb prioritasa szerepld teljes igé-
nyének kiszolgaladsa utan részesiilhet az elosztando targybol az alacsonyabb
prioritasi szerepld. O

A fenti tétel egy meglehetGsen negativ allitas, hiszen a harom strukturéalis
invariancia tulajdonsag megkovetelése sziikségszerien csak egy igazsagtalan
elosztasi szabalyt enged meg. Amennyiben mindharom strukturéalis invarian-
cia tulajdonsighoz ragaszkodunk és mégis egy igazsagos elosztasi szaballyal
szeretnénk dolgozni, akkor ki kell 1épniink a determinisztikus elosztasi szaba-
lyok korébdl.

3.2. Valoszintiségi elosztasi szabalyok

A Bl tétel elsl egy menekvési tt a modellkeretiink valoszintiségi kiterjesztése.
Ehhez sziikségiink lesz az [[3l alfejezetben megfogalmazott tulajdonsagok
valoszintiségi kiterjesztéseire, amelyek megtalalhatoak Moulin (2002b) vagy
Tasnadi (2004b) irasaiban.

Jelolje a lehetséges elosztdsok halmazat Qy ; ., azaz

QN,tﬂz:{weNN|wN:t,Vi€N:O§wi§xi},

és jelolje P (Un,¢.0) az Q1 halmaz hatvényhalmazét@

A p valdszindségi elosztdsi szabdly minden egyes (N, t,x) elosztasi prob-
lémahoz hozzarendel egy az )y, halmazon értelmezett valészintiségi mér-
téket, amelyet pn ¢ -szel jeloliink. Tovabba jeldlje ekkor pé\,)m az 1 € N
szereplének jutatott mennyiség eloszlasat, amely a pn ;. egy peremeloszlasa.

Definialjuk a valdszindségi ardnyos elosztdsi szabdlyt: egy adott (N, ¢, x)
elosztasi probléma esetén jutassunk az i € IV szereplének x; darab sorsjegyet.
Ezutan huzzunk ki visszatevés nélkiil ¢ darab sorsjegyet az xy darab sorsjegy

2 Egy adott halmaz hatvanyhalmaza annak részhalmazainak az Ssszesége.
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koziil, és végiil minden egyes szerepld a kihtzott sorsjegyeivel azonos mennyi-
ségben részesiil az elosztandd targybol. A definicio alapjan a valoszintségi
aranyos elosztasi szabély a polihipergeometriai eloszlassal irhaté le, tehat
_Lien (&)
PN, t,x (w) = (ziN)
t
tetszbleges w € Qn ¢, elosztas esetén.

A valoszintiségi aranyos elosztasi szabaly jellemzéséhez két axiomara lesz
sziikséglink. Az els6 szerint, ha a rendelkezésre all6 mennyiség megnovekszik,
akkor azonos elosztashoz kell jutnunk a megnovekedett mennyiség egyidej
elosztasa esetén, illetve az eredeti mennyiség és a novekmény kiilon-kiilon
torténd elosztasa esetén. Ezt a tulajdonsagot ismerjiikk a determinisztikus
modellkeretbdl, amelyet alulrodl elGallithatésdgnak neveztiink. Ennek valoszi-
niiségi kiterjesztése a kévetkezs axioma.

s

3.1. axioma. Alulrdl elddllithatdsdg:

0<t' <t<any=pnie (W)= Z PNt (W) PN -t o —wr (W — W)
W EQN 1/ &
w' <w
teljesiiljon minden N C A halmazra, minden ¢, ¢ € N elosztandé mennyiség-
re, minden z € NV igényvektorra és minden w € Q5 elosztésra.

Meg kell mutatnunk, hogy a valdszintiségi elosztasi szabalyokra most meg-
fogalmazott alulrol elsallithatosag valoban az alulrdl elGallithatosag egy ki-
terjesztése.

P

3.1. lemma. Ha p determinisztikud] és alulrdl eldallithato, akkor a p-val
ekvivalens r determinisztikus elosztdsi szabdly alulrdl elddllithato.

Bizonyitds. Mivel p determinisztikus, ezért léteznek olyan w € Qn ;. és
w' € Qnp o elosztasok, amelyekre pnip (W) = 1 é8 pyyp o (W) = 1. Te-
hat r (N,t,z) = w és r (N, t',z) = . Ezért a Bl axioma Osszegének csak
egyetlen w’ € Qp v, elosztashoz tartozo tényez6je nem nulla. Erre az w’
elosztasra a Bl axiémabol adédoéan w > w' és pn—1/ g—w (W —w') = 1.
Ezért r (N,t —t',x — w') = w — w’'. Tehat az w és w’ elosztasok p altal egyér-
telmten meghatarozottak és igy teljesiilnek az aldbbi egyenlSségek.

r(Nt,x) =w=w'+w—-w =r(N,t',z)+r(N,t —t',z—u') =
=r(N,t',x)+r(N,t —t',o —r(N,t',z))
minden N C N halmazra, minden ¢, ¢ € N elosztand6 mennyiségre és minden
olyan z € NV igényvektorra, amelyre 0 < ¢’ < t < zy teljesiil. o

3 A p valoszintiségi elosztasi szabély determinisztikus, ha 1 valoszintiséggel egyetlen
elosztast valaszt ki.
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Az elemzésiink soran hasznalt méasodik axioma egy igazsagossigi axioma,
amely szerint a varhato elosztasoknak az igényekkel aranyosaknak kell lenni-
ik.

3.2. axioma. Ardnyos vdrhato részesedés:

> kol () = 2=
k=0 N

teljesiiljon minden N C N halmazra, mindegyik i € N szereplére, minden
t € N elosztand6 mennyiségre és minden x € NV igényvektorra.

3.2. tétel (Tasnadi, 2004a). A valdszintiségi ardnyos elosztdsi szabdly karak-
terizdlhato az alulrol elddllithatdsdgi és az ardnyos vdrhatd részesedés axio-
mdakkal.

Bizonyitds. Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy N =
= {1,...,n}. A tovabbiakban az alabbi két azonossagot fogjuk majd hasz-

nalni:
@)= e

s A0-GE) 0w

kit tkp=k i=1

El6szor is gy6zédjiink meg arrol, hogy a valészintiségi aranyos elosztéasi
szabaly kielégiti mind az alulrol elGallithatosagi, mind az ardnyos varhato
részesedés axiomakat. Legyen 0 < t —u = ¢/ < t < xzn és vegyiink egy
tetszbleges w € Q¢ 5 elosztast. Ekkor a valoszintiségi ardnyos elosztéasi sza-
baly definicioja, B9), disztributivitas és ([B.8]) miatt a kovetkezs egyenlSségek
adoédnak:

B 1t 71_[?:1 (le)i - Wi _
precte) = a0 75(0) = Ze Z 1(2)

e L) LT

R G T/ R VR o N

0<w’<w 0<w’<w

<

Z PNtz (w/) PN, t—t ,x—w' (w —w ) 3

WIGQN,H,Q:
w'<w
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amelyek alapjan lathato az alulrél elGallithatosagi axioma teljesiilése. Tovab-
bé a valdszintiségi aranyos elosztasi szabaly nyilvan kielégiti az ardnyos vér-
hato részesedés axiomajat, mivel a polihipergeometriai eloszlas egydimenziés
peremeloszlasainak varhato értékei tx; /zn.

A forditott iranyt t szerinti indukcioval latjuk be. Tekintsiik el6szor a t =
= 1 esetet. Ekkor a valoszintiségi ardnyos varhato részesedés axiomaja miatt
barmelyik ¢ € N szereplének juttatott mennyiség eloszlasa

@ ()"

PN 1,z (1) = N (le) €8

; en —m (50"
O = =

PN,1,m( ) TN (mlN)

tetszGleges © € NV igényvektorra. Mivel pfy | . (1) = pn1.x (€:) é5 QN 12 =
= {e1,e9,...,e,}, ezért barmely w € Qn 1, elosztasra teljesiil a kovetkezs

egyenlGség
T @)
(")
Vegyiink egy tetszoleges r6gzitett € NV igényvektort. Az indukcios feltevés
szerint
1T ()

t—1.2 w' e 3.11
PN, ) ( ) (N) ( )

t—1

PNz (W) = (3.10)

tetszleges w’' € Qp ,1—1,4 elosztasra. Az alulrol elgallithatosagi axioma, (.10,
BI1), B.38), és (39) felhasznalasaval az alabbi egyenldségeket kapjuk:

PNtz (W) = Z PN t—1,z (WI) PN1z—w (W — w’) =

’
w GQN,tfl,m
w' <w

_ oy |} GG O > s ()G
u)IGQN,t—l,I (tI—Nl) (mN_lt-i_l) W;v:tfl (IIZV) (i)
w' <w 0<w' <w

B 1=, (il) 1 m (w; _ [Tio, (i)
T w2 ()= "6

tetszéleges w € Q.+, elosztésra. Tehat py:, valdban egy polihipergeo-
metriai eloszlas, azaz p sziikségszertien a valészintiségi aranyos elosztasi sza-
baly. O

A fenti tétel megkaphato Moulin (2002b) altalanosabb eredményeibdl,
amelyek koziil kiemelendd az alabbi.
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3.3. tétel (Moulin, 2002). Az egyenldk azonos elbindsdnak, az alulrol elddl-
lithatdsdgnak és a felilrdl elddllithatosdgnak kizdrdlag a valdszindségi ardnyos
elosztdsi szabdly tesz eleget

Ez utobbi tétel azért is figyelemremélto, mert a valdszintségi aranyos el-
osztasi szabaly jellemzésében szereplé harom tulajdonsag egyike sem kotddik
kozvetleniil az ardnyossag elvéhez.

Moulin (2002b) megadja a valoszintségi modellkeretben a harom struk-
turélis invariancia axiomanak (konzisztencia, alulrol elgallithatosag és feliil-
6l elsallithatosag) egyidejileg eleget tevs elosztasi szabalyok halmazat. Az
ezen halmazba tartozo eljarasok lényegében prioritasi osztélyokba soroljak a
szereplGket, és az igy addédd prioritasi osztalyokon beliil engedik csak meg
a visszatevéses mintavételen alapuld aranyos elosztas alkalmazasat[d Moulin
(2002b) 2. tételének kovetkezménye szerint csak a valoszintdségi ardnyos elosz-
tasi szabaly ,prioritAsmentes”’. Ezért igazsdgossigi megfontolasbol ez utobbi
eljaras kitiintetett szerepet jatszik a valoszintiségi modellkereten beliil.

Végezetiil megemlitenénk még két tovabbi valoszintségi elosztasi szabalyt.
A fair sorbaallési eljaras szerint az elosztand6 mennyiséget tobb forduloban
osztjuk el ugy, hogy minden egyes forduléban a még igényekkel rendelkezd
szereplSket véletlen sorrendben egy-egy egységhez juttatjuk a még el nem osz-
tott egységekbdl. Ezen eljarast tobbféleképpen karakterizalja Moulin—Stong
(2002). Tasnadi (2002) bevezeti a fair maradék elosztasi szabalyt, amely sze-
rint mindenkinek garantalt az igényeivel aranyos részesedésének lefelé kere-
kitett értéke, a maradékot pedig ugy osztjuk el, hogy teljesiiljon az aranyos
varhato részesedés axioméaja. A fair maradék elosztési eljaras karakterizal-
hat6é az ardnymonotonitas és az aranyos varhato részesedés tulajdonsagok
segitségével

3.3. Gyakorlo feladatok

3.1. feladat. Adja meg az egyenlSk azonos elbanésa, a konzisztencia és a

feliilrél elsallithatosag kiterjesztéseit a valoszintségi modellkeretben!

3.2. feladat. Igazolja, hogy a valészintiségi aranyos elosztasi szabaly karak-

terizalhato a feliilrsl elGallithatosagi és az aranyos varhato részesedés axio-
makkal!

4 A tétel kimondasaban a megfelels tulajdonsagok valoszintiségi modellbeli kiterjesz-
téseirsl van szé (lasd Moulin (2002b) vagy Tasnadi (2004b)).

5 A pontosan két szereplst tartalmazo prioritasi osztalyokon belill a valoszintségi
aranyos elosztési szabalyon kiviil méasfajta elosztéasi eljaras is megengedhetd.

6 Az eljaras létezését, megvalositasat és jellemzését illetGen lasd Tasnadi (2002).
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4. fejezet

A mandatumszamitasi
eljarasok

Ebben a fejezetben egy speciélis, de kozponti jelentGségt diszkrét elosztasi
problémaval foglalkozunk, amelyet els6ként vizsgaltak behatéan matematika-
ilag. Az tgynevezett képviseleti (mandatumszamitasi) probléma targyalasa
soran a torténelmi érdekességekre is kitériink.

4.1. A képviseleti probléma torténete

A képviseleti probléméaban N a partok, vagy teriileti egységek halmazat jeloli.
Mivel a képvisel6helyek szamanak meghatarozasa koriili politikai és akadé-
miai vita az Egyesiilt Allamokban tekint vissza a legnagyobb miltra, ezért a
tovabbiakban elsédlegesen partok helyett allamokrol fogunk beszélni. Raada-
sul, a tagallamok (a tovabbiakban réviden allamok) szaménak idgbeli nove-
kedése és az egyes allamok népességének eltéré novekedési liteme természetes
modon felfedte az egyes allamokhoz rendelendé képvisel6helyek meghataroza-
sanak ellentmondasossagat. Ezért jelolje x; az i € N allam népességét (partok
esetében az ¢ part szavazoinak szaméat) és t a képvisel6haz méretét.

Az Amerikai Egyesiilt Allamok alkotméanya nem rendelkezett konkrét el-
osztéasi eljarasrol, viszont rogzitette az elosztés fliggését a népesség szamatol,
és tizévenként — a népszamlalasokat kdvetGen — djra meghatarozta az élla-
mok képviselgszamait. Az allamok népességaranyos képviselete a sziikséges
kerekitések miatt kivitelezhetetlen, ezért az ,egy ember — egy szavazat” elv

41
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sériill] Ezek utan a kérdés mar csak az lehet, hogy milyen kozel keriilhetiink
az aranyos képviselethez. Megjegyzendd, hogy tjabb allamok felvétele és a
népesség gyarapodasa miatt a képvisel6haz mérete is folyamatosan noveke-
dett, ami — mint azt a kés6bbiek soran latni fogjuk — két alapvets paradoxon
felmeriiléséhez vezetett. A torténeti attekintést Young (1994, 3. fejezet) és
Balinski-Young (2001) a témaval részletesen foglalkoz6 munkai alapjan vé-
gezziik. Az eurdpai és a magyar valasztasi rendszer szemszogébsl Mészaros—
Szakadat (1993) tekinti at a kiilonb6z6 mandatumszamitasi eljarasokat.

1791/92-ben Alexander Hamilton és Thomas Jefferson két eltéré mod-
szerrel allt el6. Hamilton eljardsa, az tgynevezett ,legnagyobb maradékok
modszere” elsé 1épésben meghatarozza az allamok

T
v
jEN Lj

kvotdit, amelyek tulajdonképpen az allamok arényos részesedései, majd mé-
sodik lépésben mindegyik allamhoz hozzarendeli kvotajanak |g;| (als6) egész-
részét, és végil a fennmarado helyeket kiosztja a legnagyobb maradéka Aal-
lamok ko6zott. Tekintsiik a 105 f6s képvisel6haz képviselGhelyeinek eloszta-
sat az 1790-es népszamlalasi adatok alapjan, Hamilton eljarasa szerint (lasd
alddl téblézatotﬁg .

A kvoték also egészrészeinek Osszege 97, igy Hamilton még 8 helyet oszt
ki a legmagasabb maradéka allamok kozott, ennek eredményeként 0,570 ma-
radékkal Pennsylvania az utols6, még tovabbi helyhez jutd allam.

Hamilton eljardsaban Jefferson a koz0s osztét — a megcélzott egy képvise-
16re juto lakosok szamat — hianyolta a végsd szamok megallapitasaban, mivel
a fennmaradé mandatumokat nem egy oszto segitségével hatarozzak meg.
Hamilton eljarasa Jefferson szerint ezért alkotmanysért. Hamilton megolda-
saval szemben George Washington elndkként — Jefferson érvelése alapjan —
tamogatta annak alternativ megoldéasat, amely egy a

2 Lal=

i€ N

t

egyenlGséget kielégité d kozos osztot vélaszt, és ekkor az ¢ allamnak y; =
= |x;/d] helyet ad. Jefferson a kizos oszté meghatarozasahoz valasztott egy
kiindulasi értéket, amely segitségével meghatarozta az y; = |x;/d| értékeket.
Ha igy til sok helyet osztanank ki (yn = > ,cn¥i > t), akkor noveljiik d
értékét, mig forditva, ha tul kevés helyet osztanank ki (yy < t), akkor csok-
kentjik a d kozos osztot. Az eljarast addig ismételjiik, amig nem talalunk

I Megjegyzends, hogy az .egy ember — egy szavazat” elv teljesiilése a torténelem soran
egyaltalan nem volt természetes elvaras. Példaul az Egyesiilt Allamokban 1865-ig a
rabszolgatartok rabszolganként 0,6 szavazatot adhattak le.

2 Forras: Balinski—Young (2001) 158. oldal.
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4.1. tablazat. Allamok képviselGhelyeinek meghatéarozasa 1790-es népességi
adatok alapjan

Allamok Népesség Kvota Jefferson Hamilton
Virginia 630560 18,310 19 18
Massachusetts 475327 13,803 14 14
Pennsylvania 432879 12,570 13 13
North Calorina, 353523 10,266 10 10
New York 331589 9,629 10 10
Maryland 278514 8,088 8 8
Connecticut 236841 6,877 7 7
South Carolina 206236 5,989 6 6
New Jersey 179570 5,214 5 5
New Hampshire 141822 4,118 4 4
Vermont 85533 2,484 2 2
Georgia 70835 2,057 2 2
Kentucky 68705 1,995 2 2
Rhode Island 68446 1,988 2 2
Delaware 55540 1,613 1 2
Osszesen 3615920 105,000 105 105

egy pontos elosztést eredményezd kdzos osztotB A Bl tablazatban lathato
jeffersoni elosztas megkaphato a d = 33 000 kozos osztoval. A tablazatbol lat-
hato, hogy a két eljaras csak Virginia és Delaware allamok esetében szolgaltat
kiilonboz6 értékeket. Jefferson eljarasanak alkalmazasaban (az alkotményos-
sagi érvelésen kiviil) az is szerepet jatszhatott, hogy mind Washington, mind
Jefferson virginiaiak voltak.

Egy, a jeffersoni megoldast szolgédltato alternativ eljarast adott Victor
D’Hondt 1878-ban, igy Eurépaban az 6 neve alatt szokas emlegetni a jeffer-
soni megoldést. D’Hondt kozds osztok iterativ keresése helyett az 6 nevével
fémjelzett D’Hondt-matrix segitségével hatarozta meg a mandatumok elosz-
tasat (partok esetében). A két szamitasi mod Osszehasonlitasahoz tekintsiik
alL.2l tablazat mintapéldajat, amelyben 8 képviselShelyet kivanunk elosztani.
A jeffersoni megoldas megkaphato példaul a d = 3200 k6z6s osztoval.

A feladathoz tartozé D’Hondt-méatrix a[£3l tablazatban lathato.

31lyen kozos oszté — ritka esetektsl eltekintve — talalhaté. Problémét okoz példa-
ul paratlan sok képviselShely elosztasa két azonos népességii allam kozott. Preciz
targyalasmod esetén, az ilyen esetek miatt halmazértéki elosztasi eljarasokat kell
megengedni (lasd a2 alfejezetet).
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4.2. tablazat. Négyallamos mintapélda

Allamok Népesség Kvota Jefferson
A 13000 3,467 4,000
B 3100 0,827 0,000
C 4125 1,100 1,000
D 9775 2,607 3,000
Osszesen 30000 8 8

A D’Hondt matrixban az allamok népességeit elosztjuk rendre az allamok
lehetséges mandatumainak szaméaval (i = 1,...,8). Az oszlopok i-edik sza-
mitott értékei igy megadjak, hogy i képvisel§ esetén az allam egy képviselGje
hany lakost képviselne. E képviseleti aranyokat 8 hely kiosztésa mellett ki-
vanjuk a lehetd legnagyobbnak valasztani, ami a[4.3] tablazatban vastag sza-
mokkal jelzett megoldashoz vezet, azaz A négy, B nulla, C egy és D harom
helyet kap, akarcsak a jeffersoni megoldés szerint. A tablazatbol kiolvashato,
hogy a jeffersoni k6zos osztonak barmely 3 101 — 3 250 intervallumba esd érték
megfelel.

4.3. tablazat. Négyallamos D’Hondt-méatrix

Allamok A B C D
Népesség 13000 3100 4125 9775
1 13000 3100 4125 9775
6500 1550 2063 4888
4333 1033 1375 3258
3250 775 1031 2444
2600 620 825 1955
2167 517 688 1629
1857 443 589 1396
1625 388 516 1222

0~ O U Wi

Jefferson eljarasat az Egyesiilt Allamokban 1840-ig alkalmaztak, mivel ad-
digra mar nyilvanvalova valt, hogy az eljaras a nagyobb allamoknak (partok
esetén a nagyobb szavazétabort partoknak) kedvez. E tény egyszeri oka,
hogy a lefelé kerekitéssel a kis allamok relative tobbet vesztenek a nagy al-
lamokhoz képest. Ez a megéllapitas és tobb alapito tagallam relativ silya-
nak csokkenése hosszabb vitakhoz vezetett, amelyek soran Adams 1832-ben
Jefferson eljarasaban a lefele kerekitést felfele kerekitéssel kivanta helyette-
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siteni, ami viszont nyilvan a kis allamoknak kedvezett volna. Ezért Webster
1832-ben a lefelé vagy felfelé kerekités helyett a hagyoményos (a kozelebbi
egészhez torténd) kerekitést javasolta, amivel atmeneti sikert aratott, ugyan-
is eljarasat az 1840-es népszamlalast kovetSen alkalmazték is a kovetkezd
népszamlalasig. Vinton 1850-ben a tizévenkénti, az északi és déli allamok ko-
zOtti maradékok f6lotti vitat egy tartos képviselShely meghatarozo eljarassal
kivanta megel6zni, és ehhez burkoltan egy, a hamiltoni eljarassal ekvivalens
eljaras torvényszinti elGirdsat javasolta. Inditvanyéaval ugyan sikerrel jart, de
1850-t61 1910-ig — amely idGszak alatt jogilag Hamilton eljarasat kellett volna
alkalmazni — t6bbszor is eltértek valamelyest a hamiltoni megoldastol.

Az 1860-70-es években ugyan a megcélzott képvisel6haz méret mellett va-
l6ban kiszamitottdk a hamiltoni elosztast, de utolag, az egyes allamok alku-
dozasa utan, megndvelték néhany hellyel a képvisel6haz méretét, amely méar
egy hamiltoni megoldéstol eltérs elosztast eredményezett. Kiilon érdekesség,
hogy a hamiltoni megoldastél valo eltérés az elnokvalasztas kimenetelét is
befolyasolta, igy torténhetett példaul, hogy a republikdnus Hayes kb. 4 millio
szavazdval legy6zte a kb. 4,3 milli6 szavazatot szerzé demokrata elnokjelolt
Tildent. Maga az a tény, hogy kevesebb szavazattal is lehetett elnokvalasz-
tast nyerni nem olyan meglepd, itt azonban a helyzet érdekessége, hogy a
torvényileg eldirt hamiltoni eljaras alkalmazasa mellett Tilden tobb elektort
szerzett volna, és megnyerte volna az elnokvalasztast.

Hamilton eljarasa sérti az[[.3] alfejezetben bevezetett eréforras-monotoni-
tast, ami 1881-ben jutott a képvisel6haz tudtara, amikor is a 275-t6l 350-ig
terjedd lehetséges 1j képvisel6haz méretek meghatarozasa mellett azt tapasz-
taltak, hogy Alabama allam képviselSinek szdma 8-r6l 7-re csokkenne, ha 299-
r6l 300-ra novelnék a haz méretét. A problémat dtmenetileg Ggy orvosoltak,
hogy a képvisel6haz méretét 325-re novelték. A helyzet 1901-ben stlyosbo-
dott, ugyanis Maine allam képviselGinek a szama 3 és 4 kozott valtakozott
a 350-t6l 400-ig terjed6 hazmeéretek esetén. Ezért 1911-ben wjra visszatér-
tek Webster eljarasahoz. Megjegyzendd, hogy az tigynevezett osztomddszerek,
amelyek mind Jefferson modszerével azonosan egy kozos osztoval dolgoznak,
és csak az alkalmazott kerekitésben térnek el egymastol, mentesek az tigyne-
vezett Alabama-paradozontdl, azaz eréforras-monotonok.

Hamilton eljarédsanal egy masik nevezetes paradoxon, az tgynevezett né-
pességparadozon is el6fordulhat, amelynek definialédsa el6tt bevezetiink egy,
az igénymonotonitasnal gyengébb montonitiasi fogalmat.

4.1. definici6é. Az r elosztasi szabaly népességmonoton, ha barmely olyan két
(N,t,x) és (N,t,2’) elosztasi problémara, amelyre z, 2’ > 0, és i népessége
nagyobb aranyban novekszik j népességénél, i képviselGhelyeinek szama nem
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csOkkenhet j képviselShelyeinek szaméat névelve, azaz

/
x; J / ) / )
— > = =y, >y vagy y; <y

xX; Zj

minden ¢ # j € N-re.

A népességmonotonitasnak az igénymonotonitastol eltérs értelmezése azért
sziikséges, mert az igénymonotonitas definicidja til sok tényezd valtozatlan-
sagat tételezi fel, ami tulzottan megszoritdé a népesség dinamikus valtozasa
miatt. A népességmonotonités fenti Balinski—Young-féle értelmezése inkabb
a relativ valtozasokra helyezi a hangsilyt. A népességmonotonitas sériilését
hivjuk népességpamdoxonnak@ A népességparadoxont egy négyallamos pél-
dan szemlélteti a 4l tablazat, amelyben kizarolag az A allam lakossaga
valtozik, és amelynek kovetkeztében furcsa modon B allam képviselete no-
vekszik eggyel D rovasara, ami sérti a népességmonotonitast, hiszen B és D
lakossagaban sem relativ, sem abszolut értelemben nem &llt be valtozas.

4.4. tablazat. Népességparadoxon

Allamok Népesség Kvota Hamilton Népesség’® Kvota’® Hamilton’
A 12820 11,642 12 13000 11,729 12
B 1800 1,635 1 1800 1,624 2
C 3400 3,088 3 3400 3,067 3
D 9510 8,636 9 9510 8,580 8
Osszesen 27530 25 25 27710 25 25

Webster modszere Europaban Sainte-Lagué révén valt ismertté. Sainte-
Lagué 1910-ben a képviselGhelyek szamat egy optimalizacios feladat megolda-
saként hatarozta meg, nevezetesen az egy lakosra juté allamonkénti (parton-
kénti) mandatumszamok orszagos atlagtol valé népességszammal stlyozott
négyzetes eltérését minimalizalta. Formalisan,

2
i t . .
min E T (y_ - —) , ahol yy =t és y; € N minden ¢ € N-re. (4.1)

Ti TN

A alfejezetben visszatériink erre a kérdésre, és igazoljuk, hogy a fenti

optimumszamitasi feladat megoldésa pontosan a websteri megoldast adja.
Webster megoldésa az Egyesiilt Allamokban nem bizonyult hosszi élett-

nek, hiszen csupan 1940-ig volt érvényben. Eljarasanak levaltasat Hill 1911-es

4 A népességparadoxonnak tobbféle megfogalmazasa is létezik.
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javaslata el6zte meg, amely szerint a képviselShelyek elosztasa akkor megfele-
18, ha az allamokat paronként vizsgalva, egyik allamtol sem lehet egy képvise-
I6helyet egy masik allamhoz tgy atcsoportositani, hogy kézben ne névekedjen
valamilyen egyenl&tlenségi mérték. Hill egyenlStlenségi mértéknek az

Yi

-1, ahol Y~ Y1
4 xX; xj
T

relativ képviseltségi aranyt javasolta. Igy példaul, ha i allam 5 millio fével
25 helyet kapna, mig j allam 1 milli6 f6vel 4 helyet kapna, akkor az i-nél az
egy lakosra jutd képviselk szama 5 milliomod és j-nél ugyanez az érték 4
milliomod. Tehat Hill egyenlStlenségi mértéke alapjan i 25%-kal jobban van
képviselve j-nél. Ha most ¢ kapna 24 helyet és j kapna 5 helyet, akkor ¢ értéke
4,8 milliomodra médosulna, mig a j-é 5 milliomodra, és igy Hill egyenlGtlen-
ségi mértéke szerint j kb. 4,17%-kal jobban van képviselve i-nél. Mivel Hill
szerint csokken az egyenlGtlenség, érdemes egy képviselGhelyet elvenni i-t61
7 javara. Megjegyzendd, hogy a relativ képviseltségi ardny helyett nézhettiik
volna példaul az

Yi Y ahol s Y (4.2)

€Ty Ij xX; xj
képviseltségi aranyok abszolut eltérését is, amely az el6bbi szampéldat tekint-
ve a transzferrel 1 milliomodrol 0,2 milliomodra csokkenne. Ezért ez utébbi
egyenl6tlenségi mérték szerint is érdemes egy képviselShelyet elvenni i-t6l j
javara. A alfejezetben igazoljuk, hogy ez utébbi egyenlétlenségi mérték
alkalmazéasaval pontosan a websteri megoldas adodik. Huntington 1921-ben
igazolta, hogy Hill egyenl6tlenségi mértéke valéban mindig megoldast szol-
galtat, azaz az egyenlGtlenségi mérték ciklizalasanak esete nem fordulhat elG.
Huntington eljarast is adott Hill megoldasara, amely Jefferson eljarasatol
csak annyiban tért el, hogy a kerekitésnél a kvotahoz két legkozelebbi egész
mértani atlagatol kerekit felfelé, kiilonben pedig lefele. Huntington tovabbi
érdeme, hogy meghatarozta az

Yi Ui
xX; Zj

egyenlGtlenség kiilonboz6 atrendezéseibsl nyerhets 16 egyenlStlenségi mérték
(lasd a[£.3HA6l feladatokat) koziil azokat, amelyek minden esetben eredményt
szolgaltatnak (ciklusmentesek). Mivel néhany egyenlStlenségi mérték ugyan-
azt a megoldést szolgaltatja, igy csak 5 kiilonb6z6 megoldas maradt. Ezek
koziil néggyel mar talalkoztunk: Jefferson, Adams, Webster és Hill megol-
désai. Az 6t6dik megoldas az egy képviseldre jutod lakosok szaméat kivanja a
lehetd legegyenletesebbé tenni, az

E—ﬂ, ah01&>£,

Yi Y5 Ti Xy
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egyenlGtlenségi mértékkel. Megjegyzendd, hogy ez utobbi eljarast Dean 1832-
ben mar javasolta egy Websternek irt levelében. Dean megoldésa is meghata-
rozhato egy oszté modszerként, amelyben kerekitési pontnak a kvotdhoz esé
két legkdzelebbi egész harmonikus atlaga valasztandd. A harmonikus, a mér-
tani és a szdmtani atlag kozotti nagysagrendi viszonybol adoddan, az emlitett
0t eljaras a kovetkezs nagysag szerinti sorrendben kedvez a nagy allamoknak:
Adams, Dean, Hill, Webster és Jefferson.

Huntington a tudoményos kozosséget (koztiikk Neumann Jéanost is) ma-
ga mogé allitva, elérte eljarasanak elfogadasat, igy 1941-t6]1 napjainkig az
Egyesiilt Allamokban a hilli megoldas adja a tizévente ujraszamitandé man-
datumszamokat. Az Amerikai Tudoméanyos Akadémia (National Academy of
Sciences) bizottsaga Huntington mellett a kovetkezs okfejtéssel foglalt allast:

(1) csak népességparadoxon-mentes eljarasok engedheték meg,

(2) az 6t felmeriilt eljaras koziil Hill eljarasa pontosan két-két eljarasnal ked-
vez jobban, illetve kevésbé a nagy allamoknak.

Talan nem megleps, hogy Huntington sikere nem feltétleniil az akadémiai
kozosségnek koszonhets, hanem inkabb a politikai eréviszonyoknak. Az 1940-
es népszamlalast kovetGen a hilli és a websteri megoldas két allam eseté-
ben adott eltérs eredményt, nevezetesen Hill Michigan rovasara Arkansasnak
eggyel tobb képviselGhelyet adott. Mivel ekkor Arkansas biztos demokrata
allamnak szamitott — mig Michigan republikdnusnak — igy a michigani de-
mokratakat leszamitva az 6sszes demokrata képvisel Hill megoldésa mellett
szavazott. Megjegyzendd, hogy a Hill-Huntington eljaréast kizaroélag az Egye-
siilt Allamokban alkalmazzak.

4.2. A képviseleti probléma matematikai vizsga-
lata

Az €l6z6 pontban a képviseleti probléma Egyesiilt Allamokbeli toérténelmén
keresztiil ismerkedtiink meg az alapveté mandatumszamitasi eljarasokkal és
az alkalmazasukkal parosulé problémékkal. Felvetédhet benniink, hogy lehet-
ne-e a mar megismert eljarasoknal jobb tulajdonsagu eljarast talalni? Nyilvan
csak részrehajlasmentes és homogén eljarasokat engediink meg. Tovabbé azt
is kikothetjiik még, hogy az aranyos elosztas kivitelezhetGsége esetén (azaz
amikor az 0sszes kvota egész) az eljaras valoban az aranyos elosztéast szolgal-
tassa. Ez utobbi tulajdonsagnak eleget tevs elosztési eljarasokat egzaktaknak
nevezik. Egy masik fontos tulajdonsdguk a paronkénti konzisztencia, amely
megkoveteli, hogy egy elosztasi eljaras barmely kapott elosztasat véve, az
adott eljarassal a kapott helyeken tjraosztozkodé barmely két allam , kettes-
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ben” ugyanahhoz az egymas kozotti elosztashoz jusson. Ezzel, és a korabban
bevezetett tulajdonsagok segitségével jellemezhetjiik az osztémodszereket.
Definialjuk elbb az osztémodszereket, amelyhez el6bb sziikségiink lesz a
D-kerekités fogalmara. Legyen adott D : Z — R kerekitési pontokat megado
szigortian monoton novekeds fiiggvény, melyre D(n) < D(n+1),n < D(n) <
< n+ 1. Ekkor a z € R valos szdm D-kerekitése az az n € Z, amelyre
D(n—1) < z<D(n). A hagyomanyos kerekitést lényegében a D(n)=n+1/2
fiiggvénnyel adhatjuk meg, mivel ha n —1/2 < z < n + 1/2, akkor z-t n-re
kerekitjiik. Azért csak lényegében a hagyoményos kerekitésrdl van szo, mert
a D-kerekités a z-t le is és fel is kerekitheti, ha z tortrésze 1/2-ed. Jelolje
[2]p a z € R valés szam D-kerekitését. Specidlisan, ha z = D(n), akkor
[z]p € {n,n + 1}.
4.2. definicié (Balinski-Young, 2001). Egy D-kerekités altal meghatarozott

r osztomddszer barmely (N,t,x) diszkrét elosztéasi problémahoz az

r(N,t,z) = {yeNN |3de€R, :Vie N:y € {%}D és yNzt} (4.3)

elosztést, illetve elosztasokat rendelifd

Ha D(0)=0 és 0<t<|N]|, akkor a tovabbiakban feltessziik, hogy a ¢ legna-
gyobb allam (part) kap egy-egy mandatumot. Mint az konnyen ellendérizhetd,
yer(N,t, z) osztomodszerek esetén azzal ekvivalens, hogy 3d € Ry :Vie N:

v>0= D) > = 2 D(yi—1) ey =0=D(y) = 7. (44)
amibdl
r(N,t,z) = {y € NV | min — > max—2 ¢s YN = t} (4.5)
vi>0 D(y; —1) — ;20 D(y;)

kovetkezik.

A megismert nevezetes osztomodszerek kerekitési pontjait megadd D :
:Z— R fiiggvényeket a5l tablazatban foglaltuk 6ssze. Kénnyen ellendrizhe-
t6, hogy Adams esetén felfelé kerekitiink, mig Jefferson esetén lefelé, tovabba
Dean esetén a két legkozelebbi egész harmonikus, Hill esetén a két legkozeleb-
bi egész mértani, és Webster esetén a két legkozelebbi egész szamtani atlaga
adja meg a kerekitési pontot.

A kovetkezs allitas a ([£2)) altal megadott egyenlétlenségi mérték és Web-
ster eljarasa kozott teremt kapcsolatot.

5 Azzal, hogy akar két elosztast is megengediink, altalanositottuk a korabban meg-
ismert determinisztikus elosztasi szabalyokat. Altalanositasunk lehetévé teszi két
azonos népességi allam kozott a paratlan szamu képviselGhely elosztasat.
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4.5. tablazat. Nevezetes osztémodszerek

Modszer: Adams Dean Hill Webster Jefferson

D(n) = n % nin+1) n+3 n+1

4.1. allitas. Az y elosztdsban o [L2) egyenldtlenségi mérték pontosan ak-
kor nem csoékkenthetd két dallam kézotti képuviselShely dtcsoportositdssal, ha y
megegyezik a websteri megolddssal.

Bizonyitds. Vegyiink két tetszbleges i # j € N allamot, amelyek az altala-
nossag megszoritasa nélkil indexelhetSk tgy, hogy

> .
xX; Zj

(4.6)
Ha y olyan, hogy nem csokkenthets a ([4.2) egyenlStlenségi mérték, akkor a
jobban képviselt ¢ allamtol egy képvisel6hely j allamhoz térténd atcsoporto-
sitasa esetén egyrészt

Yi — 1 < yj + 1

)

xX; Zj
masrészt
Yi Y < yi+1 yi—1
xX; Zj Zj xX;
€T; T
= o>

vi—s Wity

ami (A7) teljesiilését vonja maga utan a websteri kerekitési sorozattal. Mivel
a kovetkeztetések forditott sorrendben is igazak, adédik az allités. O

Ezek utan megmutathatjuk, hogy Sainte-Lagué és Webster modszerei bar-
mely problémara ugyanazt az elosztast szolgaltatjak.

4.1. tétel. Sainte-Lagué maodszere ugyanarra az eredményre vezet, mint Web-
steré.

Bizonyitds. Legyen y megoldasa a ([@I]) optimalizacios problémanak, amely
célfiiggvénye atalakithato a kovetkezGképpen:

. 2
So(t-2) Bt fogE- 5w

iEN iEN
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azaz valojaban Y, \ (47 /x;) minimalizalando. Ekkor (7)) figyelembe vételé-
vel barmely i # j € N-re, ha y; > 0, akkor i-t6l egy képviselGhely athelyezése
j-hez nem csGkkenthet a célfiiggvény értékén, és ezért

2 2 2
(yi=1)" , (g +1) _y_?+£®
T; Zj X; Z;j

2yj+1_2y1—1 N
Zj €T;

o l‘ilz LL‘j1,
Yi—3 ¥tz

amely alapjan y optimalitasa implikalja a

min > max T
¥i>0y, —5  ¥;20y; + 5

egyenl6tlenséget, ami a websteri megoldast jellemz6 minimax egyenlétlenség.
Forditva, tegyiik fel, hogy y a websteri megoldas, és ezért kielégiti a web-
steri minimax egyenl6tlenséget. Ekkor

€T; Zj

(4.8)

minden ¢ # j € N-re, minden y; > O-ra és minden y; > O-ra. Legyen z egy
y-t6l kiilonbozs elosztés. Legyen tovabba ST = {i € N | z; > y;}, S~ =
={je N|z <vyj}, zi = y; +6; minden ¢ € ST-ra és z; = y; — \; minden
j € S7-ra. Ekkor 65+ = Ag- > 0, és (L8] alapjan létezik olyan ¢ > 0, hogy

minden i € ST-ra és minden j € S~™-ra. Ezek utan a megfelels célfiiggvény-
értékek kiillonbsége

3 ﬁ = 9_12 -3 (2 ;:51*)51' =S (2%;)\1'))\1' > g — chg =0,

ien Ut ien Tt g+ €S- ‘
tehat y optimalis megoldasa a (L)) problémanak. O
Az osztomodszerek egy érdekes karakterizaciojat adja a kovetkezo tétel.

4.2. tétel (Young, 1994). A részrehajlismentes, pdronként konzisztens, ho-
mogén és egzakt eljdrdsok korében a népességparadoxron-mentes eljardsok pon-
tosan az osztomddszerek

6 A tételt ilyen formaban Young (1994, 62. oldal) mondta ki. Az eredményt meg-

alapozo tételeket Balinski-Young (2001) monografiajanak 1982-ben megjelent elsé
kiad4sa mar tartalmazza.
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A tételt terjedelmi okokbodl nem bizonyitjuk. a L2 tétel szerint szivesen
korlatoznank magunkat osztomodszerekre — ahogy azt a[L.6l tdblazat mutatja
— az osztomodszerek is produkéalhatnak furcsa eredményeket. Mint lathato, a
D allam képviselSinek szama tobb mint egy hellyel (a kozds oszté d = 2 620)
haladja meg a kvotajat, azaz Jefferson eljarasa sérti az ugynevezett kvdtafel-
tételt, amely szerint az adllamoknak a kvotajuk le- vagy felkerekitett értékével
egyenld szamu képviselGhelyhez kell jutniuk. Hamilton eljarasa viszont nyil-
van teljesiti a kvotafeltételt.

4.6. tablazat. Jefferson megoldasa sérti a kvotafeltételt

Allamok Népesség Kvota Jefferson
A 13000 4,727 4,000
B 3100 1,127 1,000
C 4125 1,500 1,000
D 89775 32,645 34,000
Osszesen 110000 40 40

4.3. tétel (Balinski-Young-tétel). Bdrmely népességparadozon-mentes eljd-
rds sérti a kvdtafeltételt.

Bizonyitds. AT tablazatban lathato két probléma segitségével megmutat-
juk, hogy a kvotafeltétel teljesiilése sziikségszertien a népességparadoxonhoz
vezet.

4.7. tablazat. Népességparadoxon vagy kvotafeltétel (forras Young, 1994)

Allamok T ql 2 q
A 752 5,013 753 3,984
B 101 0,673 377 1,995
C 99 0,660| 96 0,508
D 98 0,653| 97 0,513
Osszesen| 1050 7,000|1 323 7,0000

Az ({A, B,C, D}, 7, z) probléma kvotafeltételt kielégits elosztasai az (5,1,
1,0) és a (6,1,0,0), mig az ({A, B, C, D},7, ") probléma kvotafeltételt kielegi-
t6 elosztasai a (4,2,0,1), a (4,1,1,1) és a (3,2,1,1). Akarhogyan parositjuk 6ssze
az elosztasokat, A veszit 1 vagy 2 képviselhelyet és D nyer 1-et, pedig A re-
lativ stulya névekedett D-hez képest. Tehat elGallt a népességparadoxon. O
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Igy az osztomodszerek sziikségszertien sértik a kvotafeltételt. Tehat az al-
kalmazandé eljaras megvalasztéasakor bele kell nyugodnunk a kvotafeltétel
esetleges sériilésébe vagy a népességparadoxon felmeriilésének lehetGségébe.
Megjegyzendd, hogy a népességparadoxon-mentes eljarasok egyben Alabama-
paradoxon-mentesek is.

Sokan inkabb a népességparadoxont tartjak elkeriilendSknek, ezért szdmos
orszagban valamelyik osztémodszert alkalmazzak, bar Hamilton médszerének
alkalmazasa is el6fordul. Az osztomodszerek koziil Balinski-Young (2001) a
fenti két tulajdonsagot egybevetve — szimulacios eredményekre tdmaszkodva
— Webster modszerének alkalmazéasat javasolja, ugyanis szdmitasaik szerint
az alkalmazott osztomodszerek koziil messze ez az eljaras sérti a legritkdbban
a kvotafeltételt, nevezetesen az esetek 0,61 ezrelékében.

4.3. A magyar valasztasi rendszer 1990-t61 2010-
ig
A rendszervaltas utani magyar valasztasi rendszer pontos leirasat adja az or-
szaggytilési képvisel6k valasztasarol szoldo 1989. évi XXXIV. torvény, illetve
egy olvasmanyos, példakban és interpretacidkban gazdag bemutatéasat tartal-
mazza Korosényi-Toth-Torok (2003, VII. fejezet) konyve. Roviden attekint-
jik a szamunkra lényeges elemeket. A magyar valasztasi rendszer kombinélja
a tobbségi elvet (az egyéni valasztokeriiletekben) és az aranyossagi elvet (a
teriileti és az orszagos listakon), ezért a2 alfejezetben megismert eredmé-
nyek kozvetleniil nem alkalmazhatok. Tovabb bonyolitja a helyzetet, hogy az
egyéni jeloltre leadott szavazat a vesztes jeloltekre leadott szavazatokon ke-
resztiil az orszagos listdn méar az aranyossagi elven alapul6 aggal is keveredik.
Az egy ember — egy szavazat”’ elv megkozelitéséhez, a tobbségi elven alapuld
elemnél kozel azonos méretii valasztokeriiletek kialakitasa sziikséges. Mivel
Magyarorszagon az elmult két valasztason 60 ezer f6nél nagyobb és 30 ezer
fonél kisebb egyéni valasztokeriiletek is voltak, ezért a legnagyobb valaszto-
keriiletekben szavazok szavazata a legkisebb valasztokeriiletekben szavazoké-
nak felét sem éri elE és igy kiilontsebb elemzések nélkiil is megallapithato,
hogy a szavazopolgarok kozel azonos képviseltségének kivetelménye sériil. A
valasztokeriiletek idGszakonkénti atméretezésének kérdésével, illetve az erre
vonatkozod, az Osszes part altal elfogadhato atszabdalést eredményezd mod-
szerek keresésével itt nem kivanunk foglalkozni. A kérdés bonyolultsagat jel-
zi Balinski-Pukelsheim (2005) kovetkezd kijelentése: ,Ma mar valasztasokat
nem a szavazok elnyerésével, hanem a valasztokeriiletek tigyes atszabdalasaval

7 Az orszagos listan keresztiil ez az egyenlétlenség kisebb mértékben kompenzalodik,
mivel a nagyobb valasztokeriiletekbgl tobb egyéni vesztes szavazat keriil fel az or-
szagos listara.
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lehet nyerni.” Megjegyzendd, hogy a véalasztokeriiletek megfelel§ atszabdalasa
igazabol a tobbségi elven alapuld vélasztéasi rendszerek problematikaja. Ezek
utan mar csak valasztasi rendszeriinknek az aranyossag elvén nyugvo agat
vizsgaljuk meg abbol a szempontbodl, hogy megengedi-e a népességparadoxon
el6fordulasat.

A teljesség kedvéért roviden tekintsiik at az eddig alkalmazott magyar
véalasztasi rendszert. Az Osszesen 386 mandatum hérom részre oszlik: 176
egyéni mandatumra, 152 teriileti listds mandatumra és 58 orszagos listas
mandatumra, ahol az utébbihoz a ki nem osztott teriileti listas mandatumok
hozzaadodnak. Egy egyéni mandatum az els§ forduloban abszolut tobbség-
gel, mig — eredménytelen els6é forduld esetén — a méasodik forduloban méar
relativ tobbséggel megszerezhets. Az egyéni valasztokeriiletben vesztes, de
az 5%-os orszagos kiiszobot atléps partok jeloltjeinek az elsé forduloban
megszerzett szavazatai felkerlilnek az orszigos kompenzacios listara. Buda-
pest és a 19 megye teriileti listas eredményeit kiilon-kiilén hatarozzadk meg a
Hagenbach—Bischoff-formuléaval, mely szerint az adott teriileti listan leadott
Osszes szavazat elosztando a teriileti listan kioszthaté mandatumok szaménak
eggyel novelt értékével, ezzel meghatarozva az egy mandatum megszerzéséhez
sziikséges szavazatok szamat. Ezek utan az egyes partok egybdl megkapjak
a radjuk leadott szavazatok és az egy mandatum megszerzéséhez sziikséges
szavazatok hényadosinak lekerekitett értéknyi mandatumat. Elképzelhetd,
hogy ezek utéan a teriileti listin még maradnak kiosztatlan mandatumok,
amelyek az ugynevezett kétharmados szabdllyal még kioszthatok. Ez utobbi
szabély megengedi a legnagyobb maradékok elve (lasd Hamilton) szerint, a
még legalabb kétharmadnyi mandatumra igényt tartd partok részére a man-
datum szerzését. Ha a kiosztatlan mandatumoknal kevesebb pért éri el az
egy mandatum megszerzéséhez sziikséges szavazatok kétharmadat, akkor a
kiosztatlan mandatumok atkeriilnek az orszagos listara. Természetesen, ha a
kiosztatlan mandatumoknal tobb part is atlépi a kétharmados kiiszobot, ak-
kor a megfelel§ szamu kisebb maradéka partok nem jutnak mandatumokhoz,
és a teriileti lista 0sszes mandatuma kioszthat6. Ezek utan a kétharmados
szabéllyal mandatumot nem eredményezé szavazatokat atvezetik az orszagos
listara, mig a kétharmados szaballyal mandatumot nyers partok esetén az
egy mandatum szerzéséhez hidnyzé szavazatok szamét levonjak az orszagos
listarol. Az orszagos listan kioszthaté mandatumok szama 58, plusz a terii-
leti listakon ki nem osztott mandatumok szdma. Egy 5%-os kiiszobot atléps
part esetén az orszagos listara felkeriil§ szavazatok szama: a vesztes egyéni
szavazatainak Osszege és a teriileti listak atvezetéseinek egyenlege. Az orsza-
gos listan kioszthaté mandatumokat az orszagos listara felkeriilt szavazatok
alapjan D’Hondt algoritmusaval osztjak ki.

Nem osztomodszerrsl 1évén szo (a 20 teriileti listan és az orszégos lis-
tan mas-méas osztoval dolgozunk), a Balinski—Young-tétel alapjan sejthetjiik,
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hogy a magyar mandatumszamitasi modszer megengedi a népességparado-
xont. A Balinski—Young-tétel azonban nem alkalmazhat6 a magyar rendszer-
re, mivel nem teljesiti sem a paronkénti konzisztencia, sem az egzaktsag fel-
tételeit. S6t, a feltételek eredeti forméjukban nem is értelmesek a magyar
rendszerben, mivel mind a tobbségi elvii 4gon, mind az aranyosségi elvii dgon
leadott szavazatok keverednek egymaéssal. A népességparadoxon elgfordulésat
a még legutoljara alkalmazott magyar rendszerben egy szampéldan mutat-
juk be. Annak érdekében, hogy ne egy életidegen példat adjunk, a 2006. évi
valasztéasi eredményt kisebb mértékben modositjuk.

A teriileti listds mandatumok meghatérozasanal megjelend kétharmados
szabélyban korlatozott mértékben alkalmazandé a legnagyobb maradékok el-
ve, ami Hamilton modszerére emlékeztet. Ezért érdemes egy olyan teriileti lis-
tas eredményt konstruélni, amelynél a még kioszthaté6 mandatumoknéal t6bb
part is atlépi a kétharmados hatart. Tekintsiik ehhez a 2006. évi Budapes-
ti eredményeket (lasd a8l tablazatot)d A budapesti listan 28 mandatum
osztando el.

4.8. tablazat. 2006-os budapesti valasztasi eredmények

Part Szavazatok % HB-kvota Mandatumok Kompenzacio
FIDESZ-KDNP 356982 35,11 10,18 10 6412
MSZp 445059 43,77 12,70 13 -10682
MIEP-JOBBIK 29506 2,90 0,84 0 0
MUNKASPART 6327 0,62 0,18 0 0
SZDSZ 124887 12,28 3,56 3 19716
MDF 53908 5,30 1,54 1 18851
Osszesen 1016669 100,00 29,00 27

A Hagenbach—Bischoff-formula szerint az egy mandatumhoz sziikséges sza-
vazatok szama 1016 669/(28+1) egészrésze, azaz 35057. A partok szavazatait
ez utobbi értékkel osztva adddnak a negyedik oszlopban talalhato kvotak. A
négy 5%-os kiiszobot elérs part esetén csak az MSZP maradéka éri el a két-
harmadot, igy potlolagos mandatumot csak az MSZP szerez. Lathato, hogy
igy csak 27 mandatum oszthato ki, és ezért 1 mandatum &atkeriil az orszagos
listara. A FIDESZ-KDNP 6412, az SZDSZ 19716 és az MDF 18851 szava-
zatot visz at az orszagos listara, mig az MSZP-t6] az orszagos listarol 10 682
szavazatot kell levonni.

Moédositsuk a L8] tablazatot ugy, hogy mind a négy parlamenti part HB-
maradéka legalabb kétharmad legyen, a két kisebbik parlamenti part maradé-

8 Forras: www.valasztas.hu
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ka legyen kisebb és egymaéashoz kozeli, tovabbé az SZDSZ-nek legyen minimalis
elénye (lasd a [0 tablazatot).

4.9. tablazat. 2006-o0s budapesti valasztasi eredmények egy modositasa

Part Szavazatok % HB-kvota Mandatumok Kompenzacio
FIDESZ 356000 34,00 9,86 10 -5060
MSZp 460000 43,93 12,74 13 -9378
MIEP-JOBBIK 30000 2,87 0,83 0 0
MUNKASPART 6000 0,57 0,16 0 0
SZDSZ 133800 12,78 3,71 4 -10624
MDF 61300 5,85 1,70 1 25164
1047100 100,00 29,00 28

A modositassal valamivel t6bb mint 30 ezren szavaztak tobben, és mind
a négy parlamenti part elérte a kétharmados kiiszobot, de mivel csak 3 ki-
osztandé mandatum maradt, ezért az MDF — mint a legkisebb maradéku
part — mar nem szerez mandatumot. Lathato, hogy mind a 28 budapesti
mandatumot kiosztottuk, igy az orszagos listara nem keriil 4t mandéatum.
a8 és a9l tablazatot Osszevetve akar alL.9l tablazatban lathato eredmé-
nyek is adodhattak volna 2006-ban. Induljunk ki a tovabbiakban most méar
al4.9l tablazatban lathato eredményekbdl, és tegylik fel, hogy az MSZP képes
lett volna még tovabbi 10 ezer szavazot mozgositani (lasd a 10 tablazat).

4.10. tablazat. Az MSZP 10 ezerrel tobb szavazatot kap

Part Szavazatok % HB-kvota Mandatumok Kompenzacio
FIDESZ 356000 33,68 9,77 10 -8510
MSZp 470000 44,46 12,90 13 -3863
MIEP-JOBBIK 30000 2,84 0,82 0 0
MUNKASPART 6000 0,56 0,16 0 0
SZDSZ 133800 12,66 3,67 3 24 447
MDF 61300 5,80 1,68 2 -11602
1057100 100,00 29,00 28

Budapesti szinten lathaté a népességparadoxon megjelenése, hiszen az
MDF eggyel tobb mandatumhoz jutna az MSZP-SZDSZ koalicié rovasara,
pedig csak az MSZP szavazotabora novekedett. Igy az MSZP-SZDSZ koali-
ci6 10 ezer tobbletszavazata mandatumveszteséghez vezetett. Természetesen
arra is gondolhatnank, hogy az orszagos listan keresztiil az SZDSZ az MDF-
t6] visszakapja ezt a mandatumot. A 2006-os orszégos adatokbol kiindulva
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megmutatjuk, hogy az MSZP tébbletszavazata a koalicié mandatumveszté-
séhez vezethet. A 2006-os orszagos listara felkeriilt Osszesitett szavazatokat
tartalmazza a L1l tablazat.

4.11. tablazat. 2006-os orszagos lista

Part Egyéni Listas Osszesen Listas Bp. nélkiil
SZDSZ 345962 205543 551505 185 827
MSZp 773082 105242 878324 115924
MDF 270459 196876 467335 178025
FIDESZ 1220768 111660 1332428 105 248
Osszesen 2610271 619321 3229592 585024

A tablazatban, a [.8 tablazatban talalhato 2006-os budapesti ered-
mények egy kisebb modositasat adtuk meg. Most hasonléan médositjuk —
a budapesti listds eredményekkel konzisztens médon — a .17l tablazatban
szerepl6 orszagos listat. A AI1l tablazatban azért tiintettiik fel a Budapest
nélkiili téredékszavazatokat, hogy a budapesti listds eredményeket a 4.9l t4b-
lazatnak megfelels toredékszavazatokra cseréljiik. A modositott orszagos lista
osszeallitasakor a tobbi 19 lista eredményeit véaltozatlanul atvessziik, igy az
orszagos listan a listas toredékszavazatok csak a budapesti eredmények modo-
sitasan keresztiil valtoznak. Megjegyzendd, hogy a 2006-o0s valasztasokon az
orszagos listdn 64 mandatumot kellett elosztani. Mivel a budapesti moédosi-
tasunk kovetkeztében az 6sszes budapesti listas mandatum kiosztasra keriilt,
igy a modositott orszigos listdn csak 63 mandatumot kell majd elosztani.
A paradoxon produkélasa érdekében, a vesztes egyéni szavazatokat kismér-
tékben modositjuk. Ellenérizhets, hogy e valtoztatasok elvégezhetSek a 176
egyéni valasztokeriilet egyéni gydztesének modosulasa nélkiil. AMTTl tablazat
modositasat a[LI2l tablazat tartalmazza.

4.12. tablazat. 2006-os modositott orszagos lista

Part Egyéni Listas Osszesen Mandatum
SZDSZ 340000 175203 515203 10
MSZPp 777000 106546 883546 18
MDF 280000 203219 483219 9
FIDESZ 1225000 100188 1325188 26
Osszesen 2622000 579964 3201964 63
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AMT2 tablazatban kapott mandatumelosztas a D’Hondt méatrixszal, vagy
pl. a 49 085-0s jeffersoni kozos osztéval megkaphato. Nézziik most azt az ese-
tet, amikor az MSZP Budapesten 10 ezerrel tobb szavazatot nyer. Az egy-
szertliség kedvéért tegyiik fel, hogy ez a 10 ezer tobbletszavaz6 az MSZP altal
megnyert egyéni vilasztokeriiletekben jelenik meg, igy nem kell a tab-
lazat vesztes egyéni szavazataihoz nytulni. Természetesen a [£.9l tablazatban
szerepld toredékszavazatok a 10l tablazatban szerepld toredékszavazatokkal
helyettesitendSk. Az igy kapott 1j orszagos listas szavazatokat a [£.13l tabla-
zat tartalmazza.

4.13. tablazat. A 10 ezer MSZP-s tobbletszavazat hatasa

Part Egyéni Listas Osszesen Mandatum
SZDSZ 340000 210274 550274 11
MSzZP 777000 112061 889061 17
MDF 280000 166423 446423 9
FIDESZ 1225000 96738 1321738 26
Osszesen 2622000 576514 3198514 63

A [AT3l tablazat mandatumelosztiasa megkaphaté pl. a 49 400-as jefferso-
ni kozos osztoval. A tablazatot a tablazattal osszevetve lathato,
hogy az MSZP 10 ezer {6s budapesti tobbletszavazata az orszagos listan egy
mandatum elvesztését eredményezte az SZDSZ javara. A budapesti teriileti
listas és orszagos listas eredményeket egyiitt vizsgilva, az MSZP a 10 ezer
f6s tobbletszavazata révén egy mandatumot veszit az MDF javara! Tehat a
korményoldal egy mandatumot veszit az ellenzék javara.

Megallapithatjuk, hogy a magyar valasztasi rendszer nem volt mentes a né-
pességparadoxontol, ami azért is aggalyos, mert bizonyos helyzetekben biinte-
ti a tobbletszavazatot! Természetesen arra is gondolhatunk, hogy ilyen hely-
zeteket az élet ritkan produkal. A példa konstrualasa mindenesetre nem igé-
nyelt kiilondsebb energiat egy tablazatkezel6 program segitségével, ami arra
utal, hogy konnyen eléfordulhatnak ilyen paradox helyzetek.

A 2010-es valasztasi eredmények arra is ramutatnak, hogy nem is sziikséges
a kiindulé adatok modositasa. Az eredményiink annyibol gyengébb, hogy
nem kozvetleniil a tobbletszavazatot kapd part veszit mandatumot, hanem
a népességparadoxon egy nem kivant mellékhatas formajaban jelenik meg.
A T4l tablazat felss része tartalmazza a budapesti lista eredményeit.

Tegyiik fel, hogy 12 828 ,,otthon maradt” MSZP szavaz6 elment volna sza-
vazni. A .14l tablazat als6 felében lathato ennek hatasa a budapesti listan.
Egyeltre annyit allapithatunk meg, hogy az LMP ennek hatasara veszit egy
mandatumot és eggyel tébb mandatum keriil 4t az orszégos listara.
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4.14. tablazat. 2010-es budapesti valasztasi eredmények

Budapest |[FIDESZ MSZP Jobbik LMP Egyéb |Osszesen
Szavazat | 436442 238672 102138 120714 44265 | 942231
% 46,32 25,33 10,84 12,81 4,70 100,00
HB-kvéta | 13,43 7,35 3,14 3,72 -
Mandatum 13 7 3 4 -
Toredék | 14072 11242 4668 -9246 -
Szavazat | 436442 251500 102138 120714 44265 | 955059
% 45,70 26,33 10,69 12,64 4,63 100,00
HB-kvéta | 13,25 7,64 3,10 3,665 -
Mandatum 13 7 3 3 -
Toéredék | 8313 20969 3339 21915 -

A tablazat felsd felében a 2010-es orszagos listds eredmények lat-
hatok. Az egyszeriiség kedvéért tegyiik fel, hogy a potlolagos 12 828 MSZP
szavazo6 az MSZP altal elvesztett egyéni valasztokeriiletekben jelenik meg (a
32-b6l 30 volt ilyen 2010-ben), ezzel 12 828-cal novelve az MSZP szavazatait
az orszagos listan. Az orszagos lista megvéltozott eredményeit a[L.I5l tablazat

alsé felében lathatjuk.

4.15. tablazat. 2010-es orszagos lista

Orszagos

FIDESZ MSZP Jobbik LMP

Osszesen

Egyéni
Teriileti
b
d = 42100
Mandatum

28577 1066 154 836 774 259220
107015 155369 88478 212085
135592 1221523 925252 471305
3,221 29,015 21,977 11,195
3 29 21 11

2190725
562947
2753672

64

Egyéni
Teriileti
b))

d = 41900
Mandatum

28577 1078982 836774 259 220

101256 165096 87149 243246

129833 1244078 923923 502 466

3,099 29,692 22,051 11,992
3 29 22 11

2190725
596 747
2800300

65
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Végeredményként adodik, hogy az MSZP tébbletszavazoi egy LMP-s man-
datumot tolnénak 4t a Jobbikhoz. A méasodlagos partpreferencidkat ismerve,
ez az MSZP szavazo6i szamara nemkivanatos eredmény. Megjegyzendd, hogy
sériil az igénymonotonitas, mely szerint csak az MSZP-s képvisel6k szama
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novekedhetett volna, tovabba a a népességmontonitas is, hiszen az LMP és a
Jobbik tamogatottsaga valtozatlan, és mégis az egyik veszit egy képviselShe-
lyet a méasik rovasara.

Felvet6dhet benniink a kérdés, hogy a magyar valasztasi rendszerben leg-
feljebb hany mandatumot lehetett volna tovabbi szavazatok szerzésével elve-
sziteni? Hasonlé partkonstellacio (két nagy és két kis part) mellett Tasnadi
(2008) megmutatta, hogy ilyen paradox modon a korméanyoldal akar nyole
mandatumot is veszithet az ellenzék javara.

A népességparadoxon elkeriilése — a valasztasi rendszeriink kisebb atala-
kitasaval — tobbféleképpen is elérhets lett volna. Ehhez az orszagos kom-
penzacios listdn kizarolag az egyéni vesztes szavazatokat kellene csak sze-
repeltetni. Ekkor az orszagos listin D’Hondt modszere mar garantalja a
népességparadoxon-mentességet. Az Osszes teriileti listds mandatum pedig
kioszthato egy dgynevezett biproporcz'ona’lis@ mandéatumelosztasi eljarassal,
amelyet elGszor a ziirichi 6nkormanyzati valasztasokon hasznaltak (részleteket
illetéen lasd Pukelsheim (2005), illetve Pukelsheim—Schuhmacher (2004)). A
biproporcionalis mandatumelosztas orszigos Osszesitett adatok alapjan vala-
milyen osztomodszerrel (pl. D’Hondt) meghatarozza a partok mandatumait,
és ezek utan valasztja ki — a teriileteken beliili aranyokat leghtibben tiikrézd
modon — a teriileti listakrol mandatumot szerzg jelolteket. A biproporcionalis
eljaras el6nye az orszagos szinten kozel aranyos reprezentacio, mig hatranya
az egyes teriiletekrdl bejuto jelolteknek a teriileti aranyoktol viszonylag job-
ban eltér§ partszinezete. A magyar rendszerben ez utobbi aggaly a bipro-
porcionalis mandatumelosztéssal szemben nem igazan meriilhet fel, mivel az
orszéagos lista jelenlegi alkalmazasi forméaja egyébként még a teriiletek aranyos
képviseletét sem szolgalja.

Megjegyzendd, hogy a népességparadoxont az j magyar valasztési rend-
szer is megoldja a teriileti listdk megsziintetésével, és az orszagos listas man-
datumok D’Hondt méatrix segitségével torténsd meghatarozasaval. Erdemes
megemliteni, hogy az orszaggytilési képvisel6k valasztasarol szolo 2011. évi
CCIIIL. torvény 4. paragrafusa szerint, barmely valasztokeriilet valasztéasra
jogosultjainak szdma az orszigos szamtani atlagtol 15%-osnal nagyobb mér-
tékben csak indokolt esetekben (megyehatarok miatt, vagy a valasztokerii-
letek Osszefligg@ségének biztositasa érdekében) térhet el. Biro—Sziklai-Koczy
(2012) két olyan eljarast ad a f6varos és a megyék mandatumszamainak meg-
hatarozasara, amely a megyék egy képviseldre és egy orszagos szinten ,atlagos
képvisel6re” juto valasztasra jogosultak szdma kozotti eltérés mértékét kivan-
ja minimalizalni. Eljarasuk nem osztoémodszer, és célfiiggvényiiket érdemes a

9 Az elnevezés mind a part-, mind a teriileti szinti egyidejd aranyositasra utal. A bi-
proporcionalis mandatumelosztasi eljarasokat Balinski-Demange (1989) talalta ki.
Ujabb és (miiveletigényét tekintve) hatékonyabb biproporcionalis eljarast adott Za-
chariasen (2006).
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nevezetes osztomodszerek célfiiggvényeivel 6sszehasonlitani (lasd a (1) mi-
nimalizécios feladatot és a[7HLOl gyakorlo feladatokat). A Dean, a Hill és a
Webster-eljarasok célfiiggvényeiben az orszagos atlagtol valo eltérés silyozott
négyzetosszegei szerepelnek, mig az Adams és a Jefferson-eljarasok célfiigg-
vényei olyan minimaxos alakot 6ltenek, amelyekben nem szerepel az orszagos
atlag.

4.4. Gyakorlé feladatok

4.1. feladat. 250 képviselGhelyet kivanunk elosztani négy allam kozott. A
népességi adatokat az alabbi tablazat tartalmazza.

Allam | Népesség
A 5448 000
B 8032000
C 3847000
D 2673000

Hatarozza meg az elosztast Adams, Dean, Hill, Webster és Jefferson modsze-
rével!

4.2. feladat. 120 képviselShelyet kivanunk elosztani 6t allam kozott. A né-
pességi adatokat az alabbi tablazat tartalmazza.

Allam | Népesség
A 5448000
B 8032000
C 3847000
D 2661000
E 9512000

Hatarozza meg az elosztast Hamilton modszerével!

4.3. feladat. Igazolja, hogy az y elosztasban az
x;
Yi —Y5i—
Ty
egyenlGtlenségi mérték pontosan akkor nem csokkenthetd két allam kozotti
képviselGhely atcsoportositdasaval, ha y megegyezik Adams megoldasaval!

4.4. feladat. Igazolja, hogy az y elosztasban az

egyenl6tlenségi mérték pontosan akkor nem csékkenthetd két allam kozotti
képviselGhely atcsoportositdasaval, ha y megegyezik Jefferson megoldaséaval!
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4.5. feladat. Igazolja, hogy az y elosztasban az

€T; Zj

Yi Yj

egyenl6tlenségi mérték pontosan akkor nem csokkenthetd két allam kozotti
képviselGhely atcsoportositéasaval, ha y megegyezik Dean megoldéasaval!

4.6. feladat. Igazolja, hogy az y elosztasban az

Yi
z;
T 1
zj

egyenlGtlenségi mérték pontosan akkor nem csokkenthetd két allam kozotti
képviselShely atcsoportositiasaval, ha y megegyezik Hill megoldasaval!

4.7. feladat. Igazolja, hogy a min, max;y;/z; optimumhelye Jefferson
megoldéasat adja!

4.8. feladat. Igazolja, hogy a min, max; z;/y; optimumhelye Adams megol-
désat adja!

4.9. feladat. Igazolja, az

2
minZyi (ﬁ — I—N) , ahol yy =t és y; € N minden ¢ € N-re
v vt

optimalizécios feladat megoldasa Hill megoldéasat adja!
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5. fejezet

Kardinalis joléti
megkozelités

Ebben a fejezetben kozosségi dontésekkel és azok ,igazsdgossagaval”’ foglal-
kozunk. Ehhez egy kézponti szervezetnek, vagy mas néven jéindulata dikta-
tornak kell begytjteni a lehetséges kimenetelek szereplSinek értékeléseit. Az
egyes kimeneteleket a szereplék kardinalis, vagy ordinalis skilan is értékelhe-
tik. Az elébbi e fejezet targya, mig az utébbival a szavazéaselmélet foglalkozik.

A kardinalis megkozelités gyengéjének tiinhet, hogy a szerepldk az egyes
kimenetelekhez szamértéket rendelnek, ami egy meglehet&sen erds feltevés.
Ennek ellenére latni fogjuk, hogy a teriilet t&bb érdekes mindségi allitdsa mé-
lyebb mondanivaléval bir. Elgondolkodtato, hogy az aggregalasi folyamattal
kapcsolatosan negativ eredményeket is kapunk, még akkor is, ha a szerepl6k
képesek értékelésiik szamszertsitésére, ami azért is aggalyos, mert a gazdasa-
gi mutatok tobbsége aggregatum. Az OECD (2008) indexek konstrualasaval
foglalkozé kézikonyve kiilon kitér a tarsadalmi valasztasok elméletére, ezen
beliil a kardinalis megkozelités eredményeire.

A szamszertsithetd egyéni értékelésekrol feltessziik, hogy személyek kozott
is 0sszehasonlithatok. Tehat az, hogy példaul az egyik szerepld 3-ra értékeli a
csatornahélozat kiépitését, mig egy masik 6-ra, valamilyen, a késGbbiek sordn
tisztazott modon Osszevethetd, illetve aggregalhato. A kimenetelek értékelése
soran eltekintiink attol, hogyan &llt el egy adott kimenetel, ilyen értelem-
ben eltekintiink példaul a termelési folyamattol és a szereplék a kialakult
eredményt egészében értékelik.

63
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5.1. Kardinalis jéléti modellkeret

Legyen a tovabbiakban adott a szerepl6k nemiires véges N halmazal] Ekkor
e szereplok értékeléseit az u = (u;)ien € RN vagy egyes esetekben az u =
= (u;)ien € Rf+ hasznossdagi profil tartalmazza. Egy hasznossagi profil egy
kimenetel értékelésének szamszertsitése a szereplék altal. A rovidség ked-
véért (u;)ien helyett sokszor csak (u;)-t irunkd Ahhoz, hogy a tarsadalom

(a szerepldk kozossége) tarsadalmi szinten képes legyen két szamszertsitett
értékelés Osszehasonlitasara, bevezetjiik a tarsadalmi joléti rendezést.

5.1. definicié. A > tdrsadalmi joléti rendezés egy teljes és tranzitiv relacid
(més néven preferenciarendezés) a hasznossagi profilok halmaza felett.

A > rendezés szigoru részét > és a szimmetrikus részét ~ jeloli. Tehat
barmely két u és v hasznosségi profilra pontosan akkor v > v, ha u = v és
nem v >~ u, toviabba u ~ v pontosan akkor, ha v > v és v > wu.

Példaként tekintsiik a klasszikus utilitaridnus, az egalitarianus és a lexiko-
grafikus tarsadalmi joléti rendezéseket.

5.1. példa. A > klasszikus utilitaridnus tarsadalmi joléti rendezés szerint
(ui) = (uj) pontosan akkor, ha D",y ui > Y,y uj

i

A Kklasszikus utilitarianus joléti rendezés abbol indul ki, hogy a szereplék
a hasznossagi szintjeiket azonos skalan képesek mérni, ezért az értékeléseik
egyszerten Osszegezhetdek.

Az egalitaridnus tarsadalmi joléti rendezés szerint két hasznossagi profil
Osszehasonlitasa a legkisebb hasznossagu szereplé hasznossagai alapjan tor-
ténik.

5.2. példa. A > egalitaridnus tarsadalmi joléti rendezés szerint (u;) > (u})
pontosan akkor, ha min;ey w; > min;e y ul.

A leximin tarsadalmi joléti rendezés a legalacsonyabb hasznossagi szinti
szereplSk értékeléseit, tovabba azonos legkisebb hasznosségi szintek esetén a
mésodik legkisebb hasznosséagi szinti szereplSk értékeléseit hasonlitja Gssze,
és igy tovabb. Példaul az u = (3,2,3,6,7) és az v’ = (5,3,2,3,9) két Gtszereplds

1 N rogzithets, mivel nem fogalmazunk meg valtozé populaciéra vonatkozé axiomé-
kat.

2 A modellkeret mogott egy alternativahalmaz is meghuzodik, amit példaul Blackorby
és tarsai (2002) vagy Bossert—Weymark (2004) attekintd mivei explicit médon em-
litenek. A jelen fejezet Gevers (1979), illetve Moulin (1988 és 2003) targyalasmodjat
koveti, mivel az egyes kimenetelekhez tetszsleges értékelések tarsithatok. A két tar-
gyalasmod kozotti pontos kapcsolatot Bossert—Weymark (2004) 2.2. tétele adja meg.
Annyit azonban érdemes hangstlyozni, hogy a targyalt eredményekhez a mogottes
alternativahalmaznak legalabb haromelemitinek kell lenni, mivel méskiilonben nincs
vagy nagyon egyszer( a vizsgalt k6zosségi dontés.
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hasznossagi profil 6sszehasonlitdsdhoz érdemes névekvGen rendezni a profilok
hasznosséagi szintjeit, megkapva rendre a (2,3,3,6,7) és a (2,3,3,5,9) sorozato-
kat, amelyek alapjan konnyen lathato, hogy a negyedik legkisebb hasznossagi
szint alapjan (u;) > (u}) a leximin tarsadalmi joléti rendezéssel.

5.3. példa. A = leximin tarsadalmi j6léti rendezés szerint (u;) > (u}) pon-
tosan akkor all fenn, ha az (u;) értékek novekvs rendezése a lexikografikus
rendezés szerint nagyobb vagy egyenls az (u)) értékek névekvs rendezésénél.

A leximin tarsadalmi j6léti rendezés nyilvan az egalitarianus térsadalmi
rendezés finomitasanak tekinthetd.

A tarsadalmi joléti rendezések normativ elemzéséhez bevezetiink két olyan
tulajdonsagot, amelyet a tovabbiakban alapértelmezésben elvarunk minden
tarsadalmi joléti rendezéstsl.

5.1. axioma. A > tarsadalmi joléti rendezés monoton, ha legalabb egy sze-
repl6 hasznossagi szintjének emelkedése egy tarsadalmilag jobb profilhoz ve-
zet, azaz

Vie N:u; >u
‘2 } = (ui)ien > (uj)ien.

Igazségosségi szempontbdl a szereplSk elnevezései nem szamitanak, ezért
az azonos hasznossagi értékeket tartalmazo profilokat tarsadalmi szempont-
bol egyforman jonak tekinthetjiik.

5.2. axiéma. A > tarsadalmi joléti rendezés anonim, ha barmely (u;)ien €
€RY ¢s barmely o : N — N permutaciéra

(ui)ien ~ (Ug(s))ieN-

Az anonimités szellemében emlékeztet az elosztasok egyszerd matematikai
modelljénél bevezetett egyenl6k azonos elbanasa axi6émara.

5.2. Tarsadalmi joléti fiiggvény

Az el6z6 alfejezetben definidltuk a tarsadalmi joléti rendezés fogalmat, amely
feltételezte, hogy az egyének képesek a tarsadalmi kimenetel (példaul egy
elosztas eredményének) josagat szamszertsiteni. Ha mar az egyének egy sza-
mot rendelnek a tarsadalmi kimenetelhez, akkor ugyanez a képesség elvarhato
tarsadalmi szinten is. Ez vezet el a tarsadalmi joléti fliiggvény fogalméhoz.

5.2. definicié. A tdrsadalmi joléti fiiggvény barmely u = (u;)ien € RV
vagy u = (u;)ien € Rf 1 hasznossagi profilhoz hozzarendel egy valos értéket,
amely a tarsadalmi jolétet szamszertsiti.

© Typotex Kiadd

© Tasnadi Attila



www.interkonyv.hu

66 5. KARDINALIS JOLETI MEGKOZELITES

A kovetkezs fogalom a tarsadalmi joléti rendezés és a tarsadalmi joléti
fliggvény kozotti kapcsolatteremtés lehetGségét adja meg.

5.3. definici6. A W tarsadalmi joléti fiiggvény pontosan akkor reprezentdlja
a ~ tarsadalmi joléti rendezést, ha

ur=u e W) > W)
teljesiil barmely két u és v’ hasznossagi profilra.

A tovabbiakban csak olyan tarsadalmi joléti fiiggvényeket vizsgalunk, ame-
lyek altal reprezentalt tarsadalmi joléti rendezések monotonak és anonimek.
Fontos szerepet jatszik a kovetkezd tarsadalmi joléti fliggvény.

5.4. definicié. A Wy : Rer — R Nash-féle tarsadalmi joléti fﬂggvéngE bér-
mely u pozitiv elemi hasznossagi profilhoz az egyéni hasznossagok szorzatét
rendeli, azaz Wi (u) = [[;cn -

5.3. Elosztasok tarsadalmi joléti fiiggvényekkel

A tarsadalmi joléti fiiggvények elosztasi problémak megoldaséara is hasznal-
hatok, mint azt a kovetkezd harom példa is megmutatja.

5.4. példa (Létesitmény elhelyezése). Egy létesitmény a [0,1] intervallum-
mal reprezentalt linearis varosban (vagy a varos f6ttja mentén) helyezendd
el. Az i € N szerepls lakohelyét az x; € [0,1], mig a létesitmény (pl. korhaz,
ttizoltosag stb.) helyét az y € [0,1] adja meg. Jeldlje d;(x;) = |y — ;| az ¢ sze-
repls koltségét (a hasznossaga ennek ellentettje), hogy lakdhelyérdl eljusson
a létesitménybe.

A létesitményt egy ,fair kompromisszum” alapjan szeretnénk elhelyezni.
Keressiik elséként az egalitaridnus megoldast! A legrosszabbul jaré szereplsk
a létesitménytsl legtavolabb lakéd szereplék. Ha ennek az értékét szeretnénk
minimalizalni, akkor

1 .
a megoldasunk, amivel a két legtavolabbi szerepl egyforma tavol keriil a
létesitménytol.
A Kklasszikus utilitaridnus megoldast az egyszertiség kedvéért csak paratlan

sok szerepl§ esetén hatarozzuk meg (a péaros esetet illetGen lasd az Bl fela-
datot). Ekkor a megoldas — feltéve hogy mindenki méashol lakik —

Yo = median(zy, ..., x,),

3 W-ben az als6 index Nash-re utal és nem a szereplék halmazara.
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amelynek helyessége konnyen ellendrizhets, mivel barmely mas y # v, el-
helyezés esetén a szereplSk kevesebb mint felének csokkenthetd a koltsége
legfeljebb |y — yy|-val, mig tobb mint a felének novekszik a koltsége |y — yul-
val, ha a létesitményt athelyezziik y-bol y,-ba. Tehat az 5.4l példanak y, az
egyértelmi klasszikus utilitariAnus megoldasa.

Nézziink egy masik példat:

5.5. példa (IdGelosztas). Egy kozos helyiségben n szerepld radiot hallgat,
amelyen k allomas koziil valaszthatnak. Minden szereplé pontosan egy, alta-
la kedvelt radioalloméas hallgatasat élvezi. Az i € K = {1,...,k} alloméast
kedvels szereplk halmaza N; C N = {1,...,n} és a szamuk n; = |N;|, ahol
Zle n; = n. Norméljuk a k6z0s helységben eltoltott id6t egyre és legyen az
i allomés z; > 0 ideig hallhat6. Feltéve, hogy az id6t teljesen kihasznaljuk
Zle x; = 1. Ha a j € N; szerepl6 az i dllomést kedveli, akkor a hasznossaga
legyen u; = ;.

El kell donteniink, hogy melyik csatorna mennyi ideig legyen hallhato.
El6szor meghatarozzuk az egalitaridanus megoldast. Jeldlje K* C K azon csa-
torndkat, amelyeket legalabb egy szerepls kedvel. Tovabba legyen k* = | K*|.
Ekkor az egalitaridnus megoldas szerint minden ¢ € K* csatorna pontosan
x; = 1/k* ideig lesz hallhato, mert akkor jar a legkisebb hasznossagu szerepld
a legjobban, ugyanis maskiilonben lenne olyan szerepld, akinek a hasznossaga
1/k*-nal kisebb volna.

Térjiink ra a klasszikus utilitarianus megoldésra. Tegyiik fel, hogy egyet-
len csatorna élvezi a legnagyobb tamogatottsagot. Ekkor végig a legnagyobb
tamogatottsagu csatorna lesz hallhato, hiszen

n k
g Uj; = E NiZi,
j=1 i=1

ami akkor lesz a legnagyobb, ha legnagyobb n; a lehets legnagyobb sulyt
kapja. Megjegyzendd, hogy ha t6bb legnagyobb tamogatottsagi csatorna is
van, akkor ezek kozott tetsz6legesen oszthato el a jatékids.

Végiil hatarozzuk meg a megoldast a Nash-féle tarsadalmi joléti fiiggvény
segitségével is. Ekkor

n k k
max Wy (u) = maxHuj = maxH H xj = maxsz“
j=1 i=1jEN; i=1

feltéve, hogy =; > 0 és Zle z; = 1. A feladat ekvivalens a max Zle n; log x;
feltéve, hogy =; > 0 és Ele x; = 1 feltételes szélsGérték szamitasi feladat-
tal, mivel a hatarponti megoldas Wi (u) = 0-a4t adna, mikézben elérhets a
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pozitiv Gsszhasznossag. A feltételes szélsGérték szamitasi feladat Lagrange-
fliggvénye:

k k
L(x1,..., T, A) = Znilog:vi —A (le— 1) )
i=1 i=1

Megjegyzendd, hogy valojaban a nemnegativitasi feltételek miatt a Kuhn—
Tucker-feltételeket kellene felirni, de latni fogjuk, hogy a nemnegativitési fel-
tételek nélkiili feladat megoldasa a szimplex egy bels6é pontjat adja, amely
ellendrizheten maximumbhelyet szolgaltat. Tehat irjuk fel a Lagrange-fligg-
vényhez tartozoé elsérendi feltételeket:

aﬁ(xl,...,xk,A)zﬁ—Azo,

ox; ;i

amibdl n = Zle Az; = A, és ezért x; = n;/n minden i € K csatornara.

A harmadik példank az példa egy modositasa. Megengedjiik, hogy
az egyes szerepldk a kedvelt csatornajuk hallgatasahoz eltér6 élvezeti szintet
(hasznossagot) tulajdonithassanak. Tehat a j € N; szerepls u; = x; hasznos-
saga helyébe az u; = a;x; hasznossig 1ép, ahol a; > 0 egy szereplSspecifikus
konstans. Ezen modositas utan az egalitaridanus megoldas

1
Vie K:x; = — c. , ahol ¢ = ,
min{a; | j € N;} le m

(5.1)

mivel az azonos 1 € K radidadot kedvelSk koziil a legrosszabban jaré a j; €
€ argminje N, a; személy, akinek a hasznossaga x;a;,, és ezért az x;a;, értéke-
ket kell ¢ szerint egyenletessé tenni, mert kiillonben ettdl eltérve valamelyik j;
szerepl6 hasznossaga novelhetd volna egy mésik szerepls karéra, ezzel novel-
ve az egalitarianus tarsadalmi joléti fliggvény értékét. Ha ranéziink az (5.0))
megoldasra észrevessziik, hogy amennyiben a szerepl6k maguk adhatjik meg
a hasznosséagi szintjiiket, akkor j a valédi a; érték helyett egyoldalian egy
kisebb a;- érték megadésaval novelheti az altala kedvelt csatorna jatékidejét,
ezzel novelve a hasznossagat.

T6bb egyforma stlyozott tamogatottsagn radivallomas esetétsl eltekintve,
ahol egy csatorna sulyozott tamogatottsaga alatt a > jeN; Oj érték értendd,
a klasszikus utilitarianus tarsadalmi joléti fiiggvény esetén most is x; = 1
adodik a legnagyobb stlyozott tAmogatottsagu csatornara, mivel

n k
E Uj = E E Q524
j=1

i=1 jEN;

akkor lesz a legnagyobb, ha a legnagyobb stlyozott tdmogatottsdgi csatorna
a lehet6 legnagyobb silyt kapja. Megjegyzendd, hogy ha tobb legnagyobb
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stulyozott tdmogatottsagu csatorna is van, akkor ezek kozott tetszélegesen
oszthato el a jatékids. Egy masik érdekes észrevétel, hogy a valodi a; érték
helyett egyoldaliian egy nagyobb a; érték megadasaval j novelheti az altala
kedvelt csatorna jatékidejét, ha ezzel legnagyobb tamogatottsdgn csatornava
teszi.

A Nash-féle tarsadalmi joléti fiiggvényt csak felirjuk, a hozza tartozo fel-
adat megoldéasat az olvasora bizzuk. A maximalizdlandé célfiiggvény

log Wy (u) = Z Z log(z;a;) = Z loga; | + Z n;log ;.

i JEN; JEN ie K

Vegyiik észre, hogy a maximumbhely fliggetlen az a; személyes értékelésektdl,
tehat a Nash-féle tarsadalmi joléti fliggvény esetében nem érdemes valotlan
értékeléseket megadni a szereplGknek, ellentétben a masik két nevezetes tarsa-
dalmi joléti fliggvénnyel. A kivetkezs alfejezetben azt is megmutatjuk, hogy
az Osszes tarsadalmi joléti fliggvény koziil csak a Nash-féle rendelkezik ezzel
a kitiintetett tulajdonsaggal.

»

5.4. Nevezetes tarsadalmi joléti fiiggvények ka-
rakterizacioi

Mielstt végigtargyalnank néhény nevezetes karakterizaciot, sziikségiink lesz
Roberts (1980a) reprezentacios tételére, amely a gyenge reprezentécio fogal-
méat igényli.

5.5. definicié. A W : R™ — R tarsadalmi joléti fiiggvény gyengén reprezen-
tdlja a > tarsadalmi joléti rendezést, ha barmely z,y € R™-re W(x) > W (y)-
bol kovetkezik x > y.

A gyenge reprezentaciobol kovetkezik, hogy y = x implikilja W(y) >
> W(x)-et és y ~ z implikalja W (y) = W (x)-et.

Roberts kovetkezs tétele abbol a szempontbol erésebb a preferenciaren-
dezések klasszikus reprezentacios tételénél (Eilenberg, 1941, illetve Debreu,
1959), hogy nem koveteli meg a rendezés folytonossagat. A tétel alabbi alakjat
Moulin (1988) fogalmazta meg.

5.1. tétel (Roberts, 1980). Elégitse ki a > tdrsadalmi joléti rendezés az
aldbbi feltételeket :
() Vv eR":tu=v=Ve>0: T/, v eR": [lu—u|| <e, [[v—2]| <e¢,
u >u, v >vésu =0
(ii) Vv eR" tu = v=Ve > 0: 0" e R": |lu—u"|| <e¢, |J[v—2"|| <
<gu>u",v>v" ésu’ =".

© Typotex Kiadd

© Tasnadi Attila



www.interkonyv.hu

70 5. KARDINALIS JOLETI MEGKOZELITES

Ekkor = gyengén reprezentdlhato egy folytonos tdrsadalmi joléti fiigguénnyel.

A tételt nem bizonyitjuk. Moulin (1988) konyvében megtalalhato Roberts
tétele a Moulin altal megfogalmazott valtozatban, a vazlatos bizonyitassal.

A Kklasszikus utilitarianus joléti fiiggvény jellemzéséhez sziikségiink lesz a
kovetkezd fogalomra:

5.3. axioma. A > tarsadalmi joléti rendezés nullapont fiiggetlen, ha
Yu,v,w ER" :u > v <= u+w>v+w. (5.2)

A tulajdonsag elnevezését az indokolja, hogy az (£.2)) feltételben barmely
w vektorral torténd eltolas nem valtoztat a két méasik vektor Gsszehasonlita-
sanak kimenetelén, ami azt eredményezi, hogy minden szereplé — egymastol
fliggetleniil, szabadon — megvalaszthatja sajat mérési skalajanak nullpontjat
anélkiil, hogy valtoztatna a tarsadalmi joléti rendezésen. Példaul mindegy,
hogy Kelvinben vagy Celsius-fokban mérjiik a hémérsékletet. Ellendrizhetd,
hogy a nullapont fliggetlenség (5.2) feltétele ekvivalens a

Vu,v ER" :u>=v < u—v =0
feltétellel, ahol 0 az R™ nullvektorat jeloli.

5.2. tétel (D’Aspremont—Gevers, 1977). A klasszikus utilitaridnus tdrsa-
dalmi joléti fligguény nullapont fliggetlen. Forditva, egy nullapont fiiggetien
tdrsadalmi joléti rendezés gyengén reprezentdlhatd a klasszikus utilitaridnus
tdrsadalmi joléti fiigguénnyel.

Bizonyitds. Az allitas els6 része trivialis. Legyen a > nullapont fiiggetlen.
Ekkor u > v esetén (u + ee) > (v + ee) és (u —ee) > (v — ee), ahol e =
= (1,...,1). Ezért Roberts tétele alapjan = gyengén reprezentalhatoé egy
folytonos W tarsadalmi joléti fiiggvénnyel. Vegyiink egy rogzitett w € R™
vektort és legyen

A={ueR" | W(u)>W(w)} és B={uecR"| W(u) < W(w)}.

A és B nyilt halmazok, és belatjuk, hogy konvexek is. Legyen z,y € A és
u = (z + y)/2. Kilon vizsgaljuk az (i) W(u) > W(y) és a (ii)) W(u) <
< W(y) eseteket. Az (i) esetben W(u) > W(y) > W(w), és ezért u € A. A
(ii) esetben a gyenge reprezentalhatosag miatt W(u) < W (y)-bol kovetkezik
y > u, amibdl a nullapont fiiggetlenség miatt y+ (u—y) = u+ (u—y) adodik.
Az utébbival ekvivalens u > 2u — y = 2-b8l adodik W(u) > W(z) > W(w),
tehat u € A. Hasonloan igazolhaté B konvexitasa.

A > monotonitasabol adodoan a w-n atmend G koézombosségi gorbének,
amely az R™\ (AU B) halmazzal azonos, iires a belseje. A szeparacios tételek-
bl adodoan, mivel A és B is konvex, a két halmazt elvalaszté G k6zombdos-
ségi gorbe egy hipersik. Mivel >~ anonim, ezért G parhuzamos a szimplexszel.
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Tehat W a klasszikus utilitaridnus tarsadalmi joléti fiiggvénnyel azonos ren-
dezést definial. O

A Nash-féle tarsadalmi joléti fiiggvény jellemzése a kovetkezd fogalmat
igényli.
5.4. axiéma. Legyen > tarsadalmi joléti rendezés az R, halmaz felett.
Ekkor > skdlafiiggetlen, ha

Vu,v,w €RY | tu=v <= uew > veuw, (5.3)
ahol v e w = (uqwi, ..., UpWn,).

Az (5.2)) feltétel szerint barmelyik szerepld kiilon-kiilon attérhet egy masik
mértékegységre. Példaul az egyik szerepld forintrol attérhet dollarra, mikoz-
ben a tobbiek attérnek forintrol euréra. Ellenérizhetd, hogy a skalafliggetlen-
ség (B3) feltétele ekvivalens a

Vu,v e R tu>v <= u+v=ze=(1,...,1)
feltétellel, ahol u + v = (u1/v1,...,un/vy) € R™.

5.3. tétel. A Nash-féle tdarsadalmi joléti fiiggvény skdlafiiggetlen. Forditva,
eqy skdlafiiggetlen Ry feletti tdrsadalmi joléti rendezés gyengén reprezentdl-
hatd a Nash-féle tarsadalmi joléti fiigguénnyel.

Bizonyitds. Konnyen ellenérizhets, hogy a Nash-féle tarsadalmi joléti fligg-
vény skalafiiggetlen.

Legyen a =C Ri’ﬂr tarsadalmi joléti rendezés skalafiiggetlen. Ekkor rendel-
jiilk =-hez a kovetkezGképpen definialt =* C R™ tarsadalmi joléti rendezést:

u=*v = (e",...,e") = (e™,...,e"").

Elgszor meggy6zdiink arrél, hogy > pontosan akkor skalafiiggetlen, ha
>* nullapont fliggetlen. Adott u, v, w € R"-hez legyenek rendre

u = (uy,. . ul) = (e, ... etn),
v = (v],..0h) = (e", .. et)
és
w' = (wh,...,w)) = (", . .. e")
Ekkor
v = urt = utwrtrtw =
= (e"e™t, ... et e ) = (eVe, .. e eV) —
= (W, .. ubw)) = (V. vw)) =
— Jew =v ew.
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Tehat a =* nullapont fliggetlensége implikalja a = skalafiiggetlenségét, és a
forditott iranyt implikicié is adddik az ekvivalenciasorozatbol, az ekvivalen-
ciasorozat mas sorrendben torténd felirdsaval.

Ezek utén ellendrizziik, hogy = Nash-féle tarsadalmi joléti fiiggvénnyel
valo reprezentalhatosaga ekvivalens »=*-nak az utilitarianus tarsadalmi joléti
fliggvénnyel valé reprezentalhatésagéaval:

n n
e D I S O

i=1 i=1
n n
= Hu; > H .
i=1 i=1
Végiil az tételbsl adodik a bizonyitandé allitdsunk. O

A leximin tarsadalmi joléti rendezés jellemzéséhez sziikségiink lesz a Ham-
mond-féle igazsdgossdgi elvre, amely szerint ha egy hasznosségi profilban, bar-
mely két szereplére korlatozodva, a kisebb hasznosségi szereplé hasznossaga
novekszik és a nagyobb hasznossagu szerepléé csokken a kettejiik kozti nagy-
sagrendi relacié megfordulasa nélkiil, akkor egy tarsadalmilag nem rosszabb
hasznossagi profilt kapunk. Példaul az u = (2,8,5) hasznossagi profillal szem-
ben elényben részesitends az v’ = (3,6,5) hasznossagi profil.

5.5. axiéma. A > tarsadalmi joléti rendezés kielégiti a Hammond-féle igaz-
sdgossdgi elvet, ha barmely két i,j7 € N szerepl6re, barmely u = (ug)ken €
€ RY hasznossagi profilra és barmely olyan két v;, v; € R hasznosségi szintre,
amelyre u; > v; > v; > u; teljesiil

(’Ui, Uj, U,ij) t u.

A tovabbiakban azt mondjuk, hogy a fenti u; > v; > v; > u; feltételnek
eleget tevé v = (v;,v5, u—;;) Hammond-domindlja u-t.

Bevezetjiik a leximin,, rendezéseket (m = 2,3,...,n), amelyeket a leximin
rendezés m-elemi szereplShalmazokra torténé alkalmas megszoritasa segit-
ségével nyeriink. Pontosabban a > egy R™ feletti leximin,, rendezés, ha a
szerepl6k barmely m elemd M C N részhalmazara és barmely olyan két
u,v € RN hasznossagi profilra, amelyre u; = v; az N \ M-beli szereplkre,
u > v azzal ekvivalens, hogy u™ az m szereplés leximin tarsadalmi joléti
rendezés szerint legalabb olyan jo (gyengén preferdlt), mint v, ahol uM =
= (u;)ien és V™M = (v;);e . Ellendrizhets, hogy a leximin rendezés maga egy
leximin,,, rendezést ad barmely m = 2,3, ..., n-re. Nyilvan leximin, maga a
leximin rendezés. A kiévetkezs tétel szerint mar a leximing meghatéarozza a
leximin rendezést.
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5.4. tétel (Sen, 1977). Ha a = egy R™ feletti leximing tdrsadalmi joléti ren-
dezés, akkor = bdrmely m = 3,...,n-re a leximin tdrsadalmi joléti rendezés.

Az allitas nem meglepd volta ellenére a bizonyitasa meglehet&sen hossza-
dalmas, ezért az érdekl6ds olvasonak Sen (1977) cikkét ajanljuk figyelmébe.

A leximin tarsadalmi joléti rendezés alabbi karakterizacios tételét Bossert—
Weymark (2004) gondolatmenetét kovetve bizonyitjuk.

5.5. tétel (D’Aspremont—Gevers, 1977). A lexzimin tdrsadalmi joléti rendezés
kielégiti o Hammond-féle igazsdgossdgi elvet. Forditva, eqy a Hammond-féle
igazsdgossdgi elvet kielégitd tdarsadalmi joléti rendezés sziikségszerden a lexi-
min tdrsadalmi joléti rendezés.

Bizonyitds. Konnyen meggy6z6dhetiink arrél, hogy a leximin kielégiti a Ham-
mond-féle igazsagossagi elvet.

Legyen = egy, a Hammond-féle igazsidgosséagi elvet kielégité tarsadalmi
jOléti rendezés. Elegendé megmutatni, hogy > egy leximing tarsadalmi joléti
rendezés barmely rogzitett két szerepls esetén. Vegytink két i, j € N szereplét
és olyan v € R™ hasznossagi profilt, amelyre v; > v;. Legyenek

X" ={ueR"|Vke N\ {i,j}:ux=vs},
Xs = {ue XV |u; >uj, utv},

Xo ={ue X" |u =u;} és

X ={ue XV |u <uj}.

Elébb megmutatjuk, hogy = barmely X -beli vektort v-hez képest a leximing
szerint hasonlit Ossze. Mivel az u = v eset nyilvanvalo = reflexivitdsa miatt,
csak u # v-vel kell foglalkozni.

Egy v € X- hasznossagi profil esetén u # v, u; > u; és v; > v; miatt
az (i) w > vésu # v, a (i) v; >w > uj > v, a (i) v>uésv#u,
és a (iv) u; > v; > v; > u; esetszétvalasztassal élhetiink. Az (i) esetben =
monotonitasa miatt v > v, mig a (ii) esetben a Hammond-dominancia miatt
ugyancsak u > v. Hasonl6an adodik a (iii) és (iv) esetekben v > w.

Térjiink ra az u € X_ hasznossagi profilokra, amelyekre (i) u > v és u # v
(i) v >weésu #wv, (i) v; > u; = u; > v;. Az (i) és (i) esetekben >
monotonitasa miatt rendre u > v és v > w. (iii) esetén valaszthatunk olyan
u € XY és u' < u hasznossagi profilt, amely Hammond-dominalja v-t, és
ezért u’ = v, tovabba a monotonitds miatt u = u’. Végiil = tranzitivitasabol
adodik u > v.

Barmely u € X hasznossagi profil az anonimitas segitségével visszajatsz-
hato egy vele indifferens (k6zombos) w’ € X~ hasznossagi profilra, amelyet az
u; és u; hasznossagok felcserélésével nyeriink. Az eddigieket Osszegezve bar-
mely X "-beli hasznossagi profilt v-vel 6sszevetve a leximing rendezést kaptuk.
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Végiil megallapithatjuk, hogy szerepcserével adodik az eredmény v; < v;
esetén, tovabba a fentiek alapjan kiilon ellendrizhetd a v; = v; eset, amely
rdadasul kevesebb esetet ad. O

Az alfejezet utolsdé eredményeként megadjuk az egalitarianus tarsadalmi
jOléti rendezés karakterizaciojat, amelyhez két tjabb tulajdonsagra lesz sziik-
ségiink.

5.6. axioma. A > tarsadalmi joléti rendezés fiiggetlen a szigorian mono-
ton transzformdcioktol, ha barmely szigorian monoton névekvs f : R — R
fliggvényre

Yu,v ER" :u = v <= F(u) = F(v)
teljesiil, ahol F(u) = (f(u1), f(u2), ..., f(un)).

Jelolje példaul az u a szereplSk adozas elstti és a v = F(u) ugyanazon
szerepl6k addzas utani jovedelmeit. Ez esetben a monoton transzforméacioktol
valo fiiggetlenség teljesiilése esetén mindegy, hogy a tarsadalmi dontést az
adozatlan, vagy az adozott jovedelmek felhasznéalasaval hozzuk meg. Adott
adodszabaly esetén ez indokolt is, hiszen az addzott és az adozatlan jovedelmek
kiszamolhatdak egymasbol.

A Pigou—Dalton-féle transzfer elv szerint, ha egy hasznosséagi profilban két
szerepl6 kozotti kiillonbség csokken, akkor egy tarsadalmilag jobb hasznos-
sagi profilt kapunk. Masképpen mondva, a Pigou—Dalton-féle transzfer elv
elényben részesiti a hasznosséagi szintek egyenlébb elosztasat, példaul u =
= (2,8,5) hasznossagi profillal szemben elényben részesitends az v’ = (3,7,5)
hasznossagi profil.

5.7. axioma. A > tarsadalmi joléti rendezés kielégiti a Pigou—Dalton-féle
transzfer elvet, ha barmely két ¢, j € N szereplére, barmely v = (ug)reny €
€ RY hasznossagi profilra és barmely olyan két u/, u; € R hasznossagi szintre,
amely kielégiti az u; +u; = uj +u’; és az |u; —u;| > |u; — ujj| Ssszefiiggéseket,
teljesiil

(u’i,u;,u_ij) = u.
5.6. tétel. Az egalitaridanus tdrsadalmi joléti rendezés fiiggetlen a monoton
transzformdcicktol és kielégiti a Pigou—Dalton-féle transzfer elvet. Forditva,
egy monoton transzformdcicktdl figgetlen és a Pigou—Dalton-féle transzfer
elvet kielégitd tdrsadalmi joléti rendezés gyengén reprezentdlhatd az egalitari-
dnus tdrsadalmi joléti fliggvénnyel.

A tétel bizonyitasa megtalalhato Moulin (1988) monografidjaban.
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»

5.5. Additiv tarsadalmi joéléti fiiggvények

Bevezetjiik a tarsadalmi joléti fiiggvények egy egyszerd alosztalyat, amely
nyilvan nagyon sok lehetséges tarsadalmi joléti fliggvényt kizar. Azonban egy
hamarosan bevezetésre keriil6 tulajdonsag elfogadasa esetén, az altalanossag
megszoritasa nélkiil korlatozhatjuk magunkat a tarsadalmi joléti fliggvények-
nek erre az egyszeri osztalyara.

5.6. definici6é. A W tarsadalmi joléti fiiggvény additiv, ha létezik olyan mo-
noton névekeds g : R — R fiiggvény, amellyel W(u) = >, g(u;) barmely
u hasznossagi profilra.

A tarsadalmi joléti fiiggvény definiciojaban szerepld g fiiggvényre a tovab-
biakban transzformdcids fliggvényként fogunk hivatkozni.

Az additiv tarsadalmi joléti fliggvények jellemzésében kulcsfontossagu sze-
repet jatszik az érintetlen szerepldktdl vald fiiggetlenség. Tegyiik fel, hogy két
olyan hasznosségi profilpart hasonlitunk Gssze, amelyekben az egy parba tar-
toz6 hasznossagi profilokban az M C N-beli szerepl6k hasznossigi szintjei
azonosak, mig a tobbieké a parok megfelel§ tagjaiban valtozatlanok. Egy
négyszereplds példat tekintve, az egyik hasznosséagi profilpar v = (6,3,9,1) és
u' = (5,3,7,2), mig a masik par v = (6,8,9,1) és v’ = (5,8,7,2). Ekkor a két-két
hasznossagi profilpar 6sszehasonlitasakor a masodik szerepl$ érintetlen sze-
replének tekinthets (M = {2}), mivel kiilon-kiilon mind az u-v’, mind a v-v’
péarokban a 2 szerepld hasznosségai azonosak, ezért 2 indifferens a parba alli-
tott hasznossagi profilokkal szemben. Tovabba lathato, hogy u-ban és v-ben
a tobbi (2-t6l kiilonboz6) szerepls értékelései azonosak, és hasonld igaz u' és
v’ viszonylataban. Ezért a 2-es szerepld ,érintetlensége” miatt, ha u = u/,
akkor v = v’ is elvarhat6, mivel a parok osszehasonlitdsa 2-t6l fliggetlen. Az
érintetlen szereplSktsl valo fiiggetlenség elGirja a példaban megfogalmazott
kovetelmény teljesiilését, a példa feltételeinek eleget tevd, tetszéleges hasz-
nosségi profilparok ésszehasonlitasa esetén.

5.8. axioma. A > tarsadalmi joléti rendezés fiiggetlen az érintetlen sze-
repldktdl, ha barmely M C N nemiires szerepl6halmazra, barmely u_j; =
= (uj)jen\m € RNMM g5/ = (u})jen\mr € RM\M hianyos hasznossagi
profilokra, barmely x,y € R hianyos hasznossagi profilokra

(’U,,IL[,:Z?) = (u/—va) And (UfM,y) = (u/—ny)

A kovetkezo tétel sziikséges és elégséges feltételt ad az additiv tarsadalmi
joléti fiiggvény alkalmazhatosagara.
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5.7. tétel. A > folytonoe@ tdrsadalmi joléti rendezés akkor és csak akkor
reprezentdlhatd egy additiv tdrsadalmi joléti fiigguénnyel, ha = filiggetlen az
érintetlen szerepldktol.

A tétel bizonyitasa meghaladja a tankoényv kereteit. A bizonyitas vazlata
megtalalhato Blackorby és tarsainak (2002) attekintésében.

Az utols6 karakterizacios tételiinkhoz sziikségiink lesz a kdzds mértékegy-
ségtdl valo fiiggetlenség tulajdonsigara, amely alapjan ha a szerepldk egy ko-
z0s mértékegységgel mérik a hasznossadgaikat és attérnének egy masik kézos
mértékegységre, az lényegében nem valtoztathat a tarsadalmi rendezésen. A
kozos mértékegységtol valo fliggetlenséget homogenitasnak is szokas nevezni.

5.9. axioma. A > tarsadalmi joléti rendezés fiiggetlen a kizds mértékegy-
ségtdl, ha barmely két u = (u;)ien € Rf ésu' = (uf)ien € Rf hasznossagi
profilra és barmely A € R atvaltasi ardnyra

u>u < u> .

Ha még a k6z6s mértékegységtdl valo fliggetlenséget is feltételezziik, akkor
az additiv tarsadalmi joléti fiiggvény definiciojaban szerepld g transzforma-
cios fliggvény csak nagyon specialis alakot 6lthet.

5.8. tétel (Roberts, 1980). Ha a W : R}, — R additiv tdrsadalmi joléti
fiigguényt generdlo g transzformdcids fligguény monoton novekedd és folyto-
nos, tovabbd a W-hez tartozo tdrsadalmi joléti rendezés fiiggetlen a kiozos
mértékegység megudlasztdsdtol, akkor g sziikségszerien

g(z) = cz* (p>0), () = clog(z) vagy g(z) = —cz"" (¢ >0) (5.4)
alaki, ahol ¢ > 0 tetszdleges konstans.

A fenti tétel ramutat a hatvany, a logaritmus és a hiperbolikus fiiggvé-
nyek kézponti szerepére. A ¢ konstanst elhagyva (azaz egynek valasztva)
az (0.4)) altal adott transzformacios fiiggvényeket rendre W, (u)-val, Wy (u)-val
és W(u)-val jeldljiik. A Wy (u) = ), v u; klasszikus utilitarianus tarsadalmi
joléti fiiggvény. A tétel bizonyitasanak vazlata megtalalhatdo Moulin (1988)
monografidjaban.

Megjegyzendd, hogy

log Wi (u) =log [] ui =) _ logu; = Wo(u),
ieN ieN
és ezért Wy és Wy ugyanazt a tarsadalmi joléti rendezést definialja.

4 A preferenciarendezések folytonossaga mar Sprumont-tételénél el§jott a 2. fejezet-
ben.
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5.6. Gyakorl6 feladatok

5.1. feladat. Hatarozza meg a létesitmény elhelyezését az 5.4l példara a
klasszikus utilitarianus tarsadalmi joléti fliggvény segitségével paros szamu
szereplS esetén!

5.2. feladat. Hatarozza meg a létesitmény elhelyezését az 5.4l példara a
Nash-féle tarsadalmi joléti fliggvény segitségével !

5.3. feladat. Az A, B, C, D és E szereplSk kozotti osszekottetések azB Il 4b-
ra altal adottak. Egy él A részén valé kozlekedés koltsége Ax, ahol = a teljes
élen valo athaladas koltsége. Egy klasszikus utilitaridnus tervezd a szerep-
16k Gsszhasznossaganak maximalizalasaval egy létesitményt kivan elhelyezni
a halozatban (egy élen vagy egy csicson). Hol helyezze el a létesitményt ?

5.1. abra. Létesitmény elhelyezése halozaton

5.4. feladat. Igazolja, hogy a W additiv tarsadalmi jotéti fiiggvény altal ge-
neralt rendezés pontosan akkor elégiti ki a Pigou—Dalton-féle transzfer elvet,
ha a g transzformacios fiiggvény konkav!

5.5. feladat. Igazolja, hogy a W° a leximin tarsadalmi joléti rendezést ge-
nerélja, ahol W a W%-ban ¢-val végtelenbe tartva adédik! A konvergencia a
kovetkezSképpen értendds: ha u, v € R™ olyan hasznossagi profilok, amelyekre
W(u) > W(v) kellsen nagy g-ra, akkor u-t preferalja a leximin tarsadalmi
joléti rendezés a v-vel szemben.

5.6. feladat. Igazolja, hogy a Wy, a Nash-féle tarsadalmi joléti rendezéssel
ekvivalens (azaz azonos rendezéseket generalnak), ahol Wy, a Wy-ben p-vel
nulldhoz tartva adodik!

5.7. feladat. Milyen logikai kapcsolat van a Hammond-féle igazsagossagi elv
és a Pigou—Dalton-féle transzfer elv kézott?
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6. fejezet

Elosztasok meghatarozasa
szavazassal

Ebben a fejezetben kozosségi dontések szavazassal torténé meghozaséaval fog-
lalkozunk, amelyek a mi esetiinkben elsGsorban elosztasok kozotti valasztast
jelentenek. A kardinalis joléti megkozelitéssel szemben nem varjuk el, hogy
a szereplGk képesek legyenek az egyes kimenetelek (alternativak) szamszert
értékelésére. Viszont a szereplGk legalabb az alternativdk rangsorolasara ké-
pesek, amelyeket begytjtve egy kozponti szervezet egy el6re meghatarozott
szavazasi eljaras alapjan kivalasztja a kozosség alternativajat.

Megismerkediink néhany nevezetes szavazasi eljarassal, majd azok alkal-
mazasaként tjra megoldjuk az [0l fejezetben tarsadalmi joléti fliggvények se-
gitségével vizsgalt probléméakat. A fejezetet néhany alapvetd szavazaselméleti
eredménnyel zarjuk.

6.1. Bevezetés a szavazaselméletbe

Adott egy legalabb haromelemii véges A alternativahalmaz, amely a kozosségi
dontések lehetséges kimeneteleinek halmaza. Itt gondolhatunk példaul elnok-
jeloltekre, lehetséges projektekre vagy elosztasokra. Jelolje L az A alternati-
vahalmaz feletti linearis rendezések (sorrendek) halmazat és N = {1,...,n}
a szerepl6k, a tovabbiakban a szavazok halmazat. L-re, mint a preferencia-
rendezések vagy rangsorok halmazara is hivatkozunk, és L"-re pedig mint
a preferenciaprofilok (réviden profilok) halmazara. Jelolje top(>) a =€ L
rangsor legkedveltebb alternativajat. Az Osszes szavazo rangsorolasanak is-
meretében képesnek kell lenniink az alternativak tarsadalmi rangsorolaséra,
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vagy legalabb egy alternativa kivalasztasara, amihez a kovetkezs fogalmak
kapcsolédnak.

6.1. definici6é. Az F : L™ — L egy tdrsadalmi vdlasztdsi szabdly.
6.2. definicio. Az f: L™ — A egy tdrsadalmi valasztdst figguény.

Megjegyzendd, hogy az F' tarsadalmi valasztasi szabalyhoz természetes
mo6don hozzarendelhetd a kovetkezGképpen definidlt f tarsadalmi valasztasi
fliggvény:

FC1,.eyn) =top(F(=1,...,>n))

barmely (>1,...,>y) € L™ profilra. Mivel a tarsadalmi valasztasi fiiggvény-
t61 megkdveteljiik egy alternativa kivalasztasat és — mint latni fogjuk — a tér-
sadalmi valasztasi fiiggvény eredményének kiszamitasahoz hasznalt szavazési
eljarasok holtversenyeket eredményezhetnek, ezért a tovabbiakban feltessziik
hogy holtversenyek esetén a legkisebb indexti szerepld rangsorolasa a donté
Hasonl6 modon oldjuk fel a tarsadalmi valasztasi szabaly kiszamitasa soran
adodo holtversenyeket.

Nézziink egy haromalternativas példat:

6.1. példa. Tekintsiik az alabbi harom lehetséges sorrendet

NN
b ¢ a
c b b
a a ¢

és legyen 9, 10, 11 {6 sorrendje rendre =, =/, ="

A példan illusztraljuk a harom, altalunk ismertetésre keriils szavazési
eljarast. Kezdjiink a relativ tobbségi szavazassal, amely eredményének meg-
hatarozasahoz csak a szavazok legkedveltebb alternativainak ismerete sziiksé-
ges. Ezért a relativ tObbségi szavazas megvaldsitasa soran szavazonként csak
egy alternativara kell szavazni. Az x € A alternativa tarsadalmilag legalabb
olyan j6, mint az y € A alternativa, ha az n szavazo kozil legalabb annyian
szavaztak z-re, mint y-ra. A tarsadalmi valasztasi fliggvény altal kivalasztott
alternativa egy legtobb szavazatot kapo alternativa.

6.3. definicib. A relativ tobbségi szavazds FT tarsadalmi valasztasi szabalya
szerint Va,b € A :V(>1,...,=p) € L™:
a=Tb <= |{ieN|a=top(=:)} >|{i € N|b=top(~;)} vagy
{ie N|a=top(>)}={ie N|b=top(>~i)} ésa>1b,
ahol =7 = FT(1,...,=,).

1 Ez egy a sok lehetséges tgynevezett torési szabdly koziil. A legkézenfekvSbb torési
szabalyok az alternativahalmaz folotti vagy a szerepl6k halmaza folotti el6re rogzi-
tett linearis rendezés segitségével oldjak fel a holtversenyeket.
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Tekintsiik a[61] példat: Stratégiai megfontolasoktol eltekintve, mindenki
a legkedveltebb alternativijara szavaz, ezért a relativ tobbségi szavazas F'7
tarsadalmi valasztasi szabalya az a =T ¢ =T b sorrendet adja, mig az f7 tar-
sadalmi valasztasi fiiggvénye az a alternativat valasztja ki. Mivel a a sokak
altal legkevésbé kedvelt alternativa, a relativ tobbségi szavazés eredménye
vitathato.

Jean-Charles de Borda a XVIII. szazad masodik felében a kovetkezs elja-
rast javasolta a Francia Kiralyl Tudomanyos Akadémia vezetd tisztségvisels-
inek megvé,lasztzisé,hozﬁ Barmely személy legkedveltebb alternativaja n — 1,
masodik legkedveltebb n — 2, mig legkevésbé kedvelt alternatividja 0 pon-
tot kap. Majd a tarsadalmi rangsort az 6sszpontszamok csokkend sorrendje
hatarozza meg, és a tarsadalmilag kivilasztott alternativa egy legnagyobb
Gssszpontszamu alternativa. Jelolje bp(a,=) = {b € A | a > b} aza € A
alternativa Borda-pontszémat a >=¢€ L preferencia esetén.

6.4. definicié. A Borda-szavazds FP tarsadalmi valasztési szabélya szerint
Va,b€ A:V(~1,...pn) € L™:

ax-Bh —= Z bp(a, ;) > Z bp(b, ;) vagy

i=1 =1

Z bp(a, ;) = Z bp(b, ;) ésa>1b,
i—1 i=1

ahol =8 = FB(=1,...,=,).

A6l példaban a, b és ¢ pontszamai rendre 22, 39 és 29. Tehat b= c¢>F a
és fPB a b-t valasztja.

Condorcet marki, Borda kortarsa a Borda-szavazéssal szemben az alter-
nativak rangsorolasahoz képest az alternativik paronkénti 6sszehasonlitasat
részesitette elényben. Condorcet-gydztesnek neveziink egy a € A alternativat,
ha az Gsszes tobbi b € A\ {a} alternativaval szemben megnyeri a paronkén-
ti Osszehasonlitasokat, azaz |{i € N | a>;b}| > |[{i € N | b>;a}| minden
b # a-ra. Condorcet-konzisztens szavazdsi eljdrds egy olyan szavazasi eljaras,
amely ha van Condorcet-gy6ztes, akkor azt vélasztja. Tobb ilyen szavazasi
eljaras is létezik, amelyek koziil a Copeland-szavazdsi eljarast ismertetjiik.
Vegyiik az Osszes kiilonb6z6 elemii alternativapart és hasonlitsuk 6ssze a pa-
rok alternativiit, rendre 2, 1 és 0 pontot adva a szavazok tobb mint 50%-a,
pont 50%-a és kevesebb mint 50%-a altal preferalt alternativanak. Mindenkit

2 Borda-szavazassal valasztjak példaul a szlovén parlament két kisebbségi képviselsjét
(egy-egy magyar és olasz kisebbségi képvisel6t). A Borda-szavazashoz hasonlé elja-
rasok a sportban is elterjedtek, mint példaul a FIFA aranylabdas labdarugéjanak
megvalasztésa.
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mindenkivel 6sszehasonitva, az alternativak rangsorolasat az dsszpontszama-
ik szerinti csokkend sorrendbe torténd rendezésiik adja meg. A tarsadalmi
valasztasi fiiggvény altal kivalasztott alternativa egy legnagyobb Gsszpont-
szamu alternativa. Jelolje rendre N(a,b,>1,...,=,) = {i € N | a>;b},
illetve n(a,b,>1,...,>y) = |{i € N | a; b}| azon szavazdk halmazat, illetve
szamét, akik az a € A alternativat elényben részesitik a b € A alternativaval
szemben egy adott (>-1,...,>y) € L™ profil mellett. Legyen

ep(a, 1,y =n) = 2/{b€ Al n(a,b,>=1,...,=n)>n(b,a, =1,...,=n)}H+
+{be Aln(a,b,=1,...,=n) =n(bya,=1,...,=n)}|

az a € A alternativa Copeland-pontszama a (>-1,...,>,) € L™ profil esetén.
6.5. definicié. A Copeland-szavazds FC tarsadalmi valasztasi szabalya sze-

rint Va,b € A:V(~1,...,=,) € L™:

n
a=%b = Zcp(a,»l,...,>n)>Zcp(b,>1,...,>n) vagy

N
Il
-
-
Il
A

n
ep(a,=1,...,n) = Zcp(b,>—1,...,>-n) ésa=1b,

I

s
Il
-
-
Il
-

ahol =€ = FO(=1,...,=,).

A példaban b veri a-t 19 a 11-hez, b veri c-t 20 a 10-hez és ¢ veri
az a-t 19 a 11-hez. Tehat a Copeland-szavazashoz tartozo tarsadalmi valasz-
tasi szabaly a b= ¢~ a sorrendet adja, és a hozza tartozé f¢ tarsadalmi
valasztasi fiiggvény a b-t vilasztja.

6.2. Elosztasi problémak megoldasa szavazassal

Ebben az alfejezetben megvizsgalunk néhany elosztési problémét. Megoldunk
el6szor szavazassal egy, az [5.4l példahoz hasonlé problémat.

6.2. példa. Egy létesitmény a [0,1] intervallummal reprezentalt linearis va-
rosban helyezendd el. A szavazok lakohelye 0 < z7 < ... < z, < 1, mig a
létesitmeény helyét az y € [0,1] adja meg. Fejezze ki d;(x;) = |y — x| az i
szavaz6 koltségét, hogy lakohelyérdl eljusson a létesitménybe

Az egyszertiség kedvéert tegyiik fel, hogy paratlan sok szavazonk van (n =
= 2k + 1), és legyen y* = z141 a median lakhelyd szavazo. Emlékeztetdiil,

3 Ebbsl most a preferenciarendezés egycsicstsaga a fontos.
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az y* adddott megoldasként a klasszikus utilitarianus tarsadalmi joléti fiigg-
vénnyel. A szavazési szituaciot tekintve A = [0,1] az alternativak halmaza
N = {1,...,n} és a szavazok preferenciai egycsucsiak a lakhelyiik koriil.
Szavazaskor a szavazoknak elegendd a létesitmény altaluk javasolt elhelyezé-
sét megadniukﬁ Most megmutatjuk, hogy y* a szavazas Condorcet-gyGztese.
Ehhez csak annyit kell megallapitanunk, hogy barmely y # y* alternativa
a paronkénti Gsszehasonlitas soran veszit az y* alternativaval szemben. Az
y < y* esetet tekintve az xyy1,...,2, Osszesen (n + 1)/2 szavazd biztosan
preferalja az y* alternativat az y alternativaval szemben, ami azt jelenti, hogy
y* nyeri az 6sszehasonlitast y-nal szemben. Hasonl6an igazolhaté y > y* ese-
te.

A kovetkezs példaban a szavazok harom elosztési szabaly koziil valaszt-
hatnak adészabélytﬁ

6.3. példa. Az adozott jovedelmiik kiszamitasdhoz valaszt n = 9 szavazo a
pro, az ug és az ul elosztasi szabélyok koziil. A kilenc f6 adozatlan és adozott
jovedelmeinek értékeit, ezer forintban megadva, tartalmazza a [6.11 tablazat,
ahol a beszedends ad6 mértéke xny — t = 10000 ezer forint.

6.1. tablazat. Adoszabaly valasztasa

Adozo 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Brutté jévedelme|1000 1500 2500 3000 4500 5000 5000 8500 9000
pro 750 1125 1875 2250 3375 3750 3750 6375 6750
ug 1000 1500 2500 3000 4400 4400 4400 4400 4400
ul 0 250 1250 1750 3250 3750 3750 7250 7750

Lathato, hogy a 7 legkisebb jovedelmii adéz6 a ug-t valasztja a pro-val
és az wul-lel szemben, mig a 2 legnagyobb igényd szavaz6 az ul-t vélasztja.
A pro a paronkénti Osszehasonlitdsban mindkét maésik elosztasi szaballyal
szemben alulmarad. Tehat az ug elosztasi szabaly lesz a Condorcet-gyGztes.
Megjegyzendd, hogy mas eredményeket kapnank, ha az adézok nem ismernék

4 Az €l6z6 alfejezettel ellentétben, itt az alternativahalmaz végtelen, ami nem valtoz-
tat a Condorcet-gy6ztes definicidjan. Bar a relativ tobbségi, Borda- és Copeland-
szavazas nem értelmezett végtelen alternativahalmaz esetén, a relativ tobbségi és
a Copeland-szavazas mértékelméleti eszkozokkel kiterjeszthets erre az esetre is. A
Borda-szavazas kiterjesztése mar problematikus.

5 Azaz nem sziikséges a teljes preferenciarendezésiik megadasa, ami a lakhelytsl valo
linearisan névekvs tavolsagok miatt nyilvanvalé. Altalanosabban, egycstcsi prefe-
rencidk esetén is igazolhatd, hogy a szavazasi eljaras csak az egyének csicsainak
elhelyezkedését hasznalja fol a kozosségi dontés meghozatalakor.

6 Adoszabaly szavazas utjan torténd valasztasaval foglalkozott Roberts (1980b).

© Typotex Kiadd

© Tasnadi Attila



www.interkonyv.hu

84 6. ELOSZTASOK MEGHATAROZASA SZAVAZASSAL

egymés jovedelmeit, ekkor az informaltsaguktol fiiggben eltérs eredményeket
kapnénk. A maésik szélsGséges esetben — esetleg az elosztasi szabélyok karakte-
rizacidinak ismeretében — a szavazok elvi alapon alakithatnék preferenciaren-
dezéseiket, és egy harom alternativas altalanos szavazési probléméval allndnk
szemben

A példa mogott meghizodik egy altalanosabb elv, amely garantalja a
Condorcet-gydztes 1étezését. Az el6z6[6.2) példahoz hasonloan, itt is a lehetsé-
ges rangsorolasok valamilyen iranyt megszoritasarol van sz6. Moulin (2003)
egyszeri modellkeretét tekintve, a szavazok N = {1,...,n} halmaza vala-
milyen valés értékd paraméter szerint rendezett, és legyenek a szavazok az
adott paraméter r; < z9 < ... < x, értékei szerint ndévekvSen rendezettek.
A B3l példaban a kérdéses paraméter a szavazok brutto jovedelme. Az ugy-
nevezett kdztes preferencidk megkovetelik, hogy az a € A alternativatab € A
alternativanal jobban kedvels szavazok, ,egymaés melletti” szavazok legyenek,
azaz léteznek olyan j,k € N szavazok, hogy N(a,b) = {i € N | a>;b} =
={j,j+1,...,k—1,k}. Ehhez hasonléan N(b,a) = {l,l+1,...,m —1,m}.
Tegytik fel, hogy egyik szavaz6 szaméra sem k6zombos két alternativa, azaz
szigorian tudjak rangsorolni az alternativakat, tovabba hogy n paratlan. Ek-
kor mivel N = N(a,b) U N(b,a), ezért az utobbi két halmaz diszjunkt volta
miatt, szlikségszertien j =1 ésm =mn, vagy k=n és |l = 1.

Megmutatjuk, hogy koztes preferencidk esetén a tobbségi relacio tranzi-
tiv. Legyen a, b, c € A harom olyan alternativa, amelyekre |N(a,b)| > n/2 és
|IN(b,c)| > n/2. Ha N(a,b) = {1,...,k} és N(b,c) = {1,...,m}, akkor az
egyéni preferenciarelaciok tranzitivitasa miatt N(a,c) = {1,..., min{k, m}},
amely a szavazok tobbségét jelenti. Hasonloan jarhatunk el az N(a,b) =
= {j,...,n} és N(b,c) = {l,...,n} esetben. Ha N(a,b) = {1,...,k} és
N(b,c) = {l,...,n}, akkor p = (n + 1)/2 mindkét halmaz eleme, és ezért
p € N(a,c), tovabba {1,...,p} C N(a,c) vagy {p,...,n} C N(a,c). Tehat
N(a,c) a szavazok tObbségét tartalmazza. Az el6bbi esethez hasonloan iga-
zolhato a tobbségi relacio tranzitivitasa, ha N(a,b) = {4,...,n} és N(b,c) =
={1,...,m}. A koztes preferenciakat ennél joval altalanosabban fogalmazta
meg Grandmont (1978) és ilyen preferencidk esetén igazolta a tobbségi relacio
tranzitivitasat.

Kovetkezs példaként szavazassal megoldjuk az példat, amely ramutat
a Condorcet-gy&ztes hidnyédnak problematikajara. Emlékeztetsil, a problé-
méank a kovetkezs:

6.4. példa (IdGelosztas szavazassal). Egy kozos helyiségben n szerepls egy
radiot hallgat, amelyen k allomés koziil valaszthatnak. Minden szerepls pon-
tosan egy, altala kedvelt radidalloméast szeret hallgatni. Azi € K = {1,...,k}
alloméast kedveld szerepldk halmaza N; C N = {1,...,n} és a szdmuk n; =

7 Bonyolitana a helyzetet, ha a karakterizaciokban szerepld axiémak alkotnak az al-
ternativa halmazt.
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= |N;|, ahol Ele n; = n. Norméaljuk a kozos helyiségben eltoltott idét 1-re
és legyen az ¢ allomas x; > 0 ideig hallhato. Feltéve, hogy az id6t teljesen
kihasznaljuk Zle x; = 1.

Az idGelosztasi problémank esetén az k — 1-dimenzios egységszimplex az
A alternativahalmaz és N a szavazok halmaza. Két x,y € A alternativat és
a j € N szerepl6t tekintve, x ~;y, ha x; > y;, és * ~ ;y, ha x; = y;, ahol
j € N;. Az egyszeriiség kedvéért tegyiik fel, hogy n paratlan. Ha a szavazok
t6bb mint fele tamogatja az i € K radidalloméast (n; > n/2), akkor az z; = 1
és x; = 0 minden j # i-re idGelosztas az Gsszes tobbi idGelosztéssal szem-
ben megnyeri a paronkénti 6sszehasonlitast. Tehat az x a Condorcet-gyGztes.
Ha n; < n/2 minden i € K allomasra, akkor megmutatjuk, hogy nincsen
Condorcet-gy6ztes. Vegyiink egy tetszdleges x € A idGelosztast és valasszuk
barmelyik pozitiv ideig jatszott i € K csatornat. Ekkor a = Zle’l# x <1
miatt az N \ N;-beli szerepldk az x idGelosztéassal szemben elényben részesitik
az y; =0ésyp=x;+ (1 —a)/(k — 1) minden [ # i-re elosztast, és mivel 6k
egyszeri tObbséget alkotnak, leszavazzak az x idGelosztast. Tehat barmelyik
alternativa alulmarad valamelyik masik alternativaval szemben.

6.3. Nevezetes lehetetlenségi tételek

Az elosztasok szavazason keresztiili meghatarozasa nem problémamentes,
ugyanis latni fogjuk, hogy két szemléletes tulajdonsag megkovetelése csak
nagyon szélsGséges, szamunkra elfogadhatatlan tarsadalmi valasztési szaba-
lyokat enged meg. Az els6 tulajdonsag szerint, ha a tarsadalom Gsszes szerep-
16je egy a alternativat elényben részesit egy b alternativaval szemben, akkor a
tarsadalomnak is az a alternativat kell elényben részesitenie a b alternativaval
szemben.

6.1. axioma. Az F tarsadalmi valasztasi szabaly egyhangi, ha béarmely
(>1,...,>n) € L™ preferenciaprofilra

Va,be A: (Vi=1,...,n:a>;b) = a>b,
ahol == F(>1,...,>n).

A masik altalunk elvart tulajdonsag szerint, nem valtozik két alternativa
rangsorolasa, ha egy preferenciaprofilrél egy mésik olyan preferenciaprofilra
térlink at, amelyben a két alternativa rangsorolasa szavazonként valtozatlan.

6.2. axioma. Az F tarsadalmi valasztéasi szabaly fiiggetlen az irrelevins
alternativdktdl, ha barmely két a,b € A alternativara és barmely két (>1,. ..,
=n)s (=1,...,>=1) € L profilra

Vi=1,...,n:a=;b&a=;b)= (a=bsa-"b),
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ahol == F(>1,...,>p) és = = F(~1,...,>0).

Nézziink egy példat az irrelevans alternativaktol valod fiiggetlenség sériilé-
sére. Megmutatjuk, hogy a Borda-szavazas nem filiggetlen az irrelevans alter-
nativaktol. Ehhez tekintsiik a korabbi példankat az alabbi lehetséges sorren-
dekkel:

NN
b ¢ a
c b b
a a c

és legyen a II profilban 9, 0, 5 személy rangsora rendre =, >', =", mig a IT’
profilban 7, 2, 5 személy rangsora rendre =, =/, =", Lathato, hogy aFZ(Il)c
és cFB(I')a, ahol II és I’ kielégiti az irrelevans alternativaktol valo fiigget-
lenség eldfeltételét.

Bizonyitastechnikailag sziikségiink lesz egy 6nmagéaban is jelentéssel biro,
az irrelevans alternativaktol valo fiiggetlenségnél erésebb fogalomra.

6.6. definicié. Az F' tarsadalmi valasztéasi szabaly pdronként semleges, ha
barmely a, b, c,d € A alternativikra, melyekre a # b és ¢ # d,

Vi=1,...,n:a=;b&c-;d)= (a=bsc-'d),
ahol == F(1,...,>y) és = = F(~1,...,>]).

A paronkénti semlegesség annyibol hasonlit az irrelevans alternativaktol
valo fliggetlenségre, hogy két preferenciaprofilban személyenként azonosan
rangsorolt preferenciaparok esetén, tarsadalmilag is azonos rangsorolast var
el. Az irrelevans alternativaktol valo fiiggetlenség esetén, mindkét profilban
azonos alternativaparrol van szé, mig a paronkénti semlegesség esetén az
alternativaparok kiilonbozdk is lehetnek.

A kovetkezd lemma egyfajta kapcsolatot teremt az irrelevans alternativak-
tol valo fliggetlenség és a paronkénti semlegesség kozott.

6.1. lemma (Geanakoplos, 2005). Ha az A alternativik halmaza legaldbb
hdromelemt, az F tdrsadalmi vdlasztdsi szabdly egyhangd és fliggetlen az ir-
relevdns alternativdktol, akkor F pdronként semleges.

Bizonyitds. Feltehetd, hogy a > b, kiilonben felcseréljiik az a és b szerepét.
1. eset: tegyiik fel, hogy ¢ # b vagy a # d. Vegyiik észre, hogy az
a # d eset visszavezethet§ a ¢ # b esetre a (¢,b) és (a,d) parok szerepé-
nek felcserélésével. Legyen tehat ¢ # b. Készitsiik el a II*-ot a paronkénti
semlegesség definiciojaban szerepls IT = (>-1,...,>,) és II' = (>],...,>")
profilokbol gy, hogy c-t pont a f6lé helyezziik (hacsak nem ¢ = a), d-t pont
b ala helyezziik (hacsak nem d = b), kozben az a és b, illetve a ¢ és d kozotti
sorrendeket megtartva. A tobbi alternativa IT*-beli sorrendje atvehets TI-bdl.
A konstrukciot az a, b, ¢, d-t szerepeltetve két preferenciaparon szemléltetjiik:

© Typotex Kiadd

© Tasnadi Attila



www.interkonyv.hu

6.3. NEVEZETES LEHETETLENSEGI TETELEK 87

=i = = = =
c b
a c d b
d ala d
b c
b c
d a

Az egyhangisaghol adodik ¢>~*a és b>*d. Majd a tranzitivitas felhaszna-
lasaval ¢>*d. Ezek utan az irrelevans alternativaktol valo fliggetlenségbdl
adodik ¢’ d.

2. eset: ¢ = b és d = a. Ekkor vegyiink egy e ¢ {a,b} alternativat. Al-
kalmazzuk az 1. esetnél leirtakat (megfelels profilokat véve) elébb az (a,b) —
— (a,e), majd az (a,e) — (b, e) és végil a (b,e) — (b, a) parokra. O

Most megadjuk azt, hogy mit is értiink azon negativ tulajdonsigon, ame-
lyet a két szamunkra elfogadhaté axioma maga utan von.

6.3. axiéma. Az i € N szerepl§ az F tarsadalmi valasztasi szabaly diktd-
tora, ha barmely (=1,...,>,) € L™ esetén F(>1,...,>p) = =;. Ha az F
tarsadalmi valasztési szabalynak van diktatora, akkor F' diktatorikus.

Egy diktatorikus tarsadalmi valasztasi szabaly esetén, akarmilyen prefe-
renciaprofilnal a diktator rangsora valik tarsadalmi rangsorra.

Arrow (1951) tétele lényegében azt mondja, hogy a két altalunk elfogadott
axioma és a diktatormentesség Osszeegyeztethetetlen. Az dltalunk kozolt bi-
zonyitas Geanakoplos (2005) Arrow-tételre adott harmadik révid bizonyita-
sanak Nisan (2007) féle valtozata.

6.1. tétel (Arrow, 1951). Legyen az alternativik szdima legaldbb hdrom. Ek-
kor ha az F' egyhangu és fiiggetlen az irrelevdns alternativdktol, akkor F dik-
tatorikus.

Bizonyitds. Vegyiink két a # b € A alternativat, és minden ¢ = 0,1,...,n-re
készitiink egy olyan II¢ profilt, amelyben pontosan az elsé i szerepls preferalja
a-t b-vel szemben. Az egyhangtsig miatt bF(I1°)a és aF (I1")b. Ezért van
olyan k € {1,...,n}, melyre bF(IT*"1)a és aF(I1¥)b. Megmutatjuk, hogy
k diktator, azaz barmely ¢ # d € A-ra, ha ¢y d, akkor ¢ > d. Vegyiink
egy e € A\ {c,d} alternativat és egy tetsz6leges II profilt. Mozgassuk el e-t
az els6 k — 1 szerepld rangsoranak tetejére, a k szerepl6 rangsoraban c és
d kozé és végiil a tobbi szerepld rangsoranak legaljara. Ezaltal az irrelevans
alternativaktol valo fiiggetlenség miatt a c és d k6zotti tarsadalmi rangsor nem
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valtozik. Vegyiik észre, hogy az (e, d)-t II egyénenként ugyantigy rangsorolja,
mint (a, b)-t IT¥, tovabba az (e, ¢)-t II egyénenként ugyantigy rangsorolja, mint
(a,b)-t TTF=1. A lemma alapjan e > d és ¢ > e. Végiil a > tranzitivitasa
adja ¢ > d-t. O

Az Arrow-tétel altalanositasairol részletes attekintést ad Mala (2007).

Azt gondolhatnank, hogy amennyiben csak egy alternativa kivilasztasa-
ra szoritkozunk, javulhat a helyzet. Sajnos tarsadalmi véalasztasi fiiggvények
esetén is negativ eredményt kapunk, amelynek kimondasahoz sziikségiink lesz
egy Uj axiémaéara és a diktatorikussag tarsadalmi vélasztasi fliggvényre valo
megfogalmazasara.

6.7. definicidé. Az f: L™ — A tarsadalmi valasztasi fiiggvény manipuldlhato
az i € N dltal, ha

A1,y mn) ELY =L € L f(=1 = _3) =i f(=i,=_20).

Az f : L™ — A manipuldlhaté, ha van olyan ¢ € N szavazo, aki képes
manipulalni.

Az f manipulalhatosaga azt jelenti, hogy egy aktualis profilt tekintve, va-
lakinek érdekében &llhat az altala megadott preferenciarelacié megvaltozta-
tasa. Specialisan, ha az aktualis profil az illet6 valdésagos preferenciarelaciojat
tartalmazza, akkor hazudozéssal javithat a helyzetén.

A diktator egy olyan szavazo, akinek mindig a legkedveltebb alternativaja
lesz a tarsadalmilag kivalasztott alternativa.

6.8. definicié. Az i € N diktdtora az f tarsadalmi valasztasi fliggvénynek,
ha
V(~1,...y>n) €E L™ :a=top(>>;) = f(>1,...,>n) = a.

A diktattra értelmezése nem okozhat meglepetést.

6.9. definicié. Az f: L™ — A tarsadalmi valasztasi fiiggvény diktatorikus,
ha van ¢ € N diktatora.

6.2. tétel (Gibbard-Satterthwaite-tétel). Ha f : L™ — A egy rdképezés,
|A| > 3 és f nem manipuldlhato, akkor f diktatorikus.

A tétel feltételei mellett vagy a hazudozassal, vagy egy diktéatorral kell
egylitt élniink. A tételt Gibbard (1973) és Satterthwaite (1975) egyméastol
fliggetleniil bizonyitotta.

A Gibbard—Satterthwaite-tétel negativ eredménye el6l tobbféle menekvési
at is kinalkozik. Két, a lehetséges preferenciarendezések halmazit megszo-
rit6 megkozelitést emlitiink. Az egyik szerint, ha a szereplSknek csak egy-
csucsu preferenciai lehetnek, akkor a szavazok cstcsait (azaz a legkedveltebb
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alternativakat) tekintve, a median cstucsot tarsadalmilag legjobb alternati-
vanak vélasztva egy nem diktatorikus és nem manipulalhaté tarsadalmi va-
lasztasi fliggvényt nyeriink (lasd Moulin, 1980)@ A maésik altalunk emliteni
kivant megkozelités szerint, amennyiben pénzben kifejezve képesek a szava-
zO0k az alternativak hasznossagait mérni, akkor létezik olyan mechanizmus,
amely igazmondésra 6sztonoz és nem diktatorikus. A kérdéses mechanizmus
Vickrey—Clarke-Groves-mechanizmus néven ismert az irodalomban (leirasat
illetGen lasd példaul Nisan, 2007).

6.4. Gyakorl6 feladatok

6.1. feladat. Mutassa meg, hogy a Borda-szavazas nem Condorcet-konzisz-
tens!

6.2. feladat. Igazolja, hogy al6.2l példaban a linearis koltségfiiggvények altal
generalt preferenciarendezéseket z; csticsu egycsiicsi preferenciakra cserélve,
a lakohelyek elhelyezkedésének medianja marad a Condorcet-gy6zetes! Mi a
helyzet péaros sok szavazo esetén?

6.3. feladat. Igazolja, hogy a[6.2l példaban, egycstucsi preferenciat feltéte-
lezve, mindenkinek a valddi lakhelyét érdemes megadnia a létesitmény elhe-
lyezkedésének helyszinéiil!

6.4. feladat. A példa alternativahalmazat bévitsiik a talmudi szaballyal
és valtoztassuk a beszedend6 ado értékét zny — ¢t = 175000 forintra. Mely
elosztasi szabaly lesz a szavazas Condorcet-gyGztese ?

6.5. feladat. Az A = {pro,ug,ul,cg} az adoszabaly valasztasi probléma al-
ternativahalmaza. Igazolja, hogy a valasztési probléma preferenciai kbztesek!

6.6. feladat. Mutassa meg, hogy a tObbségi szavazas sérti az irrelevans al-
ternativaktol valo fliggetlenséget!

6.7. feladat. Igazolja, hogy ha az F' paronként semleges, akkor fliggetlen az
irrelevans alternativaktol!

6.8. feladat. Igazolja, hogy egy tarsadalmi valasztési szabalynak legfeljebb
egy diktatora lehet!

6.9. feladat. Mutassa meg, hogy a Borda-szavazas manipulalhato!

8 Moulin (1980) ennél tSbbet is bizonyit és az egycstcstsag tobbiranyt altalanositasai
is ismertek.
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7. fejezet

Elosztas kooperativ jatékok
segitségével

Az[Il fejezetben az elosztasok egyszeri matematikai modelljénél talalkoztunk
maér egy olyan tulajdonsaggal, az Osszefogasbiztossaggal, amely a szereplék
egy csoportjanak egyiittes kifizetését vette figyelembe. Az Gsszefogasbiztossag
azonban nem foglalkozik a csoportos egyiittmiikodések adta lehetGségékbsl
ad6do elényok elosztasaval, hanem csak megallapitja egy elosztasi szabaly-
rol, hogy alkalmazésa esetén megéri-e egytittmiikodni, illetve szétvalni, vagy
nem. A kooperativ jatékelmélet alapegységei a szerepl6k koaliciéi (csoport-
jai) és a hozzajuk tartozo kifizetések, igy az elmélet az Osszefogés hatasait is
szamszerdsiti.

Ebben a fejezetben elosztasi feladatokat oldunk meg kooperativ jatékelmé-
leti eszkozokkel, tovabba kapcsolatot 1étesitiink két nevezetes elosztasi szabély
és a kooperativ jatékelméleti megoldéaskoncepcidk kozott. Ehhez ismertetjiik
a szikséges kooperativ jatékelméleti fogalmakat — a teriilet irant érdekl6ds
olvaso figyelmébe Solymosi (2007) elektronikus jegyzetét ajanljuk.

7.1. Koltségelosztas elosztasi szabalyokkal

Nézziink egy egyszerti koltségelosztasi példat:

7.1. példa. Vizellatasat az 1 varos onalléan 20 milliard Ft-bol, mig a 2 va-
ros 80 milliard Ft-bol tudja megvaldsitani. K6zosen viszont a vizellatasuk 60
milliard Ft-ba keriilne. Ekkor meghatarozandé a 40 millidrd Ft-os koltség-
megtakaritasuk elosztasa.

91
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Oldjuk meg el6bb a példat, a varosokat azonos sulytaknak tekintveE
a2 fejezetben megismert elosztasi szabalyok segitségével. Ehhez vizsgaljuk
meg a kovetkezs két elosztasi problémat

1. N ={1,2},t =60, z; =20 és a5 = 80.
2. N ={1,2}, t =40, z1 = 20 és 5 = 80.

Az els6 problémanal a varosok kozos koltségét az egyénileg felmeriils kolt-
ségek alapjan hatarozzuk meg valamelyik elosztési szaballyal. Ekkor példaul
pro({1,2},60, (20,80)) = (12,48), ug({1,2},60, (20,80)) = (20,40), ul({1,2},60,
(20,80)) = (0,60) és cg({1,2},60, (20,80)) = (10,50). Az aranyos, az egyenle-
tes veszteség és a vitatott ruha-eljaras alkalmazésa esetén mindketten jobban
jarnak a vizellatasuk 6nallo megvalositasanal, mig az egyenletes nyereség az
1 varost nem teszi érdekeltté a kooperacidéban.

A masodik probléméanal a koltségmegtakaritas egymas kozotti elosztasa-
rol van szo. Ekkor pro({1,2},40,(20,80)) = (8,32), ug({1,2},40,(20,80)) =
= (20,20), wl({1,2},40, (20,80)) = (0,40) és cg({1,2},40, (20,80)) = (10,30)@
Mind a négy vizsgalt megoldas koltségmegtakaritast eredményez a varosok-
nal, és ilyen értelemben a kooperacié mellett szélnak. Azonban nyilvan vita,
illetve egyeztetések targya, hogy végiil milyen koltségelosztasban egyeznek
meg.

Mar haromszereplds problémakat vizsgalva is lathato lesz, hogy sziiksé-
gessé valik egy gazdagabb modell bevezetése. Tekintsiik ehhez a kovetkezd
példat, amely figyelembe veszi csak két varos Osszefogasanak speciélis hata-
sait is.

7.2. példa. Az 1, 2 és 3 varosok, kooperaciotol fliggs, vizellatorendszerének
kiépitési koltségeit tartalmazza a7l tablazat.

7.1. tablazat. Harom varos vizellatorendszere

Koaliciok | 1 2 3 1,2 13 23 123
Milliard Ft|10 15 18 20 25 22 30

Hatarozzuk meg a példa koltségelosztasat az aranyos elosztasi sza-
ballyal, amely a[7.Il példara elfogadhato eredményeket szolgaltatott. Az Gssz-
megtakaritas értéke 43 — 30 = 13, amelyet az 1, 2 és 3 varosok 6nallé rend-
szerkiépitési koltségei alapjan aranyositva rendre a 3,02, a 4,53 és az 5,44

LA varosok sulyozasara szamos méas lehetéség kinalkozik, mint példaul a népesség-
vagy adobevétel-ardnyos sulyozasuk.

2 Vegyiik észre, hogy az aranyos elosztési szabaly esetén mindegy, hogy a koltségeket,
vagy a megtakaritasokat osztjuk fel.
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megtakaritasok adédnak. Tehat az 1, 2 és 3 varosok &ltal fizetends Gsszegek
rendre 6,98, 10,47 és 12,56. Vegyiik észre, hogy ez a koltségelosztas elfogadha-
tatlan a 2 és 3 varosok szaméra, mivel kettejiik vizellatérendszerének kiépitési
koltsége csak 22, ami kisebb 10,47 + 12,56 = 23,03-n4l. Ebbdl a példabdl is
latszik, hogy a kooperacios lehetGségbdl adddd nyereségek vizsgalata az egy-
szerd elosztasi modelliinknél gazdagabb strukturat igényel.

7.2. Kooperativ jatékelméleti alapismeretek

Legyen N = {1,2,...,n} a szerepl6k halmaza. A szereplsk N halmazanak
tetszGleges részhalmazat koalicionak nevezziik, és az Gsszes lehetséges koali-
ciok halmazat P(N)-nel jeloljiik, amit az N hatvanyhalmazanak is hivunk.
Az N koaliciot nagykoalicionak nevezziikk. A v : P(N) — R koalicios fiigguény
megadja barmely koalicio értékét (kifizetését, nyereségét stb)ﬁ Az (N,v) par
megad egy koalicids formdban adott, vagy més néven kooperativ jatékot
A tovabbiakban feltessziik, hogy az iires koalici6 értéke nulla, azaz v(()) =
= 0. Els6 1épésben megkdveteljiik, hogy a nagykoalicio értékét maradéktala-
nul osszuk szét.

7.1. definicié. Az (N,v) kooperativ jaték egy elosztdsa egy olyan y € RY
vektor, amelyre Y .| y; = v(N).

Egy haromszereplés kooperativ jatékkal talalkoztunk a példaban,
amelynek az aranyos elosztasi szabéllyal meghataroztuk egy elosztasat. Meg-
allapitottuk, hogy a {2,3} kétszereplds koalici6 az igy kapott elosztast nem fo-
gadja el és inkdbb oOnalloan épiti ki a vizellatorendszerét. Legyen
y = (Y1, y2,y3) egy elosztasa a2l példa probléméanak, ami azt jelenti, hogy
y1 +y2 +ys = v({1,2,3}) = —30. Az y elosztas mindegyik koalici6 szama-
ra elfogadhato, ha mindharmuknak érdemes részt venni a kézos projektben,
amit a kovetkezd lineéris egyenlGtlenségrendszer ir le

y1 = v({1}) = —10, y2 > v({2}) = —15,
ys > v({3}) = —18, Y1 +y2 > v({1,2}) = —20,
y1 +ys > v({1,3}) = —25, y2 +y3 > v({2,3}) = —22.

Ha a fenti egyenl6tlenségrendszernek van megoldésa, akkor a tipikus esetben
végtelen sok van, igy a sok lehetséges megoldas koziil egy alkalmas tulajdon-

3 A [Tl alfejezetben koltségelosztasi problémakat néztiink, amelyek ugy illeszthetk
be a hagyomaéanyos és az altalunk is bevezetett modellkeretbe, hogy a koltségek
ellentettei az értékeink. Az alternativ targyalasi mod a koltségjatékok bevezetése,
mint példaul Young (1994) kényvében.

4 A szakirodalomban az igy definialt jatékot atvalthatoé hasznossagu kooperativ ja-
téknak vagy roviden TU-jatéknak hivjak.
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sagut fogunk vélasztani. Miel6tt tovabbhaladnank, definialjuk a lehetséges
megoldasokat behatéarold, fenti egyenltlenségrendszernek megfelels sziirét.

7.2. definicié. Az (N,v) kooperativ jaték egy y € RY elosztdsa magbeli, ha
ys > v(S) barmely S C N koaliciora. A magbeli elosztasok halmaza alkotja
az (N,v) jaték magjdtﬁ

Mint azt a példankkal kapcsolatban mar emlitettiik, elképzelhets, hogy a
magot definidld egyenl6tlenségrendszernek, nincs lehetséges megoldasa, azaz
a kooperativ jaték magja tires. A kovetkezd tulajdonsag, amelyet a kovet-
kezg alfejezetben vizsgalt elosztasi problémakhoz rendelt kooperativ jatékok
kielégitenek, biztositani fogja a mag nemiirességét.

7.3. definicié. Az (N,v) kooperativ jaték konver, ha Vi € N:
VS, T CN\{i}: SCT=v(SU{i})—v(S) <v(TU{i})—o(T). (7.1)

A konvexitas azt koveteli meg, hogy barmely i szerepl$ hozzajarulasa egy
bévebb koalicidhoz nagyobb hozzajarulast eredményezzen, azaz a koalicid
,méretében” névekvs hozadékot eredményezzen, ami indokolja a konvexités
elnevezést. A kés6bbiek soran tjra el6jové marginalis hozzajarulas fogalmét
kiilon definialjuk.

7.4. definici6. Az (N, v) kooperativ jatékban a v(SU{i}) — v(S) értéket az
i € N\ S szerepls S koalicidhoz torténd csatlakozasa margindlis hozzdjdru-
lasdnak nevezziik.

Térjlink ra a szdmunkra érdekes, a mag nemiirességét garantalo tételred

7.1. tétel (Shapley, 1971). Egy konvex kooperativ jaték magja nemdires.

Bizonyitds. Tekintsiik az (N, v) konvex kooperativ jatékot. Legyen iy, ..., i,
az 1,...,n szerepl6k egy permutacioja. Ekkor megmutatjuk, hogy az

Yiy, ZU({il,...7ik})—’U({Z’l,...?ik_l}) (72)

marginélis hozzajarulédsok alkotta y elosztas magbeli.

Tekintsiik az S = {ij,,...,4;,} € N koaliciét, ahol 1 < j1 < ja2 <
< ... < js < n. A konvexitast definialé ([TI) egyenlStlenségben az S =
= {ij17 N 77;jk—1}’ T = {il, iz, N 7ijk—1} és 1= ijk valasztasaval

’U({ijlvijzv s 7ijk}) - U({ijwijzv e '77;]'1@71}) <

5 A mag fogalma figyelmen kiviil hagyja a koalicion kiviili szereplSkre gyakorolt exter-
nalis hatasokat. Az externalis hatasokat figyelembe vevé magkiterjesztésekkel fog-
lalkoznak Huang-Sjéstrom (2003) és Koczy (2007).

6 A mag nemiirességére vonatkozo sziikséges és elégséges feltétel is ismert (lasd Soly-
mosi, 2007).
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< 'U({Zlvl?’ cee 7ij}) - 'U({Zlv'LZa cee 7ij*1} = Yij,
barmely k =1,...,s-re. Az s egyenlGtlenséget Osszegezve

’U({ijla cee 7ijs}) = U(S) < Zyljk =Ys,
k=1

és ezért az S koalicio nem gatolja meg az y elosztast. Mivel S egy tetsz6legesen
valasztott koalicio, az y elosztas magbeli. O

Miutdn a mag még mindig til sok vélasztéasi lehetdséget enged meg, be-
mutatunk két nevezetes egyensuly koncepciot. Egy (N, v) koalicios forma-
ban adott jaték Shapley-értéke minden i € S szerepl6hdz a varhaté mar-
ginalis hozzajarulasat rendeli, a szereplGk Gsszes lehetséges sorrendjei felett
az egyenletes eloszlast véve. Hatdrozzuk meg a példa Shapley-értékét!
A tdblazatban a varosok hat lehetséges ,érkezési sorrendjét” lathatjuk
a sorfejlécekben. A 2,1,3 sorrend esetén a 2 varos marginalis hozzajarulasa
—15—0 = —15, majd az 1 varossé —20 — (—15) = —5, és végiil a 3 varosé
—30 — (—20) = —10. Nézziik még meg a 3,1,2 érkezési sorrendet, amely ese-
tén a marginalis hozzajarulasok sorozata —18 — 0 = —18, —25 — (—18) = —7
és —30 — (—25) = =511 A tablazat tobbi soranak értékei hasonloan szamol-
hatok. Varosonként a hat sorrend &ltal kapott értékek szamtani atlagaként
megkapjuk a varosoknak a Shapley-érték altal juttatott értékeket.

7.2. tablazat. Shapley-érték kiszamitésa

1 2 3
1,23 [-10 -10 -10
1,32 [-10 -5 -15
2,13 -5 -15 -10
23,1 -8 -15 -7
312 -7 -5 -18
321 -8 -4 -18
Atlag| -8 -9 -13

7 Mivel a[2] tablazatban szerepls szamok koltségek, a v koalicios fliggvény értékei a
tablédzatban szerepls szamok ellentettei.
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A Shapley-érték szokéasos formélis definici6ja a kovetkezd.
7.5. definicio (Shapley, 1953). A Shapley-érték az (N, v) kooperativ jaték

i € N szereplGjének

p= 3 BRSO 6y - ()] (7.3)

n!
SCN\{i}

értéket juttat.

A definici6 megegyezik a Shapley-érték véletlen sorrendek segitségével meg-
adott korabbi szamitasi modjaval, mivel a (T3]) kifejezés szamlalojaban meg-
szamoljuk az olyan eseteket, amikor pontosan az S koaliciobeli szereplk els-
zik meg i-t az érkezési sorrendben. Az ilyen esetekhez mind a v(SU{i}) —v(S)
marginalis hozzajarulasok tartoznak.

A [l tétel bizonyitasa soran pontosan annak az Osszesen n! elosztasnak
a magbeliségét lattuk be, amelyeket a Shapley-érték kiszamitéasanal atlago-
lunk. Mivel a mag egy konvex halmaz, hiszen 2" — 2 linearis egyenlGtlenség
és 1 linearis egyenlGség altal meghatarozott, ezért konvex jatékok esetén a
Shapley-érték is benne van a magban:

7.2. tétel (Shapley, 1971). Egy konvex kooperativ jaték Shapley-értéke mag-
bel.

Sziikségiink lesz még néhany jelolésre és két tovabbi kooperativ jatékel-
méleti koncepciora. Egy (N,v) jaték barmely y elosztasat és barmely S ko-
aliciojat véve, jelolje e(S,y) = v(S) — ys az S koalicio tobbletfizetését azért,
hogy fenntartsa az y elosztast. Ha e(S,y) > 0, akkor dldozatvdllalé koaliciorol
beszéliink. Ha e(S,y) < 0, akkor az S koalicio a sajat értékénél tobbet kap
az y elosztas altal, és ekkor S-et nyereséges koalicionak hivjuk. Egy i € S
szerepls megtdmadhatja a j ¢ S szerepl6t azzal a fenyegetéssel”, hogy megal-
kotja a j-t kizard S nyereséges koaliciot, mikozben j 6nmagaban nyereséges,
azaz e({j},y) < 0. A T koalici6 a j-nek az i altali S-en keresztiil torténd
tamadasanak az ellentdmaddsa, ha j € T kizarja i ¢ T-t és e(T,y) > e(S,y),
azaz T tobbet aldoz S-nél.

7.6. definicié. Az (N,v) kooperativ jaték kernelje azon y elosztasok hal-
maza, amelyekre v({i}) < y; minden ¢ € N-re és amelyekben barmelyik i
szereplS altali barmelyik masik j szereplének megtamadéséra van j-nek el-
lentamadasa i-vel szemben.

A kernel definicioja szemlélteti, hogy milyen gondolatmenetek altal tekint-
hetlink egyensilyinak egy elosztast. A kernel alternativ definiciojat illetGen
lasd a feladatot. Nézziink egy példat a kernelre.
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7.3. példa (Osborne-Rubinstein, 1994). Az ({1,2,3},v) hdromszereplds tobb-
ségi jaték koalicios fliiggvénye v(S) =1, ha |S| > 2, és v(S) =0, ha |S| < 1.

A haromszereplds tobbségi jatékra a nagykoalici6 értéke alapjan x1 4+ xo +
+ x3 = 1, és az egyéni koaliciok értékei miatt x; > 0 minden ¢ = 1,2,3-
ra. Legyen z; < x5, < z;, ahol 4,7,k a harom kiilénb6z6 szereplé indexe.
Ekkor z; > 0 és z; + xzr < 1 = v({4, k}) miatt ¢ megtamadhatja j-t az S =
= {i, k} koalicioval. Viszont j-nek pontosan akkor ellentimadésa az egyediili
lehetséges T = {j,k} koalicio, ha z; > z;, ami csak az x; = z; = 1/3
esetben allhat fent. Tehat a haromszereplds tobbségi jaték kernelje egyediil
az (1/3,1/3,1/3) elosztasbol all.

A kovetkezd alfejezetben bizonyitastechnikailag sziikségiink lesz még egy
kernelhez kapcsolodo megoldaskoncepciora. Legyen adott az (N, v) koopera-
tiv jaték. Barmely y elosztéasra és barmely két i, j € N szereplére legyen

si3(y) = max{v(S) —ys | i € S és j ¢ S}.

7.7. definicio. Egy (N, v) kooperativ jaték prekernelje azon y elosztasok
halmaza, amelyekre s;;(y) = s;i(y) barmely két i, j € N szerepldre.

A kernel és a prekernel kozotti kapcsolat jobban érzékelhetd a kernel
feladatban talalhatd alternativ definici6ja lattan. A kernel defini-
ciojat szemléletessége miatt részesitettiik elényben.

A prekernel, mint megoldasi koncepcié azzal az elény6s tulajdonsiggal
rendelkezik, hogy sosem iires.

7.3. tétel (Davis—Maschler, 1965). Egy kooperativ jaték prekernelje nemdires.

A tételt nem bizonyitjuk, azt az eredeti forrason kiviil tébb jatékelméleti
kényv is tartalmazza (példaul Osborne-Rubinstein, 1994).
Még megemlitiink két fontos tulajdonsagot.

7.8. definicié. Egy (N, v) kooperativ jaték

(i) szuperadditiv, ha minden S,T C N koaliciora S NT = () esetén v(S) +
+o(T) <ov(SUT);

(ii) 0-monoton, ha minden S, T C N koaliciora S C T esetén v(S) +
+ 2iers v{i}) < o(T).

Bizonyitéas nélkiil kimondjuk Maschler és tarsai (1972) kernel és prekernel
kapcsolatara vonatkozoé tételét.

7.4. tétel. Ha az (N,v) kooperativ jdaték 0-monoton, akkor a kernele
megegyezik a prekernelével.
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7.3. Kooperativ elosztasi jatékok

Ebben az alfejezetben kapcsolatot 1étesitiink kooperativ jatékelméleti egyen-
stuly koncepcidk és az elosztasi szabalyok kozott. Ehhez el@szor is hozzaren-
deliink minden elosztési probléméahoz egy kooperativ jatékot. Az (N, ¢, x)
problémat tekintve, az S C N koalici6 értékének meghatarozasakor abbol
indulunk ki, hogy el6bb az S-en kiviili tagok megkapjak az =¥\ igényeiket
és igy az S koalicionak csak t — xn\ g mennyiség jutll Az igy valasztott

ve,2(S) = (t — ilUN\S)Jr (7.4)

érték esetén S-nek nem kell birésaghoz fordulni, hiszen ekkora mennyiséget az
N\ S-beli szereplsk vita nélkiil is dtengednek. Az igy valasztott vy ,(S) érték
S szempontjabol pesszimistanak tekinthets, azonban ez barmely S koalici-
orol elmondhato, ilyen értelemben egyik S-beli koalicionak sem kedveziink.
Az (N,t,z) problémahoz hozzarendeltiik tehat az (N, v; ) koalicios forma-
ban adott jatékot, amit tgy fogunk mondani, hogy az (N,v;,) jatékot az
(N,t,x) elosztasi problémabol szarmaztattuk. Igazolhato, hogy a (N, v )
jaték konvex (lasd a[f4l feladatot).

O’Neil (1982) teremtett kapcsolatot a véletlen érkezéses elosztési szabaly
és a Shapley-érték kozott, ami a Shapley-érték el6zé alfejezetben bemutatott
kiszamitasi moédja alapjan nem is megleps. Ennek ellenére a két fogalom
kozotti pontos kapcsolat meghatarozasa megfontolas targya.

7.5. tétel (O’Neil, 1982). Bdrmely (N,t,x) elosztdsi problémdra a véletlen
érkezéses elosztdsi szabdly ugyanazt a megolddst szolgdltatja, mint az (N, t,x)
problémdbol szdirmaztatott (N, vy ) kooperativ jaték Shapley-értéke.

Bizonyitds. A 2]l alfejezetben definialt véletlen érkezéses elosztéasi szabaly
attekinthet6bb kiszamitasdhoz vegyiik barmelyik ¢ € N szerepl6t és jeldlje az
S C N az 6t megel6z8 szereplSk halmazat. Ekkor az ¢ szerepls

z;, hat —xg > x;,
bi(S)=¢ t—zg, hax; >t—xzs >0,
0, ha()zt—xs

mennyiséghez jut. Az (N, t, z) probléma esetén (az Osszes lehetséges érkezési
sorrendet aszerint Gsszegezve, hogy kik el6zik meg i-t) az ¢ € N-nek jutd
atlagos mennyiség

yi= Y. St —1S1= DYy, . (7.5)

n!
SCN\{i}

8 Megjegyzendd, hogy a koalicios fliggvényt masképpen is valaszthattuk volna. Ezt a
hozzarendelést hasznalta O’Neil (1982) és Aumann—Maschler (1985).
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Legyen S¢ = N \ S az S komplementere. (4] felhasznalasaval, v, , helyett
csak v-t frva, belatjuk, hogy v(S¢) —v(S°\ {i}) = b;(5):
v(S)—u(SN\{i}) = (¢t —ws) = (t —ws — )" =
t—xg—(t—xs—x;)=x;, hat —xg —x; >0,
= t—zxg, hat—xg>0>t—xg—x,,
0, ha 0>t —xg,

ami nem méas, mint b;(.S). Ennek felhasznalasaval, a véletlen érkezési sorrend
szerinti elosztast megado (TH]) osszefliggésnél figyelembe véve, hogy ugyanazt
az eredményt kapjuk, ha az i-t megel6z8 vagy az i-t nem megel6z6 koaliciok
szerint Osszegziink,

po 3 o ISDUST=N

i€S°CN &
= > BRI ey — ugse i =
i€SCCN '
=y BRI D s iy - o).
S'CN\{i} '

ahol az utolso lépésben az S’ = S¢\ {i} helyettesitést végrehajtva, adodik a
Shapley-érték. O

Térjiink ra egy mésik érdekes kapcsolat igazolasara. Megmutatjuk, hogy
a talmudi elosztasi szabaly ugyanazokat az elosztasokat adja, mint a kernel.
Az allitasunk igazolasidhoz sziikségiink lesz néhény fogalomra és lemmaéra.
Az (N,v) kooperativ jaték adott S koalicidjahoz és y elosztéasahoz tartozod
redukalt jatékot a kovetkezSképpen értelmezziik:

S(T) = yr, ha T = S vagy T = 0,
v "\ max{v(QUT)—yo |QC N\ S}, haf cT CS.

A redukalt jaték definicidja némi magyarazatra szorul. A redukalt jatékban az
S koalicidbeli szereplGknek kell egymas kozott az ys mennyiséget elosztaniuk
agy, hogy az S-en kiviiliek mindegyike y;-t kap (j € N\ S). Egyiittesen nyil-
van ys-t kapnak, mig az iires koalici6 semmit. Ha T" az .S valodi részhalmaza,
akkor meghatarozzuk, hogy a T-beli szereplk mely S-en kiviili Q-beli sze-
repl6kkel Osszefogva érhetik el a lehetd legnagyobb értéktdbbletet, mik6zben
a @-beli szereplSk koalicioban tartdsdhoz yo mennyiséget kell kifizetniiik.

A kovetkezs lemma szerint a redukalt jaték szarmaztathato a megfelels
redukalt elosztési probléméabol.
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7.1. lemma (Aumann—Maschler, 1985). Legyen y egy az (N, t,x) elosztdsi
problémdhoz tartozo elosztds. Ekkor barmely S C N koaliciora

S,
’Utﬂzy = Uyg oS- (7.6)

Bizonyitds. Legyen v = v, és vd = vf:’wy. T =0 és T = S esetén nyilvanva-
16an teljesiil a (6] dsszefiiggés T-re, azaz v (T) = v, ,s(T). Bizonyitando
az ) C T C S eset. Jelolje Q egy, a v° definiciéjaban szerepls célfiiggvényt
maximalizal6 koaliciot.

Felhasznalva, hogy tetszéleges két a,b € R-re a™ — bt < (a — b)*, adodik

+
v(T) = v(TUQ)—yg = (t—znur)) — (o)t <
< (uv —amqun) —¥e) | = (Us — zs\r — (@ — Ynsug) | <
(ys — IS\T)Jr . (7.7)

Ha Q = N\ S, akkor

IN

VS(T) > v(TU(N\S)) —yms = (t— zaauansy) | — (un — ys) >

2
> (t—zso\r) — (t—ys) =ys — zs\1» (7.8)
tovabba, ha Q = (), akkor

v (T) > v(TU0) —yp =v(T) = (t - :101\/\T)Jr > 0. (7.9)
A ([Z8) és a ([C9) alapjan

US(T) > (ys - xS\T)+ )
amibdl [T7)) felhasznalasaval
US(T) = (yS - :ES\T)+ = VUyg,zS (T)

adodik. O

Sziikségiink lesz a 2.4l alfejezetben bevezetett paronkénti konzisztencia
fogalomhoz hasonl6 szerepet jatszo fogalomra.

7.9. definici6. Egy kétszemélyes ({1,2}, v) kooperativ jaték alapmegolddsa
az
Y — v({1,2}) —v({1}) — v({2})
o 2

i = 1,2-re elosztassal adott.

+o({i}) (7.10)
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Az alapmegoldés szerint az Oner6bdl elérhets értéken kiviil a szereplék
még megkapjak a kooperaciéjukbol adddo tébblet felét. Ellendrizhets, hogy

(TI0) azzal ekvivalens, hogy 11 +y2 = v({1,2}) és y1 —y2 = v({1}) —v({2}).

7.2. lemma (Aumann-Maschler, 1985). Legyen az y elosztds az (N,v) ko-
operativ jaték egy prekernele és legyen S C N egy kételemd koalicio. Ekkor
y® alapmegolddsa a v jdtéknak.

Bizonyitds. Legyen S = {i,j}. Ekkor
sij(y) = max {v(QU{i}) —yqugiy | Q S N\ S} =
= max {0 (QU{i}) —yq | Q S N\ S} —yi = v ({i}) —vi

és hasonloan sj;(y) = v¥({j}) — y,. Mivel y prekernele az (N, v) kooperativ
jateknak, s;;(y) = sji(y), és ezért vV ({i})—y; = v5Y({j})—y,. Atrendezéssel
adodik az elsé és a v™Y({i,j}) értelmezésébsl a masodik

yi —y; = v ({i}) = 0> ({5}) & yi s =y = 05V ({i,4})

Osszefiiggés, ami az alapmegoldést kovets megjegyzés alapjan pont azt jelenti,
hogy y° alapmegoldasa a v kooperativ jatéknak. O

7.3. lemma (Aumann—Maschler, 1985). Egy kétszereplds elosztdsi probléma
vitatott ruhaelosztdsi szabdllyal meghatdrozott elosztdsa megegyezik a szdr-
maztatott kétszereplds kooperativ jaték alapmegolddsdval.

Bizonyitds. Emlékeztetsiil, a vitatott ruhaelosztasi szabaly az ({1, 2}, ¢,
(21,x2)) elosztasi problémahoz az
t—(t—z)t = (t—x2)"

2 3

yi = (t— )" +

mindkét i = 1,2-re, elosztast rendeli. A (T4]) altal definialt koalicios fliggveé-
nyek segitségével szarmaztatott jaték elosztasa

(i) e 1) v (£2)

2
= vra({1}) +

vee({1,2}) —vi({1}) — v ({2})
2 3

ami pontosan megegyezik az alapmegoldast definialo (T.I0]) egyenlséggel. [

7.6. tétel (Aumann-Maschler, 1985). A vy, szdrmaztatott jatéknak egyediili
kernelbeli elosztdsa megegyezik az (N,t,x) elosztdsi probléma talmudi elosz-
tast szabdllyal kapott megolddsdval.
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Bizonyitds. Legyen v = v, és az y elosztas kernelbeli. A szarmaztatott
jaték (4) altali definicioja alapjan ellendrizhets v szuperadditivitasa, ami
a3 feladat alapjan implikalja a v jaték O-monotonitasat. A [7.4l tétel alap-
jan a kernel megegyezik a prekernellel, és ezért y prekernelbeli.

Vegyiink egy tetsz6leges kételemt S koaliciot. Ekkor a lemma szerint
y® alapmegoldasa a v™¥ jatéknak, és ezért a [[Il lemma alapjan y° alap-
megoldasa a v, ,s jatéknak is. A3l lemmabol adédoan y¥ = cg(S,ys, z7),
amibdl viszont a 2l fejezet 2.4l tétele alapjan megkapjuk, hogy a talmudi
elosztasi szaballyal is az y elosztas adodik. O

Megjegyzends, hogy Aumann—Maschler (1985) fotételként az elosztasi
problémabdl szarmaztatott jaték egy masik jatékelméleti megoldéasi koncepci-
oval (a nukleolusszal) adodo elosztas és a talmudi elosztéasi szaballyal torténd
elosztas egyezdségét mondja kil Mi ett6] azért tekintiink el, mert minima-
lizalni kivantuk a bevezetendd kooperativ jatékelméleti megoldaskoncepciok
szamat, jollehet a nukleolusz egy, a kernelnél gyakrabban alkalmazott meg-
oldési koncepcio.

7.4. A Shapley-érték egyik jellemzése

Az el6z6 alfejezetben kapcsolatot teremtettiink két elosztasi szabaly és két ko-
operativ jatékelméleti megoldéskoncepcid kozott. Mivel minket elsGsorban az
sigazségos” elosztasok érdekelnek, illetve az elosztasi szabalyok kozotti valasz-
tas, ezért szdmunkra a kooperativ jatékelméleti megoldaskoncepciokkal valo
kapcsolat azért érdekes, mert a megoldéskoncepciok tobb mingségi jellemzése
ismert, amelyek segithetnek minket a valasztasunkban. Ennek aldtamaszté-
saul itt csak roviden ismertetjiik a Shapley-érték legelsé karakterizacidjat.
Jelolje G az N C N jatékoshalmazzal rendelkezd kooperativ jatékok oszta-
lyat. A tulajdonsagok ismertetése el6tt formélisan megadjuk, mit is értiink
egy (pontértékt) kooperativ jatékelméleti megoldéskoncepcién

7.10. definicié. ¢ : GV — RN egy kooperativ jdtékelméleti megolddskon-
cepcid, ha barmely (N,v) kooperativ jatékhoz egy elosztast rendel, azaz
Yien i(N,v) = v(N).

A Shapley-érték karakterizaciojahoz harom tulajdonsagra lesz sziikségiink.
7.1. axiéma. A ¢ : G¥ — RY megoldaskoncepcio sallangmentes, ha bar-
mely (N, v) kooperativ jatékra és barmely i € N szerepl6re

VS C N\ {i}:v(SU{i}) =v(S)] = pi(N,v) = 0.

9 A nukleoluszt Schmeidler (1969) vezette be.
10 Shapley (1953) karakterizécios tétele halmazértékt megoldaskoncepciokat megen-
gedve, is érvényes.
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A sallangmentesség szerint egy olyan szerepls, akinek az Gsszes marginéalis
hozzajarulasa nulla, nem kap semmit.

A megoldaskoncepcié szimmetria tulajdonsaganak értelmezése el6tt beve-
zetjik a szimmetrikus jatékospdr fogalmaét.

7.11. definicié. Egy (N,v) kooperativ jaték két i £ j € N jatékosa egy
szimmetrikus jdatékospdrt alkot, ha barmely S C N \ {4,j} koaliciora
v(SUA{i}) =v(SU{j}).

Masképpen mondva, egy szimmetrikus jatékospar két jatékosanak margi-
nalis hozzajarulasai barmely S C N \ {4, j} koalicibhoz azonosak.

7.2. axioma. A ¢ : GV — RY megoldaskoncepcié szimmetrikus, ha barmely
i, 7 szimmetrikus jatékospéarra

(pi(va) = (Pj(N, ’U).
A szimmetria szerint a szereplSk elnevezései lényegtelenek.

7.3. axioma. A ¢ : GY¥ — RY megoldaskoncepcié additiv, ha barmely két
(N,v), (N, w) kooperativ jatékra (N, v +w) = ¢(N,v) + (N, w).

Tehat az additivitas szerint barmely harom (N,v), (N,v1) és (N, v2) ko-
operativ jatékra, melyekre v = vy 4 vq, az (N, v)-hez rendelt elosztas egyenld
az (N, v1)-hez és az (N, v2)-hoz rendelt elosztasok dsszegével.

Térjiink ra Shapley (1953) karakterizéacios tételének kimondasara.

7.7. tétel (Shapley, 1953). A Shapley-érték az egyetlen sallangmentes, szim-
metrikus és additiv kooperativ jatékelméleti megolddskoncepcio.

A tételt nem bizonyitjuk. A Shapley-érték tovabbi és mas kooperativ jaték-
elméleti megoldaskoncepciok karakterizacioi talalhatok tobbek kozott Soly-
mosi (2007) és Pintér (2009) irasaiban.

7.5. Gyakorl6 feladatok

7.1. feladat. Hatarozza meg az alabbi tablazattal adott kooperativ jaték
Shapley-értékét!

Koaliciok | I 2 3 12 13 23 123
Milliard F£[20 15 35 40 80 70 100

7.2. feladat. Igazolja, hogy egy (N, v) kooperativ jaték pontosan akkor kon-
vex, ha

VS, T C N :v(S)+u(T) <o(SUT)+v(SNT)!
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7.3. feladat. Igazolja, hogy az (N,v) szuperadditivitasabol kovetkezik a
0-monotonitasa!

7.4. feladat. Igazolja, hogy a (4]) segitségével az (N, t,x) elosztasi problé-
méabol szarmaztatott (N, v, ) jaték konvex!

7.5. feladat. Igazolja, hogy az (N, v) jaték kernele pontosan azon y eloszta-
sok halmaza, amelyekre v({i}) < y; minden ¢ € N-re és barmely két i,j € N
szereplére

sij(y) > s5i(y) = y; = v({7})-
7.6. feladat. Mutassa meg, hogy a haromszereplés tobbségi jaték magja

ures!

7.7. feladat. Igazolja, hogy egy kétszemélyes ({1,2},v) jatéknak (y1,y2)
pontosan akkor alapmegoldésa, ha y1 + y2 = v({1,2}) és y1 — y2 = v({1}) —

—o({2})!
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8. fejezet

Koltségelosztas
mechanizmussal

E fejezetben egy halozaton értelmezett koltségelosztasi probléman keresztiil
ramutatunk a mechanizmustervezésben rejlé lehetdségekre. A vizsgélt problé-
méban egy csomagot kivanunk eljuttatni egy felad6tol egy cimzettig egy olyan
hélézaton keresztiil, amelyben az egyes 6sszekottetéseket biztosito szolgalta-
tok valosagos koltségeit csak az adott szolgaltatok ismerik. A célunk a mini-
malis koltségl utvonal meghatirozasa onérdeket kovets szolgaltatok mellett,
amelynek példaja mechanizmustervezési kornyezetben Nisan—Ronen (2001)
cikkében jelent meg.

A fejezetet egy rovid nemkooperativ jatékelméleti bevezetovel kezdjiik, és
utana ismertetjiik Nisan—Ronen (2001) egyik alapvets eredményét.

8.1. A nemkooperativ jatékelmélet alapfogalmai
Tegyiik fel, hogy egy jatékban a szereplék egyméstol elkiiloniilten hozzak

meg a dontéseiket és ismerik a jaték szabalyait. Egy ilyen jatékot megadd
strukturat stratégiai jatéknak hivnak.

e N a jatékosok véges nemiires halmaza;

e S; az i € N jatékos stratégia halmaza, amely egy tetszéleges nemiires
halmaz lehet;

e u;: XienS; = Raz i€ N jatékos hasznosségi fliggvénye.

105
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Sziikséglink lesz néhany jelolésre. Legyen N = {1,...,n}. Ekkor egy x =
= (z1,...,zy) vektor i-edik komponensét nem tartalmazo (1, ..., z;—1, Tit1,
..., &) vektorra vezessiik be az x_; jelolést. Tovabba az (z;,x_;), illetve az
(x_;, ;) az eredeti x vektort jelenti. Ha X = x,X;, akkor X_; = X; X
X ...XXi_l ><Xi+1 X Xn

Példaképpen tekintsiik a kovetkezs jatékot : tizenegyesrugast kivanunk mo-
dellezni. A kapusnak harom lehetésége van: kézépen marad, balra vetédik
vagy jobbra vetddik. A 16v6 pedig kiézépre, balra vagy jobbra rughatja a
labdat. Az N = {kapus,rugé}, Skapus = {balra,kozépre, jobbra}, Sisws =
= {balra, kozépre, jobbra},

15 ha Skapus = SI6v6

Ugapus(8) = {0 kiilénben
és

s (S) o 17 ha Skapus 7& S16vE s
P70 kiilsnben

a leegyszeriisitett tizenegyesrugas megfogalmazasa stratégiai jatékkeént.

A stratégiai jaték megadasaval leirjuk a szerepl6k dontési helyzetét, azon-
ban azt is meg kellene mondanunk, hogy milyen az ,eredménye” a stratégiai
jatéknak. Ehhez sziikségiink lesz valamilyen egyensulyfogalomra. Egy rend-
szer egyensilyan — nagyon altaldnosan és nagyvonaltan fogalmazva — olyan
allapotokat értiink, amelyek bizonyos szempontboél allandénak tekinthetdsk.
Jatékok esetében a jatékosok stratégiahalmazat tekinthetjiik allapottérnek.
A jatékosokrol feltessziik, hogy racionélisan viselkednek, azaz hasznossagukat
kivanjak maximalizalni. Egyaltalan nem kézenfekvs, hogy mely allapotokat
tekintsiik egyensilyinak, mivel a jatékosok egyidejtileg kivanjak hasznossa-
gukat maximalizalni.

A legegyszeriibb egyensuly fogalom a dominéns egyensuly. A legfébb els-
nye, hogy dominéans egyensuly létezése esetén egyik jatékosnak sem kell a
tobbi jatékos gondolkodésmenetével és valasztott stratégiajaval foglalkoznia.

8.2. definicio. A G = (N, (S;)ien, (u;)icn) stratégiai jaték s* € S straté-
giaegyiittese a G domindns egyensilya, ha

Vie N :Vs, €8;:Vs_; € S_;:ui(sf,s—;) > ui(s;,5-4),
ahol S = XiENSi-

Példaként tekintsiik a nevezetes fogolydilemmat, amelynek megadaséat a
BTl tablazatban lathatjuk. A torténet szerint két biintarsat elkiiloniilten hall-
gatnak ki, és attol fiiggéen, hogy vallanak-e vagy nem, a tablazatban feltiin-
tetett szabadsagvesztésben részesiilnek, ahol a sorfejlécben az A jatékos és az
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oszlopfejlécben a B jatékos dontése szerepel. A tablazat egyes bejegyzéseiben
az els6 szamérték az A jatékos szabadsagvesztése, mig a méasodik a B jatékosé.
Osszességében akkor jarnanak a legjobban, ha egyikéjiik sem vallana a méasik
ellen, mivel ekkor ketten egylitt csak 2 évet iilnének a kisebb bizonyithato
btincselekményeik miatt. Mivel nem tudnak 6sszehangoltan donteni, ezért a
tarsuk dontésétsl fliggetleniil jobban jarnak, ha vallanak. Masképpen mond-
va: a bintett bevallasa mindkett§jiilknek egy dominans stratégidja. E gon-
dolatmenet szerint tehat a jaték egyetlen dominéns egyenstlya a (vall,vall),
amely a jaték egyenstlyi kimenetele.

8.1. tablazat. Fogolydilemma

A\B nem vall vall
nem vall| -1,-1 -10,0
vall 0,-10 -8, -8

Mivel a dominans egyensily gyakran nem létezik, ezért sziikségessé valik
egy masik egyensilyi koncepcid, a Nash-egyensily bevezetése. Lényege, hogy
egy olyan pontot nevez egyensilyinak, amelytdl egymagaban egyik jatékosnak
sem érdemes eltérnie.

8.3. definicio. A G = (N, (S;)ien, (u;)icn) stratégiai jaték s* € S straté-
giaegyiittese Nash-egyensilyi, ha

Vie N:Vs; €85;: ui(s;‘, S*_i) > ui(si,s*_i).

Nem minden jatéknak van Nash-egyensilya. Erre j6 példa a korabban emli-
tett tizenegyesrugas jaték. A jatékelmélet irant érdekléds olvasonak ajanljuk
Forgo és tarsai (2005) elektronikus jegyzetét.

8.2. Mechanizmustervezés egy hal6zaton

A halozatot a G = (V, E) iranyitott graffal reprezentaljuk, ahol a V-beli
felhasznalok kozotti E Osszekottetéseket (azaz éleket) a jatékosok (szolgélta-
tok) birtokoljak. Egy csomag tovabbitdsanak kozvetlen koltségeia c: E — R4
fliggvénnyel adottak. Egy ilyen koltségekkel adott halozatot lathatunk a
Bl abran. Feltessziik, hogy a halozatban a csomag kiildése barmelyik él
kiesése esetén is elvégezhetd.

Feladatunk, hogy a halézat s € V csticsabol at € V csticsdba egy csomagot
juttassunk el, a lehetd legkisebb koltséggel. A Bl abran jelzett halozatban
a minimalis koltségi utvonal az s, u, v, t Gtvonal, amely Gsszesen 5 egységnyi
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2,
3 9 1 4 3

A\ 4

8.1. abra. Privatkoltséges halozat

koltséggel jar. A két pont kozotti legrévidebb dtvonalat gyorsan megkapjuk
példaul Edsger Dijkstra algoritmusaval (1asd példaul Ronyai és tarsai, 1999).
A problémét az okozza, hogy az élek koltségei az OsszekOttetést biztositod sze-
repl6k privat informacioi, ezért Dijkstra algoritmusat csak a kozolt, és nem
feltétleniil valos koltségekre futtathatjuk le. Ennek ellenére azt szeretnénk
elérni, hogy a szereplSk (az egyes élek, illetve Osszekottetések birtokosai, a
tovabbiakban jatékosok) a valds koltségeiket onként kozoljék egy alkalmasan
konstrualt jaték (a tovabbiakban mechanizmus) segitségével, ezaltal a csomag
valoban a legkisebb koltségli utvonalon jusson s-bél t-be. A jatékosok tehat
az élek birtokosal, és a stratégiahalmazuk az altaluk birtokolt él lehetséges
koltségeinek halmaza, jelen esetben a nemnegativ valés szamok halmaza. A
kozolt koltségek alapjan a mechanizmus meghatarozza a minimélis koltségt
atvonalat, amely a csomagot a legrévidebb dtvonalon juttatja el. A mecha-
nizmus hasznossagi fliggvényeit ugy kivanjuk meghatarozni, hogy az s-bsl
t-be haladé kiilldemény a valédi minimalis 6sszkoltségi utvonalon haladjon.
Nyilvan nem célravezets, ha a legrévidebb tutvonalon szerepld jatékos meg-
kapja a bemondott koltségeit, mivel egy jatékos, csak sajat koltségeit ismerve,
késztetést érezhet arra, hogy a valosidgos koltsége helyett magasabb koltsé-
get k6zoljon profitjanak novelése érdekében. A BTl abra halozataban (feltéve,
hogy a tobbi szerepls az dbraban lathato valos koltségét kozli) az (s, u) jate-
kos példaul 3-ra emelhetné a koltségét, ezzel tovabbra is a minimalis koltségi
dtvonalon maradva, egyben profitot realizalva.

Megadunk egy halozat felett értelmezett jatékot, egyelére megfeledkez-
ve arr6l, hogy milyen egyenstlykoncepcié (példaul dominans vagy Nash-
egyensily) mellett kivanjuk meghatarozni a jaték kimenetelét. Tegyiik fel
tehét, hogy a tervezd azt kivanja elérni, hogy a csomag mindenképpen a valo-
di — de szamara ismeretlen — koltségek melletti minimalis koltségd Gtvonalon
jusson el a feladotol a cimzettig. Ha esetleg tobb minimalis koltségd utvo-

© Typotex Kiadd

© Tasnadi Attila



www.interkonyv.hu

8.2. MECHANIZMUSTERVEZES EGY HALOZATON 109

nal is létezne, akkor ezek egyikén haladjon a csomag. A tervezs céljai elérése
érdekében transzferkifizetésekkel él, azaz a kinyilvanitott koltségek fiiggveé-
nyében eltérs osszegeket juttathat, illetve vonhat el a jatékosoktol céljanak
elérése érdekében. Ezért a tervezd értékeket rendel a halozat egyes éleihez.
Ha példaul a a8l abraban kiesne az (s,u) él — ami gy is reprezentalhato,
hogy az (s, u) él koltségét végteleniil nagyra vessziik —, akkor ezzel az s, z, v, t
dtvonal valna minimalis koltségd utvonalla, méghozza 7 6sszkoltséggel, ami
2-vel t6bb az eredeti halézat minimalis Osszkoltségénél. Tehat (s,u) a valodi
2 koltségén feliil legfeljebb tovabbi 2 egységet tudna elismertetni, igy Gsszesen
4 egységet kinyilvanitani ugy, hogy még tovabbra is egy minimaélis koltségt
utvonalon maradjon. Ezt a 4 egységet nevezziik az (s,u) jatékos marginalis
hozzajarulasanak, amellyel a tervezs honorélja az (s, u) jatékos jelenlétét.

Altaldnosan az e = (u,v) € E jatékos MC:(e) marginalis hozzajarula-
sat a ¢ : E — R, kinyilvanitott koltségek — azaz a jatékosok stratégia-
profilja — alapjan tgy hatérozzuk meg, hogy kiszdmoljuk a 5‘5(6):(,0 mini-
maélis 6sszkoltségi ttvonal koltségét az e jatékos halozatbol torténd kiikta-
tasa esetén a tobbiek kinyilvanitott koltségei alapjan, majd kiszamoljuk a
C)s(e)=0 minimalis Osszkoltségii ttvonal koltségét abban az esetben, ha az e
jatékos élkoltsége megint nulla volna a tébbiek kinyilvanitott koltségei alap-
jan. Igy megkapjuk az e jatékos altal maximalisan elkérhetd Gsszeget, feltéve,
hogy minimalis 6sszkoltségt ttvonal mentén kivan maradni, (ha ez szaméra
egyaltalan lehetséges) a ¢ : E — R kinyilvanitott koltségek mellett. Végiil a
marginalis hozzajarulas a két érték kiilonbségeként adodik:

MC3(e) = Cla(e)=oo — Clate)=o0-

Maésképpen M Qg(e) az a maximalis Osszeg, amellyel e csokkenteni képes az
Osszkoltséget. Osszegezve az altalunk konstruélt (N, S,w) jatékban N = E|
Si = R+ és

we(?) = 5‘5(6)200 — 6|5(8):0 — Ce, ha e tovabbit, és
0 kiilénben,

ahol ¢, = c¢(e) az e jatékos valosagos koltsége.

A minimalis 6sszkoOltségl itvonalon nem szerepld jatékosok marginalis hoz-
zéjarulasait nullanak tekintjik. A tervez6 — céljanak érdekében — az egyes
jatékosoknak a kinyilvanitott ¢ : E — R koltségeik alapjan szamitott mar-
gindlis hozzajarulasait juttatja. Vegyiik észre, hogy a tervezd altal kitalalt
mechanizmus mellett a jatékosok (transzfer) bevételei nem fiiggnek a sajat
koltségeiktsl. Egy, a minimalis 0sszkoltségii ttvonalon elhelyezkedd jatékos
nyeresége a transzferkifizetésként kapott Osszeg és a csomag tovabbitaséaval
jaro koltségének kiilonbségeként adodik. A csomag tovabbitdsaban részt nem
vevd jatékosok profitjai mind nullak. Tegyiik fel, hogy a jatékosok egyméstol
fiiggetleniil, szimultan médon kozlik a tervezével a kinyilvanitott koltségeiket.
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Feltéve, hogy a[BIl abraban adott kinyilvanitott koltségek egyben a valodi
koltségek is, s, u,v,t a legrovidebb 1t,

Usy = (T—3)—2=2, Uypy=(T—4)—1=2 &8 u,z=(8-3)—2=3.

A felmeriils 2 + 1 4+ 2 = 5 koltségen feliil a mechanizmus iizemeltetGjének,
vagy a feladonak tovabbi 2 + 2 + 3 = 7 egységet kell kifizetnie.

8.1. tétel. A fenti jdaték egyetlen domindns egyensulydban se = c. minden
e € E-re, azaz mindenki a valodi koltségét kozli.

Bizonyitds. Vegyiik észre, hogy barmely e € FE jatékos u. kifizetése csak
annyiban fiigg s.-t6l, amennyiben befolyasolja e miniméalis 6sszkoltségd tt-
vonalra keriilését. Raadéasul a kifizetés Osszege fiiggetlen s.-t6l, feltéve hogy
e minimalis 0sszkoltségii itvonalon marad.

Se > ¢ értelmetlen, hiszen ezzel e lekeriilhet egy profitabilis utvonalrol,
anélkiil hogy noévelhetné a kifizetését. Nézzik az s. < c. esetet. (i) Ha c.-
vel rajta van a minimalis 6sszkoltségii utvonalon, akkor s.-vel is rajta lesz,
anélkiil hogy valtoztatna kifizetésén. (ii) Ha c.-vel nem volt rajta a minimélis
Osszkoltségi iton és se-vel mar rajta lesz, akkor a kapott CN"é(e):OO - 5‘5(6):0
transzfer Gsszege kisebb lesz c.-nél. Ennek belatasihoz legyen s/, € [se, c.) az
a koltség, amellyel e a c. melletti minimalis 6sszkoltségt uttal azonos 6sszkolt-
ségii utra keriilhet, azaz s, mellett mar rajta lesz egy minimalis 6sszkoltségi
aton. De s, mellett e transzfere pontosan s, lesz, ha e mentén haladna a
csomag. Nyilvan s, < s, esetén is s, transzferben részesiilne. s, < ¢, miatt e
veszteséges volna. (iii) Ha ce-vel és s.-vel sem keriil e minimalis 6sszkoltségi
atra, a profitja igy is, ugy is nulla.

Osszegezve, s, # c. esetén e profitja nem lehet nagyobb, mint s, = c.-nél.
Mivel barmely e esetén létezik e-t elkeriil ut, s. # c. esetén talalhato olyan
S_e, amelynél s, = ¢, valasztasa kifizet6dSbb. O

A probléméara konstrualt mechanizmus a valodi koltségek kinyilvanitasa-
ra 6sztonodz, ami az internet tekintetében nagyon kedvezd, mivel a halézat
nagy és egyben valtozo6 mérete miatt nem varhatoé el, hogy a szereplSk is-
merjék egymas koltségeit. Viszont a mechanizmus kellemetlen tulajdonsaga
a transzferek igénye.

8.3. Gyakorlo feladatok

8.1. feladat. Az alabbi halozatban az élek tulajdonosai a szolgaltatok, to-
vabbé a csomagtovabbitasi koltségek az éleken lathatoak. A megismert me-
chanizmus mekkora transzferekben részesiti az egyes szereplSket, ha az éleken
szerepl6 koltségek a kinyilvanitott koltségek ?
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8.2. feladat. Az alabbi halozatban az élek tulajdonosai a szolgéltatok, to-
vabbé a csomagtovabbitasi koltségek az éleken lathatoak. A megismert me-
chanizmus mekkora kifizetésekben részesiti az egyes szerepléket, ha az éleken

szerepl6 koltségek a kinyilvanitott koltségek ?

3/ 1 1 4
s 5 =V =V 4 St
A
2 !
.—»v
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9. fejezet

Folytonos osztozkodéasi
jatékok

Egy osztozkodési jatékban a szerepl6k egy joszagbol mar rendelkezésre al-
16 mennyiséget osztanak el egymaés kozott, meghatarozott szabalyok szerint.
Erdekes feladat olyan osztozkodasi jatékok konstrualasa, amelyek egy, a sze-
repl6k szamara bizonyos igazsagossagi kritériumoknak eleget tevs elosztast
biztositanak.

Kétszerepl6s osztozkodasi problémara egy megoldés a kozismert ,az egyik
felez, a méasik valaszt” eljaras, amely szerint az egyik szerepls sajat értékitéle-
te szerint két egyenls részre osztja az elosztandé mennyiséget, majd a masik
szerepld valaszthat egyet a két rész koziil. Mar Hésiodos (kb. i.e. VII. évsza-
zad) ,,Theogonia”’ eposzaban Prométheusz és Zeusz ,az egyik felez, a mdsik
vdlaszt” eljarassal osztozkodtak a kozosen elfogyasztandd hison.

Az egyik felez, a mésik valaszt” eljarast a mai napig hasznaljak. Kieme-
lend§ az 1994 november 16-an életbe lépett 159 allam altal alairt Nemzetkozi
Tengerfenék Kiaknazasi Egyezmény. Az egyezmény szerint, ha egy fejlett or-
szag vallalata hasznositani kivanja valahol a tengerfeneket, akkor a kiaknazni
kivant teriiletet elGszor két részre kell osztania. Ezek utan egy, a fejlédé or-
szagok érdekeit képvisel§ nemzetkozi szervezet kivalasztja a fejl6ds orszagok
szamara azt a részt, amelyhez a fejlett orszag vallalata nem nytulhat, ezzel
biztositva a fejl6édé orszagok szamara a késébbi kiaknazas lehet&ségét.

Steinhaus (1948) altalanositotta az eljarast harom szereplére és tanitva-
nyai, Banach és Knaster pedig tetsz&leges n-rel] Az altaluk adott eljarasok
egy ugynevezett ardnyos eredményt garantalnak, ami alatt az értendd, hogy
béarmely szerepld a tobbi szerepls cselekedeteitd] fliiggetleniil képes az aranyos

1 Steinhaus az eljarast Banach halalat kévetSen publikélta.
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részesedését biztositani. Tobbszereplds osztozkodasi probléméakra jo példa a
foldosztas kérdése. Hogyan osztja el hdrom testvér az 6rokolt foldtertiletet
Jigazsdgosan” egyméas kozott 7

Egy osztozkodasi jaték megoldasaval szembeni erésebb igazsagossagi elva-
ras az irigységmentesség, mely kdvetelmény szerint sajat értékitélete alapjan
mindenki tgy érzi, hogy 6 jart a legjobban. Ebben az alfejezetben attekintjiik
az aranyos és az irigységmentes osztozkodasi eljarasokat.

9.1. Osztozkodasi jaték

Kezdjiik az altalunk vizsgaland6 osztozkoddsi problémdval.

9.1. definici6. Az (N,Q, A, (1),cy) matematikai struktirat osztozkoddsi
problémdnak nevezziik, ha

e N az osztozkodasban résztvevs szereplk egy nem iires véges halmaza;

o ) az egész elosztandé targyat (teriiletet) jeloli, amelyet a tovabbiakban
tortdnak fogunk hivni;

o A a lehetséges tortaszeletek halmaza, amely kielégiti az alabbi feltéte-
leket
(i) Q € A, azaz az egész torta egy lehetséges szelet;
(ii) ha A € A és B € A két lehetséges szelet, akkor AU B € A;
(ili) ha A € A, akkor A° € A;

o 1; az i € N személy tortaszelet értékels fiiggvénye, melyre

(i) p; : A —[0,00), azaz i minden lehetséges szeletet egy nem negativ
szammal jellemez;
(i) ha A,B € Aés AN B = 0, akkor u;(AU B) = u;(A) + pi(B)
(additivités);
(iii) p;(Q2) =1 (normaltsag);
(iv) minden A € A szeletnek van barmely A € [0,1] aranya B € A,
B C A és p;(B) = Au;(A) részszelete (folytonos oszthatosag);

e a y; értékeld fiiggvényt csak az ¢ € N szerepld ismeri.

9.1. megjegyzés. Az olyan hozzarendelést, amely eleget tesz az osztozkodési
probléméban az A halmazrendszerre kir6tt harom feltételnek, halmazalgeb-
rdnak nevezik.
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9.2. megjegyzés. A pu; additivitdsa maga utan vonja u,; véges additivitasat.
Egy algebran értelmezett nem negativ és additiv halmazfiiggvényt végesen
additiv mértéknek hivnak.

9.3. megjegyzés. A folytonos oszthatosagi feltevés maga utédn vonja, hogy
barmely w € Q elemre, amely egyben egy lehetséges szelet is (azaz {w} € A),
sziikségszerten u;({w}) = 0.

Az osztozkodasi eljarasaink soran az egyszertiség kedvéért a tortat a [0,1]
intervallummal azonositjuk. Ebben az esetben az z,y € [0,1] vagasi pontok
a tortan elvégzends egymaéssal parhuzamos vagasok helyeit jelolik ki (lasd
a abrat), kor alaka tortan akar sugariranyu vagasokat jelolhetnek. Meg-
jegyzendd, hogy kor alaku tortak esetén van egy kezdvagas, amely egy sza-
badon valaszthatd viszonyitasi pontot szolgaltat. A korabban emlitett ara-
nyossagi kdvetelmény szempontjabol ez nem okoz problémat, s6t, az altalunk
ismertetett irigységmentes elosztasi eljarasoknal sem

Ha Q = [0,1], akkor innentdl legyen A a [0,1] intervallum véges sok rész-
intervalluménak uni6jaként nyerheté halmazoknak az Osszessége. Tovabbé
folytonos oszthatosag esetén az F;(z) = p;([0,z)) tortaszelet értékeld elosz-
ldsfiigguény folytonos a [0,1]-en, amelynek segitségével egy [z, y| szelet értéke
a pi(lz,y]) = pi([z,y)) = pi([0,y)) — 1[0, ) = Fi(y) — Fi(x) Osszefiiggéssel
szdmolhatoé.

]

~

9.1. abra. Q = [0,1]

2 Megjegyzends, hogy irigységmentes és nem dominalt (Pareto-hatékony) tortaszelet-
elosztas létezésének kérdését elemezve Barbanel-Brams—Stromquist (2009) ramuta-
tott, hogy a kor alaku tortdk sugar menti felosztasa nehezebb a parhuzamos fel-
osztasanal. Mivel a vizsgélatuk nem algoritmikus, az eredményiik nem vonatkozik
osztozkodasi eljarasokra, tovabba hatékonysagi kérdésekkel sem foglalkozunk ebben
a fejezetben.

© Typotex Kiadd

© Tasnadi Attila



www.interkonyv.hu

116 9. FOLYTONOS OSZTOZKODASI JATEKOK

Egy osztozkoddsi eljdrds a szerepl6ket meghatarozott szabélyok szerint fel-
szolithatja vagasok végrehajtasara és tortaszeletek kiértékelésére. Az el6bbi
egy A € A halmaz megadasat jelenti, mig az utobbi a megkérdezett ¢ szerep-
16 p;(A) értékelésének megismerésére iranyul. Az elvégzett vagasok, illetve
valaszok fliggvényében, az eljaras ajabb vagasok és értékelések elvégzésére
szolitja fel a szereplGket, amig még van elosztando6 tortaszelet. Egy eljaras
véges, ha az emlitett 1épések véges sokszor torténd végrehajtasa utan feloszt-
ja a tortat tetszdleges osztozkodasi probléma esetén. Egy osztozkodasi eljaras
segitségével meghatarozhat6 a torta egy (4;);en (ahol A; € A) felosztdsa,
amely az () torta egy particidja. Adott osztozkodasi probléma mellett, egy
adott osztozkodasi eljaras egy olyan jatékot hataroz meg, amelyben a szerep-
16k (jatékosok) akcioi a vagasok és az értékelések, és amelynek kimenetele a
torta egy particidja a vele jaréd értékelésekkel.

Az osztozkodasi eljarasokat szamos kritérium segitségével jellemezhetjiik.
Mivel egy alkalmazott eljaras szamara ismeretlenek az egyes szereplék tor-
taszelet értékels fiiggvényei, ezért elvarjuk, hogy az eljarasok igazmonddsra
Osztonézzenek, azaz egy tortaszelet kiértékelése esetén a szereplék valodi ér-
tékitéleteiket adjak meg, tovabba egy adott o € (0,1) méretd vagas megko-
vetelése esetén a felszolitott szerepld sajat értékitélete szerint valéban egy
« méreti szeletet vagjon le. Az igazmondasra 6sztonzést azzal érheti el egy
eljaras, hogy minden egyes szerepl§ ,hazudozasaval”’ csak 6nmaganak arthat.
Egy nagyon egyszerd igazmondésra 0sztonzé eljaras a ,diktatorikus”, azaz
amelyik az egész tortat egy el6re kiszemelt személynek adja. Mi a ,diktatori-
kus” eljarassal szemben valamilyen igazsagossagi kritériumnak is eleget tevd
eljarasokat keresiink. A legegyszeriibb igazsdgossagi kritérium az ardnyossdg
kritériuma, amely megkdveteli, hogy minden egyes szerepld megfelels donté-
sek esetén garantalni tudja énmaga szaméara (a tobbi szerepld cselekedeteitsl
fiiggetleniil) sajat értékitélete szerint a torta ardnyos részét (n szerepld esetén
egy 1/n-ed értékd részt). Ennél erGsebb igazsagossagi kritérium az irigység-
mentesség kritériuma, amely azt kdveteli meg, hogy minden egyes szerepld
sajat értékitélete szerint a torta egyik legértékesebb részét kapja (Vi,j € N :
cpi(Ay) > wi(Aj), ahol (A;)ien a torta egy felosztéasa).

9.2. Aranyos osztozkodasi eljarasok

Ebben a szakaszban négy aranyos és véges osztozkodasi eljarast; tovabba egy
aranyos, de nem véges eljarast ismertetiink.

9.2.1. Fink eljarasa

Talan Fink (1964) eljarasa all szellemében a legkozelebb ,az egyik felez, a
mésik valaszt” kétszemélyes eljarashoz. Két személy esetén ,az egyik felez,
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a masik valaszt” eljaras alkalmazandd. Harom személy esetén kérjiik meg
az 1 személyt a torta felezésére, majd 2-t a két szelet koziil a nagyobbik
kivalasztasara. Ezek utan kérjiik meg kiilon-kiilon 1-t és 2-t a sajat szele-
tiik felharmadoléasara. Végiil 3 mindkét részbdl valaszthat egy-egy harmadot.
Ekkor 3, mint utolsé valasztd, garantalhatja maganak (sajat értékitélete sze-
rint)ﬁ a torta 1/3-at. Ha 1 és 2 a sajat felét valoban harmadolta, akkor a
torta felének kétharmada garantalt szamukra, ehhez persze az is kell, hogy
az elején 1 valdoban felezzen, majd 2 a nem kisebbik felet valassza. Tehat az
eljaras igazmondasra 6sztondz, aranyos és véges.

Az eljarast az n szereplGs esetre rekurzivan definialjuk. Tegyiik fel, hogy
n — 1 szerepl6 mar aranyosan elosztotta a tortdt az n — 1 személyes Fink-
eljarassal. Kérjik most az n — 1 személyt arra, hogy az altaluk legalabb
1/(n — 1)-re értékelt résziiket n egyenls részre osszak. Ezek utan véilasszon
az n-edik személy minden egyes személy részébdl egy szeletet. Mint utolso
valaszto szdmara garantélt az aranyos része; tovabba, ha az els6 n—1 személy
valoban n egyenls részre vagta az addigi sajat részét, akkor garantalt szamara

n—1 1 1

a torta =—=—— = = része.
n n—1 n

Fink eljaradsanak elénye — mint ez a rekurziv definiciobél lathaté — hogy
egy, az osztozkodashoz késébb csatlakozd személy nem okoz problémat az
eljaras szaméara. Megjegyzend6 még, hogy Fink eljarasa n! — 1 vagast igé-
nyel, ha a méar jelenlevé személyek minden egyes szeletiiket ¢ egyenls részre
osztjak az i-edik személy (i = 2,...n) ,erkezésekor”. Az eljaras vagasigénye
csOkkenthet$ azzal, hogy az i-edik személy megjelenésekor a mar jelenlevs
1 — 1 személy (kiilon-kiilon) az addigi egész részesedését osztja i egyenls rész-
re. Ekkor 327" "i% = n(n — 1)(2n — 1)/6 vagas szitkséges, mivel az n-edik
szerepls érkezésekor az els6 n — 1 szerepld mindegyikének legfeljebb n — 1
vagast kell végeznie, ha nem kiilon-kiilon osztja fel az egyes szeleteit, hanem
egyszerre, azokat ,egymaés mellé rendezve”.

Tekintsiik a kovetkezd példat:

9.1. példa. Legyenek Q = [0,1], N = {1,2,3}, Fi(z) = Vx, Fa(z) = =
és F3(z) = 2% (x € [0,1]). Hatarozzunk meg egy ardnyos elosztast Fink
eljarasaval!

Az 1 szerepld az Fy(z) = /x = 1/2 altal meghatéarozott zo = 1/4 helyen
vag. A 2 szerepl a [0,1/4] és az [1/4,1] szeletek koziil a masodikat valasztja.
Tehat 1 harmadolja a szamara 1/2 értékd [0,1/4] szeletet, amely az z; =
= 1/36 és xo = 1/9 vagasi pontokat eredményezi. Konnyen meggyGzhetiink
arrél, hogy ezek koziil 3 a harmadik [1/9,1/4] szeletet vélasztja, ezzel meg-
hagyva 1-nek a [0,1/9] intervallumot kiadé két szeletet. 2 pedig a szamara
3/4 értékd [1/4,1] szeletet harmadolja. Mivel a tortaszelet értékels eloszlés-

3 A tovabbiakban nem irjuk ki, hogy egy adott hanyadot mindig az adott személy
értékitélete szerint értjik.
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fliggvénye linearis, ezért az x3 = 1/2 és x4 = 3/4 helyeken vag. Az igy kapott
harom szelet koziil ellendrizhets, hogy 3 az utolso [3/4,1] szeletet valasztja,
meghagyva 2-nek az [1/4,3/4] intervallumot kiadé két szeletet. Az 1, 2 és
3 szerepldk altal megkapott szeletek értékei rendre 1/3, 1/2 és 79/162. Az
aranyossag valoban teljesiil, de a hasznossagi szinteket tekintve 2 jart a leg-
jobban. Mas eredményre jutunk, ha a harom szerepld méas sorrendben vag.
Azt is megallapithatjuk, hogy 1 irigyli 2-t, mivel sajat értékelése alapjan az
[1/4,3/4] szelet értéke (v/3 —1)/2 ~ 0,366.

9.2.2. Rekurziv feloszt és valaszt eljaras

Az eljarasunkat rekurziven adjuk meg (lasd Tasnadi, 2003). Nyilvan az n =
= 1 eset nem okoz problémat, mivel ekkor az egyetlen szereplé megkapja az
egész tortat. Az n = 2 esetben alkalmazzuk ,az egyik felez, a mésik valaszt”
eljarast, amely mindkét fél szamara garantalja az aranyos részét.

Nézziik az n = 3 esetet. Szolitsuk fel az 1 személyt arra, hogy harmadolja
el a tortat sajat értékitélete szerint. Ezutan kérjiikk meg a 2 és 3 személyeket
egymés utan arra, hogy valasszék ki a két nagyobbik részt. Ezek utan két
eset adodhat. Az egyik esetben 2 és 3 csak egy azonos szeletet véilasztanak.
Ekkor a kozosen kivalasztott szeleten 2 és 3 jaz egyik felez, a masik vélaszt”
eljarassal osztozkodik, mig a masik két szeleten 2, illetve 3 osztozkodik 1-gyel
»az egyik felez, a méasik valaszt” eljarassal. Gondoljuk meg, hogy miért ara-
nyos ebben az esetben az eljarasunk? 1 két 1/3 értéki szeletnek kiilon-kiilon
legalabb a felét tudja maganak garantalni, azaz sszesen 2/6 = 1/3-ot. 2 és 3
két olyan szelet kétszemélyes osztozkodasaban vesz részt, amelyek Gsszértéke
szerintiik legalabb 2/3. Ezek utan ,az egyik felez, a méasik valaszt” eljaras
biztositja szamukra az 1/3 részesedést. A méasik esetben 2 és 3 ugyanazt az 1
altal felvagott két szeletet valasztja ki. Ekkor 2 és 3 a két szeleten ,az egyik
felez, a mésik valaszt” eljaréssal osztozkodik. Ezéltal mindketten garantalni
tudjak maguk szamara a torta 1/3-at. 1 szaméra megmarad a masik kettd
altal kijeloletlen szelet, amely értéke 1 szerint 1/3-ad. Az n személyes elja-
ras leirasat egyszertisiti, ha ezt az esetet gy képzeljiik el, hogy 1 a szamara
megmaradt harmadon sajat maga kétszeres multiplicitassal osztozkodik, ami
alatt az értendd, hogy 1 elfelezi a megfelel§ harmadot, majd egyik énje valaszt
egyet a ketts koziil, mig a masik énje szdméra megmarad a masik rész.

Az 1 személyt nem tudjuk arra kételezni, hogy valoban harmadokra vagja
a tortat, hiszen p1-et csak 1 ismeri. Ezért ha 1 nem igazmondo, akkor megte-
hetné, hogy nem is harmadokra vagja a tortat. Ez nyilvan mit sem valtoztat
azon, hogy 2 és 3 garantalni tudja maga szamara a torta 1/3-at. Azonban,
ha 1 nem harmadol, akkor kiteszi magéat annak a kockazatnak, hogy 2 és 3 a
szamara legértéktelenebb szeletet hagyja meg. Tehat 1-nek az elsé lépésben
a felszolitastol fliggetleniil harmadolnia kell.
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Altalanositsuk eljarasunkat n szerepldre. Tegyiik fel, hogy n — 1 szerepld
esetében mar rendelkezésiinkre all egy n — 1 személy szaméara aranyos része-
sedést biztosito eljaras. Szolitsuk fel az 1 személyt arra, hogy n — 1 vagassal
n egyenld részre ossza fel a tortat, majd egymés utan kérjik fel a 2,...,n
személyeket arra, hogy vélasszak ki a szamukra legértékesebb n — 1 szeletet.
Az n darab szeletet n — 1 személyes eljarassal osszuk el gy, hogy 1 belép a
hidnyz6 helyekre, a megfelelé multiplicitasokkal. Ekkor 1 a felszolitastol flig-
getleniil n egyenld részre osztja a tortat, kiillonben kiteszi magat annak, hogy
a tobbi n — 1 szerepld pontosan a szaméra legértéktelenebb szeletet hagyja
meg. Mivel az n — 1 személyes eljaras mar garantalja a megfelels rész osztoz-
kodasaban résztvevd szereplék szaméara az adott szelet 1/(n — 1)-ed részét,
és mindenki pontosan n — 1 szelet] osztozkodasaban vesz részt, igy mindenki
szdméara garantélt a torta (n — 1)1 = L.ed része.

Hatarozzuk meg az eljarasunk vagasigényét a legrosszabb esetben. Nyilvan
két szerepls esetén T'(2) = 1. Az n = 3 esetben 1 két vagast hajt végre, majd
legrosszabb esetben 3 tovabbi vagés sziikséges, azaz T'(3) = 5. Az n = 4
esetben 1 elszor harom vagéast hajt végre, majd a négy rész elosztasa kiilon-
kiilon legfeljebb 5 vagast igényel. Tehat T'(4) = 3 +4 -5 = 23. Altalanosan
T(n)=n—1+n-T(n—1). Az n = 1,2,3,4 esetek alapjan azt sejtjiik, hogy
T(n) = n! — 1, amit teljes indukcioval igazolunk:

Tn)=n—-14+n-Th-1)=n—-14+n((n—-1!=1)=n!—1.
Tekintsiik a kovetkezd illusztrativ példat.

9.2. példa. Az 1,2 és 3 személyek tortaszelet értékels eloszlasfliggvényei
Fi(z) =z (z €[0,1]),

£, hazel0,3], 20, hawe[0,4],
PO st ey © P07 28 e g
7 2 37 a

Hatarozzunk meg egy aranyos elosztast az ebben az alfejezetben megismert
eljarassal!

Az eljaras szerint 1 a [0,1/3], az [1/3,2/3] és a [2/3,1] szeletekre vagja a
tortat. Ekkor 2 az [1/3,2/3] és a [2/3,1] szeletekben, mig 3 a [0,1/3] és az
[1/3,2/3] szeletekben érdekelt. Felezze 1 az els6 és a harmadik szeletet, to-
vabba 3 a masodik szeletet. Ekkor 1 az [1/6,1/3] és a [2/3,5/6] szeleteket; 2 az
[1/2,2/3] és az [5/6,1] szeleteket; 3 a [0,1/6] és az [1/3,1/2] szeleteket kapja[d
Az 1, 2 és 3 szerepldk altal megkapott szeletek értékei rendre 1/3, 1/2 és 4/9.
Az aranyos részesedést valoban mindenki elérte, de a hasznosséagi szinteket

4 Kivéve az 1 személyt, aki viszont n — 1 Gsszmultiplicitassal vesz részt az n szelet
osztozkodasdban.
59 kdz6mbds a harmadik szelet két részszelete kozott.
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tekintve 2 jart a legjobban. Az is ellendrizhets, hogy senki sem irigyel sen-
kit. Ett6l az ismertetett eljaras még nem irigységmentes, azaz konstrualhato
olyan osztozkodasi probléma, amely esetén legalabb egy szerepld irigyli egy
maésik szereplének juttatott szeleteket (lasd a feladatot).

9.2.3. Banach—Knaster-eljaras

Az els6 n személyes aranyos osztozkodési eljarast Banach és Knaster (lasd
Steinhaus, 1948) adta. Az n = 2 esetre az eljaras ,az egyik felez, a méasik va-
laszt” eljarast hasznalja. Ha n > 2, akkor els6 1épésként 1 levag egy szeletet
a tortabol, majd tovabbadja a levagott szeletet 2-nek. 2 megnézi a szeletet,
és ha ugy gondolja, a szeletet egy vagassal kiigazithatja. Dontésétsl fliggd-
en az eredeti kiigazitatlan, vagy a kiigazitott szeletet adja tovabb 3-nak. Az
eljaras igy ismétlgdik, amig egy szelet n-hez nem ér. Ekkor n eldontheti,
hogy elfogadja-e a szeletet, vagy elutasitja. Ha n elfogadja, akkor n tavozik
a szelettel és 1,...,n — 1 osztozkodnak az 6sszes megmaradt részen. Ha n el-
utasitja a szeletet, akkor a szeletet annak kell elvinnie, aki legutoljara vagott.
A legutolso vago tavozik, mig a tobbi n — 1 személy osztozkodik a megmaradt
Osszes tortaszeleten.

Még azt kell meggondolnunk, hogy a Banach—Knaster-eljaras valoban min-
denkinek garantalja az aranyos részét. Az n = 2 esetben ez nyilvan igaz.
Tegyiik fel, hogy a Banach—Knaster-eljaras n — 1 személy esetén mindenki
szamara biztositja a tortabol az arédnyos részesedést. Az n személyes esetet
vizsgalva kezdslépésként 1-nek sajat értékitélete alapjan legalabb a torta n-
ed részét kell levagnia, mivel ha 1/n-nél kisebb részt vag, megkockaztatja,
hogy az 1/n-nél kisebb szeletet neki kelljen elvinnie, hiszen az utols6 vagd
szerepébe keriilhet. Ha pedig 1 egy 1/n-nél nagyobb részt vag le, akkor els-
fordulhat, hogy az utolso vagd vagy n egy, az 1 értékitélete szerint 1/n-nél
nagyobb szeletet visz el. Ekkor viszont 1 egy olyan n — 1 személyes osztoz-
kodasban fog részt venni, amelyben szaméra mar csak a torta ﬁ"T_l = %
részénél kisebb hanyada biztositott. Az 1-re vonatkozo érvelést ismételve a
tobbi szereplének is le kell vagnia a hozza keriil darabbol a sajat értékité-
lete szerinti 1/n értéki szeletet, ha az szerinte 1/n-nél tébbet ér. Az elsd
kor utan egy személy tavozik legalabb 1/n-nel, és visszamarad egy, a tobbiek
altal kiilon-kiilon legalabb (n — 1)/n-re értékelt rész, amelyet mar egy n — 1
személyes eljarassal osztanak el egymés kozott.

A Banach—Knaster-eljaras els§ korében legfeljebb n — 1-en vagnak. Ezek
utan a masodik korben mar csak n — 1-en osztozkodnak a megmaradt részen,
ami a legrosszabb esetben n — 2 vagashoz vezethet. Most méar csak n — 2-
en vesznek részt a megmaradt részek elosztasaban. Ezt a gondolatmenetet
folytatva adodik, hogy legfeljebb (n — 1)n/2 vagas sziikséges, ami nyilvan
kedvez&bb Fink modszerénél.
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A Banach—Knaster-eljarast egy példan is szemléltetjiik.

9.3. példa. Legyenck 2 = [0,1], N = {1,2,3}, Fi(z) = z, Fy(z) = 22 és
F3(z) = 2* (z € [0,1]). Hatarozzunk meg egy ardnyos elosztast a Banach-—
Knaster-eljarassal!

Az egyszertiség kedvéért tegytik fel, hogy balrol vagnak a személyek. Elg-
szOr 1 az 1/3-nal vag és ezt a [0,1/3) szeletet adja 2-nek. 2-nek ez a szelet csak
F (1/3) = 1/9-et ér, igy igazitas nélkiil tovabbadja 3-nak, akinek ez a szelet
még kevesebbet ér. Tehat a [0,1/3) szeletet 1-nek kell elvinnie. A visszamara-

A
Fy

\/

wl— -

9.2. dbra. Banach—Knaster-eljaras

do6 [1/3,1] szeleten 2 és 3 osztozkodik. Ha 2 felez, akkor a szamara 8/9 értéki
szeletet felezi el két 4/9 értéki szeletre. Ehhez megoldja az

egyenletet, amib6l 2 = /5/3-nal fog felezni. 3 a két szelet koziil az [z,1]
szeletet valasztja, mivel Fy(1)— F3(x) > F3(x)—F5(1/3). Igy 2-nek megmarad
az [1/3, ] szelet. A példabol rogton lathato, hogy a Banach—Knaster-eljaras
nem irigységmentes, mivel 1 irigyli 2-t6l az [1/3, z] szeletet.

9.2.4. Even—Paz-eljaras

Az ismert véges osztozkodasi eljarasok kozil a nagysagrendileg legkevesebb
vagast igényld eljarast Even—Paz (1984) adta meg, amely az ,o0szd meg és
uralkodj elven” alapul. Az n = 2 esetben ,az egyik felez és a masik valaszt”
eljarast alkalmazza, mig az n = 3 esetre Banach—Knaster-eljarast.

Tegyiik fel az egyszertiség kedvéért, hogy a tortat csak parhuzamos va-
gasokkal oszthatjuk f6l. Képzeljiink mondjuk egy téglalap alaka tortat és
térjink ra a négyszemélyes esetre. Kérjiink fel harom személyt arra, hogy
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parhuzamos vagasokkal kiilon-kiilon osszak fel két egyenld részre. Nevezziik
median Vég(’)nakﬁ azt a személyt, aki a kozépsé vagast végezte el. Kérjiik
meg a negyedik, mondjuk az 7, személyt arra, hogy jeldlje meg a kozépsé
vagastol balra és jobbra 1év6 részek koziil a szaméara értékesebbet. Ha 4 a bal
oldali részt valasztja, akkor a bal oldali részen a median vagétol balra vago
személlyel osztozkodik, mig a jobb oldali részen a fennmarad6 két személy
osztozkodik. Mindkét részen a két-két személy ,az egyik felez, a masik va-
laszt” eljarassal osztozkodik. Hasonldéan jarhatunk el, ha i a jobboldali részt
valasztja.

Ha mindenki igazmondoé, akkor kdnnyen lathato, hogy mind a négy sze-
mély szamara biztositott a torta egynegyede. A negyedik személy nyilvan
igazmondo, azaz kijeloli a szaméara értékesebb oldalt. A harom felezd sze-
mély hamis felez6pont megadasaval tgy keriilhet a median vagd szerepébe,
hogy ezek utan egy, a szaméra csak a torta felénél kevesebbet éré tortarészen
kelljen majd osztozkodnia. Tehat egy ,hazudoz6” személy megkockaztatja az
aranyos részesedésének elvesztését.

Az Gtszemélyes eset a négyszemélyes eljaras kisebb modositasat igényli.
Most négy személyt arra kériink fel, hogy balrdl jobbra nézve osszak fel a
tortat parhuzamos vagasokkal 2 : 3 ardnyban. Nevezziik most median vago-
nak azt a személyt, aki balrol jobbra nézve a mésodik vagéast végezte el. Az
otodik, mondjuk ¢, személyt6l megkérdezziik, hogy a median vagéastol balra
1év§ rész ér-e szaméara 2/5-6t. Ha igen, akkor a median vagotol balra vago sze-
méllyel osztozkodjanak a medidn vigastol bal oldali részen; kiilonben pedig
a median vagotol jobbra 1évé részen osztozkodjon a median vagétol jobbra
vago két személlyel. A fennmarado részen a maradék harom, illetve két sze-
mély osztozkodjon. A négyszemélyes esethez hasonléan ellendrizhets, hogy
az eljaras igazmondésra 6sztoénoz és aranyos.

A péros szereplés eset a négyszemélyes esethez hasonléan megadhaté. Ne-
vezetesen, egy szerepls kivételével mindenki felez, majd a nem felezd szereplé
kijel6li a median vagas altal elvalasztott két rész koziil az értékesebbiket. Ezek
utan keét, fele annyi szereplds osztozkodas végzends el. A paratlan szereplGs
eset az OtszereplGs esettel analog. Ha n = 2k + 1, akkor 2k személy péarhu-
zamos vagasokkal felosztja a tortat balrdl jobbra nézve k : k 4+ 1 aranyban.
A 2k + 1-edik személy pedig eldonti, hogy a medidn vago altal meghataro-
zott két rész melyikének osztozkodéasaban kivan részt venni k — 1, illetve k
személlyel.

Bizonyithato, hogy az Even—Paz-eljarasanak a vagasigénye és a teljes mi-
veletigénye (vagasok és kiértékelések szama) n log, n nagysagrendben névek-
szik. Sgall-Woeginger (2007) igazolta, hogy az olyan arényos osztozkodési
eljarasok korében, amelyek az egyes szereplSknek egymas melletti interval-
lumokat juttatnak, nem talalhaté nagysagrendileg nlog, n-nél kisebb mtve-

6 Ha a median vago személye nem egyértelmi, akkor valasszuk ki valamelyiket.
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letigényt eljaras. Edmonds—Pruhs (2011) az nlog, n-es aszimptotikus also
korlatot a szerepl6knek nem feltétleniil szomszédos szeleteket juttaté aranyos
eljarasokra is igazolta.

Az Even—Paz-eljarast a kovetkez6 példan szemléltetjiik:

9.4. példa. Legyenek Q = [0,1], N = {1,234}, Fi(z) = z, Fa(z) = 22,
F3(z) = /x és Fy(z) = = (z € [0,1]). Hatarozzunk meg egy aranyos elosztéast
az Even—Paz-eljarassal!

Az eljaras szerint 1, 2 és 3 feleznek rendre az x1 = 1/2-nél, x5 = 1/v/2-nél
és x3 = 1/4-nél (lasd a abrat). Tehat 1 a median vagé. Mivel 4 szaméara
a [0,21] és az [z1,1] szeletek azonos értéktek, igy a két szelet barmelyikét
valaszthatja. Az egyszertibb szamolas kedvéért tegyiik fel, hogy 4 a [0, 4]
szeletet valasztja. Ekkor a [0,1/2]-en 3 és 4, mig [1/2,1]-en 1 és 2 osztozko-
dik. Legyenek 1, illetve 4 a felezsk. Ekkor a [0,1/4], [1/4,1/2], [1/2,3/4] és

9.3. abra. Even—Paz-eljaras

[3/4,1] szeletetek adodnak, amelyek koziil 2 a legutolsot, illetve 3 a legels6t
valasztja. 4-nek marad a méasodik és 1-nek a harmadik szelet. Az olvasora

bizzuk annak ellenérzését, hogy az igy kapott elosztés irigységmentes-e (lasd
a[@I3 feladatot).

9.2.5. Dubins—Spanier mozgbdkéses-eljaras

Dubins—Spanier-eljarasa (1961) az eddig ismertetett eljardsokkal ellentétben
egy nem véges aranyos elosztési eljaras, ugyanis a szerepl6knek egy, a torta
folott balrol jobbra mozgokés elhelyezkedésének barmely pillanataban ki kell
értékelnitlik a késtél balra elhelyezked6 tortaszeletet.

Kezdetben helyezziink el egy kést a torta bal szélén, amelyet elinditunk a
torta jobb széle felé. A kést az osztozkodasban résztvevs n személy barme-
lyike megallithatja, és ekkor a kés levagja a torta bal szélétdl a pillanatnyi
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elhelyezkedéséig terjeds szeletet, amelyet a kést megallité személy koteles el-
vinni. A visszamarado szeleten mar csak n— 1 személy osztozkodik az eljaréast
ismételve, elinditva a kést a megmaradt szelet bal szélétsl. Az eljaras addig
ismétlédik, amig mér csak egy személy marad hatra.

A Dubins—Spanier-eljaras arra 6szténoz egy személyt, hogy pontosan akkor
allitsa meg a kést, amikor eléri az aranyos részesedését. Nyilvan nem érdemes
a kést az aranyos részesedés el6tt megallitani, hiszen ekkor az aranyos része-
sedésnél kevesebb jut a kést ledllito személynek. Ha az aranyos részesedésénél
tovabb engedi egy személy a kést, akkor pedig megkockaztatja, hogy valaki
maés el6tte megallitja a kést, és igy egy (n—1)/n-nél kisebb szeleten kénytelen
osztozkodni n — 1 személlyel. Ezek utdn mar konnyen lathato, hogy az eljaras
altalaban is aranyos.

A Dubins—Spanier eljaras nyilvan csak n— 1 vagést igényel, ami kedvez&bb
az Even—Paz eljarasnal emlitett nlog, n nagysagrendnél. Ez a javulas azon-
ban csak ugy érhet6 el, hogy a szerepl6k kontinuum sok kiértékelést végeznek.

9.3. Irigységmentes osztozkodasi eljarasok

Ebben az alfejezetben ratériink az ardnyossagnal erésebb igazsidgossagi krité-
riumra, az irigységmentességre. Ismertetiink egy haromszerepl6s véges és egy
négyszereplds nem véges irigységmentes eljarést.

9.3.1. Selfridge—Conway-eljaras

Selfridge-Conway-eljarasa (lasd pl. Brams — Taylor, 1996) haromszemélyes
osztozkodasi problémékra szolgaltat egy irigységmentes felosztast.

Keérjiik fol 1-et arra, hogy harmadolja el a tortat. Jeloljiikk a harom adédo
I, J és K szeletet agy, hogy pa(I) > ua(J) > po(K), azaz 2 szamara [
a legértékesebb, J a mésodik legértékesebb és K a harmadik legértékesebb
szelet. Kérjik fel 2-t arra, hogy igazitsa le I-t J-vel azonos értékiire. Jelolje
L a leigazitott szeletet és M = I\ L a levagott darabot[] Valasszon most a
hérom személy a J, K és L szeletek koziil a 3, 2, 1 sorrendben, ahol ha 3 nem
L-et valasztja, akkor 2 koteles L-et elvinni[f Két esetet kiilonbéztetiink meg.

(a) Ha 2 vitte el L-et, akkor 3-at megkérjiik arra, hogy ossza fel M-et harom
egyenl részre. Ezek utan valasszon a hdrom személy a harom szelet koziil
a 2, 1, 3 sorrendben.

(b) Ha 3 vitte el L-et, akkor 2-t kérjiik meg arra, hogy harmadolja el M-et.
Majd 3, 1 és 2 valasszanak egymas utdn a harom szelet koziil.

7M =0, ha B szamara I és J azonos értéki.
8 Az M = () esetben mar itt véget ér az eljaras.
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Belatjuk, hogy a Selfridge-Conway-eljaras egy irigységmentes elosztast szol-
géaltat. Nézziik az (a) esetet. Az 1 a 2-t nem irigyelheti, hiszen 2 az I-nek
csak egy részét kapta. Az 1 a 3-at sem irigyelheti, mivel az els6 korben 3-mal
azonos értéki szelethez jutott és a masodik korben 3 el6tt valaszthat. 2 senkit
sem irigyelhet, mivel az elsé korben az egyik legnagyobb szeletet vitte el és
a masodik korben pedig els6nek valaszthatott. 3 sem irigyelhet senkit, mert
az elsd korben el6szor vélaszthat és a masodik kor harom egyenld szeleteinek
egyikét kapta. A (b) eset hasonldan igazolhato. Tovabba nem nehéz belatni,
hogy az eljaras igazmondésra 6sztonoz.

A Selfridge-Conway-eljaras egy véges irigységmentes eljaras, amely nem
terjeszthets ki tobb szereplére. Ismertek ugyan tobbszereplds irigységmen-
tes véges eljarasok is, ezek azonban nem korldtosak (lasd példaul Robertson
— Webb, 1998), ami alatt az értends, hogy rogzitett szamu szerepls esetén
is konstrualhatok tetszélegesen sok vagast igénylS osztozkodasi problémak.
Stromquist (2008) igazolta, hogy legalabb haromszereplds osztozkodasi prob-
lémakra nem létezhet olyan véges (akar nem korlatos) irigységmentes elosztasi
eljaras, amely minden egyes szereplének szomszédos szeleteket juttat. Procac-
cia (2009) igazolta, hogy az irigységmentes elosztas megtaldlasanak nehézsé-
ge aszimptotikusan legalabb négyzetesen novekszik a szerepl6k szaméaban.
Ennek alapjan megallapithato, hogy az irigységmentes elosztés megtalalasa
bonyolultsidgelméleti szempontbol biztosan nehezebb feladat az aranyos el-
osztas megtalalasanal. Mindenesetre Stromquist (1980) megmutatta, hogy n
szerepld esetén mindig 1ézezik n — 1 vagéast igényls irigységmentes elosztés.
Mivel a bizonyitasa nem konstruktiv, az irigységmentes elosztasok meghata-
rozhatoséga teriiletén még szamos megvalaszolatlan kérdés var megoldasra.

9.3.2. Brams—Taylor—Zwicker-eljaras

Brams—Taylor—Zwicker-eljarasa (1997) egy négyszemélyes irigységmentes kor-
latos mozgokéses-eljaras, amely Austin (1982) kétszemélyes, mindkeét fél sza-
mara pontosan 50%-ot juttato eljarasara, valamint a Selfridge-Conway-elja-
rasban rejlé gondolatokra épit.

Austin eljarasanal az egyik szerepld, mondjuk 1, két parhuzamos kést moz-
gat folyamatosan balrél jobbra gy, hogy a két kés kozotti teriilet szdmara
mindig a torta felét érje. Indulaskor a bal oldali kés a torta bal szélénél he-
lyezkedik el, mig a jobb oldali kés 1 felez6pontja flott 4 Abban a pillanatban,
amikor 2 megallitja a két kést, 1 elvégzi a kések altal kijelolt helyeken a két
vagast. Ezek utan sorsolassal (mondjuk érmedobéssal) eldontendd, hogy me-
lyik szerepls kapja a kozépss szeletet. Ekkor a masik szereplének megmarad
a két szélss szelet. Ha 2 nem allitana meg a késeket, még miel6tt a jobb ol-

9 Az egyszeriiség kedvéért tegyiik fel, hogy nincsenek 1 és 2 szaméara nulla értékd
tortaszeletek.
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dali kés elérné a torta jobb szélét, akkor 1 a bal oldali késsel elfelezi a tortat,
majd érmedobéssal eldontik a szeletek sorsat. Nyilvan 1-nek végig iigyelnie
kell arra, hogy a két kés kozotti szelet a torta felét érje szaméra. 2-nek akkor
kell megallitania a késeket, amikor 1-gyel egyezik az értékitélete. Kérdéses
még, hogy van-e ilyen pillanat? Ha 2 értékitélete, a két fél tortat illetGen,
induléskor megegyezik 1 értékitéletével, akkor méaris talaltunk egy ilyen pil-
lanatot. Kiilonben 2 szamara a két kés kozotti szelet (i) értékesebb, vagy (ii)
értéktelenebb a masik szeletnél. Ha 2 elengedné a jobb oldali kést a torta
jobb oldali végpontjaig, akkor a két kés kozotti szelet (i) értéktelenebb, vagy
(ii) értékesebb lesz a masik szeletnél. Folytonossagi megfontolasbol létezik
egy olyan kozbiilsé pillanat, amikor 2 szamara a két kés kozotti szelet azonos
értékd a két szélss szelettel.

Térjiink most rd a Brams—Taylor—Zwicker-eljarasra. Elgszor Austin elja-
rasdnak haromszori alkalmazéasaval 1 és 2 elnegyedeli a tortat. A kapott Xj,
Xa, X3 és X4 részekre ekkor uq(X;) = pe(X;) minden 4,5 = 1,2,3,4-re. Te-
gyiik fel, hogy us(X1) > p3(X2) > ps(Xs) > ps(Xy). Ossza fel 3 az X5 részt
Y7 és Y, részekre ugy, hogy us(Y1) = pus(Xs). Valasszanak az Y7, az Xo, az
X3 és az X4 részek kozil a 4,3,2,1 sorrendben, azzal a kikotéssel, hogy ha 4
nem Yi-et valasztotta, akkor 3 koteles Yi-et elvinni. Az els6 (valasztasi) kor
utan senki sem irigyel senkit, mivel 4 az els6 valaszto, 3 az altala itélt két
legnagyobb rész egyikét vitte el és 1,2 szamara maradt két 1/4 értékd rész.

Nézziik azt az esetet, amikor 4 viszi el Yi-et. Ossza ekkor 2 és 3 az Yo
részt az Austin-féle eljarassal négy egyenls részre. A kapott 71, Zs, Z3 és Zy
részekre tehdt Yo = UL Z;, pua(Z:) = pa(Y2)/4 és us(Z;) = pa(Y2)/4 min-
den i = 1,2,3,4-re. Ezek utan a szerepldk a 4,1,3,2 sorrendben valasztanak a
Z1, 2y, Zs, Z4 vészek koziil. Barmelyikiik csak az el6ttiik valasztot irigyelhet-
né, tovabba 2 és 3 senkit sem irigyel, mivel Y-t négy azonos értéki részre
osztottak. Végiil 1 nem irigyli 4-et, mert 4 egy legfeljebb X; értéki részhez
juthat.

A masik eset, amikor 3 viszi el Yi-et, hasonl6. Ossza ekkor 2 és 4 az Yo-t az
Austin-féle eljarassal négy egyenls részre. A szereplék most a 3,1,4,2 sorrend-
ben valasztanak. Barmelyikiik csak az el6ttiik valasztot irigyelhetné, tovabbé
2 és 4 senkit sem irigyel, mivel Yo-t négy azonos értéki részre osztottak. Végiil
1 nem irigyli 3-at, mert 3 X;-nek egy részszeletét kapja.

Jo egy évtizeddel Brams—Taylor—Zwicker (1997) munkija utdn Saberi—
Wang (2009) megadott egy Gtszereplds irigységmentes korlatos mozgokéses-
eljarast. Megjegyzendd, hogy 6tnél tobb személyre csak € > 0 kozelits vagy
nem korlatos irigységmentes eljarasok ismertek (lasd példaul Brams—Taylor,
1996 vagy Robertson—Webb, 1998).
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9.4. Kitekintés

Megismerkedtiink néhany aranyos és irigységmentes osztozkodéasi eljarassal.
A targyalt eljarasokon kiviil tovabbi eljarasok talalhatok Brams—Taylor
(1996), tovabba Robertson—Webb (1998) konyveiben. A megismert két igazsa-
gossagi kritériumot teljesits eljarassal kapcsolatban fontos nyitott kérdések:

1. Talalhatoé-e négyszemélyes véges és korlatos irigységmentes eljaras?
2. Talalhato-e hatszemélyes korlatos mozgokéses irigységmentes eljaras?

A mozgokéses-eljarasokra vonatkoz6 tovabbi eredményeket illetGen lasd
Barbanel-Brams (2004).

Az osztozkodasi problémak esetén enyhitheté példaul az azonos mértéki
kovetelesek feltétele (lasd példaul Robertson-Webb, 1998). Haromnal tébb
szereplGs irigységmentes véges és korlatos eljarasok hianyaban Lindner—Rothe
(2009) a véges és korlatos aranyos elosztési eljarasokat rangsorolja, az alta-
luk bevezetett irigységmentességi mérték alapjan. Egyben megadnak egy, az
ismert aranyos eljarasoknéal ,kevésbé irigy” aranyos eljarast is. A tortasze-
let értékels fiiggvények véges additivitasanak gyengitésével (telitédés) fog-
lalkozik Dall’Aglio-Maccheroni (2005) és Maccheroni-Marinacci (2003). Mas
igazsagossagi kritériumokat (mindenki egyformdn jdrjon jol vagy a legrosszab-
bul jard jarjon a lehetd legjobban) vizsgal Cechlarova—Dobo—Pillarova (2011),
Dall’Aglio (2001), Dall’Aglio—Hill (2003), tovabba Shishido—Zeng (1999). Az
igazsagossagi kritériumon kivil fontos lehet a hatékonyséag kérdése, amelyet
Barbananel-Taylor (2005) részletesen targyal.

Az ismertetett eljarasok igazmondésra 6sztonoznek abban az értelemben,
hogy ha valaki nem az eljaras altal javasolt utasitasokat koveti, akkor a tob-
biek cselekedetétdl fiiggetleniil nem biztosithatja az aranyos vagy az irigy-
ségmentes részesedését. Ez felfoghato ugy, hogy a tobbi szerepld értékelését
nem ismerve, a tobbiek szamunkra legkedvez&tlenebb cselekedeteire felkésziil-
ve, kivanjuk magunk szdméara az aradnyos vagy az irigységmentes résziinket
biztositani. Arra is gondolhatnank, hogy a tobbiek irracionalisak vagy ki-
mondottan a mi kdrunkra tornek. Jatékelmeéleti szempontbol nézve az, hogy
a tobbiek altali legkedvezstlenebb cselekedetre késziiliink fel, az tagynevezett
minimax stratégia egyik részének felel meg, viszont mi nem maximalizalunk,
hanem egy bizonyos hasznossagi szintet kivanunk elérni. Ezért a problémat
nyilvan masképpen is lehet vizsgalni, példaul egy olyan mechanizmustervezési
feladatként, amelyben a valasztott egyensulyi koncepcid a részjaték tokeéle-
tes Nash-egyensiily, és a tervezd célja legalabb egy aranyos vagy pedig egy
irigységmentes felosztas elérése.

Chen és tarsai (2013) megadnak egy olyan mechanizmust, amelyben a sze-
repl6k dominans stratégii az igazmondas, tovabba egyensiilyban egy Pareto-
hatékony, ardnyos és irigységmentes elosztast szolgéiltat. Az arényosségot
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azért sziikséges az irigységmentesség mellett feltiintetni, mert a mechaniz-
musuk nem feltétleniil osztja fel az egész tortat, ugyanis a dijmentes lom-
talanitas feltétele mellett meg lehet szabadulni a ki nem osztott szeletektdl.
A szerepldk stratégiai halmazai a megengedett tortaszelet értékels eloszlas-
fliggvények, amelyek csak szakaszonként lineéris fliggvények lehetnek. Az al-
taluk konstrudlt mechanizmus az értékelések szimultan kozlése utdn meg-
hatarozza a vagasokat és hozzarendeli a szeleteket a szereplékhoz. Chen és
tarsaitol (2013) fiiggetleniil hasonlo kérdéseket vizsgalt Mossel-Tamuz (2010).

9.5. Gyakorlé feladatok

9.1. feladat. Igazolja, hogy ha u egy algebréan értelmezett végesen additiv
halmazfiiggvény, akkor u(()) = 0!

9.2. feladat. Igazolja a megjegyzést.
9.3. feladat. Az 1,2 és 3 személyek tortaszelet értékels eloszlasfiiggvényei

{ 4z, ha z € [0, 5],
1

Fi(z) = 1, haze(§.1]

Fy(z) =z és F3(z) = 2 (z € [0,1]). Hatarozzon meg egy aranyos elosztast a
Fink-eljarassal!

9.4. feladat. Az Q = [0,1] tortan az N = {1,2,3} személyek osztozkodnak.
A személyek tortaszelet értékels eloszlasfiiggvényei Fy(z) = x, Fy(z) = 22
és F3(x) = 2t (z € [0,1]). Hatarozzon meg egy aranyos elosztést a rekurziv
feloszt és valaszt eljarassal!

9.5. feladat. Adottak az Q = [0,1] tortan osztozkodé N = {1,2,3} személyek
Fi(z) =z, Fy(x) = 22 &s F3(x) = \/z értékels eloszlasfiiggvényei (x € [0,1]).
Hatarozzon meg egy aranyos elosztast a Banach—Knaster-eljarassal!

9.6. feladat. Gondolja meg, hogy valoban sziikséges-e az n = 2 esetben
rekurziv feloszt és valaszt eljaras és a Banach—Knaster-eljaras megadasakor
kiilon az egyik felez és a masik valaszt eljarasra hivatkozni! Mésképpen fo-
galmazva, lehet-e az n = 2 esetet az n = 3 esethez hasonléan definialni.

9.7. feladat. Az Q = [0,1] tortan az N = {1,2,3,4} személyek osztozkod-
nak. A személyek tortaszelet értékels eloszlasfiiggvényei Fy(x) = min{2z,1},
Fy(z) = min{3z,i(z+1)}, Fs(z) = = é Fy(z) = max{% 22— 1}
(x € [0,1]). Hatarozza meg az aranyos elosztast a Banach—Knaster-eljarassal!

9.8. feladat. Legyenek Fy(z) = ¥z, Fa(x) = J/z, F3(z) = 22 és Fy(x) =
= z az 1,2,3,4 személyek tortaszelet értékels eloszlasfiiggvényei (z € [0,1]).
Hatarozzon meg egy aranyos elosztast az Even—Paz-eljarassal!
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9.9. feladat. Az Q = [0,1] tortan az N = {1,2,3,4} személyek osztozkod-
nak. A személyek tortaszelet ertekelo eloszlésfiiggvényei Fi(x) = min{2z,1},
Fy(z) = min{3z,3(z+1)}, F3(z) = = é Fy(z) = max{% 3z- 1}
(x €10,1]). Hatarozza meg az aranyos elosztéast az Even-Paz-eljarassal!

9.10. feladat. Az Q = [0,1] tortan az N = {1,2,3,4} személyek osztozkod-
nak. A személyek tortaszelet értékels eloszlasfiiggvényei Fy(z) = z, Fa(z) =
=z, F3(z) = 2% — 1 és Fy(z) = 22 (z € [0,1]). Hatdrozza meg az aranyos
elosztéast az Even—Paz-eljarassal!

9.11. feladat. Sziikséges-e az n = 2 és n = 3 esetekben az Even—Paz-eljarast
kiilon definialni?

9.12. feladat. Legyenek F(z) = J/x, Fo(z) = /z, F3(x) = x, Fy(z) = 23
és F5(z) = x az 1,2,3,4,5 személyek tortaszelet értékels eloszlasfiiggvényei
(x € [0,1]). Hatarozzon meg egy aranyos elosztast az Even—Paz-eljarassal!

9.13. feladat. Dontse el, hogy a példa megoldasaként kapott elosztas
irigységmentes-e!

9.14. feladat. Adjon meg egy olyan haromszereplds osztozkodési probléméat,
amely megmutatja, hogy a rekurziv feloszt és valaszt eljaras nem irigységmen-
tes!

9.15. feladat. Az Q = [0,1] tortan az N = {1,2,3} személyek osztozkod-
nak. A személyek tortaszelet értékels eloszlasfiiggvenyei Fi(x) = min {2z,1},
Fy(z) =z és F3(x) = max {£, 3z — 1} (2 € [0,1]). Hatarozza meg az irigy-
ségmentes elosztast a Selfridge—Conway-eljarassal!

© Typotex Kiadd

© Tasnadi Attila



www.interkonyv.hu

Jelolések
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argmin{ f(x)|z €S}
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R4
RY

RT,
TM(Nv ta I) =

rM(N,t, x) =
S

SN

(21, 2V\T) =

3

ug

a valodi tartalmazas jele
a tartalmazés jele
a szigoru preferenciarendezés, illetve preferenciaprofil
jele
a preferenciarendezés, illetve preferenciaprofil jele
a kozombosségi relacio jele
az f fiiggvény S halmaz feletti minimumbhelyeinek
a halmaza
talmudi elosztési szabaly
a > egycsicsu preferenciarendezés csicsa
a nemnegativ egészek halmaza
a lehetséges szereplSk rogzitetett, megszamlalhato
halmaza
az N\ {i} halmaz révidebben irva
az aranyos elosztasi szabaly
nemnegativ valés szamok halmaza
nemnegativ koordindtaju valos n-vektorok halmaza
pozitiv valés szdmok halmaza
pozitiv koordinataja valos n-vektorok halmaza
> ri(N,t, ), ahol (N,t, ) egy elosztasi probléma
ieM
és M C N
(rs(N,t,x));c 0, ahol (N, t,x) egy elosztasi probléma
és M C N
a nemnegativ egész vagy nemnegativ valds szamok
halmaza
az N — S leképezések halmaza, azaz egy
nem szokasosan koordinatazott vektor, ahol
N C N a szereplk véges halmaz
> icm Ti, ahol w € SNeées MCN
(%3);cpr0 a2 adott N — S leképezés projekcioja
az M-re, ahol x € SN ¢s M C N
x barmely z € SV és i € N-re
az egyenletes nyereség elosztasi szabaly
az egyenletes veszteség elosztasi szabaly
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