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Bevezetes

A jegyzet a Tobbvaltozos adatelemzés és a Tobbvaltozos statisztikai modellezés
cimi targyak hallgatéi szamara késziilt, és a féléves kurzus soran targyalt fobb
madszereket ismerteti.

Adatokkal minden szakember talalkozik, és az adatokbol kinyerhetd informacid
értéke felbecsiilhetetlen. A személyi szamitogépek elterjedésével népszeriivé valtak
a tobbvaltozos statisztikai mdodszerek, koziiliik is elsdsorban a feltaro elemzések. A
statisztikai szoftverek konnyen és gyorsan végzik el a kért elemzést, a megfeleld
adatok kivalasztasa, a korrekt alkalmazas, valamint az eredmények értelmezése, a
kovetkeztetések levonasa id6t és odafigyelést igényel. Nem haszontalan Winston
Churchill egy mondasat idézni:

,»The only statistics you can trust are those you falsified yourself.”

A jegyzet nyolc fejezete hdrmas tagolasu:
0O a matematikai hattér bemutatasa, az alkalmazas el6feltételei,
Q az SPSS-ben elvégezhetd elemzés technikédja és
O a mintapélda eredményeinek értelmezése kdvetik egymast.

A matematikai alapok ismertetése soran kitériink az adatok ,.elékészitésére” is. Az
SPSS 20.0 valtozatan alapul az elemzési lehet6ségek bemutatasa, és a futtatas
bedllitasa mellett egy-egy mintapélda eredménytablait is megadjuk. A jegyzetben
valés gazdasdgi, pénzigyi és demografiai adatok elemzése mellett egyszerti
szampéldak is szerepelnek, amelyek az elemzési buktatokra hivjak fel a figyelmet.
Az elemzési lancok lehetOsége, a modszerek kombinalt alkalmazasa terjedelmi
okokbdl nem ker(lt be az irott anyagba.

Az el6z§ félévekben sok hallgatoval dolgoztam egyilitt a targyak keretében.
Erdeklddésiik, osszegylijtott adataik és elemzéseik sokat segitettek abban, hogy
elkészilljon a jegyzet. Név szerint is kdszoném Agoston Kolosnak, Csicsman
Jozsefnek és Kovacs Eszternek, hogy figyelmesen elolvasték, javitd oOtleteikkel
gazdagitottdk az anyagot. Minden, a szdvegben maradt esetleges hiba és
pontatlansag arra var, hogy a kurzus hallgatdi jelezzék nekem!

A lektor munkajat és a TAMOP &ltal nydjtott tamogatést kildn is kdszonom.

Budapest, 2013. szeptember
Kovdcs Erzsébet
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1. Leird es feltard adatelemzés

A tobbvaltozés adatelemzés alapja az ,,adat”, ami a szamitogépes elemzés érdekében
matrixba rendezett. Szokasos elrendezése szerint soraiban talaljuk a megfigye-
léseket, és az oszlopok tartalmazzak a megfigyeléseken mért valtozokat. Ezért a
tobbvaltozos adatelemzés modszerei kozotti valasztas elbtt célszerli az adattabla
tartalmat, kitoltottségét attekinteni.

Kezd6 1épésként a bevont valtozokat egyenként vizsgaljuk meg. Szikség lehet a

s

vonatkozo elofeltevések ellendrzésére.

A valtozok jellemzOinek feltdrasa mellett a megfigyelt értékekre is forditsunk
figyelmet. A hidnyz6 adatok potlasa, a kilogd egyedek feltarasa, esetleg kisziirése is
az elemzés clokészitd szakaszaban torténik. A megfigyelt értékek csoportokra
bontasa, valamely kategdria szerinti almintdk vizsgélata is ebben a szakaszban
végezhet6 el. Az alapos, koriiltekinté leiro és feltard elemzéssel a tobbvaltozds
adatelemz6 munkank sikerét alapozzuk meg.

1.1. A valtozdk mérési skalaja

Az adatok szerzése, gyiijtése tobb mddon torténhet, ezért nem mindig mi hatarozzuk
meg a valtozok mérési skalajat. De az elemzések megkezdése el6tt at kell tekinteni,
hogy melyik valtozd milyen skalan van mérve, hiszen statisztikai mutatészamokat is
a mérési szint szerint kell valasztani.

Elméleti megfontolasok alapjan négyféle mérési szintet' kiilonboztetiink meg,
amelyeket az egyszer(ibbt6l a bonyolultabbak felé haladva ismertetiink. Kvalitativ
(mindségi) skalanak nevezziik 0sszefoglaldoan a nominalis és az ordinalis skalakat.
Kvantitativ (mennyiségi) skala az intervallum és az aranyskala.

e Nomindlis skalan mériink, ha csak megkulénbdztetést jeleznek a szamok
vagy a betik. Ilyenkor altaldban nem is egyértelmli, hogy egy-egy
kategériat mivel jeldliink. A nominalis skalan belil megkildnbéztetiink
kétértékii (dichotom) és tobb kategoriabol allo valtozokat.

0 A férfi-né megkiilonboztetésre a 0-1, az 1-2, de az F-N is teljesen
megfelel.

0 Ugyanigy példaul a budapesti keriileteket is azonosithatjuk arab
vagy romai szamokkal is. llyenkor az egymas utani szamok nem
adnak informéciot arrél, hogy melyik kerilet jobb vagy rosszabb,
s6t a szomszédos szamok sem jelentenek hasonldsagot.

! Tovabbi példak talalhatok itt: http:/en.wikipedia.org/wiki/Level_of measurement
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0 Az iranyitészamok, a telefonszamok, rendszamok stb. mind
nominalis szinten mért adatok.

Ordinalis skalan mért adat mar preferenciat is jelez. Két megfigyelés
esetén az egyenld, (leg)nagyobb vagy (leg)kisebb informaciot is latjuk a
valtozékhoz rendelt szamokbdl. A szamok kozotti kiilonbség azonban nem
értelmezhet6. Itt is hasznalhatunk kétértéki (dichotom) és tobb
kategdriabol allo valtozokat. Kétértékli ordinalis valtozé mutatja pl. a
megfelelt-nem felelt meg, az igaz-hamis, egészséges-beteg kategoriakat.
Tobb kategdriara szamos példa adhaté.

0 Az életkorokat gyakran 6téves korcsoportokban hasznaljuk, ha a
tényleges kor ismerete nem ad tébb informéaciot, vagy tul kevés
megfigyelésunk van egyedi adatok elemzéséhez.

0 A telepiiléseket megadhatjuk Ugy, hogy 1=500 f6 alatti falu,
2=500-1000 6 kozotti falu, 3=1000-2000 kozotti telepulés, és igy
tovabb. A lakénépesség létszdma szerinti kategoriakat hasznaljuk
a tényleges létszam megadasa/ismerete nélkil.

0 A jovedelemsavok, a gépjarmiivek teljesitmény kategoriak is
ordinalis adatot jelentenek, hiszen a szamok kozott aritmetikai
miivelet nem értelmezhetd.

0 Betlikkel megadott ordindlis skalat is ismeriink, pl. kiilfoldi
egyetemeken A-F koz6tt osztalyoznak, vagy az orszagkockéazatra,
tozsdei cégek mindsitésére is gondolhatunk.

0 A kérddives vizsgalatokban leggyakrabban paratlan (5,7,..) foka
ordinalis ské&lan lehet a valaszokat megadni. llyenkor a szamok
mellett szOvegesen is szerepel a valasz: 1: teljesen nem ért egyet,
2: nem ért egyet, 3: nincs véleménye, 4. egyetért, 5: teljesen
egyetért.

Intervallum skaldn mért adatok kodzott mar eltérést is szdmolunk és
értelmeziink. Az intervallum hossza a két megfigyelés kozotti eltérést
tikrozi.

O Ha az idgjarast Celsiusban mérjiik, akkor az atlaghomérséklet
valtozasat jellemezni tudjuk.

0 A fizetések vagy a hitelosszegek ismeretében az atlagos értékek és
az atlagtdl valo eltérések kiszdmitasa mellett akar a két valtozo
kodzotti kapcsolatot is jellemezni tudjuk.

0 Az egyetemi vizsgadolgozatok pontozasa is intervallum szintii
adatot jelent. Ebbdl kategoria hatarokat kijeldlve ordinalis szinten
mért osztalyzatot képezlnk.

0 Tobb mindsité cég 0-100 koz6tti pontszammal, azaz intervallum
skalan értékeli az orszagkockazatot.
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e Az aranyskala specialis intervallumskala, amelyen mért adatok kozott
kitintetett nulla pont is van, és két megfigyelés aranya is értelmezheto,
nemcsak a kiilonbségik.

0 A testmagassag és a testsuly egyarant aranyskalan mért valtozok.

0 Az életkor is aranyskalan mérhetd, hiszen a sziiletés pillanatahoz
nulla eletev tartozik.

0 A Kelvin fokban mért hémérsékletnek is van abszolut nulla foka,
ez a -273.15° Celsius.

0 Napokban, hénapokban, években mért tartamokat (befektetés,
hitel, életbiztositas jellemzésére) is aranyskalan mérunk.

Ha csak egy-egy valtozot elemziink, akkor is fontos a mérési szint pontos ismerete.
A mérési szintnek megfeleld leird statisztikai mutatok kivalasztasahoz az 1.2.
alfejezet ad Utmutatast.

A tdbbvaltozos elemzések tobbségiikben azonos mérési skalat igényelnek. Ennek
érdekében gyakran skala-transzformaciot hajtunk végre, ami fel- és leértékelés is
lehet. Magasabb szintli skalara attérni csak tobblet informacidé birtokaban lehet.
A skéla leértékelése, a kilonbségek helyett kategoriak kialakitasa sokszor hasznosan
tomoriti az informaciot. A kategdria képzés hatékony modjat a 2 fejezet ismerteti.
A konyv tovabbi fejezeteiben bemutatunk majd mas skala-transzforméacids
lehetGségeket is.

1.2. Leir6 statisztikak kivalasztasa az adatok mérési skaldja alapjan

Leiré statisztikat készitiink, ha nem allitunk fel és teszteliink hipotézis(eke)t, csak a
valtozdk és a megfigyelések jellemzése a célunk. Leggyakrabban kdzponti értéket
vagy szorddasi jellemzot szamitunk, az eloszlds alakjat mutatjuk be numerikus
és/vagy grafikus eszkdzokkel. Vizsgélhatjuk a teljes adatallomanyt egyiitt, vagy
részekre tagolva is.

Az SPSS-ben az Analyze/Descriptive Statistics mentipont alatt taldlunk harom
eljarast, amelyek tébb mutaté:

= A ,Frequencies” funkci6 valasztasaval a nominalis és ordinalis valtozdk
kategdridihoz tartozd gyakorisdgok listdzadsa valik lehetévé. Tovabba
gyakorisagokat és relativ gyakorisagokat is megad6 abrakat is készithetlink
itt.  Emellett tetszéleges skalan mért adatokat is elemezhetiink, mert
minden statisztikai mutatét felajanl ez a menlpont is valasztasi
lehet6ségként.

= A ,Descriptive” funkcié az intervallum vagy arany skalaju valtozék
leirdsara, jellemzésére csak numerikus statisztikkat szamol. Itt kérhetjiik
és menthetjlik el a valtozok sztenderdizalt értékeit.
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= Az Explore? funkciét vélasztjuk, ha almintakat is feltételeziink, vagy egy
kategoriaképzé — nominalis/ordindlis — valtozé szerint tagoljuk a
megfigyeléseket, és intervallum vagy aranyskalan mért valtozo(k)ra leiro
statisztikat készitlink. A ,,feltaras” elnevezés arra utal, hogy ez az elemzés
megel6zi pl. a két minta atlagnak egyezésére vonatkozd hipotézis
megfogalmazasat, a normalitasi teszt elvégzését, stb.

Mindegyik eljards megengedi, hogy egyszerre tébb valtozo6t valasszunk ki, és ezek
mindegyikére elvégzi az Osszes altalunk kért miiveletet. Ezért célszerli egyszerre
csak azonos mérési szintli valtozokat felsorolni, igy csak a szakmailag korrekt
eredményeket allitjuk eld.

Az 1.1. tablazatban dsszefoglaljuk azt, hogy melyik SPSS mentipontban talalhatdk
meg a leird statisztika eszkdzei a mérési skalak szerinti bontasban. A magasabb
szintli mérési skalakon az el6z6 skalakhoz rendelt eljarasok mindig alkalmazhatok.
D jeldli a Descriptive, F a Frequency és E az Explore funkciot.

1.1. tblazat: Elemzési célokat megvalosito funkciok

Cél / Skala Nominalis Ordinalis Intervallum/arany
Kozponti Modusz F, E Modusz F,E Atlag F,D,E
tendencia Median F, E

Minimum,
Maximum F,D,E
Sz6rodas Gyakorisag, Terjedelem F,D,E | Szo6ras, variancia,
i iS4 - sztenderd hiba F,D,E
lr:elatlv gyakorisag Interkvartilis z i
terjedelem E
Eloszlas - - - Ferdeség,
numerikus csucsossag F,D,E
Normalitasi teszt E
Eloszlas - Gyakorisagra Stem&leaf E Hisztogram F, E
grafikus oszlop- és boxplot E
kérdiagram F

A legfontosabb leird statisztikai mutatokat roviden attekintjiik, és a képleteket is

megadjuk.

? Az Explore nemcsak almintak 6sszehasonlitasara alkalmas. Egyetlen homogén

minta esetében a Descriptive-vel azonos eredményeket ad, tovabba nyesett

atlagot is szamol.
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— 1 n
Mean: szamtani atlag, X = —Z X; , ahol na megfigyelések szama (1.2)
i=1

Az elméleti varhato érték (m) altalaban nem ismert. Ertékét az (1.1) szerint
szamitott mintabeli atlaggal ( X ) helyettesitjlk.
Range: terjedelem= maximum-minimum

Variance: szorasnégyzet, a sokasagban: o° , ennek mintabeli becslése s* és gyoke
a sz0ras, s. A széras angol neve standard deviation, réviden: Std. dev.

§? = Z(:f_l)() (1.2)

S
Std.Error: az atlag sztenderd hibaja: 9 vagy becslése — (1.3)

n Jn
(- m)’

= Skewness: ferdeségi mérték, képlete: y, = 01—

0_3
A ferdeség negativ értéke balra hosszan elnylo eloszlast, a pozitiv értéke pedig
jobbra elnytlo eloszlast jelez. Ha nulla kozeli a mutato, akkor szimmetrikus az
eloszlés. (De itt ne csak a normalis eloszlasra gondoljunk, mert az U alakd
eloszlas is szimmetrikus.)
. . 6n(n-1 N "
A ferdeség variancidja = ( ) . E variancia gyoke: SE(;/l)
(n—2)n+1)n+3)

szerepel ,,standard error” elnevezéssel az eredményeket bemutatd 1.2. tablaban.

A nZ(xi _;)3

A ferdeseg torzitatlan becslese y, = —~—~~——~— (1.4)
(n—1)n-2)s®

A nullhipotézis szerint a ferdeség=0. A ferdeségi mutaté és a sztenderd hiba
hanyadosat hasonlitjuk az (n-1) szabadsagi foku Student eloszlas kritikus
értékéhez.

A ferdeséghez tartozo t-teszt képlete: t =y, / (1.5)

SE(71)

°Y (¢, - m)

4
(o2

eloszlas esetében = 3. Ezt levonva kozvetlenil (j» - 3) alakban kapjuk a mutatot
az SPSS-ben. Mas gépi programok ezt ,,kurtosis excess” néven adjak meg.

Kurtosis: csticsossag, mérészama: v, = , értéke sztenderd normalis
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2
2
A csUcsossag varianciaja = 4(n _1XSE(7/1 )] . E variancia gyoke szerepel

(n-3)n+5)
standard error” elnevezéssel az 1.2. tablazatban.

A cslicsossagi mutato torzitatlan becslése:
—\4 —\2
’ - n(n+1)Y (% —x) =3(n- 1)[2 (% - x) ]2 (16)
? (n—=1)n-2)n-3)s*

A cslicsossagi mutaté és a sztenderd hiba (SE(;/2 )) hanyadosét hasonlitjuk az (n-
1) szabadsagi foku Student eloszlas kritikus értékéhez. A cslcsossagi mutatohoz

tartozo t-proba keplete: t =y, AE(?/ ) .7
2

A pozitiv csucsossag a normalis eloszlas striségfiiggvényénél hosszabb, vastagabb
farok részt, a kdzponti érték koriili tomoriilést vagy mindkettdt jelezheti. A negativ
érték lapult eloszlasra utal, amelynek a haranggérbénél révidebb, vékonyabb farok
része van, és kézépen sem slirlisddnek a megfigyelések.

A lapultsdg minimalis értéke —2, mert a ferdeség és a cslcsossag mértéke kozott
fennall a kovetkez6 egyenl6tlenség: csticsossag > (ferdeség’ — 2)

A ferdeség csak az egyik oldalon, a csticsossag a mindkét oldalon eléforduld extrém
értékek el6fordulasat jelezheti. Az extrém, outlier megfigyelések nagy hatéssal
lehetnek az atlagra és a szdrasra, ezért érdemes grafikusan (példaul hisztogramon) is
megnézni a valtozok alakjat.

= A mintaatlag ferdesége: 7/1/\/ﬁ és csucsossaga: ¥, /N. A mintanagysag
novelésével csokken a ferdeség, és még gyorsabban csdkken a cslicsossag.

Van néhany egyszerli, de hasznos nagysagrendi Osszefiiggés a leird statisztikdk
kodzott, amire itt felhivjuk a figyelmet.

o  Szimmetrikus eloszléas esetén az atlag=median=moédusz, mig eltérésiik
ferde eloszlésra utal.
e Pozitiv ferdeségii az eloszlas, ha mdédusz<medidn<atlag, és negativ
ferdeségii, ha atlag<median<modusz all fenn.
e A median kevésbé érzékeny az adathidnyra és a sz€ls6 értékekre, mint
az étlag.
e A terjedelem kozelit6leg a szoras négyszerese.
Az SPSS nem szamol relativ_szérast, amely a szdras és az atlag hanyadosa. A
Csebisev egyenldtlenségen alapuld hiivelykujj szabaly alapjan magas a szorés, ha ez
az arany meghaladja a kett6t. Ez arra utal, hogy az adatrendszerben tobb alminta
lehet, ezek feltarasat grafikus modszerekkel érdemes elvégezni.
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A pénziigyi adatokban altalaban a szorés a kockazat mértéke, a biztositasban pedig a
relativ szoras méri a kockazatot. A relativ sz6ras alkalmazasat indokolja az is, hogy
igy a kiilonb6z6 mértékegységet kikiiszoboljiik, tehat pl. kiilonbdzé valutanemben
kifejezett valtozOk szorasa is igy vethetd Ossze.

Ha egy valtozonak nagy a szordsa, akkor ez a valtoz6 mentén megval6sithato
nagyobb szeparaciés képességet jelzi. Az alacsony széras az atlag korul
koncentralédo (altalaban csicsos eloszlast) megfigyelésekre utal.

A ,,Descriptive” a sztenderdizalt ,,z-score” valtozék elmentését is lehetévé teszi.
A zérus atlagu és egységnyi szérasu Uj valtozé ferdesége és csucsossdga nem
véltozik meg.

X — X
z, = (1.8)
S

Normalis eloszlas (és/vagy nagy minta) esetén a kozponti hatareloszlas tétel alapjan
X—m

s/+/n

pedig (n-1) szabadsagfoku Student t-eloszlast kdvet.

a sztenderdizalt valtoz6 Z; = standard normalis eloszlasl lesz, kis mintara

Tobb érv szol a valtozok sztenderdizalasa mellett. A mértékegység kikiiszéholése,
az ismert atlag és széras kulondsen akkor hasznos, ha tobbvaltozos elemzést
végziink, azaz egyszerre tobb valtozot hasznalunk.

A fejezet végén odvjuk az olvasot attol, hogy barmely programcsomagot
mechanikusan alkalmazzon. A szoras mintabol torténd becslésekor az SPSS-ben (n-
1) szerepel a nevezdben, akar kicsi a minta, akar nagy. A csucsossagi mutatobol —
elbzetes figyelmeztetés nélkiil — levonja az SPSS a sztenderd normalis eloszlasra
jellemz6 harmat. Az R-ben pedig a >range(x) mentipont nem a terjedelmet adja meg,
hanem a minimum és a maximum értékeket irja ki egymas mellé.

1.3. Leiré statisztikak kiszamitasa és értelmezése

A szamitasi eredményeket a megismételhetdség érdekében az SPSS mintapéldak
kozott taldlhaté World95.sav adathalmazon mutatjuk be, amely 109 orszag adatait
tartalmazza. Az elsé Iépésben a férfiak és ndk varhatd élettartamara késziltek
szamitasok. Ezek az informéacidk a befektetési dontések, pl. az életjaradék és
kuléndsen a nyugdij szdmitasahoz fontosak. Bar nem szerepel az adat nevében, ezek
a sziletéskor varhatd élettartamok, és a két nemre szamolt atlagok kdzott a vilag
minden orszagaban eltérés van. Az 1.2. tablazatban a Frequency-ben készitett
részeredmények lathatok.

Hianyzd adat nincs erre a két valtozora, a median természetesen megegyezik az
50%-os percentilissel, és figyelmeztetést kapunk, hogy tdbb mdéduszl a nék varhato
élettartamat mérd valtozo. A negativ ferdeség a hisztogramon (1.1. abra) is lathato,
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tehat a magasabb varhaté élettartam értékek a gyakoribbak. Az (1.4) szerinti
ferdeségre szamolt (1.5)-beli t-teszt értéke -5 korili, azaz minden szokasos
szignifikancia szint mellett elvethetd, hogy szimmetrikus az eloszlas, hisz értéke
nem nulla. A cslcsossag/lapultsdg értéke nem tér el szignifikdnsan a zérustol,
mindkét nemre a t-teszt kisebb, mint egy. Nem koncentralodnak tehét tilzottan a
varhaté élettartamok az atlag korll. Az élettartamok 6sszege (Sum) nem hordoz
Iényegi informacidt.

A percentilisek és a kvartilisek alapjan megallapithatd az élettartam eloszlasok tobb
jellemzéje. FErdekes az, hogy a legalacsonyabb életkilatasi 10 szazaléknyi
népességnél 2 évnyi élettartam eltérést kaptunk, mig a legfelsé 10 %-ban mar 6 év a
ndk javara a kiilonbség.

1.2. tabl&zat: Frequency-ben eléallitott eredmények

Statistics

Average Average
female life male life
expectancy expectancy

N Valid 109 109
Missing o o
Mean 70,16 64,92
Std. Error of Mean 1,01 ,89
Median 74,00 67,00
Mode 752 73
Std. Deviation 10,57 9,27
Variance 111,76 85,98
Skewness -1,109 -1,080
Std. Error of Skewness ,231 ,231
Kurtosis ,213 ,336
Std. Error of Kurtosis ,459 ,459
Range 39 35
Minimum 43 41
Maximum 82 76
Sum 7647 7076
Percentiles 10 52,00 50,00
20 59,00 57,00
25 66,50 61,00
30 68,00 63,00
40 70,00 65,00
50 74,00 67,00
60 76,00 69,00
70 78,00 71,00
75 78,00 72,50
80 79,00 73,00
90 80,00 74,00

a. Multiple modes exist. The smallest value is shown
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Average male life expectancy

20

10

Frequency

o

40,0 425 450 475 50,0 525 550 575 600 625 650 675 700 725 750

Average male life expectancy

Std. Dev = 9,27
Mean = 6,9
N =109,00

1.1. abra: Hisztogram és a normalis eloszlds stiriiségfiiggvénye

Az 1.3. tablazatban a Descriptive-ben el

"o

(0]

allitott valamennyi részeredményt

bemutatjuk. Ertékeik természetesen megegyeznek azokkal, amiket a Frequency-ben
kaptunk, csak elrendezésiik mas. Itt is t6bb valtoz6 kérhet6 egyszerre, de statisztikai
0sszehasonlitast most sem végzink.

Azt a szembetiind kiilonbséget, ami a férfiak és a ndk varhat6 élettartama kozott
lathato, a konfidencia intervallumok 6sszevetésével vagy t-probaval lehet tesztelni.

1.3. tablazat: Leiro statisztikak

Descriptive Statistics

Average female | Average male

life expectancy | life expectancy | Valid N (listwise)

N Statistic 109 109 109
Range Statistic 39 35
Minimum Statistic 43 41
Maximum Statistic 82 76
Sum Statistic 7647 7076
Mean Statistic 70,16 64,92
Std. Error 1,01 ,89
Std. Deviation Statistic 10,57 9,27
Variance Statistic 111,762 85,984
Skewness Statistic -1,109 -1,080
Std. Error ,231 ,231
Kurtosis Statistic ,213 ,336
Std. Error ,459 , 459
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Az (1.8) szerinti sztenderdizalas nem csak a mértékegység kiszlirése miatt hasznos,
hanem az dsszehasonlitast is segiti. A pozitiv értékek atlag feletti, a negativok pedig
atlag alatti eredeti értéket jeleznek. Ezeket két vagy tobb valtozd mentén egyszerre
is lathatdva tudjuk tenni egy pontdiagramon (Scatter plot), ahogy ezt az 1.2. abra
mutatja. Mivel behuztuk az atlagokat jelzd koordinata tengelyeket, a négy sik
negyedben jol tudjuk jellemezni az orszagokat. Az elsé sik negyedben a mindkét
valtoz6 szerint atlag feletti értékkel rendelkezd orszagokat latjuk. Magyarorszag és a
szomszédos orszagok a harmadik negyedben helyezkednek el, azaz az egy fore jutd
GDP és a népesség novekedése szerint is atlag alatti értékek jellemezték térséglinket
1995-ben.

Az is szembetlind az 1.2. abran, hogy negativ el6jelii, bar nem teljesen linearis a két
valtozo kapcsolata, és kevés olyan orszag van, ahol mindkét valtozd az atlag felett
van.

Erdemes figyelni arra is, hogy az eredeti adatokban a GDP/f5 valtozo terjedelme és
szorésa joval nagyobb, mint a népesség ndvekedés szazalékos adatanak terjedelme.
A sztenderdizalt valtozOk terében a terjedelem éppen forditott nagysagot mutat,
mikozben mindkét atlag 0 és a szdrasok egységnyiek, ahogy ez az 1.4. tablazatban

lathato.
1.4. tablazat: Az eredeti és a sztenderdizalt valtozok jellemzoi
Descriptive Statistics
Std.
N [ Minimum | Maximum | Mean Deviation

Population increase (% per 109 -3 5,2 1,682 1,1976
year))

Zscore: Population increase 109 |-1,65535| 2,97072 ,000 1,000

(% per year))

Gross domestic product / 109 122 23474 |5859,98| 6479,836
capita
Zscore: Gross domestic 109 | -,88551 | 2,71828 ,000 1,000

product / capita

Valid N (listwise) 109
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Hazi feladat: Bizonyitandd

a) Az eredeti és a sztenderdizalt valtozok ferdesége és cslcsossaga
megegyezik.

b) Normalis eloszlasi alapsokasdg esetében az s és a \/ﬁ(x—m)
fuggetlenek, ezért korrelaciojuk zérus.

c) TetszOleges eloszlds esetén az S és a \/ﬁ&—m) két tag kozotti

korrelécio="1 , €z a normalitastol valo eltérést is jelzi.
NV, +2

1.4. Az extrém pontok és az alminték statisztikai elemzése

Két valtozo statisztikai jellemzoéinek Osszevetése, az egyedi, extrém értékek
azonositasa és az adatallomanyban lev§ almintak, kategdriavaltozok (factor) mentén
képzett csoportok vizsgalata az Explore meniipontban végezhet6 el. Az itt el6allitott
(az 1.2. és 1.3. tablazattal megegyez6) eredményeket nem mutatjuk be ismét, csak
azokat, amiket tébbletként kapunk.

a) Konfidencia intervallum (1-a) megbizhatosagi szinten: X*tt,,,

S
1(n—1)'ﬁ

képlettel szamolhaté. A megbizhatosagi intervallum szélességét a sztenderd hiba
mellett a t-statisztika is befolyasolja. A megfigyelésszam novekedésével csokken
mind a sztenderd hiba, mind a t-érték, tehat nagyobb mintaban szitkebb
intervallumot kaphatunk.

A ndk varhato élettartamara az also és fels6 hatar: 68,15-72,16 év, a férfiak adataira
63,16-66,68 év adodik. A két intervallum nem fedi at egymast, ezért a megfeleld
tesztek elvégzése nélkiil® is mondhatjuk, hogy jelentds, statisztikailag szignifikans
az eltérés.

b) Trimmed mean, azaz nyesett atlag: a nagysag szerint sorba rendezett
megfigyelések kozépso 90 szazalékdra szamitott dtlag. A rendezett minta két végén
5-5%-ot elhagyunk. Szimmetrikus eloszlas esetén a kdzonséges és a nyesett atlag
megegyezik. Nem normalis eloszlas és extrém értékek eldfordulasa esetén az igy
szamitott atlag értelmezése javasolt. A varhato élettartam adatokra a férfiak esetében
65,59, a néknél 70,96 a nyesett atlag. Mindkét eloszlas erdsen balra ferde, ezért a
nyesett atlag nagyobb, mint a k6zénséges szamtani atlag.

A nyesett atlag szamitasanak két valtozata van:

% igy a tesztelés elbfeltételeit sem kell ellenérizni. A normalis eloszlas példaul a ferdeség
miatt nem &ll fenn.
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0 Haa nyesés soran (0,05n) egész, akkor ennyi megfigyelést hagyunk el, és a
fennmarado értékek egyszerii Osszege a nyesett atlag szamlaloja. A
nevezében pedig (0,9n) all.

0 Ha (0,05n) nem egész szam, akkor k és (k+1) egészek kozé esik. Az els6 k
és az utolso k darab megfigyelést elhagyja a gép, a (k+1)-edik elem és az
(n-k)-adik elem sulya pedig a zéréjelben all6 két tag minimuma lesz:
min(k+1-0,05n; 0,05n-k) a szdmtani atlag szamitasakor. A koztes
megfigyelések sulya egy.

c) A centrumtdl tavoli megfigyelések stlyozasa M-esztimatorok alkalmazasaval is
torténhet. (Nem elhagyjuk a tavoli értékeket, hanem csdkkend sulyt adunk nekik.)
Az M-esztimatorok révén becsilt ,korrigalt atlagok™altalaban az atlag és a median
kozé esnek, nem rangsorolhatdk, nem mondhat6é meg, hogy melyik a jobb.

Az esztimatorok képzése a helyzeti kdzép (T) becslése utan kovetkezik. A helyzeti
kozepet az alabbi egyenlet megoldasaval kapjuk:

K
X =T
z f, P (— ) =0, ahol f; a gyakorisag, s ,,szoras” és y paratlan fliggvény.
i-1 S

Az egyenlet masik alakja:
K =T =T
fi(x' )w(x j=0,ahola)(u)=\y(u)
=y S S u

A gyakorisagokkal szorzunk, hogy T kifejezhetd legyen:

k
X\ (x-T fi (% -T
fi L @ ! _T Z ! [0 ! = 0
= S S S S
Atrendezve T az x adatok sulyozott atlaga:

3 fxa( ;Tk
2 fo )

X — Ty
S

Latjuk, hogy T csak iteracidval adhatd meg, a Ty.; kifejezheté a Ty —bdl. To-t

nem adja meg az SPSS leirasa, de ez az érték altalaban a median.

)
Tk+1

Az iteracio ledll, ha

T

i) [T,.. ~T,| <0005 “T”k vagy

i) k>30.
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A helyzeti kozéptdl valo eltérésbol rezidualist kapunk. A rezidualis szamlaloja a
mediantol vald eltérés, mig a nevezdje a minta medianjatol valo abszolut
értékes eltérések medianja.

J X -T X; —Median(x)
' s Median|x; — Median( )|

Az o(u) fiiggvény - mint stly - a rezidualis nagysagahoz kapcsolddik. Az
SPSS-ben a suly megvalasztasara elérhet6 c1)-c4) eljaras a kidolgozoirol kapta
a nevét.

c1) Huber esztimatoraban:

w@a)={ 1, hau|<1339

(1,339/u;)sgn(u;),  haju;|>1,339

Itt 1,339-t61 valtozo eldjellel csdkkend, elbtte pedig 1 a suly.

c2) Tukey két sulyt haszndl. A 4,685-nél nagyobb abszolut értéki,
sztenderdizalt rezidudlisra 0 sulyt ad, a kisebbekre pedig a centrumtol valé
tavolsaggal forditott aranyos a suly.

u;
4685

o(u;)=1—( )?.ha |u;| <4685, és 0 kiilénben

c3) Hampel sulyfiiggvénye 4 szakaszhol all:

a) Aslly o(U,)=1haaz |ul<17

b) a)(ui):E-sgn(ui),haal,klui|33,4
u;
c) o(u )—E-Msgn(u ), haa3,4<|ui|<8,5
" u; 85-34 RO

d) Ha pedig az | u; |>8,5 akkor a suly = 0.
c4) Andrews szinusz fliggvényt javasolt, ebben nincs torés.

134rn . 7-U;

Astly o(u. )= sin . ha |u;| <1,34%n (~4,2).
y o(U;) U (1134”) n (~4,2)
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1.5. tablazat: A ,.korrigalt” atlagok szamitasa

M-Estimators

Huber's M- Tukey's Hampel's M- | Andrews'
Estimator® Biweight” Estimator® wave®
Average female 73,06 74,51 73,09 74,55
life expectancy
Average male life 66,85 67,30 66,44 67,33
expectancy

a. The weighting constant is 1,339.
b. The weighting constant is 4,685.
c. The weighting constants are 1,700, 3,400, and 8,500

d. The weighting constant is 1,340*pi.

A negativ ferdeség miatt mindkét valtozéra mind a négyféle korrigalt atlag
meghaladja a szamtani atlagot, sot a nyesett atlagot is. A ndk varhat6 élettartamanak
minden M-esztimatora magasabb a 95%-os konfidencia intervallum fels6 hataranal,
mig a férfiakra szamolt Hampel-féle érték beleesik a konfidencia intervallumba.

Az élettartambecslés pontossaga azért kiemelten fontos, mert a fejlett orszagokban
ez a mutatd folyamatosan emelkedik. Két megallapitast tehetiink ebben a
szakaszban:

- FErdemes évrél évre friss adatokat gyiijtve megismételni a szamitasokat.
- Célszert a fejlett és a fejlodd orszdgokat kiilon csoportban vizsgalni, hogy
homogénebb almintéink legyenek.

d) Interquartile range: interkvartilis (belsd) terjedelem, a felsé kvartilis (75%) és
az alsé kvartilis (25%) kozti kulénbség: IQR=Q3; —Q; , és ez a doboz diagram (box-
plot) dobozanak magassagat adja meg.

A vérhatd élettartamokra 1.3. abran lathat6 a kézés doboz-diagram, eredeti nevén
Box-plot. A doboz k6zepén levé vonal a median, a dobozban a megfigyelések 50%-
a talalhatd. A doboz alja: az els kvartilis: Qq, teteje a fels6 kvartilis: Qs.

Felfelé¢ és lefele addig huzzuk a vonalat, amig az alabbi kettd koziil az els6
bekovetkezik:

© Typotex Kiado
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- elérjik a tényleges maximumot vagy minimumot,

- fel/llemérjiik az interkvartilis terjedelem 1,5-szeresét.
A fenti tartomanyon kiviil es6 megfigyelés outlier (jele: o).
A kilogé (Outlier) pontok tartomanya:

alul: Q; - 3IQR; Q; - 1,5IQR

felul: Q; +1,510R; Q3 +3IQR

A haromszoros interkvartilis terjedelemnél tavolabbi megfigyelések az extrém
pontok (jelik:*):

alul: x <Q; - 3IQR
feliil: x > Q3 +3IQR

Bar az é¢lettartam kvartilisek eltéréek, kiilonbségiink mindkét nemre 12 év, ezért a
dobozok magassaga azonos. Az eloszlasok ferdék, ezért a vonalkak hossza felfelé és
lefelé eltérd. Az outlier orszdgok szdmmal vagy névvel irathatok ki. Itt csak lefelé
vannak kil6gé — nagyon alacsony varhato élettartamd orszdgok — melyeket az
orszagnév-cimkék azonositanak. Az 1.3. dbraba behuztuk a férfi median életkort (67
év). Szembetlind, hogy a ndk also kvartilise is a férfi-median vonal felett van. Azaz
az orszagok 75%-aban tovabb élnek a nék 67 évnél, mig a férfiaknal csak 50% ez az
arany.

901

8571

T
T

70

657

60

5571

Burundi
50 Q
Burkina Faso

0
TanzaniaQ "
45 nt. AfriR Ru dJaﬂb'a
ZambigZafghanistan an a8
Uganda Cent. AfriRey

40 Tanzania Uganda

T T
Average female life expectancy Average male life expectancy

1.3. abra: Doboz diagram 2 valtozéra
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e) Az extrém értékek listaja minden valtozéra az 5 legnagyobb és az 5 legkisebb
megfigyelést sorolja fel akkor is, ha ezek nem valoban kilogé pontok. Az ,.extrém”
listat 0ssze kell vetni a box-plottal vagy a stem&leaf abraval, hogy a tényleges bels6
tavolsagokrol meggy6z6dhessiink.

f) A Stem&leaf abra a gyakorisdgokat adja meg, és felsorolja az egyes
osztalyokban® eléfordulo értékeket. A megfigyelt érték utolsd szamjegye a levél
(leaf). Errdl az abrardl példaul azonnal megéllapithatd, hogy a 75 éves kor mellett a
nék masik modusza a 78, mert mindkettd 9-9 orszagban fordul eld. (1.4. dbra)

Nagyobb minta esetében egy-egy levélke tébb (egymashoz kozeli) esetet jelképez. A
minimum vagy maximum el6tti szakadast, és a terjedelmen beliili iires kategoriakat
is lathatjuk egy ilyen abran. is lathatjuk egy ilyen abréan.

Average female life expectancy Stem-and-Leaf Plot
Frequency Stem & Leaf
9 Extremes (=<50)
3 5. 223
3 5 . 455
2 5. 77
5 5 . 88889
1 6 . 3
3 6 . 455
6 6 . 677777
7 6 . 8888899
6 7 . 000001
6 7 . 222333
14 7 . 44444555555555
11 7 . 66666777777
16 7 . 8888888889999999
14 8 . 00000001111111
3 8 . 222
Stem width: 10
Each leaf: 1 case(s)

1.4. abra: Stem-and-leaf gyakorisagi abra

* Ordinalis skalan mért adatok is megjelenithetdk igy.
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Hazi feladat: Bizonyitanddak az alabbi allitasok:

e Anyesés hatasara a valtoz6 szorasa biztosan csokken.
e A nyesés utdn az atlag lehet azonos, kisebb, s6t nagyobb is, mint az eredeti
adatok atlaga.

1.5. A normalitasvizsgalat numerikus és grafikus modszerei

A normalitds vizsgalatanak két mutatészamat, a ferdeség és a csUcs0ssag
mérészamait mar ismertettik az 1.2. alfejezetben. Mindkettére nullhipotézist
allitottunk fel, és t-teszttel vizsgaltuk a normalis eloszlastol valo eltérés mértékeét.

Bar az SPSS nem szamolja, a ferdeség és cslcsossag részeredményeinek
ismeretében kénnyen meghatérozhaté Jarque-Bera — normalitas tesztje®, ha a
mintabdl becsilt ferdeség (4) és cslicsossag (6) négyzeteit dsszegezziik az alabbiak
szerint, ahol n a minta mérete:

n 1
JB=5[712 +anj

A JB teszt hasznélata csak nagy minta® esetén ajanlott, és a JB értékét a khi-négyzet
eloszlassal vetjiik egybe. A teszt szabadsagi foka kettd, hisz két négyzetszamot
adunk Ossze.

Eredményeink alapjan (JB_férfi= 21,702 és JB_n6=22,549) mindkét valtozora el
kell vetni a normalitasi feltevést, hiszen a khi-négyzet kritikus értéke 5,99 (ha a
szabadsagi fok=2 és p=0,05)

Ha a minta elég nagy, akkor y* probat végezhetiink annak a hipotézisnek a
tesztelésére, hogy a valtozd normalis eloszlast kévet. Az SPSS két normalitas tesztet
szamol a leird statisztikak kozétt. A Shapiro-Wilks tesztet értékeljiik n<50-re,
nagyobb mintdra a Kolmogorov-Szmirnow teszt szamitott értéke alapjan
kovetkeztetunk.

1.5.1. Kolmogorov-Szmirnov préba

Itt az empirikus eloszlas fiiggvény és a normalis eloszlas dsszevetését ligy végezzilk,
hogy a sokasagi varhaté értéket és a szorast is a mintabol becsiljik. Ezt a valtozatot
Lilliefors 1967-ben javasolta.

Az adatokat nagysag szerint sorba rendezzik, majd standardizaljuk:
z(i):(x(i)—x)s. Ehhez a z-hez tartozd sztenderd normalis eloszlas

® Okonometriabol is ismert lehet a JB teszt: Jarque, Carlos M. és Bera, Anil K. (1980).
"Efficient tests for normality, homoscedasticity and serial independence of regression
residuals”. Economics Letters 6 (3): 255-259.

® Mivel 109 adatbol dolgozunk, alkalmazhat6 a J-B teszt.
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fuggvenyertéke: @(z ). Az empirikus eloszlasfiiggvény lépesds fliggvény, 0 és 1
kozott i/n értéket vesz fel.

igy Di=|iln-®(z () | eltérések maximuma, max D, lesz a teszt fiiggvény értéke.
Szabadsagi fokan, azaz a megfigyelések szémal,

A nem-parametrikus’ probak blokkjaban is készitheté egymintas K-S teszt, de ott a
max D, helyett Jn miax D, adcik.

1.5.2. Shapiro-Wilk W mutaté

Az SPSS dltal kozolt masik tesztet Shapiro és Wilk publikélta® 1965-ben. Itt is a
ndvekvd sorba rendezett x(;) adatokbol indulunk ki. A W mutat6 szamlalojaban levd
stlyokat (a vektor) a sorba rendezett adatok atlaga (m vektor) és kovariancia métrixa
(V) dapjan hatarozzuk meg. A teszt szabadsagi foka a megfigyelések szama.

2
n &
(Z-i—l ﬂim{i}l)
- o
Tz — )2
?HT'L;'—I
?nTlar_llar_l?n)lf'fz

W —

(ay,...,0,) = (

1.6. tablazat: Normalitas probak

Tests of Normality

Kolmogorov-Smirnov® Shapiro-Wilk
Statistic df Sig. | Statistic df Sig.
Average female life 174 109 ,000 ,860 109 ,000
expectancy
Average male life ,164 109 ,000 ,882 109 ,000
expectancy

a. Lilliefors Significance Correction

" A nem-parametrikus probak nem valamely eloszlast jellemzé paraméter becsiilt értékét
tesztelik.

8 Shapiro, S. S.- Wilk, M. B. (1965). "An analysis of variance test for normality (complete
samples)”. Biometrika 52 (3-4): 591-611. A Biometrika folydirat nagyon sok, statisztikai
szempontbol jelentds irast jelentetett meg. Az ELTE Konyvtaraban olvashatok is a régi

Ujsagok.
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Az 1.6. tablazat alapjan mindkét valtozéra elvetjilk a normalitasi feltevést®, mert a
K-S teszt empirikus szignifikancia szintje mindkét valtozora kisebb, mint 0,05.

1.5.3. Grafikus normalitas vizsgalat

Grafikus normalitas vizsgalatot™ is kapunk az Explore-bél Q-Q plot néven. Ez a
kvantilisek™ &bréja, innen kapta nevét, azaz a Q-Q-t. Ha a vizszintes tengelyen az
életkort, a fiiggélegesen pedig a sztenderd normalis eloszlas u valtozdjat abrazoljuk,

_ X=X X X o - ‘o
akkor az U = @' ®(—=) | = = —= transzforméci6 utan a normalis eloszlas(
S

valtozé értékei a 45 fokos egyenes mentén helyezkednek el, vagy az atlé koril
véletlenszeriien szorddnak.

Ha a normalitasi feltevés helyes, csak a paraméterekben tévedtiink, akkor az egyenes
helyzete mas lesz.

Ha a normalitds nem teljesiil, amint ez az 1.5. &bran is lathat6, akkor a pontok
szisztematikusan térnek el az egyenestol.

A férfiak varhatd élettartama a tesztek alapjan sem kdvetett normalis eloszlast.
Nagyon alacsony atlagéletkorban jéval tobb orszdgban halnak meg, mint ami a
normalis eloszlas alapjan varhat6 lenne. 60 korlli varhat6 élettartamot kevesebb
orszagban latunk, és 75 folott ismét magasabb a megfigyelt, mint a vart gyakorisag.
A Q-Q abrahoz megkapjuk a feltételezett és a megfigyelt eloszlas eltérését mutato
valtozatot is, melynek neve: Detrended Q-Q, és a 1.6. &bréan lathato.

° Az 1.1.4bran a hisztogramot latva biztosak lehettiink a déntésben, szinte felesleges volt a
teszt.

10 Ajanlott olvasmany a téméhoz Hunyadi LéaszI6 cikke a 2002. januéri Statisztikai
Szemlében.

A kvantilisek kozott a legismertebbek a mésodrendi kvantilis=  median, a
negyedrendii=kvartilisek, a tized-rendliek, azaz a decilisek, és a szazadrendiiek, a
percentilisek.
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Normal Q-Q Plot of Average male life expectancy
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1.5. abra: Grafikus normalitas vizsgalat Q-Q abran
Detrended Normal Q-Q Plot of Average male life expectancy
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1.6. abra: A normalis eloszlastol vald eltérés abraja
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Ha az a célunk, hogy normalis eloszlastva transzformaljunk egy ferde eloszlasu
valtozot, akkor tobb lehetdség koziil valaszthatunk.

e Szodba johet a szélso, extrém értékek elhagyasa. Ez akkor igazan hasznos,
ha kevés ilyen adatunk van, és ezek tavol vannak a megfigyelések
tobbségétol.

e A pozitiv ferdeségii mutatok logaritmaldsa vagy az adatokbol val6
gyokvonas ajanlott, ez legtébbszdr hatékonyan orvosolja a problémat.

A pénzigyi mutatok, a biztositasi 6sszegek és méas jovedelem-adatok eredendéen
pozitiv ferdeségiick, mert a kisebb értékek eléfordulasa gyakoribb. A sz¢ls6 értékek
elhagyasa alapos megfontolast igényel a pénzigyi elemzésekben. Egy kilondsen
nagy Osszegi hitelt felvevé adds vagy egy hatalmas kart bejelentd biztositott
adatainak elhagyasa az egész szamitas értelmét megkérddjelezheti!

A Transform / Compute Variable meniipontban megtalaljuk az aritmetikai
figgvények kodzott mind a tizes alapl, mind a természetes alapl logaritmust.

A WORLD95.sav-ban szereplé mutatok koziil egy fore jutd GDP pozitiv ferdeségii
(1,146, és st. hibaja 0,231) ezért transzformaljuk. A GDP/6 tizes-alap( logaritmusat
tartalmazza az adatallomany, ezért most az e-alapu logaritmust, az In(gdp)-t
készitjik el. Ha 0Osszevetjik a két transzformalt valtozoét, akkor mindketté a
szimmetrikushoz kozelebbi eloszlast kdvet, ferdeségiik azonosan -0,243 és a
sztenderd hiba 0,231.

A K-S teszt alapjan mar nincs elegendd bizonyitékunk arra, hogy a normalitast 5%-
os valdsziniiségi szinten elvessiik a 1.7. tablazat szerint, mig a kismintds W mutato
tovabbra is elvetné a normalitasi feltevést.

1.7. tabl4zat: A logaritméalés hatésa a tesztekre

Tests of Normality

Kolmogorov-Smirnov? Shapiro-Wilk

Statistic | df Sig. | Statistic | df Sig.

Gross domestic product / capita ,204 109| ,000 ,800 109 | ,000
Log (base 10) of GDP_CAP ,085|1 109| ,053 ,950| 109]| ,000
Lngdp (base €) ,085| 109| ,053 ,950( 109| ,000

a. Lilliefors Significance Correction
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Hazi feladat: Bizonyitando, hogy az x adatsorra készitett log;o(x) és az In x atlaga
¢s szorasa eltér, de a két adatsor ferdesége és csiicsossaga megegyezd lesz.

1.6. Iddsoros adatok statisztikai elemzése

Az adatel6készitéshez tartozo 1épés az id6soros adatok differenciajanak képzése is.
A pénziigyi életben szamos id6sor, pl. hozam, arfolyam adat gytlik, de az iddbeli
egymasutanisdg miatt nem tekinthet6k fiiggetlen megfigyeléseknek, és nem
stacionariusak. A differencia képzésével kikiiszoboljuk ezeket, és igy leiro
statisztikai elemzéseket végezhetiink, korrelaciot szamolhatunk, és a péaronkénti
lineéris korrelacion alapul6 tovabbi modelleket illeszthetiink.

Az adatokat az importalas utan SPSS allomanyként'? elmenthetjiik. A valtozok
mérési skalajat érdemes ellendrizni, mert nem mindig sikeriil tokéletesen az atvitel.

A szamitasokat az Indexek.xls adatadllomany megnyitasaval és importalasaval
végezhetjik el. Ebben 1999.01.07. és 2009.12.31. kozoétt hétkdznapokon 6t t6zsdei
index értékeit latjuk. A megfigyelések szdma 2753, de mivel ezek egymast kovetd
napok mért adatai, ezért nem véletlenszerii és egymdastdl nem fiiggetlen
megfigyeléseink vannak.

Az adatsorok egymastol eltéré alakulasat jol mutatja a Multiple Line Chart, ahol az
egyedi értékeket valasztva (Values of individual cases) kaphatjuk meg a 1.7. abrat.

A legnagyobb hulldmzast a BUX mutatja, mig az angol (UKX) és a német (DAX)
indexek elsé latasra is egyiittmozognak, azaz kointegraltak™.

2 Az SPSS egy munkalapos Excel allomanyt tud kdzvetleniil beolvasni, ha az els6 sorban a
valtozok rovid neve all. (A név legyen maximum 8 alfanumerikus karakter hosszd, célszerii
¢ékezet nélkiili, angol betiiket hasznalni, specialis karakterek nélkiil.)

18 Két id6sort kointegraltnak neveziink, ha egyiitt mozognak az idSben, de ok-okozati
kapcsolatot nem tételeziink fel kozottiik. Okonometria kdnyvek részletesen foglalkoznak
ezzel a mddszerrel.
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1.7. &bra: Az eredeti 5 t8zsdeindex 11 éves adatsorai

De most nem kdzvetleniil az iddsorok viselkedését elemezziik. Célunk az egymast
kovetd napokra képzett kiilonbségek elemzése. Ezek mar stacionariusok, ahogy az
1.8. dbramutatja.
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1.8. abra: Az 5 tézsdeindex elso differencidinak idésora
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Erdekes kérdés, hogy az egyes napok szerint killénbdznek-e a differencidk. Ezt
részben a panel dbrékon tekinthetjik meg (1.9. &dbra), részben az Explore-ban
factor=napok beallitdssal szamolhatjuk ki, és dobozdiagramon brazolhatjuk. (1.10.
abra) Az adott nap differenciaja az jelenti, hogy az el6z6 naprol erre atlépve hogyan
valtoztak az indexek. Tehat a hétf6i differencia a hétfs-péntek kil onbséget méri.

20007 o) —— DBUX
1000 ) — DUKX
c
o g DDJI
S — DDAX
-1000 o - = *DNKY
-2000 =
2000
| 5]
1000 ®
0 =
-1000 i
-2000-
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= 2 2
s g 3
1000 <
1000 p
-2000-
2000
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o a
-1000- o
-2000-
2000
1000 @
0] e
1000 g
-2000L— : :
1999 2003 2006
year

1.9. abra: A differenciak napok szerint bontott idésorai

Az 1.10. dbran a dobozdiagramok egymas mellett mutatjak a napokra vonatkozd
magyar adatokat. Az 6t doboz k6zepén a median vonalat 1atjuk, ami atalaban nem
zérus. Lathaté, hogy a dobozok magassaga kicsi, azaz a valtozasok 50%-a nem volt
jelentds.
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1.10. &bra: A magyar differenciak dobozdiagramjai naponként

A magyar és a német adatokbol képzett differencidkra szamolt eredmények egy
részét a ,Report” beéllitassal tomdrebb formaban tartalmazza az 1.8. és az 1.9.
tablazat. A napok kozotti atlagok eltérése mellett a relativ szérasok hatalmas értékei

érdemelnek figyelmet. A széras/atlag értékek a szazat is meghaladjak a

magyar

keddi adatokra! A magyar adatok nagyobb terjedelméhez nagyobb szoérés is tartozik

A véltozasok atlaga szerdanként a magyar és a német adatokra negativ, tehat keddrél
szerdara inkabb volt csdkkenés, mint ndvekedés. Ez a ,,fekete” szerda'* megéllapitas

mind az 6t orszagra érvényes. A japan és az amerikai atlagos differencia
még pénteken, az angol atlag pedig kedden negativ.

emellett

142008. oktdber 15-ére volt minden orszagban nagy esés, kivéve Japant. Ott masnap, oktéber

16-an érték el a valtozasok mélypontjat.
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1.8. tabldzat: BUX index elsd differencianak statisztikai mutatdi napok szerint

Case Summaries

DBUX

napszama N Mean Minimum Maximum Std. Deviation
hétfd 525 21,8571 -1165,00 1203,00 250,27327
kedd 559 2,3971 -1067,00 1049,00 241,33509
szerda 559 -13,1878 -1953,00 1654,00 275,93169
csutortok 557 3,4147 -1381,00 800,00 250,26170
péntek 552 12,8786 -834,00 1598,00 240,67750
Total 2752 5,2522 -1953,00 1654,00 252,15855

1.9. tablazat: DAX index elsé differencianak statisztikai mutatoi napok szerint

Case Summaries

DDAX

napszama N Mean Minimum Maximum | Std. Deviation
hétfd 525 2,0229 -524,00 518,00 90,73243
kedd 559 ,2755 -396,00 488,00 80,41003
szerda 559 -4,2934 -337,00 298,00 79,56389
csutortok 557 1,3591 -353,00 382,00 80,53497
péntek 552 1,9221 -343,00 327,00 78,76485
Total 2752 ,2304 -524,00 518,00 81,99164

Az 1.11. &bra a napokra szamitott atlagokat és az 1.12. abra a napokra képzett
szérasokat mutatja orszagonként. Ezek az abrak ,,Multiple line, Summaries of
separate variables” beallitassal készlltek, ahol a kategoria tengelyt a napok jelentik.

Az angol és a német tézsdei adatok nulldhoz kozeli atlagos valtozasa és legkisebb
szorasa a legszembettindbb a két abran.
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1.12. dbra: Az 6t index valtozasainak szorésaa 11 év adataibol

Hézi feladat:

A 1.8. és a 1.9. tablazat eredményeit érdemes eldallitani és attekinteni az amerikai,
az angol és ajapéan adatokrais

"

© Typotex Kiado

© Kovacs Erzsébet



www.interkonyv.hu

2. Kategoriak és kereszttablak
elemzése

Ha vizsgalt adathalmazunkban tobb valtozé van, feltételezhetd, hogy vannak
kozéttuk figgetlen valtozo-parok, és vannak olyanok is, amelyek hatnak egymasra
vagy kolcsénds kapcsolatban allnak egymassal. A kapcsolat 1étének és erGsségének
feltarasara tobb modszer all rendelkezésiinkre, melyek kozil a mérési skalak
ismeretében valaszthatunk. A legegyszeriibb eljarasok a kovetkezok:

= Két nominalis, két ordinalis vagy vegyes (nominalis és ordinalis) skalan
mért valtozdkra vonatkozd megfigyeléseket kereszttablaba rendezziik, és
fliggetlenségi hipotézist fogalmazunk meg.

=  Ordinalis skalaju valtozdékra (Spearman) rangkorrelaciot szamolunk.
= Intervallum (vagy arany) skalan mért valtozok kozétti linearis kapcsolatot
korrelacidval mérjik.
Kettonél tobb valtozo kapcsolatrendszerének vizsgalatira a késobbi fejezetekben
szereplé modszerek alkalmazhatok.

2.1. Kategoriak eloallitasa

A gazdasagi-pénziigyi elemzések tobbségében sok adatbél kiindulva képezhetd
kategéria vagy index, aminek az értelmezése konnyebb, mint az eredeti adatok
mindsitése. Ilyen példaul az orszag-kockazati besorolés, ahol a besorolasi kategoria
valtozasa, példaul egy ,lemindsités” bejelentése a részletek kozlése és ismerete
nélkil is informéaciot ad egy orszagrol.

A banki és biztositoi gyakorlatban is sok olyan adat all az elemz6 rendelkezésére,
amelyet csoportositva, kategorizalva érdemes felhasznalni. Példaként a kdvetkezok
emlithetdk:

e A hiteltorlesztésben késedelmes tgyfelek besorolasa a legalabb 30, 60 és
90 napos késedelmi kategdriaba.

e A biztositashan a kockazatelbiralas folyamata, melynek binaris kimenetele
az ugyfél kockézatdnak véllaldsa vagy elmentiponta, véllalaskor pedig
esetleg magasabb dijosztasha sorolas.

o A gépjarmii felelésségbiztositasban a bonusz-malusz rendszer fokozatai.
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e A testtdmeg index (BMI) arany skalan szamithato, hisz képlete = testsuly
(kg)/ magassag (méter)?, mégis értékelése 4 kategériaba™ sorolva torténik:

Sovany, ha BMI < 18,5

Normal testalkatt 18,5 - 24,9 kozott
Tulsalyos 25 - 29,9 kozott

Erdsen testes, talsulyos, ha BMI > 30.

Az Ugyfelek tovabbi ismert tulajdonsagai kapcsolatban allhatnak a kategéria-
besorolassal. Elemezni érdemes példaul azt, hogy az egyén neme, életkora, csaladi
allapota, jovedelme, a gépjarmi tipusa koziil melyik és milyen hatast. Itt azonban
felmertl az eltér6 mérési skalak problémaja, tovabba az, hogy elegendd
megfigyelésink van-e.

Az életkor vagy a jovedelem mérése intervallum skalan torténik, de egy-egy
életkorhoz vagy jovedelem szinthez nem feltétlenill tartozik sok egyén. Ezért
statisztikailag indokolt a skalakat transzformalni, és ordinalis mérési szinti
kategdriakba sorolni az ilyen valtozokat. A tovabbiakban a kategéridkat hasznélva a
kereszttablakat lehet elemezni.

A skdla-transzforméacié ebben az esetben a skala leértékelését jelenti, azaz
informaciot veszitlink.

Eredeti és (j skala | Nominalis Ordinalis

neve

Ordinalis SzE1s6 értékek Kevesebb kategoria képzése
Osszevonasa, kdzépso
megtartasa

Intervallum vagy Az éatlagos és az atlagtol Az atlagos és az atlagtdl felfelé

arany eltérd értekek valamint lefelé eltérd
kategorizalasa megfigyelések osztalyba sorolasa

Az értékek és a kategoriak dsszevonasara nemcsak a skala valtoztatdsa miatt keriil
sor. Sziikség lehet erre, akkor is, ha egy-egy osztalyba kevés megfigyelés kerdilt.
Erre az SPSS/Transform/Recode into Different Variables hasznalata ajanlhaté, hogy
az eredeti adatok is megmaradjanak.

A kategorizalas/diszkretizalas szamos mddon elvégezhetd. Szakmai megfontolasok
alapjan és az eloszlast megvizsgalva érdemes valasztani az alabbiak kozil.

o  Kerekitést alkalmazunk, amikor a legkdzelebbi egész szamot tartjuk meg:
az életkort is csak években mérjik, a jovedelmet 1000-re, szazezerre
kerekitve adjuk meg.

15 Sportolok, idésebbek értékelésére mas hatarok alkalmazhatdak.

© Typotex Kiado

© Kovacs Erzsébet



www.interkonyv.hu

32 TOBBVALTOZOS ADATELEMZES

e Egyenlé hosszi kategoriakat képziink, pl. 5 éves életkor tartomanyokba
soroljuk az embereket, vallalkozasokat.

e Egyenl6 gyakorisagi csoportokat hozunk Iétre, pl. kettéosztjuk a
mediannal, 10 csoportot képziink a decilisesk mentén vagy 4 csoportot a
kvartilisek szerint.

e Osztalyozassal, amikor a kategoriahatarokat eldre kijeloljik. (Ilyen a
dolgozatok pontozasat kovetden megallapitott érdemjegy is.)

o FElozetes kategoria hatarok kijelolése nélkil, a tobb dimenzidban
leghasonldbb megfigyelések csoportba soroléasaval, amit
klaszterelemzéssel *® készithetiink el.

Miel6tt az eljarasrol dontiink, érdemes megvizsgalni az adatok lehetséges tagolasat.
Ehhez felhasznalhatjuk az SPSS/ Transform/Visual binning mentipontjat, amely
grafikus és numerikus megkozelitést is alkalmazva tobbféle felosztast tud
megjeleniteni.

a) Egyenl6 hosszu intervallumokat kérve az alabbiak koz(l 2 értéket kell beirni:
- Els6é metszéspont
- Metszéspontok szama

- Intervallum hossza
b) Egyenld percentilisekre bontast kérve az egyik értéket kell megadni:

- Metszéspontok szdma (3 metszéspontra 25%-0s felosztas adédik)

- Intervallum hossza (20% megadasa 4 metszéspontot ad!)

c) Az atlag és a széras alapjan az atlag korll 1, 2 vagy 3-szoros szOrasnyi
intervallumokat valaszthatunk, ha az elzetesen abrazolt adatok hisztogramja
normalis eloszlashoz hasonl6 képet mutat.

Ha megnyitjuk a Program Files\SPSS\tutorial\samplefiles\autoaccidents.sav
adatokat, és az 500 tigyfél életkor megoszlésat oszlopdiagramon®’ abrazoljuk, akkor
a 2.1. abran lathatd, hogy érdemes a 22-68 év kozotti vezetbket kevesebb kor-
kategdriaba sorolni, mert egy-egy életkorhoz — statisztikai szempontbol — kevés
ember tartozik.

18 A Kklaszterelemzés médszercsaladot a 3. fejezetben mutatjuk be.

17 pgldankban az oszlopdiagram nem egyezik meg a hisztogrammal. A hisztogram nulla
el6fordulést jelezne 63 évnél és 65-67 év kozott, mivel nincs ezekhez az életévekhez tartoz6
ugyfél. Az oszlopdiagram csak a megfigyelt értékeket tiikrozi.
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Age of insured

30—

N
o
1

Frequency

10

o—
22 24 26 28 30 32 34 36 38 40 42 44 46 48 50 52 54 56 58 60 62 68

Age of insured

2.1. abra: A vezetdk életkoranak oszlopdiagramja

Arra érdemes figyelni, hogy ha egyenld hosszl intervallumokat készitiink, akkor a
,,k0z€épsO” kategdriaban nagyon sok egyén lesz, a széls6kben pedig nagyon kevés.

Minél csucsosabb az eloszlas, annal erételjesebben jelentkezik ez a probléma.

A statisztikai megfontolasok (legaldbb 5-10 megfigyelés essen egy intervallumba)
mellé értelmezési szempontokat is érdemes figyelembe venni. Ha altalaban 10 éves
intervallumokban kozolnek adatokat, akkor készitsink mi is ilyen felosztast. A
kezdd értéket megadva és 4 kategdriat kérve a Paste gombbal az aldbbi Syntax
utasitast allitjuk eld:

* Visual Binning.
*age.

RECODE age (MISSING=COPY) (LO THRU 28.0=1) (LO THRU 38.0=2)
(LO THRU 48.0=3) (LO THRU 58.0=4) (LO

THRU HI=5) (ELSE=SYSMIS) INTO agel0.
VARIABLE LABELS agel0 'Age of insured (Binned)'.
FORMATS agel0 (F5.0).
VALUE LABELS agel01'<=28'2'29 -38'3'39 - 48'4'49 - 58' 5 '59+'.
VARIABLE LEVEL agel0 (ORDINAL).
EXECUTE.
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Erdemes binaris kategorizalast alkalmazni a balesetek szamara, igy a
balesetmentesen vezetdket elvalasztjuk a Dbalesetet szenveddktél. Ezt az
SPSS/Transform/Recode into Different Variables funkcidjaval kapjuk: a nullak
megmaradnak, a tobbi érték 1 lesz. (A cimkébe beirhatjuk, hogy ,.egy vagy tobb™.)
Végiil pedig kereszttablaban ellenérizziik, hogy mind az 500 megfigyelés atkodolasa
megtortént, és nem veszitettiink adatot.

RECODE accident (0=0) (ELSE=1) INTO accid.
EXECUTE.

accid
one or more
zero accident accident Total
Number of accidents past 5 0 122 0 122
years 1 0 139 139
2 0 107 107
3 0 63 63
4 0 39 39
5 0 19 19
6 0 9 9
7 0 2 2
Total 122 378 500

A csoportok kialakitasa utan kereszttablaban vizsgaljuk a balesetek szama és a
vezetd életkor-csoportja kozotti kapcsolatot. Az elokészité 1épések utan tekintsiik at
a kereszttabla elemzés mddszertanat.
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2.2. Kereszttabla készitése és elemzése

Ebben a fejezetben a nominalis és/vagy ordinélis skalan mért véltozékra®® felirhat6
kombinacids tablakkal foglalkozunk, és a valtozék kozotti kapcsolatot mérjik.

2.2.1. Matematikai-statisztikai hattér

A kereszttabla elemzésekor a két valtoz6 kdzotti fliggetlenség hipotézisét vizsgaljuk,
és a fliggetlenség elvetésekor az asszocidcids kapcsolat erdsségét mérjik. A
valtozok kdzotti kapesolatrendszerre azonban szamos mas hipotézis is felirhat6.

a) Két nomindlis vagy ordinalis mérési szintli valtozd esetén kereszttablaba

rendezziik az egylittes elé6fordulasuk gyakorisagait:

Valtozok | B, | B, | ..... B, | Osszesen
A fir | o fic | my
A for | T2 my

fij m;
A fi1 e | My
Osszesen | ny [Ny [nj [ng [ n

Kétdimenzids tablara 6t modell illeszthetd.

b) A tablaban a vart gyakorisagok (F) alakulasara felirhatd6 modellek kozil a
legegyszeriibb a minimalis vagy null-modell. Ekkor a tabla minden
cellajaban egyenld gyakorisagot tételeziink fel, az Osszes megfigyelést

F.=n/rc
szétosztjuk az Gsszes cella (rc) kozott: Y (2.1)

1.Példa: Vart gyakorisagok a null-modellben

A tablaban a megfigyelt peremgyakorisagok szerepelnek, amelyek nem
feltétlenil egyeznek meg a vart gyakorisagok sor- és oszlopdsszegeivel.

Valtozok | B, B, B; Osszes
A 100/6 | 100/6 | 100/6 | 60
A, 100/6 | 100/6 | 100/6 | 40
Osszes 10 50 40 100

8 Nominalis és intervallum valtozok kozotti kapcsolat vizsgalatara példaul a
szbréselemzés alkalmazhaté.
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c) Feltételezhetjiilk, hogy a vart gyakorisagokra csak az egyik valtozo hat. Az
elsérendii hatas egyik modelljében csak a sorvaltozo hat, az adott kategoria
Osszes gyakorisagat egyenletesen szétosztjuk az oszlopok kdzétt, mert az
oszlopvalosziniiség konstans. Ekkor

Fij =m; lc (22)

2. Példa: Sorhatas modelljében vart gyakorisdgok

Valtozok | B; |B, |B; |Osszes
A 60/3 | 60/3|60/3 | 60
A, 40/3 | 40/3 | 40/3| 40
Osszes 10 | 50 | 40 | 100

d) Elsérendii modellt az oszlopvaltozé hatasara is felirhatunk, az oszlop 6sszes
gyakorisagat egyenléen elosztjuk a sorok kozott. Ekkor a sorvalosziniiség
konstans, €s a vart gyakorisag: F = n; /r (2.3)

3. Példa: Oszlophatas modelljében vart gyakorisagok

Valtozok | B; |B, |B; |Osszes
A, 10/2 |50/2 | 40/2| 60
A, 10/2 |50/2 | 40/2| 40
Osszes 10 | 50 | 40 | 100

e) Elsérendii modellt illesztiink akkor is, ha sor- és oszlopvaltozok egymastol
fliggetlen hatasat tételezziink fel. Ekkor a fliggetlenség modelljét irjuk fel,
amelyben a sor és az oszlop Osszegeket is figyelembe vesszik a vart
gyakorisag becslésekor:

Fij =m;n; /n (24)

4. Példa: Fliggetlenségi modell vart gyakorisagai

Valtozok | B, B, B; Osszes
A 60*10/100 | 60*50/100 | 60*40/100 | 60
A, 40*10/100 | 40*50/100 | 40*40/100 | 40
Osszes 10 50 40 100

f) Az egyes valtozok egyedi hatisa mellett kélcsonhatasuk, azaz masodrendii
hatas is szerepel a telitett modellben. Ez a modell teljesen a megfigyelt

gyakorisagok alapjan becsli a vart eléforduldsokat: F; = fij (2.5)

Ez utobbi esetben tokéletes az illeszkedés, az eldbbiekben viszont mérni kell a
megfigyelt és a vart gyakorisagok eltérését. Az &t modell tovabb vizsgalhatd
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loglinearis modellezéssel. Ez az eljaras terjedelmi korlatok miatt nem szerepel a
jegyzetben.

A fluggetlenség feltételezése mellett eldforduld eltérések mértékét a Pearson altal
javasolt khi-négyzet prébaval (2.6), likelihood arany teszttel (2.7) vagy linearis
asszociacios teszttel (2.8) mérjik.

) , szabadségfok: (r-1)(c-1) (2.6)

r ¢ f.
e Likelihood arny teszt: L(f)=2) > f; In—”/, sz.fok: (r-1)(c-1)
n

i=1 j=1 m;n;

@.7)

o Linearis asszociéci6 tesztje' y* =(n—1)r?, (2.8)
ahol r a linearis korrelacid. A teszt szabadsagi foka 1.

Ha a fiiggetlenség hipotézisét elvetjiik, akkor mérni kell az asszociacio szorossagat.
Erre szdmos mutatdszam létezik, kozlliik a szakmai feltételezések és a mérési skala
alapjan valasztunk. Az asszociacidos mérdszamok ismertetését az SPSS-ben elérhetd
csoportositashan mutatjuk be.

2.2.2. Kereszttabla elemzés megvalositasa az SPSS-ben:

A leird statisztikak kozott talaljuk a kereszttabla elemzést annak ellenére, hogy itt
mar hipotézisvizsgélatot®® végzink.

Analyze/Descriptive/Crosstabs valasztas utan a kdvetkezd beéllitasokat tehetjiik:

1. Sor- és oszlopvaltozo kijelélése? az elemzés célja szerint.

2. Layer: rétegekre, alcsoportokra bonthaté a kereszttabla, igy vizsgaljuk a 2

valtozo fliggését, az eredményeket is igy bontva kapjuk.

19 E7 a lineéris asszoci4cié Mantel-Haenszel-féle tesztje.

2 A7 eloszlasmentes vagy mas néven nem paraméteres tesztek csaladjaba tartozik a khi-
négyzet préba.

2 Csak nomidlis és/vagy ordinalis valtozokat véalasztunk. Intervallum/arany skélaju véltozok
elzetesen kategoridkra bontandok a Recode meniiponttal.
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A Crosstab menli STATISTICS opcié hasznélata

A) Nomindlis valtozékra szamithaté harom khi-négyzet alapl asszociacios
mérészam (2.9)-(2.11), melyek szimmetrikusak és 0-1 kdzott mérnek:

Phi =(3%/n)"? (2.9)

A (2.9) mutaté értelmezését neheziti, hogy a khi-négyzet varhatd értéke a
szabadsagfok (variancidja pedig annak kétszerese), ezért kevés megfigyelés esetén
Phi >1 is el6fordulhat.

) 1/2
Cramer-V = (Z—] (2.10)
n(q-1)

Ahol a (2.10) nevezdje az aszimptotikus sztenderd hiba: ASE(V)=
(n(g-1))™?  &s VIASE(V)~N(0,1). A (2.10)-ben g=min(r,c).

Kontingencia egyiitthaté CC = ( y%/(n+ %)) (2.12)

Nominalis _ véltozékra PRE*-alapii  nem-szimmetrikus ~ mérészamokat s
vélaszthatunk:

A Guttman altal javasolt Lambda mutaténak harom véltozata van:
1. ha B oszlopkategoria ismert és az A valtozd i. sordba esést becsuljuk, akkor

> max f; — maxm,
j

Ao = (2.12)
n —maxm,
2 haasor szerinti besorolas ismert, akkor
D" max f; —maxn,
Aoja = ! (2.13)
n—maxn;
3. szimmetrikus mutato:
D max f; —maxm, + > max f, —maxn,
A= ! (2.14)

2n —maxm; —maxn;

Goodman-Kruskal tau mértékének is 3 valtozata van, itt csak egyet irunk fel, amely
azt méri, hogy a hibavalosziniiség relativ csdokkenése mekkora, ha a sorvaltozo
szerinti kategoria ismert.

22 pPRE: Proportional Reduction of Errors= relativ hibacsskkenés= (hiba; —hiba, )/hiba; .
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”Zz f.2rm, —anz
| J J
n*->n?

j

Bizonytalansagi (Uncertainty) egydtthaté (Likelihood-arany teszten alapul6)
sor/oszlop mutat6, PRE elven mér:

D> f; log(min; /nfy)
uc=—"-= (2.16)
> m; log(m; /n)
i=1

Ty = (2.15)

A két utdbbi mutatoszam a G-K tau (2.15) és az UC (2.16) értéke aszimptotikusan
konvergdl az (r-1)(c-1) szabadségi fokl khi-négyzet eloszlashoz. Széls6értékiik:

= 0, ha az oszlop szerinti kateg6ria ismeretében nem csokken a sor-
variancia

= 1, ha az oszlop szerinti kategéria ismeretében teljesen lecsokken a
sor-variancia

B) Az ordinalis valtozdkra alkalmas mértékek nemcsak szorossagot, hanem iranyt is
mérnek, ezért értékik -1 és 1 kdzott lehet.

Gamma (Goodman-Kruskal) y=(P-Q)/(P+Q) (2.17)
ahol P=>"> S, és Q= D> > f,D; . tovabba
i=1 j=1 i=1 j=1

S az egyez@en rendezett megfigyelések szdma, azaz vagy i>k és j>I, vagy
i<k és j<I teljesil egyszerre. Az fi, —hdz képest (+) jeldli az ilyen cellakat az
aldbbi kis tablaban.

D az eltéréen rendezett parok szama, vagy i>k és j<l, vagy i<k és j>I, ezeket
f1» —hdz képest (-) jeldli az alabbi tablaban:
fio

A Somers-féle d mutatonak 3 véltozata® van, ezek az i=k és a j=I ,,egyezéseket” is
figyelembe veszik.

28 A Goodman-Kkruskal tau és a Somers d mutatok nevezdi megegyeznek.
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Ha az oszlopban van a fiiggd valtozo: dga= (P-Q)/Dy, ahol D, = n? — Z m, 2
i

2

Ha a sorban van a fliggé valtozé: das= (P-Q)/D. , ahol D, = n? — Z n,

i

Ha szimmetrikus a két valtozo: d =~ 2 (2.18)
1/2(D, +D,)
A Kendall-féle tau-b a mértani atlaggal osztja az eltérést:
P-Q
T, = — (2.19)
’ V DI’ DC
Sztenderd hibaja: ASE(t,)={(4n+10)/9(n* -n)}2 .
P—
Kendall tau-c 7, = M , ahol g=min (r,c) (2.20)
n“(q-1)

C) Tovabbi mutatok:

Kappa: (Cohen mutatoja) négyzetes tablara, csak a diagonalis elemeket hasznalja,
pozitiv értéke két dontéshozd véleménye kozotti egyezést méri.

) nzi: f. —Zmini
- n? —Zi:mini

Kockazat (Risk): 2x2 tablara szdmolhatd, ha nincs iires cella. Az elsé oszlopba
sorolés relativ kockazata (fi(fo1+f20))/(for (fiy +f1n )) mellett a mésodik oszlopba
sorolés relativ kockazata is szamolhatod, és a ketté hanyadosaként az esélyhanyadost
R=(fy; T /f15 T51) is becsli. Konfidencia-intervallumot is kapunk mindharomra. Az
esélyhanyadosra az also és fels6 hatar:

K

(2.21)

1/2
1 1 1 1
R-exp(-z_,,,v);R-exp(+z,_,,,v) ahol v= (— +—+—+ —J
fll f12 fZl f22
McNemar teszt: csak négyzetes tablara alkalmazhatd. Ismételt mérésre a valtozast
teszteli (before-after, initial-final hatasok), a diagonalison kivili elemekre épiil:
MC=f 12'f 21 (222)

(| f12 - f21| _1)2
le + le

Nagy mintara ;(2 = és df=1

Cohran és Mantel-Haenszel statisztika: csak binaris valtozokra alkalmazhato
(dichotom factor, dichotom response) egy vagy tobb kontrolvaltozo esetén. Ha

© Typotex Kiado

© Kovacs Erzsébet



www.interkonyv.hu

KATEGORIAK ES KERESZTTABLAK ELEMZESE 41

logisztikus regresszidban alkalmazzuk, akkor azt teszteli, hogy az oszlopvaltozénak
(kezelésnek) nincs hatasa:

|091&:ﬂ+ﬂi +Tj )

ij
és a nullhipotézis szerint a j index{ t 0szlopvaltozok megegyeznek.

» Korrelacids egyitthatét is szamolhatunk a kereszttabla elemzése soran, amit
kivalasztva egyuttal a Spearman-féle rangkorrelaciot (és mindkettd t-tesztjét) is
megkapjuk.

= Az eta mutatd is kérhetd, ha a nominalis valtozéonak, mint szempontnak a
hatasat mérjuk az intervallum szinten mért valtozéra.

A kereszttabla elemzésben a tesztek nagy mintara alkalmazhatdk, aszimptotikusan
kovetik a feltételezett eloszlast. Exact teszt szdmolhatdé az SPSS-ben binomidlis,
Poisson vagy hipergeometriai eloszlas feltételezése mellett, ha a megfigyelések
szama nem t6bb mint 20-30, és a valtozoknak haromnal nincs tébb kategoriajuk.

Végul grafikus abrazolast is valaszthatunk a kereszttablaban vizsgalt dsszefliggés
szemléltetésére.

Kombinalt oszlopdiagramot kérhetiink ,,Clustered bar chart” néven. A sorok
szamaval megegyezd beosztast latunk a vizszintes tengelyen, és mindegyiknél annyi
oszlop szerepel, ahdny kategorija van az oszlopvaltozonak. Az oszlopok magassaga
az egylittes gyakorisag, ami a fiiggéleges tengelyen jelenik meg.

2.2.3. 1. mintapélda

Az USA 242 felsboktatasi intézményét az iskola jellege valamint a tulajdonos
alapjan rendeztiik, és a két ismérv kozotti fuggetlenség hipotézisét teszteljiik.

A kereszttablaban nincs Ures cella, és teljesil az, hogy cellanként minimum 5
megfigyelést varunk. A celldkban a megfigyelt gyakorisdgok mellett kérhetjik a vart
gyakorisagok, a szazalékok (sor-, oszlop-, teljes) és a rezidualisok (k6zdnséges és
sztenderdizalt eltérések) feltlintetését.

Milyen tulajdonu? * iskola tipusa Crosstabulation

Count
iskola tipusa
foiskola egyetem Total
Milyen allami 6 86 92
tulajdond?  magan 33 37 70
egyhazi 53 27 80
Total 92 150 242
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A fiiggetlenség hipotézisét minden valosziniiségi szint mellett elvethetjiik, hiszen a
khi-négyzet tesztnél p<0,05 teljesdil:

Chi-Square Tests

Asymp.
Sig.
Value df (2-sided)
Pearson Chi-Square 68,2642 2 ,000
Likelihood Ratio 77,976 2 ,000
N of Valid Cases 242

a. 0 cells (,0%) have expected count less than 5. The
minimum expected count is 26,61.

Az eredmények kozott szereplé linearis asszociaciés mérték (linear-by-linear)
akkor értelmezhetdé, ha a sor- és oszlopvaltozdk természetes médon rendezettek.
Ekkor a sorokhoz u; és az oszlopokhoz v; tetszéleges szamokat rendelve, és a

gyakorisagokkal stlyozva: LL = Zzuivj fij adodik. Az dsszeget sztenderdizéalva

khi-négyzet eloszlasu statisztikat kapunk. A nullhipotézis azt mondja ki, hogy nincs
sor-oszlop interakci6. Példankban a kategoriak rendezettsége nem teljesil, ezért nem
értelmezzik.

A ,tulajdonos” valtozé nomindlis, az ,iskola tipusa” ordinalis. Vegyes kapcsolatra
az SPSS-ben nincs kiilon mérészam, ezért a nominalis valtozokra javasolt mértéket
valasztjuk. Egyes szakmakban kialakult hagyomanya van annak, hogy melyik
mérdszamot hasznaljak.

Ha azt gondoljuk, hogy a két valtozé kozott kolcsonds kapcsolat van, akkor a
szimmetrikus mutatok kozil kell valasztanuk. Osszehasonlitani két kereszttablat
csak azonos asszociaciés mérték alapjan lehet. A mérdszamok értéke altalaban
kiilonboz6. Példankban a harom szimmetrikus kapcsolat-mérték koziil kettd
egybeesik, mert az iskolatipus valtozonak két kategoriaja van, és ezért a Cramer V-
ben g-1=min(r,c)-1=1 keriil a nevezdbe. A (10) szerint szamolva a szignifikancia
szint Iényegében nulla, kdzepesen szoros a kapcsolatot a két valtozd kdzott.
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Symmetric Measures

Approx.
Value Sig.
Nominal by Phi ,531 ,000
Nominal Cramer's V ,531 ,000
Contingency Coefficient ,469 ,000
N of Valid Cases 242

A kétféle oksagi iranyt feltételezd mértékek kozrefogjak a szimmetrikus mértéket.
Mindig szakmai megfontolas alapjan valasztunk, nem a nagyobb szamot
értelmezzik! Ha nem szimmetrikus kapcsolatot tételezlink fel, akkor feltevéssel kell
¢élniink arra, hogy melyik a fiiggd valtozo, és azt a sort kell értékelniink az output
tablaban.

Gondolhatjuk azt, hogy a tulajdonos dénti el, hogy egyetemet vagy f6iskolat alapit,
tehat a tipus a fiiggd valtozo6. De az az érvelés is helyes lehet, hogy a mar miikdd
iskolat veszi/kapja meg a tulajdonos, tehat forditott is lehet az oksagi kapcsolat.

Directional Measures

Asymp. Approx. | Approx.
Value Std. Error T Sig.
Nominal Lambda Symmetric ,302 ,055 4,889 ,000
by Milyen tulajdona?
Nominal Dependent ,313 ,042 6,655 ,000
iskola tipusa Dependent ,283 ,082 2,959 ,003
Goodman Milyen tulajdona?
and Dependent 152 029 ,000
Kruskaltau jskola tipusa Dependent ,282 ,048 ,000
Uncertainty =~ Symmetric ,183 ,035 5,225 ,000
Coefficient  Mmilyen tulajdona?
Dependent ,147 ,028 5,225 ,000
iskola tipusa Dependent 243 046 5225 1000

A kombinélt oszlopdiagram szemlélteti, hogy az allam dontéen egyetemeket
finansziroz, mig az egyhazak inkabb féiskolakat miikodtetnek.

100

=0

so

ao

iskola tipusa
[ -
o) I Eeoyetem

Atz magan oy ha=i

=0 - . -

(o

NMilyen tulajdona?
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2.2.4. 2. mintapélda

Ha van egy feltevésink, példaul az, hogy a fiatalabb férfiak és a kdzépkord nék
okoznak autovezetés kozben tobb balesetet (1asd a Pontdiagramot a 2. dbran), akkor
ennek tesztel éséhez a kategorizalt életkor valtozét és a nemet is figyelembe vesszik.
Ismé a Program Files\SPSS\tutorial\sample files\autoaccidents.sav  adatokat
haszndlj uk.

Sex of
insured

Male
Q@ Female

7-

4 Q@ OO OO0 @ GO QUO Q@ QO

3 QRRUULQ QUOCEOOUQUIQUIQUIQD QQQ QQOQU ©

2 QU QQULOUCQQUIOQOOOOOOOIUOCOOQ QUIRQ CO

Number of accidents past 5 years

1 DIOIIIIITIIS QO IIIIIIIIII IS S
o QTR QEUTIIIITIXIIITIIIXIIITS 000 T O @
2‘0 3‘0 4‘0 5I (0] 6‘0 7IO

Age of insured
2. dbra; Az éetkor, a nem és a balesetek szama

Tobbféle hipotézist fogalmazhatunk meg és tesztelhetiink, ha az autoaccident.sav
allomanyhoz megnyitjuk az Analyze/Descriptive Statistics/Crosstabs —ot.

a) A balesetek szama és a nemek kozotti fliggetlenségét vizsgaljuk elészor. A
nomindlis valtozokra elérheté asszocidcios mutatokat kérjiik, hisz az ligyfél neme
nomindlis valtozo.

Az els6 Pearson-féle khi-négyzet teszt értéke 16,584 (az empirikus szignifikancia
p=0,02), tehat elvethetjik a fliggetlenséget, de a téblazat aljan figyelmeztetést
taldlunk: 4 celldban a vart gyakorisagok nem érik el az 6tét. Ez a 6 és 7 balesetet
okozok alacsony szama miatt kovetkezett be. llyenkor az 5 vagy tébb baleset
Osszevonasa, az 5+ kategoria kialakitdsa segit. A tdbbi értéket valtoztatas nélkdl
atmasoljuk. Az Uj véaltozo neve acc6, hogy emlékezziink a kategoridk szamara.
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Sex of insured * accé Crosstabulation

Count
accé
0 1 2 3 4 5-6-7 Total
Sex of insured Male 46 69 54 38 23 20 250
Female 76 70 53 25 16 10 250
Total 122 139| 107 63 39 30 500

A vart gyakorisdgok mar minden celldiban Kkelld szamban vannak, és a
fuggetlenséget a szokasos 5%-os valdszinliségi szinten elvethetjilk, hisz

p=0,012<0,05.
Chi-Square Tests
Asymp. Sig. (2-
Value df sided)
Pearson Chi-Square 14,666° 5 ,012
Likelihood Ratio 14,833 5 ,011
Linear-by-Linear Association 12,990 1 ,000
N of Valid Cases 500

a. 0 cells (,0%) have expected count less than 5. The minimum expected count

is 15,00.

Ha azt gondoljuk, hogy a vezetd neme befolyasolja a balesetek szamat, akkor az
acc6 Dependent sorokat olvassuk. A Lambda mutaté nem tamasztja ala allitasunkat,
mert értéke statisztikailag nullanak tekinthetd. A vezeté nemének ismeretébdl alig
2%-nyi informaciot szerziink a balesetek szamara.
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.Directional Measures

Asymp.
Std. Approx. | Approx.
Value | Error® Tb Sig.

Nomi-  Lambda Symmetric ,061 ,032 1,814 ,070

nal by Sex of insured 124|060 1,926 054
Nomi- Dependent

nal acc6 Dependent 017 033 497 619

Goodman and  Sex of insured ,029 ,015 ,012¢
Kruskal tau Dependent

acc6 Dependent ,006 ,003 ,009°

Uncertainty Symmetric ,013 ,006 1,950 ,011¢

Coefficient e of insured 021 011 1,950 ,011°
Dependent

accé Dependent ,009 ,005 1,950 ,011¢

a. Not assuming the null hypothesis.
b. Using the asymptotic standard error assuming the null hypothesis.
c. Based on chi-square approximation

d. Likelihood ratio chi-square probability.

A vezetdk nemét a balesetmentes-balesetes kettdsséggel is Osszevethetjilk. A
fuggetlenséget elvetjik, mertekkor a khi-négyzet 9,758 (p=0,002), és a relativ
kockazatot is mérjik.

Sex of insured * accid Crosstabulation

accident
zero accident one or more Total
Sex of insured Male 46 204 250
Female 76 174 250
Total 122 378 500
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Annak relativ kockézata, hogy egy tgyfelet balesetmentesnek mindsitiink, 0,605. A
balesetet okoz6 kategoriaba sorolas relativ kockdzata 1,172. Ezek hanyadosa
megadja az esélyhanyadost (odds ratio), a 0,516-t, ami a gyakorisagokbol
kozvetlenil is szamolhatd: (46*174)/(76*%204). Erre kapunk egy Y% kordli
konfidencia intervallumot. Tehat a vezeté neme a karokozasra nincs érdemi hatéassal.

Risk Estimate

95% Confidence Interval
Value Lower Upper
E)I\ﬂgiseljzli:t(ie?n?lg)Sex of insured 516 340 784
ggcri((j:ngrt accid = zero 605 439 835
ggcriggrr:?rt accid = one or more 1172 1,060 1,207
N of Valid Cases 500

b) A balesetek szdma és az életkor-kategoriak kapcsolatara készitett kereszttablaban
nincs elegendd bizonyiték a fliggetlenség hipotézisének elvetésére. Ezt allapitjuk
meg akkor is, ha a binaris balesetvaltozora és a 10 évnyi hosszl életkor-
kategdridkra szamolunk. A khi-négyzet értéke 1,58 (p=0,812). A fliggetlenség
elvetésekor nem értelmezziik az asszociaciés mérdszamokat, hiszen azok értéke
nem kiilénbozik szignifikansan a nullatol.

¢) A vezetd neme valtozo rétegképzd (Layer) lehet, amit beirva a két nemre és a
teljes mintara is kereszttablat szamol a program. Kiloén tudunk tehat donteni a
férfiak és a nék csoportjaban arrél, hogy az életkor és a baleset okozasa®® kdzott
van-e kapcsolat.

Igy a harom tablara egyszerre latjuk, hogy a balesetmentes-balesetet okoz6 és az 5
életkor kategdria kdzotti flggetlenség hipotézisét egyik esetben sem vethetjik el. A
szabadsagi fok mindharom esetben (5-1)(2-1)=4. Az 59 év feletti vezet6k szdma

24 A biztositok egy idészakban meglepve tapasztaltik, hogy a 45-50 éves ndk nevén levd
autokra milyen sok karbejelentés érkezik. Az ok természetesen nem a nék romlo vezetési
rutinja, hanem az, hogy éppen felnétt, jogositvanyt szerzett a fit, aki az anyja kocsijat kéri
kolcsdn. (Azdta a biztositas megkdtésekor jelezni kell, ha tébb személy vezeti az autét.) A
példa tanulsaga, hogy nagyon oOvatosan kell a kereszttablaban a kategdria valtozékat
megvalasztani. Nem a tulajdonos, hanem a hasznalé neme és életkora a fontos, ha ezt is
rogziti a biztosité adatbazisa.
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kicsi, ezért a tablazat aljan iizenet figyelmeztet, hogy a vart gyakorisag 5 alatt

maradt.

Chi-Square Tests

Asymp. Sig.

Sex of insured Value df (2-sided)

Male Pearson Chi-Square 2,880° 578
Likelihood Ratio 3,040 ,551
Linear-by-Linear Association ,000 ,992
N of Valid Cases 250

Female Pearson Chi-Square 2,606° ,626
Likelihood Ratio 2,511 ,643
Linear-by-Linear Association ,000 ,998
N of Valid Cases 250

Total Pearson Chi-Square 1,580° ,812
Likelihood Ratio 1,573 ,814
Linear-by-Linear Association ,002 ,966
N of Valid Cases 500

a. 2 cells (20,0%) have expected count less than 5. The minimum expected count is 1,66.

b. 1 cells (10,0%) have expected count less than 5. The minimum expected count is 2,43.

c. 1 cells (10,0%) have expected count less than 5. The minimum expected count is 4,15.
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3. Klaszterelemzés

A klaszterezo eljardasok csoportositisa

Az osztalyozé eljarasok csaladjanak egyik agaba sorolhat6 a klaszterelemzés, amely
tobbféle modszer és konkrét eljaras dsszefoglalo neve. Alapgondolata az, hogy eldre
nem ismert besorolas esetében is feltarhaté a halmazon belil egymashoz leginkabb
hasonld (kdzeli) ,,egyedek” csoportja. Egyed alatt érthetjik a megfigyelési egységet
vagy a valtozot, mindkettére végezhetd osztalyozas.

A klaszterezd modszerek két f6 csoportja:
e ahierarchikus osztalyozas és

e anemhierarchikus osztalyozas.

A hierarchikus osztalyozas két megkozelitéssel végezhetd.

Az 6sszevono (agglomerativ) hierarchikus eljaras kezdetben mind az n elemet kiilon
osztalynak tekinti, majd lépésenként egy-egy osszekapcsolast végez. Osszesen (n-1)
lépéshen? elvégzi azt az dsszevonas-sorozatot, amely végiil egyesit minden egyedet.
Ez a folyamat grafikusan — két dimenzi6ban — megjelenitheté. Ha az adott 1épésben
mar k csoport van, akkor a kovetkezd Gsszekapcsolast maximum k(k-1)/2 tavolsag
Osszehasonlitasaval lehet kivalasztani. A konkrét 0sszevonas 7 eljarasvéaltozattal
val6sithaté meg az SPSS-ben.

A felosztd (diviziv) hierarchikus eljards minden egyes lépésben — valamilyen
dontési kritérium alapjan — kettéosztja a megfigyeléseket, igy az eljaras (2"-1)
felosztas megvizsgalasa utan fejezddik be. A magas 1épésszam miatt ezt az eljarast a
gyakorlatban nem alkalmazzak.

A nemhierarchikus osztalyozas a témakor szakmai ismerete alapjan elére adott k
szamU osztalyra bontja a mintdt. Az n szamlU elem k nem ires csoportba

1 (kY.
gz (—1)“( i
e ] féleképpen sorolhatd be. A képlet alapjan n=8 megfigyelést
k=2 csoportba (1/2)(-2+28) = 127 valtozatban lehet besorolni.
Ha a struktira feltarasanak kezdetén a csoportok szamat nem ismerjik, akkor
minden 1 < k < n szamra el kellene végezni a felosztast, hogy a k elfogadhat6 értékeét
megtalaljuk. Nagyméretli feladatok esetében ez az ut jarhatatlan, ezért ilyenkor a k<

/2 hiivelykujj szabalyt kovetjik. Hasznos lehet a hierarchikus klaszterezés

% Ha p szamU valtozdra végziink 6sszevonast, akkor (p-1) lesz a lépések szama.
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Osszevono valtozatat elvégezve, struktirafeltard elemzést készitve ,,tajékozddnunk”
a klaszterszamrol, bar nagy elemszam esetében nem kapunk attekinthetd képet.

A kovetkez6kben a legismertebb, szamitogépes algoritmussal is rendelkezd
klaszterez6 eljarasokat mutatjuk be. A témakdr attekintését segiti az elemzés dontési
pontjainak elézetes attekintése:

Ha az adatok eldzetes csoportositdsa nem ismert, akkor 3.1. fejezet szerint jarhatunk
el.

- A tavolsagi vagy hasonlosagi mérdszamok kozotti tajékozodast segiti a
3.1.1. alfejezet.

- Az 6sszevono eljaras kivalasztasakor a 3.1.2. alfejezet ad Utmutatast.
- Haa minta szerkezetét tanulmanyozzuk, akkor 3.1.3. alfejezet segit.
- Aszamitogépes futtatas [épéseit a 3.4.1. alfejezet mutatja be.

Ha a megfigyelésekb6l képezhetd klaszterek szamara feltevéssel éliink, akkor a 3.2.
fejezetet kovethetjlk.

- Aszamitogépes megvaldsitas lépéseit a 3.4.2. alfejezet mutatja be.

3.1. Hierarchikus klaszterezés

A hierarchikus modszerek legfobb sajatossaga az, hogy a csoportositashoz nem kell
megadni a mintaban létezd (vagy feltételezett) csoportok szamat.

Altalaban 3 Iépést? hajtunk végre:

= Az indulé adatokb6l? hasonlésagi vagy tavolsag-maétrixot készithetiink.
= Ertelmezziik az egyedek és a csoportok egymashoz val6 kozelségét.
= Abréazoljuk az 6sszevonasi folyamatot.

E harom 1épés sordn szamos részdontést hozzunk, amelyek kovetkeztében eltérd
eredményeket kaphatunk. Az egyedek kozti tdvolsdgot szdmos mérdszammal
mérhetjik, koziluk példaul a mérési skala alapjan valaszthatunk. A mar egy
klaszterbe sorolt egyedek tavolsdgat a tobbi egyedtdl (vagy klasztertdl)
szarmaztatott tdvolsadggal mérjiik, amely szintén tobbféleképpen értelmezhetd. Ezért
fontos, hogy a lehet6ségeket attekintsiik, és az adatrendszer sajatossagainak
leginkabb megfeleld tavolsagmértéket és sszevono eljarast megtalaljuk.

% A lépések megegyeznek akér eseteket, akar valtozdkat osztalyozunk. Ezért ezt a
szempontot csak akkor emlitjik, ha szilkséges.

7 Az is el8fordulhat, hogy ez a lépés kimarad, mert inputként mar a tavolsagi vagy a
hasonldsagi matrixot ismerjk.
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3.1.1. Tavolsagi és hasonlosagi mértékek

Az elemzés célja alapjan valasztunk, hogy tavolsagot vagy hasonlésagot szamolunk.
De azt, hogy a két f& csoporton belill melyik mérészammal dolgozunk, az adatok
mérési skalaja alapjan kell eldonteni. A részletes ismertetés elott az 3.1. tablazatban
osszefoglaljuk az egyes mérési szintekre alkalmazhat6 mutatok nevét vagy
képletszamat.

3.1. tablazat: Mérési szintek szerinti mutatészamok képletei

Meérési szint / Mutatd Tavolsagi mutato Hasonldsagi mutato képlete
képlete

Nominalis vagy ordinalis - Khi-négyzet és Phi mutaté (2.

skalan mért valtozok fejezet)

Intervallum vagy arany (3.1)-(3.49) Pearson-korrelacio, bezart szdg

skalan mért valtozok koszinusza (4. fejezet)

Binaris skalan mért valtozok | (3.5) - (3.10) (3.11) - (3.14)

e Intervallum skéalan mért adatok kdzétt mért tavolsag

Az SPSS alapértelmezésben a négyzetes euklideszi tavolsagot javasolja, amely az i

és a k egyedek  kozott (3.1) szerint szdmolhatd, ahol j index jelzi az egyedeket
vagy a valtozokat:

dik2 = Z(Xij - ij)z (3.1)
i

A Csebisev metrika csak a legnagyobb eltérést méri: d,, = max‘xij — Xy ‘ (3.2)
j
Mig a city-block (vagy Manhattan) metrika 6sszegzi az eltéréseket?:
dy = Z‘Xij - ij‘ (3.3)
j

2129

»Négyszer-négy”“ tavolsag néven eltéré hatvanykitevét és gyokot valaszthatunk:

% A viltozok elbzetes sztenderdizalisa nagyon fontos azért, hogy ne kiilonbozd
mértékegységben mért eltéréseket adjunk dssze.

2 A customized” leforditva , feloltoztetett” lenne. Mivel a p és az r 1-4 kozott valtozhat,
ezért 4*4 mutatoként emlitjlk.

© Typotex Kiado

© Kovacs Erzsébet



www.interkonyv.hu

KLASZTERELEMZES 53

1/r

Z‘Xij - ij‘p , (3.4)
]

ami p = r esetén megegyezik a Minkowski metrikaval.

A hasonldsag mérésére a két vektor altal bezart szdg koszinuszat és a Pearson-féle
korrelaciés egyutthatot valaszthatjuk.

e Nomindlis vagy ordindlis skalan mért adatok (Counts)

Alapértelmezés szerint a kereszttdblaknal szokéasos khi-négyzetet vagy a Phi-
négyzetet kapjuk, amelyek esetekre is és valtozdkra is szamolhatdk, és hasonlésagot

E _E(v)V ) ) 2
22 y)= Z E(x();) +Z(y' E()f};l)) és  PHI :ZAE

mérnek. A khi-négyzet mutaté nagyon érzékeny a minta nagysagara, n-re.

A khi-négyzet képletében a varhatd érték a fliggetlenség feltételezése melletti
gyakorisagként hatarozhaté meg x-re és y-ra.
e Binaris valtozok™

Mesterségesen is képezhetiink binaris valtozékat, ha csak a tulajdonsaggal
rendelkezés vagy nem rendelkezés a fontos. Azt, hogy két egyed (X és Y) mennyire
hasonlit, a tulajdonsiagok egyiittes el6forduldsdnak gyakorisagat tartalmazd
kereszttablabol olvassuk Ki. (3.2. tablazat)

3.2. tdblazat: Egyuttes gyakorisagok

X/IY |(1) [ (0) |Osszesen
Q) a| b a+b
0) c | d c+d

Osszesen | a+c | b+d | a+b+c+d

Ha dsszesen p (=a+b+c+d) tulajdonsag alapjan hasonlitjuk ssze X és Y egyedet,
akkor b esetben csak X-re, és ¢ esetben csak Y-ra voltak jellemz6k a vizsgalt
ismérvek. Ezek felhasznalasaval szdmos tavolsagmérdszam képezhetd, itt az SPSS

% Nincs altalanosan ismert magyar neve egyik mértéknek sem, ezért itt is az angol elnevezés
szerepel. Az SPSS 27 tavolsagi és hasonlosagi mérészamot kinal fel binaris valtozokra, ugyan
mindre nem tériink ki, de a felsoroltakat klaszterezzik is.
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altal felajanlottak kozil hatot mutatunk be. Egymassal nem 0Osszehasonlithatdak,
mert a felsd hatéruk kiilsnbéz6, bar mindegyiknek zérus®' a minimuma.

Euklideszi: d = +/b+C (négyzete az alapértelmezés) (max: Vp) (3.5)
2
Size difference: d = (b — C) 5
(a+b+c+d) (max:1) (3.6)
Pattern difference d = (bc) 5
(a+b+c+d) , (max: ¥4) (3.7
Variance: d = (b hl C) , (max: ¥a) (3.8)
Ha+b+c+d)

(a+b+c+d)b+c)-(b—cf

Shape: d = , i1 3.9

e (a+b+c+d) (mexc 4 49

Lance-Williams: d = M (max: 1) (3.10)
(2a+b+c)

A hasonl6sag mérése sok binaris asszociaciés mutatdval val6sithatdé meg. Ezek
csoportosithaték aszerint, hogy a 0-0 értékpar (d gyakorisagl) el6fordulasat
szerepeltetik-e a szamlaloban és/vagy a nevezében. A sulyozas szerint is vannak
kiilonb6z6 mértékek: egyenld stlyt vagy dupla sulyt kaphatnak a parok. A mutatok
egy része 0 és 1 kozott mér, itt az 1 jelzi a maximalis hasonlésagot. De vannak
olyanok is, amelyek felsd hatara a végtelen.

a+d
Simple matching; ——— (max:1) (3.11)
a+b+c+d
a
Jaccard: _ (max:1) (3.12)
a+b+c
2a
Dice: _— (max:1) (3.13)
2a+b+c

81 zérus adédhat akkor is, ha b=c=0, vagyis tényleg nem kiilénbdznek, de Ggy is, pl. (3.6)-
ban, ha b=c, és egyik sem 0. Kilén probléma az, hogy a d szam mit jelent. Attdl, hogy
egyforman nem rendelkeznek a vizsgalt tulajdonsagokkal, még nem biztos, hogy hasonléak.
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variance 4
B J
LanceWwiill 6

Sokal-Sneath 3. mutatéja: (max: o) (3.14)

A binaris mutatok eltéréseit és egymashoz viszonyitott helyzetét a fejezet
témakoréhez igazodva a hierarchikus klaszterezés Ward® elvii  Gsszevond
eljaraséaval késziilt tn. dendrogramon® szemléltetjiik a 3.1. abrén.

Az adattdbladt a konyvhoz is csatoljuk, igy a szamitasokat ellenrizni lehet.
Vilagosan elvélik az elsé blokkban a négy hasonldsagi mutatd, majd egy klasztert
alkot a hat tavolsagi mér6szam. Az egyes mutatocsoportokon beliil is lathatunk
tagozodast. A (3.9) képlettel megadhatd Shape mutatd Gsszetettsége miatt csak az
utolsd6 el6tti  1épéshen csatlakozik a tAvolsdg-mérészamok  csoportjahoz.
Természetesen ez az eredmény is fligg attol, hogy milyen adatok alapjan és milyen
eljarassal hasonlitjuk dssze a mutatokat. Itt binaris valtozékkal jellemeztiik az egyes
mérészamok tartalmat, felépitését.

Dendrogram using Ward Linkage
Rescaled Distance Cluster Combine
o 5 10 15 20 25

1 1
simplematch 7
SokalSne 10

Jaccard 8

euklid 1

size 2

pattern 3

shape 5

3.1. abra: Binaris mutatok klaszterezése hasonlésaguk alapjan

%2 A Ward elv lényegét a kovetkezd alfejezet ismerteti.
% Az abra tulajdonsagait a 3.1.3. alfejezet ismerteti.
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3.1.2. Osszevono eljarasok

Az SPSS-ben hét agglomerativ eljaras talalhatd, melyek Iényegében hat megfontolas
szerint mérik a csoportok kozotti tavolsagot. Lance és Williams (1966) megmutatta,
hogy e kiillonbozoségek ellenére a klaszterek tavolsaga a (3.15) kozos képlettel
irhato fel. A képletben szereplo:

D(13,K)=cy D(1,K)+ o D(J,K)+AD(1,9)+7 | D(I,K)-DE,K) | (3.15)

Az dsszevonas kezdetén D(1,J) két eredeti megfigyelés kozotti minimalis tavolsag.
Az | és a J egyének vagy klaszterek 6sszevondsa mar megtortént, most a K (egyén
vagy csoport) hozzakapcsolasat vizsgaljuk. A tovébbi lépésekben az o, B, y
paraméterek, mint sdlyok megvalasztasdval barmelyik &sszevond eljaras
elvégezhetd. A 3.3. tablazatban az egyes hierarchikus &sszevond eljarasok és a
tavolsag-paraméterek megfeleltetése lathato.

3.3. tablazat: Tavolsagok stlyozasa®* Lance-Williams egyitthatokkal

Eljaras o o B Y
1.Egyszerti 1/2 1/2 0 -1/2
lanc

2.Teljes lanc 1/2 1/2 0 1/2
3.Atlagos n /(n, +n;y) n; /(n, +ny) 0 0
lanc

4. Centroid n /(ny +ny) n; /(n; +ny) -0L 0L 0
5. Median 1/2 1/2 -1/4 0
6. Ward (0 )y +ng +ng) | (g +ni ) (g +ng +n) | -ne /(g +ny+nie) |0

Ez a ,,kdzds gyokér” a hierarchikus eljarasok egyik szép tulajdonsaga, de ez okozza
az alkalmazasok sordn a legnagyobb nehézséget, mert az eltéré eljarasok® eltérd
felosztast, és igy eltéré dendrogramot eredményeznek. Ezért tobb valtozatban
célszeri elvégezni a klaszterezést. gy, ha a killonbozé eljarasokbél egymassal
Osszhangban levd felosztdsok adddnak, akkor stabilabb a kapott felosztas. Mivel a
hierarchikus médszereknél a korabban besorolt elemek athelyezése nem valésithato
meg, a kezdeti 1épések donto jelentdségiliek.

Mas szerzok (pl. Krzanowski (2000)) amellett érvelnek, hogy a csoportositandd
elemek természetét tanulmanyozva elére kell modszert valasztani. Ezzel elkeriilhetd
a sok folosleges futtatas, valamint az, hogy az eldzetes elvarasainknak legjobban
megfelelé eredményt valasztjuk. Mindkét megkozelités megfontolandd, ezért a

3 A stlyok az atlagos lanc, a centroid és a Ward eljarasanal a klaszterek tagszamatol fiiggnek
% Emlékeztetiink arra, hogy a sokféle hasonlésagi és tavolsagmérték kozotti valasztas
lehetdsége még tovabbi klaszter-kombinacidkat eredményezhet.
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maddszervalasztds megkonnyitése érdekében tekintsik &t részletesebben a
klaszterez6 eljarasok f6bb jellemzdit.

Ha a klasztereljarasok matematikai tulajdonsagait tekintjik, akkor fontos

az egyszeri lanc és a teljes lanc modszerek invariansak .

A Kklaszterek geometriai alakja eltérd az egyes eljarasoknal. Az egyszerli lanc
modszer jellemzdje a l&nchatéds, vagyis bizonyos elemeket kozbeesé elemek
lancolata révén kapcsol Ossze. A kozos klaszterbe keriiléshez elegendd az is, ha a
csoport egyetlen tagjahoz hasonlit a vizsgalt egyed, igy az eljaras térdsszehizo
hatasd. A lanchatas érvényes a median mddszernél is, ahol az utoljara kapcsolédo
pontnak dontd hatasa lehet a klaszterezés tovabbi menetére.

Viszonylag zart, ,,gombdly” klasztereket kapunk, ha a teljes lanc, az atlagos lanc
vagy a centroid modszerekkel végezzik az osztalyozést. Ekkor egy-egy klaszter
elemei egymashoz nagyon kozeliek. A legtavolabbi szomszéd elv alapjan inkabb (j
klaszterek képzddnek egy-egy kovetkezd 1épésben, nem a meglevok csoportokhoz
kapcsolodnak az Gjabb egyedek. Ezt tértdgitd hatasnak nevezi a szakirodalom, mig
az éatlagos lanc elv térkonzervald hatdsunak tekinthets. A teljes lanc modszer
egyenld atméréjii, a Ward modszer pedig egyenld elemszdmu klaszterek
kialakitasara torekszik.

Ha az adatok klaszterez6dése nem egyértelmii, akkor a centroid és a median
modszer alkalmazéasa soran probléméat okozhat az inverzid eléforduldsa. Ekkor az
Osszevonas késébbi 1épésében megtorik a monoton ndvekedés, és kisebb tavolsag
adodik, mint a korabbi szintek klaszterei kdzott mért legkisebb tavolsag.

Tovabbi — bar a klaszterezésben nem Iényegi — problémét okoz az, ha a tavolsagi
vagy a hasonlésdgi matrixban megegyez6 elemek vannak. Ekkor — kiiléndsen az
Osszevonas elején— tobbféle felosztas adddhat, és ez az értelmezést neheziti.

3.1.3. Dendrogramok ertekelése, 6sszehasonlitasa

A hierarchikus 6sszevoné eljarasok kozos tulajdonsaga, hogy az n szdml egyedet
(n-1) lépésben 0Osszevonjak egyetlen egy csoportba. Az Osszevonasi folyamat
abrazolasa dendrogramon torténik. Ez egy kétdimenzids &bra, melynek specialis
szerkezete van. Az egyik tengelyen az 0sszevont elemeket latjuk, a masikon pedig
azt a tavolsagértéket, amelynél az 6sszevonas megtortént. Kezdetben (0 tavolsagi
szinten) minden megfigyelés egyedil van, a végén (altaldban 25 maximalis
tavolsagértékre atskalazva) mar minden pont egyetlen csoportban van. Ha tobbféle
tvolsagmértékkel és/vagy eltérd eljarasokkal is elvégezziik a klaszterezést, akkor
nagy valdszinliséggel kiilonb6z6 dendrogramokat kapunk, amelyek hasonlosagat
meg kell vizsgalni.

% Ppéldaul a tavolsigok logaritmusat véve eltéré felosztas és eltér dendrogram adédik, ha
nem a legkdzelebbi vagy a legtavolabbi szomszéd elvet kovetjiik.
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Az Osszevonasi folyamatot tlikrozi maga a dendrogram, de tovabbi elemzést igényel
a megfeleld klaszterszam leolvasasa. Ehhez az 0Osszevonas rendjét és
tavolsagszintjeit mutato tablazat ad informaciot.

= Két dendrogramot dsszehasonlithatunk gy is, hogy az 0sszekapcsoloda-
sokat vetjik egybe. Az n(n-1)/2 pontparra meghatarozzuk, hogy az egyes
dendrogramokban hanyadik dsszekapcsolddas utan keriltek egy csoportba,
és a két 0sszevonasi adatsorra korrelaciot szamitunk.

= Elemz6i szokas a 40%-0s tavolsagszint (10-es rescaled distance) alatti
csoportok szamat leolvasni, és ezt elmenteni. igy két dsszevoné eljaras
eredménye Kkereszttablazatban is Gsszevethet. Mivel a klaszter-azonositok
nominalis valtozdk, a 2. fejezetben bemutatott asszociacidos mérészamokkal
mérhetjik a felosztasok hasonldsagat.

Fontos azonban megjegyezni, hogy béarmilyen gondosan vélasztottunk
tavolsagmértéket és klaszterez6 eljarast, barhogyan hasonlitottuk Ossze a
dendrogramokat, nem kapunk végleges valaszt arra a kérdésre, hogy hany
csoportba sorolhaté a vizsgalt adathalmaz. A struktdrafeltaras ezen eljérasa csak
explorativ célra alkalmas, az abra alapjan hipotézis fogalmazhatdé meg a
mintabeli csoportok szamara. Tovabba hatékonyan segiti a dendrogram az
extrém értékek feltarasat, hiszen a magas tavolsdg szinten és/vagy az
Osszekapcesolodas késébbi szakaszdban lathatd megfigyelések egyedi jellege
szembeting. Ismét emlékeztetjiik az olvasot arra, hogy a valtozokat is lehet
klaszterezni, és az @sszekapcsolodasukat dendrogramon &brazolni. Ekkor a
valtozd-furtokb6l a  dimenzidcsokkentés lehetséges mértékérél kapunk
statisztikai képet.

Ha szakmai ismeretek alapjan elére tudjuk, hogy hany csoport van a vizsgalt
mintaban, akkor ne alkalmazzuk az agglomerativ eljarasokat, mert azok nem
alkalmasak egy vart felosztads reprodukéldsara. Illyen feladatok megoldasara
valaszthatjuk a nem-hierarchikus klaszterezést, vagy a konkrét céltol fliggéen
szamos mas sokvaltozds statisztikai eljarast.

3.1.4. Az 6sszevono algoritmus Iépéseinek kovetése egy mintapéldan

Hat budai keriletet mutatunk be két valtoz6 terében (3.2. abra), hogy egyszertien,
akar kézi szamolassal is ellendrizni tudjuk a klaszterezés folyamatat. Az abrarol
leolvashatd, hogy harom kertilet (11., I11. és XI.) mindkét valtoz6 szerint atlag feletti
értékekkel rendelkezik, mig a masik harom étlag alatti értékeket ér el.
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3.2. bra: Hat budai kertilet két — sztenderdizalt — valtozé terében

Mivel a szamitasok csak az egyszerii lanc és a teljes lanc esetén kovethet6k szemmel
is, ez utobbi eljarast mutatjuk be.

Euklideszi tdvolsagok négyzeit szdmolva a hat keriilet koz6tt, a tavolsagmatrixban
kiemelve lathatok az 6sszevonaskor szamolt tavolsagok. (3.4. tablazat)

Az els6 1épés minden eljarasnal azonos, a minimalis tavolsagi két pont keriil
Osszevonasra. Ezt példankban a Il1. és a XI. kerllet koz6tt latjuk: 0, 411.

A masodik Iépés soran azt nézziik, hogy Ill. és XI. kerlilet egyitt milyen tavol van a
tobbiekt6l. Most a legnagyobb tavolsigok - hiszen ez a legtavolabbi szomszéd elv
néven is ismert - legkisebbikét keressiik: ez a Il. kerlilet lenne: 2,096 tavolsagra a
X1.-t81 (mivel 0,691 tavolsagot ért el a I11. —tdl). De mégsem itt torténik 6sszevonas,
hiszen a XII. és a XXII. kertlet koz6tti tavolsag kisebb: 0,454.
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3.4. tablazat: A hat kerlletre paronként mért euklideszi tavolsagok négyzete

Proximity Matrix

Squared Euclidean Distance

Budapest | Budapest | Budapest Budapest | Budapest | Budapest
Case 01. ker. 22. ker. 12. ker. 02. ker. 03. ker. 11. ker.
Sudepest 000 502 1,637 5,119 9,066 13335
szu.dl?ngst ,502 ,000 454 2,543 5,345 8,713
?;.dsgfﬁ 1,637 ,454 ,000 ,993 3,207 5,888
Sdepest 5,119 2,543 093 000 691 2096
g;dfgf ot 9,066 5,345 3,207 691 000 411
?f_dsgfﬁ 13,335 8,713 5,888 2,096 411 ,000

This is a dissimilarity matrix

A harmadik lépésben arrdl kell donteniink, hogy a mar meglévé két klaszteriink (2-2
elemmel) milyen tavol van egymastol és a tovabbi két egyediili keriilett6l. Itt a
kovetkezd szamok legkisebbikét valasztjuk:

o (IN+XI)-11: 2,096

o (INn+XI)-1:13,335

o (IH+XI1) = (X1+XXII): 8,713
o (XIH+XXII) -II: 2,543

o (XH+XXII) -I: 1,637

A negyedik Iépésben ismét a két klaszteriink és a még egyeddil allo 11. keriilet kdzotti
maximalis tavolsagokat vesszilk szemigyre, de a legkisebb tavolsagot valasztjuk:

o (II+X1)-1I: 2,096
0 (XI+XXII+1) -II: 2,543

Az 6todik 1épés az utolsd, mivel hat keriilet van a példaban. Az eddigi lépések miatt
itt mar csak a két klaszter kdzotti tAvolsag meghatarozasa maradt hatra. Nem volt

extrém helyzetii keriilet, amelyik eddig nem kapcsolodott sehova.

0 (IH+XI+1) =(XH+XX11+1): 13,335

© Typotex Kiado

© Kovacs Erzsébet



KLASZTERELEMZES 61

Az dsszevonas menetét a 3.5. tablazat és a 3.3. dbra is mutatja. Mivel az utolso
Iépésben nagyot né a klaszterek kozotti belsé tavolsdg, érdemes két klasztert
megkilénboztetni.

3.5. tablazat: A hat kerlilet 6sszevonasa 5 Iépésben

Agglomeration Schedule

Stage Cluster First

Cluster Combined Appears Next
Stage Cluster 1 | Cluster 2 | Coefficients | Cluster 1 Cluster 2 | Stage
1 3 11 411 0 0 4
2 22 12 ,454 0 0 3
3 1 12 1,637 0 2 5
4 3 2 2,096 0 1 5
5 1 2 13,335 3 4 0

3.3. abra: A hat kertilet kapcsolodasa alapjan két klaszterbe sorolhatd

Dendrogram using Complete Linkage
Rescaled Distance Cluster Combine
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1 1 1
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3.2. Nem-hierarchikus klaszterezés

A nem-hierarchikus modszerek kozil a leggyakrabban alkalmazott — és a
hierarchikus klaszterezéshez a leghasonldbbak — a diszjunkt klasztereket el6allito
particionalé médszerek. A kiilonb6z6 eljarasok altalanos menete a kovetkezd:

o a kezdeti klaszterek kialakitasa, és az egyedek®’ szétosztasa az euklideszi
tavolsag™® szerinti legkozelebbi kezd6 klaszterbe,

o U] klaszterkdzéppontok szamitasa,
e az egyedek atsorolasa a legkdzelebbi kdzépponthoz.

Az iteracid, a klaszterek kozotti mozgas addig folytatddik, amig valtoznak a
kdzéppontok.

Az els6 és a masodik 1épés végrehajtasa tobbféleképpen torténhet, ezért tobb
eljarasvaltozat ismert.

A kezdeti klaszterek kialakitasat a csoportok k szamanak a megadasaval kezdjik. A
megfeleld k megvalasztasa szakmai tapasztalaton vagy korabbi statisztikai
elemzésen (pl. hierarchikus klaszterezésen) alapulhat. Az SPSS-ben a MacQueen
féle k-kozéppontu klaszterezés® végezhetd.

A k-kdzéppontu klaszterezés értelmezése két f6 kérdést vet fel.

1. A csoportszam megfelel6-e? Az egyedek aranyos szétosztdsa a klaszterek
kozétt nem kovetelmény, de a nagy aranytalansag fontos informaciot
hordoz. Az egyelemii klaszterek a kilogo, a tobbiektdl nagyon eltérd
tulajdonsagll  egyedek létére vagy tGl magas csoportszamra
figyelmeztetnek. A nagy elemszdm pedig azt jelzi, hogy érdemes a
csoportszam novelésével megismételni a klaszterezést.

A Kklaszterkdzéppontok és a koztiik levd euklideszi tdvolsagok eldallitasa is
segiti az értelmezést és a Kklaszterek megkilonboztetését. Ezt
kiegészithetjik azzal, hogy az egyes egyedeknek a sajat klaszterik
kdzéppontjatol mért tavolsagat is meghatarozzuk. A tavolsagok alapjan
donthetlink az egyes csoportok szétvagasarol vagy dsszevonasarol, azaz a k
novelésérdl vagy csokkentésérol.

2. A valtozok szignifikans szerepet jatszanak-e az osztalyozasban? Az
egyedek osztalyozdsan tal vizsgalhaté az is, hogy a figyelembe vett p
valtoz0 mindegyike jelentds szerepet jatszott-e a  klaszterek

3" 1tt csak a megfigyelések klaszterekbe sorolésa lehetséges. A valtozk csoportositasa nem
vélaszthato.

% Ebben a ,,Quick-cluster”-nek is nevezett eljarasban tavolsagmérték sem valaszthato.

% A kézéppontok véltozasa itt kévethetd:
http://home.dei.polimi.it/matteucc/Clustering/tutorial _html/AppletKM.html
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megkilénboztetésében. Az egyes klaszterek varianciait kiszamolva a
csoportok alakjat hasonlithatjuk ©ssze, mivel az azonos variancia-
kovariancia matrix azonos alakot jelez. A széréselemzés (F-proba)®
segitségével kivalaszthatjuk a csoportokat elkiilonitd valtozokat, és igy akar
dimenzidcsokkentést is végrehajthatunk a kdvetkezo 1épésben.

Ezekre az értelmezési kérdésekre részben valaszt kaphatunk, ha elkészitjik a
klaszterkdnyok abrazolashoz szilkséges szamitasokat:

a) Elfszor k=2 beallitassal Kklaszterelemzést készitlink, és a szdrasfelbontd
(ANOVA) tablazatban ellendrizziik a valtozok megkiilonboztetd erejét.

i Ha a valtozéra vonatkozé parcialis F statisztika ,,alacsony”, azaz az
empirikus szignifikancia szint meghaladja a 0,05-t, akkor a valtozé
elhagyasaval megismételjik a futtatast.

ii. Ha minden valtozé megkiilonbozteté ereje elégséges, azaz az
empirikus szignifikancia szintek kisebbek, mint 0,05-t, akkor
elmentjlk a klaszterazonositokat.

iii. Az elmentett klaszterazonositokat kategoriaképzdé valtozoként
hasznalva a szignifikans valtozdkra szorasfelbontast végzink. Az
ANOVA tablazatbdl rendre dsszegezziik a valtozokra szamolt kiilsé
eltérések négyzetdsszegét, majd a teljes eltérések négyzetdsszegét,
és a két osszeg hanyadosat képezzilk. gy megkapjuk a
klaszterezéssel megmagyarazhato eltérések hanyadat.

b) Elvégezzik k=3,4,5...-te az eléz6 1épéssorozatot. A  maximalis
lépésszam/klaszterszam egy hiivelykujj szabaly*" szerint a mintaméret (n) felének a

gyoke, azaz k< \/n/2 .

c) Az ANOVA tablazathol k=2,3,4....re képzett hanyadosokat abrazoljuk, és
megallapitjuk, hogy a k szdm mentén meddig emelkednek* |, hatarozottan” a
megmagyarazott eltérések.

3.3. A klaszterelemzés eredményenek értekelése

A Kklaszterezé eljarasok nagyon népszeriiek, sokféle teriileten alkalmazzdk az
ismeretlen adatstruktdrak feltardsara. Ennek részben az az oka, hogy sem a
hierarchikus, sem a nemhierarchikus klaszterezéshez nem tartoznak matematikai
elofeltételek. Ugyanakkor nem rendelhetd hozza célfiiggvény sem, amivel az

40 Csak leird és nem tesztként vald alkalmazasrdl van szo, mert a matematikai eléfeltételek
(normalis eloszlas és azonos csoport-varianciak) teljesiilését nem vizsgaljuk.

41 Ezt a gyakorlati szabalyt feliil kell biralnunk akkor, ha sok egyedi megfigyelésiink van,
amelyek 1-1 elemti klasztereket alkotnak.

42 Ha a monoton ndvekedd értékek sordban a novekedés lelassul, akkor nem érdemes tobb
klasztert képezni.
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osztalyozas josaga mérhetd lenne. Ezért, miel6tt a szamitogépes megvalositasra
tériink, dsszefoglaljuk a klaszterezéssel kapcsolatos legfontosabb megallapitasokat
és kovetelményeket, amelyek tdmpontot jelenthetnek a kapott eredmények
értékelésében.

¢ Nyilvanvald kivanalom, hogy a klaszterezés eredménye fiiggetlen legyen a
megfigyelések sorrendjétol.

Ezt a kovetelményt nem teljesiti az SPSS Quick-cluster eljarasa. A
Keriletek2010.sav megadott adatallomanyon elvégezheté az ellendrzés. Ha k=3
bedllitassal sztenderdizalt valtozok terében klasztereziink, akkor méas és maés
eredményt kapunk, ha az abc-ben felsorolt megfigyeléseket klaszterezziik, vagy ha
az adatallomany valtozéi koziil barmelyik szerint ndvekvé sorrendbe rendezziik a
klaszterezés elott az adatokat. Eltéréseket tapasztalunk a harom kezddpontban, a
magpont megvalasztasa tehat érzékeny az adatok sorrendjére. De eltérd a végsd
felosztas és a klaszterek elemszama is!

e JOl definidltak legyenek a klaszterek abban az értelemben, hogy azonos
megfigyelt adatokbdl azonos felosztast kapjunk. Ha vannak egyenld
tavolsag illetve hasonlosagi értékek, akkor az eljaras énkényesen valaszt
kozilik, és emiatt ez a tulajdonsag tobb eljarasnal nem teljesl.

e A folytonossdg kovetelménye az, hogy az adatokban bekovetkezd kis
valtozasok kis valtozast eredményezzenek a felosztashan.

e A stabilitas kdvetelménye azt jelenti, hogy ha egy egyedet elvesziink vagy
hozzadadunk a megfigyelésekhez, akkor az osztalyozasban nagyon Kkis
valtozas kovetkezzen be. Ez egy lancban 0sszekotd kapcsot képezd pont
esetében nem teljesil. A stabilitasi kdvetelmény részének tekinthet6 az az
elvaras is, hogy ha egy klaszter minden egyedét (hierarchikus esetben a
dendrogram egy agat) kihagyjuk, akkor a tobbi elem tagozddasa invarians
legyen erre a valtoztatasra.

e Gyakori kdvetelmény, hogy az osztalyozas eredménye invaridns legyen a

s

-7z

példaul a sztenderdizalt adatok hasznalatat teszi lehetévé. Ha a vektorok
hajlasszogének koszinuszabdl szamitunk tavolsagot, akkor a pontok kozotti
tavolsag nem aranyosan valtozik.

o A klaszterek érvényessége (validitasa) négy kritérium alapjan vizsgalhat6.
Kiils6 kovetelményként értelmezhetd az, ha ismert csoportokba tartozd
egyedekbdl vesziink mintat, és arra végezzik el a klaszterezést. Belsd
kovetelménynek tekintheték azok a mutatok, amelyekkel az eredeti és a
szarmaztatott tavolsagok illeszkedését mérjik. Harmadik megkdzelitést
jelent a megismételhetdség kritériuma, amelynek lényege a kettéosztott
megfigyelések klaszterezése és a felosztasok Osszevetése. A klaszterek
érvényességének relativ kritériuma az adatmatrix tobb eljaras szerinti
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klaszterezését, és a felosztasok kozotti egyezés mérését fogalmazza meg, de
csak jol elkiiloniild és gomb alakl strukt(rdk esetében tekinthetjik az
egyez0 felosztasokat igy, mint amelyek a természetes csoportok létét
igazoljék.

e A robusztussdg kovetelménye a kilogd pontok hatasanak cstkkentését
jelenti. Ha t6bb nem tipikus, ,tavoli” pont van a mintaban, akkor ezek
jelentdsen befolyasolhatjak a felosztast olyan eljarasok esetében, amelyek a
belsé eltérés-négyzetdsszeget minimalizaljak. Ilyenkor a csoportokon belili
azonos kovariancia-struktira feltevése téves lehet, pedig az optimalizalé
eljarasok csak azonos alaku csoportok feltarasara alkalmasak.

A klaszterelemz6 modszerek és a szamitogépes eljarasvaltozataik alkalmazasaval
kapott csoportositasok értelmezése és értékelése nagy szakmai felkésziiltséget és
koriltekintést  igényel. Erdemes mas sokvaltozos modszereket, példaul
sokdimenziés skalazast (8. fejezet) és diszkriminancia analizist (7. fejezet) is
végezni, hogy a minta szerkezetér6l megbizhaté megallapitasokat fogalmazhassunk
meg.

3.4. A megvalosités 1épései az SPSS-ben

Az ANALYZE/CLASSIFY uton elindulva a hierarchikus és a nem-hierarchikus
modszerek kozill kell el6szor valasztanunk. A struktirafeltaras logikaja miatt a
hierarchikus klaszterezés eljarasaival kezdjiik a futtatast.

3.4.1. Hierarchikus klaszterezés

Elgszor azokat a valtozokat kell kivalasztani, amelyeket csoportositunk, vagy
amelyek terében csoportositjuk a megfigyeléseket. A LABEL-ben cimkét,
azonositdt rendelhetiink a megfigyelésekhez.

Ezt kdvetden 4 parancsgomb alatt tarulnak fel a valasztasi lehetdségek.
1) STATISTICS/Statisztikak:

i Az dsszevonas menetét mutatja az ,,Agglomeration schedule”. Ha kérjiik,
akkor lathatd, hogy az 6sszekapcsolaskor mennyi volt az egyedek kdzotti
tavolsadg. Ebbdl észrevehetd az inverzio fellépése.

ii. Az indul6 tavolsagi vagy hasonlésagi matrixot ,,Proximity matrix” néven
lathatjuk.

iii. Ha van elképzelésiink a belsé tagozodasrol, akkor a ,,Solution”-ben
adhatjuk meg a konkrét szamot. Beirhatd egyetlen szdm: ,,Single”(=k),

vagy egy tartomany: ,Range” (2 és n-1 kozott), de Uresen hagyva is
elkészul a klaszterezés.

2) PLOTS/Abrak:
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A kapcsolodas szintjét és menetét mutaté dendrogram kérhetd*® abraként.
Az abra csak kisebb feladatokra latvanyos, 50-nél tébb megfigyelésre egy
képerny6n nem tekinthetd at.

3) METHODS/Modszerek: Itt 7 eljarasb6l valaszthatunk, és tovabbi fontos
beéllitdsokat tehetiink meg.

3a) Az eljarasok

Atlagos lanc a csoportok kozott** (ez az alapértelmezés az SPSS-ben)
Atlagos lanc a csoportokon beliil*
Legkdzelebbi szomszéd vagy egyszerti lanc
Legtavolabbi szomszéd vagy teljes lanc
Centroid eljaras

Median eljaras

I I N B A

Ward eljarasa
3b) Tavolsagi vagy hasonlosagi mérték valasztasa

Itt nyilik méd a mérési skala figyelembe vételével a tavolsagi vagy a hasonldsagi
mértéket megjeldlésére, ¢és a kiilonbdzé mértékegységek miatt indokolt
sztenderdizélasra:

e Measure: Interval, Counts, Binary
e Standardize: 7 féleképpen szlirhetd ki a mértékegység.

4) SAVE/Mentés: Elmenthetjik azt az egy vagy tobbféle felosztast, amit az
indulaskor az 1) 1épés szerint iii.-ben megadtunk.

3.4.2. Nem-hierarchikus klaszterezés, k-k6zéppontu eljaras

Ekkor a klaszterek szamat (k) szakmai ismeretek vagy a hierarchikus klaszterek
abraja alapjan elére meg kell adni.

A futtatas beallitasa:
1. Valtozok kivalasztasa
2. Label: megnevezések feltiintetése

3. Number of clusters: klaszterek szama (default=2)

3 Jcicle nevii diagramot is kaphatunk, de a képernyén és nyomtatasban is attekinthetSbb a
dendrogram.

# Az Bsszevonandd n és m elemil csoportokra nxm tavolsag atlagat szamolja.

* Az n és az m elemii csoportok tavolsagainak 4tlagit az elemek egyesitése utan (n+m)(n+m)
elemre szamolja.
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4. Method/Mdbdszer kétféle lehet:

a. ,lterate and classify”= iteraci6 soran a besorolt elemekre (j
klaszterkzéppontot szamol, Gjra besorolja a mintaelemeket

b. ,Classify only”: a kezdeti kdzéppontokhoz val6 kdzelség szerint
szétosztja a mintat, nem keres (j magpontokat.

5. lterate/lteracid: Ha kérlink iteracidt, azaz a 4.a. szerint haladunk, akkor még
tovabbi két lehetdséget kinal fel az SPSS. Itt valaszthaté a folyton valtozo
atlag: ,,Use running mean”

a. Default = nem kérjuk. Ekkor az 0sszes elem szétosztasa utan
szamol klaszter kdzéppontokat.

b. Hakérjuk, akkor minden egyes elem besorolésa utan kiszamolja a
klaszterek centrumait, miel6tt a tovabbi elemek osztalyozasara sor
kerdl.

6. Save/Mentés: ,,Cluster membership” = a klaszter azonosité szamokat és
»Distance from cluster center” = a klaszterk6zépponttdl mért tavolsagokat
hozzérendeli minden egyes megfigyeléshez.

7. Options/Lehetdségek: Itt tovabbi fontos statisztikakat kapunk.
a. A kezdeti (Initial) klaszter-kdzéppontokat felsorolja.

b. Kérésre megkapjuk valtozonként a klaszterek kozotti és a
klaszteren belli eltérésnégyzetdsszegek hanyadosat is tartalmazé
ANOVA tablat az F-teszttel. A magas F érték (alacsony
szignifikancia szint mellett) parcialisan jelzi az egyes valtozok
megkiilonbozteté erejét. Itt az F-probat nem egy nullhipotézis
ellen6rzésére hasznaljuk. (Nem 0gy eértelmezziik, mint a
szordselemzésnél, ahol a nullhipotézis az lenne, hogy a
csoportatlagok kdzétt nincs kilonbség.)

C. Minden elemre kiirathatjuk a képernydre annak a klaszternek a
szamat, ahova besorolast nyert.

d. Megkapjuk a monitoron az euklideszi tavolsdgot minden
megfigyelés és a sajat kozéppontja kozott, tovabba a kdzéppontok
kozott is.

3.5. Teleplilések klaszterezése

E fejezet célja az elméleti tudas elmélyitése és tapasztalatszerzés a gyakorlati
megvalositasban. Ezért a kdnyvhoz tartozé adatallomanyok koziil az 50 telepiilés
(23 budapesti keriilet és 27 kornyezd telepiilés) 2010-es adatait hasznalva a
szamitdsok elvégzése utan valaszoljon a kovetkez6 kérdésekre. A sajat eredményeit
vesse 0ssze a k6zolt megoldassal.
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1) kérdés: Hany csoportot/dimenziét alkotnak a valtozok?
A megoldas Iépései:

A - sztenderdizalt — valtozokat hierarchikus klaszterezéssel vizsgaljuk, tdbb
dendrogramot készitiink. Tobb — intervallum skalara alkalmas tavolsigmérészam
kivalasztasa is indokolt. A bindris valtozokat kilon kell elemezni, hiszen
egyidejlileg nem lehet kétféle tdvolsagmértéket valasztani.

2) kérdés: Hogyan tagolddnak a telepiilések? Valdban elvalik egymastol a 23
kerilet és a tobbi Budapest kornyéki telepiilés? Milyen klaszterszamot
érdemes feltételezni?

A megoldas lépései:

A - sztenderdizalt — valtozok terében hierarchikus klaszterezéssel vizsgaljuk a
telepliléseket, ismét tobb eljarast alkalmazunk, tébb dendrogramot készitiink. Tébb —
intervallum skalara alkalmas — tavolsagmérészam kivalasztasa is indokolt.

3) kérdés: Ha k=2 beallitassal készit k-kdzép klaszterezést, akkor a telepiilés
tipussal azonosnak tekinthetd felosztas adodik?

A megoldas Iépései:

Az elbzetesen — sztenderdizalt — valtozok terében k=2 klaszterezéssel besoroljuk a
telepiiléseket. Megvizsgaljuk az ANOVA tablazatbeli F-teszt és p szignifikancia
szint alapjan, hogy minden valtozénak van-e megkiilonbozteté ereje. A nem-
szignifikans valtozdkat elhagyva megismételjiik a klaszterezést, és elmentjik a
klaszter-azonositdkat. Végil kereszttablazatban dsszevetjik a telepiilés jellege és a
klaszterazonositok alapjan kapott besorolast.

4) kerdés: Hany klasztert érdemes megkulénbdztetni?
A megoldas Iépései:

Klaszterkonyok keresése a 3.2. alfejezetben leirtak szerint.

Az eredmények részletes bemutatasa

1) kérdés eredményei: Hany csoportot/dimenziot alkot a 16 valtozo?

A leir6 statisztikék 3.6. tablazatabol*® lathatd, hogy a relativ szoras (Szérés/étlag)
sehol sem éri el a kettdt, tehat kildgd, nagyon extrém értéket mutatd telepiilések
nincsenek. A valtozék nagy része pozitiv ferdeségli, csak 5 valtozo tekinthetd
szimmetrikus eloszlastinak. Harom valtozé erdsen csucsos, a tobbi alakja nem
szignifikansan tér el a haranggdrbétol.

* Helytakarékossag miatt tordltik a 3. tiblabol, hogy dsszesen 50 megfigyelésbél szamoltuk
minden valtozo statisztikai mutatoit, egyiknél sincs hianyzo érték.
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tatisztikai mutatok értékei
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Az el6készit 1épés, a valtozdk sztenderdizaldsa utan is tébb dontési pontunk van.

a) A valtozokat a szamitasok elvégzése el6tt €s a hierarchikus klaszterezésen beliil is
sztenderdizalhatjuk.

Ez csak akkor valtoztatja meg az eredményeket, ha vannak hianyz6 adatok.
Az elbzetes sztenderdizalasban minden valtozora felhasznaljuk az Gsszes
elérhetd adatot, azaz kiilonb6z6 megfigyelésszam lehetséges. Mig a ,,bels6”
sztenderdizalas soran a ,k06z0s”, hianytalan adatallomany ker(l
felhasznalasra.

b) Az elemzésben szerepld valtozok kozott tavolsagot €s hasonlosagot is mérhetiink.
Ettd] fiiggben eltéré 0sszevonasi adatokat kapunk. Az Agglomeration Schedule a
3.7. tablazatban azonos sorrendben és 15 lépéshen kapcsolddik dssze a 16 valtozd a
négyzetes cuklideszi (ndvekvd) tavolsag és a csokkend hasonlosagot jelzd
korrelacios egyutthato alapjan.

Az 1. szamu valtozo, a Teriilet mérészam elkiiloniil a tobbi valtozotol, csak az utolsd
harom lépésben kapcsolddik a tébbiekhez.

¢) Az dsszevonasi struktdrat mutaté dendrogramon mindig 25 a maximalis tavolség,
barmilyen mutatot és eljarast valasztunk. Itt az atlagos lanc elvii klaszterezés
abréajat*” mutatjuk be, behtizva a 40%-os tavolsagi szintvonalat. A 3.4. &bra azt jelzi,
hogy két nagyobb véltozocsoportunk van, és két valtozd (Teriilet és Alldskeresék
aranya) tavol van / nem korrelal a tébbiekkel és egymassal sem.

Az els6 nagy klaszterben 10 valtozét taldlunk, amelyek a telepiiléseken mért
létszamot, méretet mutatnak. Mig a masodik klaszterben négy olyan valtozé van,
amelyek létszamaranyos mutatok.

A 16 valtozd tehat nem képezhet6 le 2 dimenzidba a két ,kilogd”, magasabb
tavolsagnal kapcsolédd valtozé miatt, de a tobbi 14 valtozé hatarozottan két
csoportba kiilonithetd el .

47 Ezen az adatdllomanyon azonos az &bra, ha a tavolsag- és a hasonlésagmértéket
valtoztatjuk, vagy ha eldzetesen sztenderdizaljuk az adatokat. A masodik esetben minden
valtoz6 z-score-ja szerepel feliratként.

*8 Ez hasznos informaciét jelent a késobbi faktorelemzéshez (6. fejezet).
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3.7. tablazat: Az 6sszevonas lépései

Agglomeration Schedule

Sq. Euc. Stage Cluster
Cluster Combined | Distance First Appears
Cluster | Cluster | Coefficient | Cluster | Cluster [ Next Correlation
Stage 1 2 S 1 2 Stage | Coefficients
1 4 6 ,947 0 0 3 ,990
2 2 9 1,970 0 0 7 ,980
3 4 5 4,078 1 0 5 ,958
4 13 14 5,874 0 0 9 ,940
5 3 4 6,697 0 3 10 ,932
6 12 15 8,304 0 0 9 ,915
7 2 11 9,116 2 0 8 ,907
8 2 7 11,276 7 0 10 ,885
9 12 13 12,077 6 4 15 877
10 2 3 14,156 8 5 11 ,856
11 2 8 22,933 10 0 12 ,766
12 2 10 31,518 11 0 14 ,678
13 1 16 87,459 0 0 14 ,108
14 1 2 94,310 13 12 15 ,038
15 1 12 132,195 14 9 0 -,349

¢) Az dsszevonasi struktdrat mutaté dendrogramon mindig 25 a maximalis tavolsag,
barmilyen mutatt és eljarast valasztunk. Itt az atlagos lanc elvii klaszterezés
abrajat*® mutatjuk be, behiizva a 40%-o0s tavolsagi szintvonalat. A 3.4. &bra azt jelzi,
hogy két nagyobb véltozcsoportunk van, és két Valtoz6 (Teriilet és Alldskeresék
aranya) tavol van / nem korrelal a tébbiekkel és egymassal sem.

“ Ezen az adatdllomanyon azonos az &bra, ha a tavolsag- és a hasonlésagmértéket
valtoztatjuk, vagy ha elézetesen sztenderdizaljuk az adatokat. A masodik esetben minden
valtozo z-score-ja szerepel feliratként.
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Az elsé nagy klaszterben 10 valtozot talalunk, amelyek a telepiiléseken mért
létszamot, méretet mutatnak. Mig a masodik klaszterben négy olyan valtozé van,
amelyek létszamaranyos mutatok.

A 16 valtozo tehat nem képezhetd le 2 dimenzidba a két ,kil6gd”, magasabb
tavolsagnal kapcsolédd valtozé miatt, de a tobbi 14 valtozé hatarozottan két
csoportba kiilonitheté el®.

Dendrogram using Average Linkage (Between Groups)
Rescaled Distance Cluster Combine

0 5 10 15 20 25
| | | |

Elvandorlas 4

Allandéelvandorlas 6 ]

Allandéodavandorlas 5

Odavandorlas 3

Népességszam 2 J
9

Lakasallomany

Allaskeresok 11 —
Onkormanyzatibev 7
Vendéglatohely 8
Epitettlakasok 10
Terlilet 1
Allaskeresdkaranya 16
Blvanperfo 13
il

AIIEvanperfo

Odavanperfo 12

Allodavanperfo 15

3.4. dbra: A véaltozdk 6sszekapcsolddasa az atlagos tavolsagok alapjan

Gondoljunk arra is, hogy ha kihagyjuk a Teriilet és Alldskeresék ardnya valtozokat,
akkor a tobbi 14 valtozo kozotti tavolsag fogja hasonldan kitdlteni a dendrogramon a
helyet, mert a maximalis tavolsag e két csoport kdzott lathato.

Masodik dendrogramként a sztenderdizalt valtozokra Ward eljarassal képzett
klasztereket mutatjuk be. A valtozok klaszterez6dése hasonlo, tehat stabilan
elvalnak az eredeti és az egy fore vetitett mutatok. Mivel a Ward eljaras a bels6

*0 Ez hasznos informaciét jelent a kés6bbi faktorelemzéshez (6. fejezet).
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eltérések négyzetdsszegét minimalizalja, itt a maximalis értéke 451,676, ez tartozik
a 25 tavolsagszinthez a 3.5. abran.

Dendrogram using Ward Linkage
Rescaled Distance Cluster Combine
0 5 10 15 20 25

ZBElvandorlas 3 —| I I I
ZAllandéelvandorlas 5
ZOdavandorlas 2
ZAllandéodavandorlas 4
ZEptettlakasok 9
ZNépességszam 1
ZLakasallomany 8
ZAllaskeresdk 10—
ZOnkormanyzatibev 6
ZVendéglatohely 77—
ZBvanperfo 12
ZAlBvanperfo 13
ZOdavanperfo 111
ZAllodavanperfo 14—

3.5. dbra: A valtozok 6sszekapcsolddasa az eltérés-négyzetdsszegek alapjan

2) kérdés eredményei: Hogyan tagolédnak a telepiilések? Valdban elvalik egymastdl
a 23 kerilet és a tobbi 27 Budapest kornyéki telepiilés? Milyen klaszterszamot
érdemes feltételezni?

A klaszterezéshez nem tartozik hivelykujj szabaly, hogy hany valtoz6t és hany
megfigyelést célszerli hasznalni, ezért elkészithetjik a teljes 16 dimenzids
valtozétérben képzett telepiilés-dendrogramot. Az euklideszi tavolsag négyzetére az
atlagos lanc elvili sszekapcsolas (3.6. abra) inkabb 3 klasztert mutat, mint kettot.
Egyrészt hatarozottan elkiiloniil a fovaros XI. és XIII. kertilete, masrészt a fdvaroson
kivili teleplléseket és a tobbi kerlletet is érdemes megbontani. A 10, mint vagasi
szint nem eldiras, most tulsdgosan nagy €s heterogén klasztert jelentene, ha egytitt
vizsgalnank a 48 telepiilést. Ezért a 9-es szint alatt olvassuk le a klaszterszamot,
példankban a harmat.
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Ellendrzést jelent a masik tavolsdgi mutatd vagy a masik klaszterezd eljaras
alkalmazasa. A Ward elv mentén képzett teleplilés-klaszterek (3.7. abra)
egyértelmiien 2 csoportot mutatnak, és itt mar éles a budapesti keriilet — nem févaros
kettévalas. Ha azonban kisebb belsd eltéréseket engediink meg, azaz homogénebh
klasztereket keresunk, akkor (8-as vagasi szinten) harom klaszter kiilonboztethetd
meg. gy négy (nagy) budapesti keriilet elkiiloniil a fovaros tobbi részétdl.

Ha a legtavolabbi szomszéd elvet valasztjuk, akkor is 3 klaszter lathatd a
dendrogramon, de a XI. és XIII. Keriilet elvallasa mellett nem a fvéaros — tobbi
telepiilés a metszés alapja, hanem tovabbi 2-5 kisebb, de vegyes klasztert kapunk.

Nem rejtjuk véka ala azt, hogy a valasztasi dontések eredményre gyakorolt hatasa
oridsi. Ha példaul az euklideszi tavolsag (négyzete) helyett csak abszollt értékes
eltérést valasztunk, azaz a nagy eltéréseket nem sulyozottan vessziik figyelembe,
akkor teljesen megvaltozik az abra.

Az elemz6 feleldssége tehat oriasi, hogy hanyféle szamitast készit, és végiil melyik
megoldast tekinti a tovabbi elemzéshez j6 alapnak. A hierarchikus klaszterezéssel
tehat csak egy feltevést kapunk a klaszterszdmra, amit elmenthetiink, és ez alapjan
tovabb vizsgaldédunk. Most az atlagos lanc elv 3 klaszterét és a Ward mddszer 2-3
klaszterét is elmentjik.
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Dendrogram using Average Linkage (Between Groups)
Rescaled Distance Cluster Combine
0 5 10 15 20 25
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0

3.6. abra: A telepiilések dsszevonasa atlagos lanc elven
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Dendrogram using Ward Linkage
Rescaled Distance Cluster Combine
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Budapest 19. ker. 46—

(o]

3.7. abra: A telepiilések dsszevonasa Ward modszerével
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3) kérdés eredményei: Ha k=2 beallitassal készit k-k0zép klaszterezést, akkor a
teleplilés tipussal azonosnak tekintheté felosztas adodik?

Az elézetesen — sztenderdizalt — valtozok terében k=2 klaszterezéssel besoroljuk a
telepiiléseket. A magpontokhoz valé besorolas 9 iteracios lépésben lezarul, és az
ANOVA tablazatbeli F-teszt és p szignifikancia szint alapjan két valtozénak nem
szignifikans a megkiilonboztetd ereje. Ezért a Terlilet (p=0,233) és az Alldskeresk
aranya (p=0,555) elhagyasaval 14 valtozé terében megismételjik a 8 lépéses
klaszterezést, ¢és mivel minden valtozd megkiilonbdztetd erdvel rendelkezik,
elmentjlk a klaszter-azonositdkat.

A szorasfelbontast mutaté ANOVA tablazat (3.8. tablazat) megadasa csak leird
célokat szolgal, a klaszterképzésben nem keril sor hipotézisvizsgalatra. Mivel nem
tételezzlk fel, hogy a csoportatlagok megegyeznek, nem is vizsgaljuk az F-teszt
eléfeltételeinek™ teljesiilését. Az azonban kiolvashaté a 3.6. tablazatbél, hogy a
leger6sebben megkiilonboztetd valtozok a Népességszam (F=117,476), majd a
Lakasallomany (F=110,563), tovabba hasonlé erét képvisel az Onkormanyzati
bevétel (F=96,613) és az Alldskeresék szama (F=95,990).

. Tehat nem kell ellendrizni a véltozok szerinti normalis eloszlast és a

csoportonkénti azonos varianciat.
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3.8. tablazat: A valtozdk klaszterek kozotti és klaszteren beliili eltérésnégyzet-

Osszegei
ANOVA
Cluster Error
Mean Mean
Square df Square df F Sig.
Zscore(Népességszam) 34,786 1 ,296 48| 117,476 ,000
Zscore(Odavandorlas) 16,659 1 ,674 48 24,726  ,000
Zscore(Elvandorlas) 25,157 1 497 48 50,646 | ,000
Zscore(Allanddodavandorlas) 17,241 1 ,662 48 26,059 | ,000
Zscore(Allanddelvandorlas) 26,362 1 AT2 48| 55,895 ,000
Zscore(Onkormanyzatibev) 32,736 1 ,339 48 96,613 | ,000
Zscore(Vendéglatohely) 28,776 1 421 48 68,297 | ,000
Zscore(Lakasallomany) 34,167 1 ,309 48| 110,563| ,000
Zscore(Epitettlakésok) 8,563 1 842 48 10,165 | ,003
Zscore(Allaskeres6k) 32,666 1 ,340 48 95,990 ,000
Zscore(Odavanperfo) 18,797 1 ,629 48 29,873 | ,000
Zscore(Elvanperfo) 25,881 1 ,482 48 53,733 ,000
Zscore(AllElvanperfo) 22,046 1 ,562 48 39,260 | ,000
Zscore(Allodavanperfo) 22,298 1 ,556 48 40,084 | ,000

The F tests should be used only for descriptive purposes because the clusters have been
chosen to maximize the differences among cases in different clusters. The observed
significance levels are not corrected for this and thus cannot be interpreted as tests of the
hypothesis that the cluster means are equal.

A felosztés szerint az 1. klaszterbe tartozo 28 telepiilés kisebb népességii, mint az
atlag™, kevesebb ott a lakés, a bevétel, a vendégld, tovabba abszolut szamban az
atlagnal kisebb ott a vandorlas, de a kisebb létszamra vetitve aranyaiban atlag feletti
az oda- és elvandorlas. (3.9. tablazat)

A 2. klaszterbe a tobbi 22 telepiilés keriilt, amelyek az els6 10 valtozd szerint az
atlagnal nagyobbak, mig az utolsd 4 valtozd szerint az atlagnal kisebb értékekkel
birnak.

52 A sztenderdizalt valtozok hasznalata azért is elényds, mert igy az eléjel mutatja, hogy a
zérus atlaghoz képest milyen tulajdonsaggal rendelkeznek a klaszterek.
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3.9. tablazat: A klaszterkdzéppontok valtozonként szamitott értékei

Final Cluster Centers

Cluster
1 2
Zscore(Népességszam) -,73935 ,94100
Zscore(Odavandorlas) -,51165 ,65120
Zscore(Elvandorlas) -,62875 ,80023
Zscore(Allandéodavéandorlas) -,52051 ,66247
Zscore(Allanddelvandorlas) -,64363 ,81916
Zscore(Onkormanyzatibev) -,71723 ,91284
Zscore(Vendéglatohely) -,67245 ,85585
Zscore(Lakasallomany) -, 73274 ,93258
Zscore(Epitettlakasok) -,36683 ,46688
Zscore(Allaskeresék) -,71646 ,91186
Zscore(Odavanperfo) ,54349 -,69172
Zscore(Elvanperfo) ,63773 -,81165
Zscore(AllElvanperfo) ,58859 -,74912
Zscore(Allodavanperfo) ,59195 -,75339

A kérdésre valaszolni tudunk, ha kereszttablazatban 6sszevetjik a telepiilés jellege
és a klaszterazonositdk alapjan kapott besorolast. Az agglomeraciobdl a 2.
klaszterbe, a ,,nagyok” kozé sorolt telepiilés Erd, mig a févarosi keriiletek koziil
kett6 keriilt az 1. klaszterbe: az 1. és a XXIII. keriilet, amelyek valoban mind a 10
méretmutato szerint kisebbek, mint a Budapest tobbi kertlete. (3.10. tablazat)

A kétféle felosztasra a fiiggetlenségi hipotézist elvetjik (khi-négyzet teszt értéke
38,681, p=0,000) és az asszocicio a Phi és a Cramer V mutatéra azonosan® nagyon
szoros: 0,880 (p=0,000)

58 A 2x2 tablazat szabadséagi foka 1, ezért egyezik meg itt a két mutatd.
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3.10. tablazat: A telepiilések és a klasztertagok kereszttablaja

Kerilet * Cluster Number of Case Crosstabulation

Count
Cluster Number of Case
1 2 Total
Keriilet ~ Agglomeracio 26 1 27
Kerulet 2 21 23
Total 28 22 50

Még egy ellenbrzési lehetéséget érdemes hasznalni arra, hogy valoban stabil-e a két
klaszteres felosztas. A telepiilésekre elmenthetd, hogy mekkora a sajat
klaszterk6zéppontjuktdl mért tavolsaguk. Ezeket pedig dobozdiagramon (3.8. abra)
abrézolva latjuk, hogy a két klaszter kozel azonos bels6 homogenitassal bir, hiszen
azonos méretlick a dobozok és kozel azonos a tavolsagok median vonala. Az eltérés
csak annyi, hogy a 2. klaszterbe tartozo XIl. és XIII. kerliletek tavolabb vannak a
kozépponttol. Ha kettér6l haromra, négyre vagy otre emeljik a klaszterszdmot,
akkor is e keriletek alkotnak 6nallé klasztert. (Harom klaszter esetén még a XIV.
kertlet csatlakozik hozzajuk.) llyen dobozdiagramot érdemes a klaszterek szerinti
bontasban az eredeti valtozdkra is késziteni. Akkor vilagosan lathaté, hogy az
ANOVA tablazat szerint szignifikans valtozok dobozai eltéréd magassagban vannak.
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3.8. dbra: A ket klaszterben mért belso tavolsagok
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4) kérdés eredményei: Hany klasztert érdemes megkiilénboztetni?

Az n=50 elemszam miatt maximum 5 klasztert érdemes el6allitani. A k=3,4,5
futtatasokat a 3) 1épés szerinti beallitasokkal megismételjik, és az eredményeket
elmentjik.

Ezt koveti a csoportatlagok ©Osszehasonlitasa az egy-utas ANOVA tablak
alapjan. Azért nem tobbvaltozés (MANOVA) eljarast alkalmazunk, mert
érdemes megnézni minden valtoz6 parcialis hozzajarulasat a csoportok kdzotti
kilénbséghez.

A kiils6 — klaszterek kozoétti — eltérések négyzetdsszege és a teljes — a minta
egészére mért — eltérések négyzetdsszege a klaszterek altal megmagyarazott
eltérések hanyadat adja meg. Ez a mérészam csak kiilon szamitassal, példaul
EXCEL-ben képezhetd, ezért az SPSS output tablakra kattintva EXPORT
meniipontsal kimasoljuk az ANOVA tablakat. Az 6sszegzések utan elkészithetd
a klaszterkonydk abra, amely mutatja, hogy tovabbi klaszterek eldallitasaval
mennyivel novelheté a magyarazott eltérések hanyada. (3.9. abra)

Két klaszter képzésével a kilonbségek 50%-at, harom klaszterrel pedig 64%-at
tudjuk megmagyarazni. A tovabbi klaszterek elballitisa mar kisebb aranyu és
mértékli novekedést eredményez, ezért a haromklaszteres megoldast fogadjuk
el.

Klaszterkonyok
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3.9. dbra: A klaszterszamok és a magyarazott eltérések kapcsolata

Osszegzésil érdemes figyelni arra, hogy a klaszterek &ltaladban nem
rangsorolhatok. A 3.11. t&bl4zatban megmutatjuk a harom klaszterre kapott
kdzéppontokat. Lathatd, hogy a 10 méret-mutatd alapjan 2-1-3 a sorrend, azaz
2. klaszter (XI, X1, XIV. keriilet) a legnagyobb, ezt kdveti az 1. klaszter (21
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tag, benne Erd és husz févarosi keriilet), végill a 3. klaszterben (26 telepiilés)
vannak a legkisebb atlagok. Mig a négy létszamaranyos mutatora a 3-2-1
sorrend adodik, bar a rendezettség értelme kérdéses, hiszen az oda- és
elvandorlas hasonlo értékparokat jelez.

3.11. tablazat: A haromklaszteres felbontas kdzéppontjai

Final Cluster Centers

Cluster
1 2 3
Zscore(Népességszam) ,61404 2,22201 -,75234
Zscore(Odavandorlas) ,19085 3,01267 -,50176
Zscore(Elvandorlas) 41749 2,44990 -,61989
Zscore(Allandéodavandorlas) ,23395 2,73049 -,50401
Zscore(Allanddelvandorlas) ,47605 2,17202 -,63512
Zscore(Onkormanyzatibev) ,63625 1,99471 -,74405
Zscore(Vendéglatohely) ,59034 1,87814 -,69352
Zscore(Lakésalloméany) ,57831 2,51209 -,75695
Zscore(Epitettlakasok) ,02224 2,89130 -,35158
Zscore(Allaskeresok) ,66578 1,68841 -,73256
Zscore(Odavanperfo) -,90322 ,51612 ,66998
Zscore(Elvanperfo) -,86323 -,54159 , 75971
Zscore(AllElvanperfo) -,75900 -,74313 ,69879
Zscore(Allodavanperfo) -,82118 -,33622 ,70206
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4.Tébbvaltozos
regresszigszamitass

Az eljaras alapgondolata ismer6s mindenkinek, aki mar tanult statisztikat. Mégis
érdemes egy fejezetnyit foglalkozni a regressziészamitassal, mert a cikkek,
tanulmanyok hasznaljak az eljarast, és a konyv tovabbi fejezeteiben is tobbszor
visszautalunk erre a megkdzelitésre.

Tébbvaltozés linearis regresszios modellt irunk fel akkor, ha tébb filiggetlen
magyaraz6 valtoz6 linearis kombinacidjaval becsiljuk a magyarazni kivant y
valtozot. A regresszids becslés elvégzése és az eredmények értékelése szamos
dontést igényel. Tekintsik &t elészor ezeket a f6bb dontési pontokat.

a) Az adatok kdzvetlenll alkalmasak regressziés modell illesztésére vagy
adatel6készitést kell végezniink? A 4.1. alfejezet és a 4.2.1. alfejezet ad
betekintést a részletekbe.

e A magyardz6 valtozd normadlis eloszlasu-e, és ha nem, akkor
milyen (példaul logaritmus) adat-transzformacié indokolt?

e A fliggetlen valtozok relativ szérasaira teljesiil-e a kisebb, mint 2
feltétel? Ha nem, akkor vannak-e extrém értékii, kihagyhato
megfigyelések?

e A pontdiagram alapjan az y-x parok linearis kapcsolata fennall-e?
Ha nem, akkor linearizald transzformacié végezhetd-e?

e A fiiggetlen valtozok kozotti paronkénti korrelaciék gyengék-e?
Ha nem akkor szakmai vagy statisztikai szempontok alapjan
valogatjuk ki a modell magyarazé valtozéit?

b) Az illesztés menete, a valtozok kozotti szelekcio végrehajtasa. A 4.2.2., a
4.2.4.ésa4.2.5. alfejezetek mutatjék az eljarés lepéseit.

e Melyek a statisztikai értelemben leger6sebb magyarazoé erdvel bird
valtozok? Mely tesztek tAmasztjak alé a valtozoszelekciot?

o |Letezik-e linedris modell, vagy minden becsilt egyitthatd
nullanak tekinthet6?

e Milyen tesztekkel és hogyan mindsithetd a modell egésze?

% A regresszi6szamités alapmodelljét és az egyiitthatok becslését szolgaltatd legkisebb
négyzetek mddszerét ismertnek tételezziik fel.
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c) A magyarazo valtozok kozotti kapcsolatrendszer megfeleld-e? A 4.2.3. és a
4.2.6. alfejezeteket tartalmaznak Gtmutatast erre a kérdésre.

e  Milyen mutatokra timaszkodhatunk annak mérésekor, hogy tllzott
multikollinearitas fellépett-e?

e Mely valtozok elhagyasaval kiiszobdlhetd ki a multikollinearitas?

d) Modell diagnosztika, hibatagok viselkedése, kiugré pontok kezelése. A
4.2.7. alfejezet hasznos az alabbi kérdések megvalaszolasakor.

e Megfeleld magyarazo ereji modellt kaptunk-e?
e A hibatagok normalis eloszlasuak-e?

e A hibatagok szérasa azonos-e, nem lépett fel heteroszkedaszti-
citas?

e Vannak-e nagyon erds hatast gyakorlé megfigyelések a mintaban?
Ezek elhagyasa indokolt-e?

4.1. Az adatok attekintése, elozetes megfontolasok

Az indulé adatok kozott szereplé valtozokat intervallum vagy arany skalan mérjik,
és feltételezzik, hogy az n szaml megfigyelés homogén sokasaghol szarmazik. Az y
fiiggd valtozd normalis elosztast kdvetd n elemil oszlopvektor. A p darab magyarazo
valtozot és a konstanshoz tartozo egyeseket az n(p+1) méretli X matrix tartalmazza.
A magyaraz6 valtozok kozott kétértékii, dummy valtozok is szerepelhetnek.

A regresszioszamitas két legfébb 1épése az egyitthatok becslése és a regresszios
modell tesztelése. De sok egyszerli numerikus és grafikus vizsgalati lépést
megtehetiink a becslés €s a tesztelés el6tt. A ferdeség €s csucsossag mellett a relativ
szoras kiszamitasa képet ad az y valtozdrdl. Grafikus modszerekkel, példaul 2-3
dimenzidés pontdiagram készitésével mar a regresszios modell felallitasa el6tt
meggy6zddhetiink arrdl, hogy kozelitden teljesiilnek-e az eldofeltételek, hasznalhatd
lesz-e a regressziés modell. Mivel grafikus abra magasabb dimenziéban nem
készithetd, ezek a 1épések nem helyettesitik a modell josagat vizsgalo teszteket, de a
teljesen hasznavehetetlen szadmitasok megel6zésére alkalmasak.

Az y és egy-egy x valtoz6 pontdiagramjan lathatdva tehetiink sok fontos részletet.
Ebben az alfejezetben® a Keriiletek2010.sav adatallomanyt hasznéljuk. A 4.1. &bra
Budapest 23 kerlletének és az agglomeracié tovabbi 27 telepiilésének
népességszamat és az onkormanyzati bevétel nagysagat mutatja. Ez az abra alkalmas
arra, hogy ellenérizziik a 4.1. tablazatban szereplé kovetelményeket. Erdemes
tovabbi lehetséges magyaraz6 valtozokra is abrat késziteni a modell illesztése el6tt.

% A keriiletek adatainak tovabbi elemzése a 4.2.10-ben szerepel.
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4.1. dbra: Kildgd pontok hatésa a regresszios egyenesre

A 4.1. abran lathatd kilogd pontok szerepeltetése az adatok kozétt meredekebb
regressziés egyenest eredményezne. Ha mindkét vatoz6 mentén kilogd
megfigyelést talalunk, annak kettds hatésa lehet:

e Haamegfigyelt linedris tendencia mentén — de a tobbiektdl tavolabb — van
egy pont, akkor szerepeltetése a mintaban felerdsiti a modell josagat.

e Hanem a megfigyelt lineéris tendencia mentén taldlunk tavolabbi pontot,
akkor a pont elhagyéasa javitja az illeszkedést, figyelembe vétele pedig nem
linedris modellt igényel.
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4.1. tdblazat: Mikor alkalmasak az adatok linearis regresszios modell illesztésére?

Elméleti kdvetelmények Kovetkeztetés a pontdiagram alapjan Dontés
Lineéris-e a kapcsolat, jogos-e a A népességszam és az énkormanyzati +
linearis modell illesztése, vagy bevétel egyiittes ndvekedése, linearis
mas fliggvénytipust célszerii kapcsolata fenndll.
feltételezni?
Az x névekedésével az y adatok A népesség novekedésével az ?
szorasa valtozatlan marad-e, a onkormanyzati bevételek szérasa
hibatag konstans szérasa enyhén ndvekedik, bar a kisebb
feltételezhets-e? lakossag mellett is van két helyen

jelentdsebb eltérés az altalanos

tendenciatol.
Vannak-e kilogé pontok, és Budapest V. keriilete és Budadrs -
milyen az elhelyezkedésiik? Egy | népességszama alapjan inkabb kicsik,
vagy mindkét dimenzidban mig a bevételik joval magasabb, tehat
kilognak-e? az egyik dimenzi6ban kil6go

megfigyelések.
Homogén-e a minta, vagy Az adatok homogenitasa megfeleld, +
almintak lathatok, amelyekben nem mutatnak a févarosi keriiletek
mas-mas tendencia érvényesil a mas tendenciat, mint a kdrnyékbeli
valtozok kozott? telepiilések.
Az egyes x pontokhoz tartoz6 y Ez csak hisztogramon lathato, vagy a +
értékek normalis eloszlast®® ferdeség és csticsossag mutatokkal
kovetnek-e, a tesztek irhato le. Statisztikailag elfogadhaté a
elvégezhetbek lesznek-e? feltevés.

Ha 0sszegezzik dontéseinket — amiket természetesen a tovabbi magyarazo
valtozokra is elvégeztiink —, akkor mar csak a magyaraz6 valtozok egymas kdzotti
korrelaltsagat kell megvizsgalnunk, hogy valasztani tudjunk a modellépités két Utja
kozott:

I) Megerdsitd szemlélet: A szakmai tudasunk alapjan el6re rogzitett magyarazo
véltozok korét egyszerre, egy Iépésben vonjuk be a modellbe. Igy bekeriilhet a
modellbe statisztikai értelemben nem szignifikans magyaraz6 valtozo is. Ekkor
a modell utolagos értékelésével gy6zodiink meg arrdl, hogy elfogadhato-e a
modell egésze, és minden valtozo szignifikans szerepet jatszik-e a becslésben.

1) Feltaré szemlélet: A lehetséges magyaraz6 valtozdk halmazat megadva
Iépésenkénti regresszids eljarassal minden Iépéshen egy-egy valtoz6t vonunk

% A normalitss a regressziés egyiitthatok becsléséhez nem szilkséges, csak akkor kell
feltételezniink, ha t-prébat végziink, és konfidencia intervallumot irunk fel.

© Typotex Kiado

© Kovacs Erzsébet



www.interkonyv.hu

TOBBVALTOZOS REGRESSZIOSZAMITAS 87

be®” a modellbe, és a bevont valtozok elhagyhatésagat is Iépésenként
ellendrizziik. Igy olyan modell adodik, ami statisztikai értelemben a ,lehetd
legjobb”, de eléfordulhat, hogy szakmailag nehezebben értelmezhetd.

A kétféle megval6sitas szamitasi 1épései nem térnek el érdemben. Minden illesztett
modell josagat négy f6 1épésben értékelhetjiik:

a) Parcidlisan vizsgaljuk egy-egy magyaraz6 valtozo6 hatasat/erejét t-prébaval.

b) Vizsgéljuk azt, hogy az 6sszes magyarazé valtozo egyuttesen szignifikans
kapcsolatban van-e az eredményvéltozéval, ezért mérjik az R? és a
korrigalt R? értékét, valamint elvégezziik az F-probat.

€) A hibatagok megfeleld viselkedését ellenbrizziik.
d) A megfigyeléseknek a becslésre gyakorolt egyedi hatasat vizsgalni kell.
Az eddig ismertetett dontési pontokat a 4.2. tablazatban foglaljuk dssze.

4.2. tablazat: A regresszids modellek és tesztek attekintése

Regresszids I) meger6sitd ) feltard
modell
Valtozok egyszerre, egy lépésben szelektalva
bevonésa
a) Valtozdk minden valtoz6t tesztelni kell (t- minden bevont valtozé
ereje préba), és a valtozok kdzott lehet szignifikans (de a
multikollinearitas konstans nem mindig!)
b) Modell az R? és a korrigalt R?, valamint az F- | az adott valtozokorbél
egesze proba alapjan mindsitjikk ez a legjobb lineéris
modell, de ez elég jo-
e?
¢) Hibatagok normalis eloszlasat és homo- azonos az 1) modellel
szkedasztikus jellegét ellenérizni kell
d) Egyedi a tulzott attétel-hatast mérni, vizsgalni | azonos az I) modellel
megfigye-lések | kell, és a zavaré pontokat elhagyni
hatasa

5 A valtozok 1épésenkénti bevondsa mellett van a teljes modellbdl induld, a véltozokat
Iépésenként kihagyo valtozat is, ezekkel majd a megvaldsitasi részben foglalkozunk.
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4.2. A regresszié matematikai hattere

A tobbvaltozds linearis modell matrix-egyenlete:

y=XB+e anol 4.1)
az y n elemii vektor, X matrixnak n sora és (p+1) oszlopa van, az ismeretlen
egyltthatdk B vektora (p+1) elemt, az € hibatag n elemi.
A modell alkalmazasanak feltételei:

> A hibatag normalis eloszlasu, varhato értéke zérus, variancidja konstans, és
a hibatagok nem autokorrelaltak.

» A magyardz6 valtozdk linearisan fuggetlenek, értékiik mérési hibat nem
tartalmaz.

» A megfigyelések szdma és a magyarazd valtozok szama kozétt fennall,
hogy n>5p.

E feltételek teljesiilése esetén a (p+1) regresszios egydltthatd legkisebb
négyzetes becslése:

p=(XTX)"XTy 4.2)
A megoldas el6allithatd, ha az inverz létezik, azaz ha X rangja® (p+1).

A reziduumok variancigja:

2 g'e

o =
n-p-1

, ahol g:y—§/=y—X& (4.3)

A modellben levé szérasnégyzet felbontasa

Az egyitthatok becsilt értékét a tovabbiakban b-vel, és a becsléshez tartozo
reziduumokat e-vel jeloljlk:

e=y—Xb

A teljes eltérések négyzetdsszege (SST: Sum of Square of Total) az egyvaltozds
modellhez hasonlé alaku, ez az y valtoz6 szérasnégyzetének n-szerese:

%8 Az inverz létezik, ha X oszlopvektorai lineérisan fiiggetlenek. A gyakorlatban eléfordul,
hogy valamelyik valtozo kifejezhetd a tobbi linearis kombinacidjaként, vagy erGsen
korrelalnak egymassal. Ebben az esetben multikollinearitas 1ép fel, és ekkor lépésenkénti
regressziot célszerli végezni.
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s — —2
Dy -y)?=y'y+ny
1=1

Az SST az y valtozo megfigyelt értékeibdl kiszamithatd, de most az a célunk, hogy
két részre bontsuk *°; SST=SSR+ SSE

e Az x magyardz6 vatozok dtal aregresszids modellben megmagyarazott hanyad
(SSR: Sum of Square of Regression) a lehet6 legnagyobb legyen.

e A meg nem magyarazott rész, az un. hibahatas (SSE: Sum of Square of Error)
pedig minél kisebb legyen.
A hiba-variancia (%) az SSE jelolésti eltérés-négyzetdsszegbdl osztissal kaphato
meg:
SSE=€'e=
n

Sy ) =(v-3) [y-¥)=or-m

i=1

s’=(e'e)/(n-p-1)

(4.5
A regresszios egyltthatok szorasnégyzete a hibavariancia (4.5) segitségével
hatérozhaté meg. Egy b regresszis egyiitthatd variancigja az (X'X)™* megfeleld
diagonalis elemébdl adodik:

Var(b)=¢ diag{(X'X) "} (4.6)

A regresszi6s eltérés-négyzetdsszeg nagysaga kil dnbségkeént is megkaphato:
n A _ —9
SR=SST-SE=) (y, - y)* =y Xb-ny (4.7)
i=1

Az egyenletek felirdsa utan kovetkezik a tesztelés, azaz annak eldontése, hogy
eredményes volt-e a modell illesztése. Ennek eldéntéséhez azt a nullhipotézist
teszteljuk, hogy a by meredekségek mind zérussal egyenlok, azaz nincs érdemi
magyaraz6 ergje a modellnek. A teszteléshez felirt szérasfelbonté (ANOVA)
téblazat (4.3. téblézat) tartalmazza az eddig ismertetett eltérés-négyzetdsszeg
tagokon tul az atlagos négyzettsszegeket (MS), valamint az F-proba értékeét.

Azzal, hogy az egyitthatok legkisebb négyzetes becdése soran az SSE-t
minimalizaljuk, egydttal az SSR-t maximalizdljuk. Az é&tlagos négyzetdsszegek

% Az itt alkalmazott jeldlés - bér igen elterjedt - csak az egyik lehetség. Lehet a Sum of
Square két része ,Explained” és,,Residua”, akkor épp forditva van a tartalmuk, mint ahogy
itt szerepel.
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aranya — az F-hanyados —is ,,nagy” lesz, ha van lineéaris regresszios 0sszefiiggés a
magyarazo valtozok és az eredményvaltozé kozott. Ezt a probafiiggvényhez tartozo
szignifikancia szint jelzi.

4.3. tdblazat: Szdrasnégyzet felbontasa és tesztelése

A variancia | Eltérés Szabadség | Atlagos F-hanyados
forrasa négyzetdsszeg | fok négyzetdsszeg

Regresszié | SSR p MSR=SSR/p F=MSR/MSE
Hibatag SSE n-p-1 MSE=SSE/(n-p-1)

Teljes SST=SSR+SSE |n-1 - -

4.3. A valtozok kozotti korrelacid mérése és szerepe a regresszios
modellben

A megfigyelések halmazat és a valtozok korét is szakmai megfontolasok alapjan
valasztjuk ki, mégis eléfordulhat, hogy

= t0l sok magyarazé valtozonk van,
= amagyarazo valtozok nem fiiggetlenek,
= avaltozok nem linearisan kapcsolddnak a fliggd valtozohoz.
A korrelacios egyiitthaté (4.8) szerinti képlete centirozott adatokra egyszeriibb

alakot olt, és igy kozvetlenil lathatd, hogy a két valtozd kozétt az n-dimenzids
térben bezért sz6g koszinuszaval azonos értéket ad:

306 = X)(y; - Y) %y, .

L = — = =Cosa

R - L
B R LD

(4.8)

A fligg6 és a p szamu magyardzé valtozo kozotti paronkénti korrelaciot tartalmazo
(p+1D)x(p+1) méretli R korrelacidés matrixbol a szignifikancia szintek alapjan képet
kapunk a multikollinearitds mértékérél. A korrelacidés matrix szimmetrikus, a
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f6atlojaban egyesek 4llnak. A matrixban talalhaté barmely r korrelacios
egyltthatéhoz tartozo szignifikanica szint a t-préba alapjan allapithaté meg, ahol

rvn-2
t=—n (4.9)

Ez a t-teszt (n-2) szabadsagfoku Student-eloszlast kdvet.

4.4, Erdemes-e tobb viltozot egyidejiileg bevonni a regresszios
modellbe?

Tébbvaltozés modellt csak akkor érdemes becsiilni, ha ez érdemben javitja az
illeszkedést az egy magyarazé valtozohoz képest. Dontéslinkhéz globalis mutatokat
és parcidlis teszteket hasznalhatunk.
El8szor a modell egészét mindsité harom globalis mutatot tekintjik at:

a) determindcios egydtthatd és korrigalt valtozata

b) a modell sztenderd hibaja

¢) a linearis modell 1étét ellen6rzo F-teszt
a) Legelterjedtebb a determinécids egyutthatd (a tébbszords korrelacié négyzete
mellett ennek korrigalt (adjusztalt) valtozata az illeszkedés josaganak
mérdszamaként:

R? =SSR/SST =1-SSE/SST ezért 0<R* <1

R .2_R2_PAd- R®) 1 SSE/(n-p-1)
i n-p-1 SST /(n—1)

ahol p a modellben szerepld fliggetlen valtozok szama.

60)

(4.10)

A Kkorrekci6 azért sziikséges, mert tobb valtoz6 bevonasaval R? né, és til optimista
képet mutat a modell illeszkedésérdl. Az R? és a korrigalt véltozata is szazalékosan
értelmezhetd. Mindkettd azt méri, hogy a modellbe bevont magyarazé valtozok az
eredményvaltoz6 varianciagjanak hany szazalékat magyarazzdk meg. E
mutatészamokhoz teszt nem kapcsolodik.

b) A regressziés modell sztenderd hibaja a (4.3) négyzetgyokének mintabeli
becslése.

_ SSE _ 1 n _A ,
S= n—p—l_\/n—p—lé(yi Yi) (4.11)

80 Csak kétvaltozés modellben érvényes az, hogy a determinaciés egyiitthaté a kozonséges
korrelacios egyiitthatd négyzete. Erdemes elolvasni Hunyadi Lészl6: ,,A determinacios
egylitthatorol” cimi cikkét, mely a Statisztikai Szemle 2000. szeptemberi szamaban jelent
meg. (78. évf. 9. sz. 753-765. oldal)
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Hivelykujj szabalyként érdemes megnézni, hogy s kisebb-e, mint egy-egy
magyarazo valtozo szorasa. Ha nem kisebb, akkor a modell illesztése nem ér annyit
sem, mintha a fiiggd valtozo atlagat tekintenénk becslésnek.

c) A variancia-analizis azt a nullhipotézist teszteli, hogy a b; meredekségek mind
zérussal egyenldk (csak a konstans kiilonbozik szignifikdnsan nullatol), mig az
alternativ hipotézis szerint van zérustol kiilonboz6 b;. A nullhipotézis elfogadasa azt
jelenti, hogy az adott valtozokkal felirt regresszios modell nem alkalmas y
becslésére. Ha elvetjik a nullhipotézist, abb6l még nem kdvetkeztethetiink arra,
hogy jO becslést tudunk adni a fliggd valtozora, mert lehetnek a modellben nem
szignifikans paraméteri magyarazé valtozok. Az ANOVA tablabdél szamolt
prébafiiggvényt globalis F-prébanak nevezzik.

A modell parcialis vizsgalata — a regresszids egyiitthatok egyenkénti tesztelése — t-
probaval torténik. A nullhipotézis szerint H, :,BJ- =0 és a kétoldali alternativ

hipotézis: H, : B; #0.

b.
A tesztfiiggvény Student-eloszlast kovet, képlete t = % , 4.12)
b

i

ahol syjaz (4.5) szerinti becsiilt variancia gyoke. A t-proba szabadsagfoka n-j-1, ahol
j azt jelzi, hogy a j-edik valtozot vontuk be a modellbe. A t-eloszlas segitségével (1-
o) valoszinliségi szintli konfidencia intervallum is felirhatd az elméleti P;
paraméterre:

bi £t 501 "Sp, (4.13)

A sztenderdizalt regresszids egyiitthatok szamitasa a (4.14) képlettel®® torténik,

ezekre kiilon tesztet nem kell végezni.

S,
beta; =b, - % (4.14)

A sztenderdizalt béta nem azonos az elméleti modell f egyitthatojaval. Ertéke a
szorasok aranyatol fiiggben kisebb vagy nagyobb is lehet, mint a becsiilt b
egylitthato. Az abszolut értékben legnagyobb értékii valtozot tekinthetjik a modell
legfontosabb magyardz6 valtozojanak.

Kdézvetlen, kozvetett és teljes hatas (kitekintés)

®1 Ha a modellben egyetlen x magyaréz6 valtozé van, akkor beta= r, ahol r a kézonséges
korrelacios egytthato.
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A regressziés egyttthatok értelmezésekor fontos hangsulyozni, hogy a magyarazé
valtozdk fuiggetlenségét feltételeztiik a becslés soran. A modellben a by konstans azt
az alapértéket adja meg, amit y akkor vesz fel, ha minden x; értéke nulla. A b;
egyUtthat6 pedig azt a kdzvetlen hatast méri, hogy mennyivel véltozik y, ha x; egy
egységgel nd, mikdzben a tobbi magyarazo valtozo értéke valtozatlan.

Ha a magyarazo valtozok linearis fliggetlensege nem teljesil, akkor y és x; kozétt a
teljes hatast (by;) a kozvetlen hatas (b;) és az xj-vel korrelalo (pl. x,) magyarazo
valtozo(ko)n keresztil megvaldsul6 kdzvetett hatadsok egyutt adjak.

igy by; =b; + by*by, ahol by az x,—nak mint magyarazé valtozonak az x;-re, mint
fiiggd valtozoéra felirt regresszids egyiitthatdja. A direkt és az indirekt hatdsok
feltarasa t-elemzéssel® val6sithatd meg.

4.5. A valtozo szelekciot megvaldsito lepésenkénti regresszio

A Iépésenkénti regresszid 4 eljarassal végezhetd el, de haromnak
kozos jellemzdje az, hogy egy 1épésben egyetlen valtozd bevonasarol
vagy elhagyésarol dontink. A dontés alapja a parciélis F-proba:
R°—RZ n-—p-
F, = o 0-P 1 (4.15)
1-R q

ahol R? az aktuélis, p magyaraz6 valtozés becslés, Ro? pedig az el6z6 modell
determinaciés egyultthatdja, q pedig az adott 1épésben bevont valtozdk szama
(altalaban g=1).

Az F-hanyados szabadsagfoka a szamlaloban q és a nevezében (n-p-1).

A t-proba négyzete megegyezik ezzel a parcialis F-teszttel, amelyet azért
szamitunk, hogy mérjilk az éppen bevont X; valtozd6 magyarazéerejének
szignifikanciajat.

Az (jabb véltozok bevonasaval R? monoton né a differencia csokkenése mellett.
Igy eldontendé kérdés, hogy szignifikinsan né-e a determinacios hanyados az
adott valtozé(k) bevonasaval. A beléptetés és kihagyas kritériuma F rogzitett
nagysaga, vagy az F-hez kapcsolddo szignifikancia szint megvalasztasa lehet.

Ha Ujabb magyarazé valtozékat vonunk be a modellbe, akkor az ANOVA
tablazatban SSE csokken és SSR né. Az atlagos négyzetsszegek (MS)
valtozasanak iranya mar nem egyértelmii, mert a nevezok is valtoznak, ezért F
értékének alakuldsardl biztosat nem &llithatunk.

82 Angol neve Path analysis, az SPSS-ben nem szerepel.
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Ha rogzitett o valoszinliségi szinthez tartozd F-érték mellett (4.15)-bol kifejezziik
az R? valtozasat, akkor a (4.16) dontési kritériumhoz jutunk. Bevonésra érdemes a
véltozo, ha

q
R ~Ro > _—_1(1_ RY)F 50 (4.16)

A lépések soran meghatarozasra keriilnek itt eléjel nélkiil a parcialis korrelaciék
is:

(4.17)

A szamlalo gyokét részkorrelacionak nevezziik (Part correlation). Ha az Gjonnan
belépd valtozo valdban korrelalatlan a modellbe mar bevont valtozdkkal, akkor a
részkorrelacio jelentdsen né a vizsgalt 1épésben.

A lépésenkénti modellezés valtozatai:

=  Forward szelekcié: minden lépésbhen azt a magyardzé valtozét vonjuk be,
amelyiknek a parcidlis F-tesztjéhez a legkisebb p valdsziniiség tartozik. A
bevonasi folyamat addig folytatodik, amig ez a p az elére rogzitett
maximum (PIN) alatt marad, vagy minden valtoz6 bevonasra kertllt.

= Backward eliminacid: az indul6 lépésben az Osszes valtozé a modellben
van, és lépésenként azt az egyet hagyjuk ki, amelyiknek a legkisebb a
parcidlis korrelacidja. Ekkor a parcidlis F-teszthez a maximalis p
valdsziniiség tartozik. Leall a kikiiszobolés, ha p kisebb, mint a kiiszob
(POUT), vagy nincs mar valtozé a modellben.

=  Stepwise modszer: a forward eljarast gy mddositjuk, hogy minden
lépésben ellendrizziik a modellbe korabban bevont valtozok p
valdszintiségét, és ha p>POUT, akkor a valtozot kihagyjuk a modellbol.
Nem kerilink végtelen ciklusba, ha PIN<POUT. Szok&sos bedllitas:
PIN=0,05 és POUT=0,10.

= Remove eljaras: belépteti az dsszes valtozét (mint az ,,Enter” modszer),
majd elhagyja egyszerre az 6sszes valtozot, és dsszehasonlitasként csak a
konstans tagot tartalmaz6 modell eredményeit kozli.

4.6. A magyarazo valtozok kozotti korrelacio, a multikollinearitas

A magyarazo valtozdk fiiggetlenségére vonatkoz6 elvarast akkor is megsérthetjik,
ha Iépésenkénti szelekcidt végziink, mert a bevonasnal a modell magyarazo erejének
javuldsan van a hangslly. Ezt a kozvetett hatdsok még fokozzak is. Ezért a
Iépésenkénti regresszios modellezésnél kiuléndsen indokolt a modellbe bevont
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magyarazo valtozok kozotti korrelacio, a multikollinearitas mérése, melyre négy
mérdszamot ismertetiink.

a)

b)

A tolerancia mérték annak a tdbbszérds determinacids egydtthatonak a
komplementere, amely azt méri, hogy az i-edik magyardz6 valtozot az

osszes tobbi x milyen szorosan hatarozza meg: Tol =1- Riz. A kicsi
(nulldhoz kozeli) tolerancia jelenti azt, hogy kozel fiiggvényszeri a
kapcsolat a magyarazo valtozok kozott.

A variancia inflal6 faktor (VIF) a tolerancia reciproka:
VIF, =1/(1- R}). Ezért ha a magyaraz6 véltozok kozott szoros

kapcsolat van, a VIF végtelen nagy lehet. Ha a valtozok ortogonalisak,
akkor a VIF egységnyi. A VIF; egyuttal a sztenderdizalt magyarazé
véltozokhol képzett (X T X )™ matrix i-edik diagonalis eleme. Ez a képlet
szerepel (4.5)-ben a regresszids egyiitthatok  szorasnégyzetének
becslésekor. Ezért multikollinearitas fellépésekor né a VIF, és emiatt nagy
lesz a Var(b), tovabba széles lesz az egyutthatd konfidencia intervalluma. A
VIF-hez kritikus kiisz6b nem adhat6, de hiivelykujj szabély szerint 2-ig
elfogadhat6, 5-ig ,,tiirheté”, 6t felett pedig veszélyes.

A két mutato ellentétes alakulasat mutatja a 4.2. abra.

=
o
\\j>

—— Tolerancia

Tolerancia és VIF

/
/ ——VIF
yd

O PR NWAMOUUO N OO

Determinaciés egyiitthaté

4.2. abra: A multikollinearitas ket merdszamanak alakuldasa
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c) Az (X'X) centirozatlan, de a szérassal leosztott®® adatokbdl képzett
szorzatmatrix sajatértékeit (A;) eléallitva és nagysag szerint rendezve
kondicids index (CI) képezhetd:

Cl; =/ Apax [ 4, aholi=1,...,(p+1)

Ha a magyarazo valtozok kozoétt szoros korrelacio van, akkor a maximalis
sajatérték nagy, a tobbi lambda gyorsan csokken, ezért a kondicioés index is
nagy. Hivelykujj szabaly, hogy 1-5 k6z6tt gyenge, 5-10 kodzott zavard a
multikollinearitads. Ha 10 feletti az index, akkor komoly kollinearitas all
fenn. Ha sok sajatérték kozel nulla, akkor az adatokban bekovetkezé kis
valtozasok nagy valtozast idéznek eld a becsiilt egyiitthatokban.

A nagy sajatértekek szama azt jelzi, hogy hany dimenzids térben
jelenithet6k meg a ,.fliggetlen” valtozok. A fékomponens elemzés, amelyet
egy késébbi fejezet ismertet, ilyen adathalmazok elemzésére alkalmas.

d) Variancia hanyadot szamithatunk minden regresszids egydtthatéra (a
konstansot is beleértve), hogy a regresszios egyutthaték varianciait a
sajatértékek (és az altaluk jelzett mer6leges tengelyek) kdzott szétosszuk.
Egy-egy egyitthato oszlopanak dsszege tehat egységnyi.

Soronként vizsgalva a variancia hanyadot, multikollinearitasi problémara
utal, ha egy-egy nagy kondicids index soraban tobb regresszids
egyutthaténak magas a variancia hanyada.

4.7. Az egyedi megfigyelések hatasa a becslésre

Eddig az X matrix oszlopaira, a valtozék szerepére koncentraltunk. Most a sorokat
vizsgaljuk, az egyes megfigyelések fontossagat, befolyasat mérjik. Az angolul
sleverage”-ként megjelené fogalom attételhatast jelent. Ezzel a mérészammal
azonosithatok az extrém helyzetli megfigyelések is. A hibatagokat is
megfigyelésenként vizsgaljuk, valamint tavolsagot is mérhetiink, miel6tt extrém
helyzetlinek mindsitiink egy megfigyelést.

4.7.1. A becslést befolyasol6 pontok feltarasa
A becslést befolyasold pontok feltarasahoz a (4.2)-ben felirt becsléegyenlet

B=(XTX)*XTy

mindkét oldalat szorozzuk balr6l X matrixszal. Ekkor azonossagot kapunk, ahol H

(nxn)-es matrix a leképezés® métrixa.

rrrrrr
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XB=y=X(X"X)"XTy=Hy (4.18)

A (4.18)-bol lathatd, hogy H kozvetlen kapcsolatot teremt a fliggh valtozo
megfigyelt értékei (y) és becsiilt értékei (y,) kozott.

A H matrix segitségével a hibatagok vektora

e=y-y=y-Hy=(E-H)y (4.19)

ahol E az egységmatrix, és igy az eltérés-négyzetdsszegek is felirhatok:

SSE = y"(E—H)y SSR=y"Hy-ny"

és
H matrix szimmetrikus, diagonalis elemei (jeldlje h;; ) azt a hatést fejezik ki, amit az

i-edik megfigyelés (X matrix i-edik sora) gyakorol az 6sszes magyarazo valtozén
keresztiil a regresszios becslésre.

h, =X (X" X)™x, (4.20)

n
Megmutathat6, hogy Zh“ = p+1, hiszen ennyi az X oszlopainak szama, és
i=1

1>h. >1/n. Egy megfigyelés ,attétel” hatasa atlagos, ha értéke (p+1)/n, és

[ —
befolyasolo, jelentds megfigyelést jelez, ha az atlag kétszeresét meghaladja, azaz

h, >2(p+1)/n.

Konnyebb az értelmezés, ha a h-bdl a minimalis 1/n értéket levonjuk, és az origéhoz
tolt hatést (centered leverage) vizsgaljuk:

h, —— (4.21)

Mivel igy 0 és (n-1)/n kozotti értéket kaphatunk, gyakorlati szabaly adhaté a
(h =1/n) eltolassal kapott mértékre:
= 0,2 alatti érték mellett a megfigyelések bevonhatok a becslésbe
= 0,2 6s0,5 kozott kockazatos a becslés elvégzése
= 0,5 felett keriilendd a megfigyelések bevonasa a regresszids becslésbe.

Az SPSS kézikdnyv altal javasolt masik szabaly szerint p>6 és (n-p)>12 esetén 3p/n
a bevonasi kiisz0b. Ha a megfigyelések szama és a magyarazé valtozok szama

8 H métrix angol neve ,,hat matrix”.
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kozotti n>5p ajanlast is figyelembe vessziik, akkor 3/5=0,6 feletti értéket elérd
megfigyelést semmiképpen nem vesziink figyelembe a regressziés modell
becslésekor.

Minden megfigyelt érték h sullyal befolyasolja a becslést:

}/,\i = by + by + B, X, + ot by = Dy, ahol by = X7 (XTX) X
1

A legkisebb négyzetes becslés nagyon érzékeny az extrém (x;, y;) megfigyelés-
parokra. Ha a megfigyelt y érték extrém, és/vagy az x értékektdl fiiggé h sdly nagy,
akkor erds hatast gyakorolnak a becslésre. Egyszerlibb a hatasok értelmezése, ha az
X matrixban a fliggetlen valtozdk atlagtél vett eltérései, a centirozott adatok vannak.
Ekkor egy magyaraz6 valtozd esetén h azt fejezik ki, hogy az x valtoz6 egy-egy

—\

. e . N 1 (Xi ~ X}
megfigyelt értéke milyen tavol van az atlagtol: hii = H +— ,
Z(Xj - X)

=1

4.7.2. Hibatagok elodllitasa és elemzése

A hibatagok, vagy elterjedt szdval rezidualisok vizsgalata nagyon szertedgazo
terullet. Az elvarasok kdzott szerepel, hogy normalis eloszlast kovetnek, fliggetlenek
és allando a szorasuk.

e Hisztogramot érdemes késziteni, melyr6l a rezidualisok eloszlasa lathato,
és a normadlis eloszlastél vald eltérés grafikusan megjelenithetd. A
rezidualisok &brait az eredmények bemutatasanal tekintjik at.

e A QQ plotis a hibatagok normalis eloszlastél valé eltérését mutatja.

e Ha a hibatagokat az y adatok mentén abrazoljuk, akkor a szérasok
homoszkedasztikus jellege is szemléltethetd.

e Az egyik legismertebb teszt a Durbin-Watson statisztika, amely a hibatagok
autokorrelalatlansagat teszteli, ezért idésoros adatok esetében célszerii
értelmezni, keresztmetszeti elemzésben nincs Iétjogosultsaga.

Mivel a megfigyelt és a becstilt értékek eltérése tobbféleképpen mérhetd, tobbféle

rezidualis szamithatd és elemezhetd. A kozonséges rezidualisok (€ =Y; —Y;)
mellett szamolhat6 (gy is hibatag, ha egy-egy megfigyelést kihagyunk. Az i-edik
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megfigyelés (x,y) koordinatainak elhagyasaval nyert becslés és az igy szamitott
A
rezidualis® indexében szerepel a kihagyott elem: €ii =Yi Yy

Ha az i-edik megfigyelés erdsen befolyasolja a becslést, akkor a két hibatag nagyon
eltérd. A két rezidualis kozott a hatas (h;;) értéke teremt kapcsolatot:

i =& /(L-hy) (4.22)

Mivel h nem-negativ, ‘e(i)i‘ 2 |ei| de nagyméretli, homogén mintaban egy-egy

megfigyelés kihagyasa miatt a kétféle rezidualis nem térhet el jelentdsen egymastol.
Mig a rezidualisok négyzetdsszege=SSE, addig a torlések utan becsult rezidualisok

n
négyzetdsszege®® PRESS=Z:e(2i)i . A két dsszeg hanyadosa (PRESS/SSE) jelzi,
i=1
hogy mennyire érzékeny a regresszids becslés a kihagyott megfigyelésekre. Ha sok
és/vagy nagyon tavoli (outlier) pont volt a mintaban, akkor a PRESS/SSE arany
jéval nagyobb, mint egy.

A rezidudlisok ,,nagysaganak” megitélését segiti a sztenderdizalas. A kdzdnséges
rezidualisokat osztva a (4.4) gyokével, az s szdrassal, sztenderdizélt hibatagokat
kapunk:

z,=¢/s (4.23)

Mivel a regresszidos becslésb6l szarmazé hibatagok variancigja torzitott,
Var(e,) =c*(1—h,), a z szordsnégyzete nem egységnyi. Az egységnyi

varianciat biztositja, ha a (4.24) szerint sztenderdizaljuk a hibatagokat. Az igy kapott
rezidualisok abszolut értékben nagyobbak lesznek (4.23)-beli parjaiknal:

r.=e/s\1-h, (4.24)

A (4.24)-ben a sztenderdizéaladshoz hasznalt s széras nem fliggetlen az e; hibatagtol,
ezeért ezt szoktak belsdleg studentizalt rezidualisnak is nevezni, megkilonboztetve a
kihagyassal szamolt, kiils6leg studentizalt rezidualistél, t—t6l, amelynek eloszlasa
Student eloszléast kdvet:

t =€ /851 (4.25)

% Az egy megfigyelés torlése, kihagyasa utan szamitott hibatag angol neve ,,deleted” residual.
Hunyadi-Mundruczo-Vita: Statisztika c. kdnyve sorelhagyasos médszert emlit.

% A sorkihagyasokkal szamolt eltérés-négyzetdsszegek angol neve: Predicted Residual Sum
of Squares= PRESS.
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Ez a (4.25)-ben szamolt t-statisztika méri az e; —ben azt, hogy y mennyire tér el a
becsléstl, és h;; —ben pedig azt, hogy az x-ek hatasa milyen jelent6s. Ha gyanitjuk,
hogy valamelyik megfigyelés nagyon rendhagyd, akkor az erre kiszamolt t-értéket
Osszevethetjik a Student eloszlas kritikus értékével. A  Student-eloszlas
szabadsagfoka (n-p-2). Nagy megfigyelésszdm mellett normalis eloszlas
alkalmazhato.

Az attekinthet6ség érdekében a 4.4. tdblazatban foglaljuk Ossze a rezidualisok
tartalmat, képletét és az SPSS-ben szerepld révid elnevezést.

4.4. tablazat: Hibatagok véaltozatai

A rezidualis tartalma, (angol neve), betiijele | Képletének SPSS-neve
szama

Kdzonséges rezidudlis (unstandardized): e (4.19) res

Az i-edik megfigyelés kihagyasaval szamitott (4.22) dre

rezidudlis (deleted): e

Sztenderdizalt kozonséges rezidualis: z (4.23) zre

Studentizalt rezidualis, megfigyelés kihagyva, (4.24) sre

széras a teljes mintabol (studentized): r

Studentizalt rezidudlis, a széras is kihagyassal (4.25) sdr
szamolva (studentized deleted): t

4.7.3. A becslést befolyasolo tavoli pontok feltarasa, kihagyasi dontés

Mahalanobis tavolsag alapjan kivalaszthatjuk azokat a potencialis megfigyeléseket,
amelyek kilogonak (outliernek) tekinthet6k. A Mahalanobis tavolsag dy
kétféleképpen is kiszamithato.

a) dm =(n-1)(hii —1/n), (4.26)
b) d. = (yzi)—Q)TS‘l()A/(i)— )A/), ahol S a valtozok kovariancia®’

matrixa.

%7 Ha a valtozok korrelalatlanok, akkor megegyezik az euklideszi tavolsaggal.
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Cook javasolta a D-statisztika szamitasat, amelyben az i-edik megfigyeléssel és e
pont kihagyasaval készitett linearis regresszids becsléseket vetjik 6ssze az i-edik

pontban: D, = Z( ;l(i)i— )A/i YV I(p+1)s?
i-1

A Cook-féle D egyszeriibben kiszamithato a (studentizalt) rezidudlis és a hatés-
mérték felhasznalasaval:

eiz'hii _ r2 hii (4.27)
" (p+Ds’@-h)® " (p+D(-hy) '

Huvelykujj-szabély alapjan az egynél nagyobb D; -t ad6 megfigyelésekre Kell
odafigyelni.

A diagnosztikat segitd tovabbi mértékek a regresszios egyiitthatokat és a becsiilt
értékeket vetik 6ssze, mérve azok valtozasat, ha egy-egy megfigyelést kihagyunk.

DfBeta®® mutatoval a j-edik regresszios egy[jtthat()69 érzékenységét mérjik, ha az i-
edik megfigyelést elhagyjuk:

DfBeta; = (b, —by;)/c;s;, (4.28)
ahol cj az egyiitthato szorasatol fiiggd korrekcids tényezd, négyzete az (X'™X)*
diagonalisaban talalhat6. Figyelmet érdemel az i-edik megfigyelés, ha (4.28)

abszolut értéke meghaladjaa 2/ \/ﬁ kiisz6bszamot.

A sztenderdizalt valtozatot a regresszids egyiitthatd sztenderd hibajaval torténd
osztas utan kapjuk, és az eldjelet is figyelembe vessziik: StDfBeta; =DfBeta; /sp, .

Cook D mutatdjahoz hasonldan a becsiilt értékeket hasonlitja 6ssze a DfFits mérték,
amelyben a (24)-beli r helyett (4.25) szerinti t szerepel. A DfFits egyesitve mutatja
azt a hatast, amit az i-edik megfigyelés kihagyasa gyakorol az egyes regresszids

egyutthatokra, bo—ra, by-re, stb.: DfFits; = (yi - y(i)ij

Mivel az eltérést itt sem emeljiik négyzetre, DfFits el6jelét is vizsgalhatjuk. Az
Osszehasonlithatosag érdekében (4.29) szerint sztenderdizaljuk az eltéréseket, és az

abszol(t értékben 2./ P/ N -nél nagyobbakat kiemelten kezeljiik:

%8 A Df rovidités a differenciara utal.
8 A konstans tag, by is vizsgalhato igy.
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1/2
StDfFits, = (yi— y(i)ij/s(i)\/h_ii ~t, [%J (4.29)

Végul a kovariancia-hanyados mutatdval zarjuk a megfigyelések hatasanak
vizsgalatat. Az adatokbol becsilt kovariancia matrixot (S) is képezhetjik az i-edik
megfigyelés kihagyasa utan (S ). Ezek determinansainak hanyadosa:

‘S(i)‘ _ (n-p)° (4.30)

CovRatio = =
|S| [(n_p_1)+ti]p(1_hii)

Ha a kovariancia-hanyados értéke ~1, akkor nem jelentds az i-edik eset hatasa.
Az bsszetevOket vizsgalva megéllapithato’®, hogy |CovRati0 —1| <3p/n.

Egyszeriibb alakot kapunk, ha egyetlen magyarazé valtozonk van. Ekkor azokra a
megfigyelésekre kell kiiléndsen figyelniink, amelyek kovariancia-hanyadosa
nagyobb, mint (1+3/n) vagy kisebb, mint (1-3/n).

4.8. A megvaldsitas lépései az SPSS-ben

Az ANALYZE/REGRESSION/LINEAR utat kévetve a nyit6 oldalon el8szor
= afliggd (dependent) valtozot és
= afiggetlen (independents) valtozdkat kell megadni.

A modszer alapértelmezés szerint Enter, vagyis minden fliggetlen valtozét bevon az
eljaras. Mintapéldankban lépésenként felépitett (stepwise) modellt ismertetiink. A
népességnovekedés becsléséhez 6 magyarazo valtozot jeldltiink ki.

»  Megadhaté még ,,selection” valtozé, amellyel almintat képzilink, ezzel most
nem éllink.

=  Cimkézziik az orszagok nevével az eseteket a ,,case label”-ben.

Az outputok listaja a kovetkezé 4 gomb mogott tarul fel: Statistics, Plots, Save,
Options.

A bedllitas menete €s az eredmények sorrendje jelentdsen eltér. E16szor azt tekintjiik
at, hogy mit érdemes kérni, majd azt, hogy mit hogyan értelmeziink.

I. Statistics

= Aregresszios egyttthatok becslése mellett konfidencia intervallumot és
kovariancia matrixot kérhetiink.

70 Belsey, Kuh és Welsch 1980-ban adtak meg a felsé hatart.
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II.

A modell illeszkedését, az R? valtozasat, leird statisztikat (atlag, szoras,
megfigyelések szama), parcialis korrelaciét és multikollinearitasi
mértékeket valaszthatunk.

A rezidualis a Durbin-Watson tesztet és esetenkénti diagnosztikat
kérhetiink. Ha az n nagy, érdemes csak az outlier eseteket kiiratni, amelyek
az atlagtél 2-3 sz6rasnyi tavolsagra vannak.

Plots

A regresszios becslés Osszevethetd a rezidualisok kiilonbozé fajtaival. A
rezidualisok normalis eloszlasarél a hisztogram és a normalis eloszlastol valo
eltérés ad képet.

L.

Save

Ez a gomb 6t csoportba sorolva ajanlja fel az elmentheté eredményeket.

1.

2.

Becsult értékek (k6zonséges, sztenderdizalt és korrigalt becslés, valamint a
becslés sztenderd hibaja minden egyes megfigyelésre kilon-kilon)
Rezidudlisok (kozonséges, sztenderdizalt, studentizalt, kihagyott és
kihagyva studentizalt)

Tavolsagok egyenként mérve: Mahalanobis, Cook-D és az attétel-hatas
értékek

A befolyast mérd statisztikak (DfBeta ¢és DfFit sztenderdizalva is,
kovariancia hanyados)

Konfidencia intervallum a regressziés becslés minden pontjara az atlaghoz
és egy egyedi ponthoz képest, valaszthaté megbizhatdsagi szinten.

Options

A beléptetés az F-hez tartoz6 valoszinliség (alapérték: Entry: 0,05,
Removal: 0,10) vagy az F teszt értékének kivalasztasaval szabalyozhato.

Alapértelmezés szerint van konstans tag a modellben, de itt kihagyhatd.

A hidnyz06 értékek paronkénti vagy soronkénti kihagyasat, estleg az atlaggal
val6 helyettesitését kérhetjiik.

4.9. A szamitasi eredmények bemutatasa

A népesség novekedési utemét (y) becsliljik az SPSS-ben elérheté World95.sav
adatallomany alapjan. Az egyes tablak angol és magyar nevének megadasa utan
roviden értékeljiik a részeredményeket.

Descriptive statistics — a leird statisztikak kozil a valtozok atlagat és szorésat,

valamint a megfigyelések szamat kapjuk meg. 109 orszag adatai k6zott sokszor
hidnyzik a napi kaléria-bevitelt méré valtozd. Ilyen esetben az alapértelmezés
szerint a regresszios becslés az egész sort kihagyja (,,listwise™), ezért 75 adatbdl
szamolt statisztikakat kapunk. (4.5. tablazat) Az eredmények kozil AIDS-esek
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szamanak relativ szérasa’® t6bb mint 4, ez talzott mértékii heterogenitast’ jelent, a

modellbe bevonni nem célszerti.

Correlations:

4.5. tablazat: Leir6 statisztikak

Descriptive Statistics

Std.

Mean Deviation
Population increase (%
per year)) 1,821 1,143 75
Average female life
expectancy 68,81 11,41 75
Average male life
expectancy 63,88 10,11 75
Infant mortality (deaths
per 1000 live births) 47,021 38,731 (S
Gross domestic
product / capita 5853,16 7149,52 75
Daily calorie intake 2753,83 567,83 75
Aids cases 11067,40 48111,34 75

a figgd ¢és a magyardzd valtozokra paronkénti

korrelaciok,

szignifikancia szintek és a minta mérete szerepel a tablazatban. A multikollinearitas

mar itt észlelhetd, egyes magyarazo valtozok kozott szinte fliggvényszerii kapcsolat

van. Az AIDS valtozé nem korrelal szignifikansan a népességnovekedéssel,
bevonasra nem kertilhet. (4.6. tblazat)

™ Széras/atlag= relativ szords, a kettdnél nem nagyobb érték a kedvezé. Az atlag eléjelétsl

eltekintlink.

"2 Nincs népességre vetitve az adat, és az USA kiugréan magas betegszama megnoveli a

szorast.
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4. 6. tAblazat: Korrelaciés matrix

Correlations

Infant
Population mortality Gross
increase Average Average (deaths domestic Daily

(% per female life male life per 1000 product / calorie

year)) expectancy | expectancy | live births) capita intake
Population increase (%
per year)) 1,000 -,582 -,529 ,617 -,665 -,609
Average female life
expectancy -,582 1,000 ,989 -,962 ,675 , 775
Average male life
expectancy -,529 ,989 1,000 -,946 ,657 , 765
Infant mortality (deaths
per 1000 live births) ,617 -,962 -,946 1,000 -,690 =777
Gross domestic
product / capita -,665 ,675 ,657 -,690 1,000 , 751
Daily calorie intake -,609 775 ,765 =777 ,751 1,000
Aids cases -,094 ,044 ,032 -,075 ,285 167

Bevont és kihagyott valtozdk Iépésenkénti felsoroldsa: a 2. lépésben bevont
csecsemOhalanddsagot az 5. 1épésben eltavolitja a stepwise eljaras.

A Model Summary tablazatban (4.7. tablazat) a tobbszords korrelacio és
determinaci6s egyiitthatd, a korrigalt R? a regressziés modell standard hibaja
szerepel lépésenként. Mivel az 6todik Iépésben redukaltuk a modellt, az &sszes
mutat6 csokkent. A Durbin-Watson tesztet nem értelmezziik.

4.7. tablazat: A valtozasok kovetése

Model Summary

Std. Error of Change Statistics

R Adjusted the R Square F Sig. F Durbin -
Model R Square | R Square Estimate Change Change | dfi | df2 | Change Watson
1 ,665 ,443 ,435 ,859 ,443 58,006 1|73 ,000
2 ,700 ,491 ,476 ,827 ,048 6,751 1 72 ,011
3 , 722 ,521 ,501 ,808 ,031 4,558 1 71 ,036
4 752 ,565 ,540 775 ,044 7,015 1] 70 ,010
5 , 745 ,555 ,536 , 779 -,010 1,640 1 72 ,204 1,887

Az R? valtozasat az el6z6 és az adott Iépésbeli mérték kiilonbsége adja, a valtozas
jelentéségét az F-teszt alapjan itélhetjuk meg. Az F-proba valtozésanak
szignifikanciajat is F-teszt méri.

Az ANOVA tablazat is lépésenként késziil. Az MSR, az MSE és az F-hanyados az
els6 négy lépesben fokozatosan csokken, majd az 6todik 1épésben a redundans
valtozo elhagyasa utdn mindharom magasabb lesz. (4.8. tablazat)
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4.8. tdblazat: Szdrasnégyzet felbontasa lépésenként

ANOVA
Sum of Mean
Model Squares df Square F Sig.
1 Regression 42,832 1 42,832 58,006 ,000
Residual 53,904 73 ,738
Total 96,737 74
2 Regression 47,453 2 23,727 34,663 ,000
Residual 49,283 72 ,684
Total 96,737 74
3 Regression 50,426 3 16,809 25,770 ,000
Residual 46,310 71 ,652
Total 96,737 74
4 Regression 54,644 4 13,661 22,719 ,00C
Residual 42,092 70 ,601
Total 96,737 74
5 Regression 53,658 3 17,886 29,479 ,000
Residual 43,079 71 ,607
Total 96,737 74

A regresszi@s egydtthatok becslése az elemzés célja.

Az egylitthatokat sztenderd hibaikkal osztva a t-teszt értékét kapjuk. A 1épésenkénti
eljaras hatasara csak a nullatol szignifikdnsan kiilonbozd egyiitthatojii valtozok
maradnak a modellben. Ha az indulé adatokat sztenderdizéljuk, akkor egybdl
sztenderdizalt egy(tthatokat, bétakat kapunk, amelyek az x 1%-o0s valtozasanak y-ra
gyakorolt hatasat fejezik ki.

A tablazatban szerepld zero-order korrelaciok az adott x és az y kozotti kdzonséges
Pearson korrelaciok. A parcialis Kkorrelaciok (4.19) a mar bevont magyarazd
valtozok hatasat sziirik ki, ezért alacsony értékiik (példaul a 4. 1épésben a ndi
varhato élettartam bevonasa utan a csecsemdéhalanddsag) multikollinearitasra utal. A
rész-korrelacio a parcialis korrelacio szamlaloja.

A kollinearitasi statisztika két mutatét ad. A tolerancia=1- R; %, azaz az i-edik
valtozonak az 0Osszes tobbi magyaraz6 véltozéval vald determinacids
egyiitthatdjanak komplementere. Ertéke 1, ha egy magyaraz6 valtozé van, utana
egyre csokken. Mar a 3. 1épésben erds multikollinearitads van, amint azt a korrelacios
matrixnal is észleltiik.

A VIF a tolerancia reciproka. A 4. 1épést6l az egymassal szorosan korrelald férfi és
ndi varhato élettartam egyiitt szerepel a végsé modellben, ezért a VIF til magas, két
véltozora is ot felett van. (4.9. tdblazat) Ezek alapjan a modell alkalmazésa
megkérddjelezheto.
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4.9. tblazat: A regresszids modell egyitthatdi
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Az éves népesseg novekedést becsld egyenletben a konstans (3,331) mellett a
GDP/f6 és a férfi valamint a ndi varhato élettartam szerepel. Ez a harom magyarazo
valtozé egymassal is szorosan korrelal — a tolerancia alacsony, a VIF pedig tdl
magas — ezért a modellben gondok lesznek. A sztenderdizalt regresszids egyitthatok
alapjan a ndi varhaté élettartam hatdsa a leger6sebb, mivel a -2,203 abszolGt
értékben meghaladja a masik két bétat.

A modellben nem szerepld valtozok listajabol a kovetkezd 1€pést lehet
megallapitani. A (k+1) lépésben az a valtoz6 kerul bevonasra, amelynek a
legnagyobb (és még szignifikans) a t-tesztje. (4.10. tablazat)

A sajatértékek és a kondicios indexek a 4.11. tablazatban talalhatok. Lathato, hogy
minden Iépésben egy nagy’® sajatérték van, ami arra utal, hogy maximum két
fiiggetlen dimenzio van, amibe a magyarazo valtozok tomorithetok. A kondicios
index mar a 3. Iépésben meghaladja a veszélyes szintet, a 30-t. A regresszios
egyltthaték variancidinak szétosztasa nem sikeriilt, mar a masodik lépés magas
variancia hanyadot jelez. (A szamok szdzalé¢kosan értelmezheték.) A magyarazd
valtozok mogott azonos sajatérték hiizodik meg, ezért tomorithetok, egymastol nem
fiiggetlenek. Ilyen esetben érdemes fokomponens vagy faktor eldallitasara gondolni.

™ Az egységnyinél nagyobb sajatérték szémit ,nagynak”. Errél részletes magyarazatot a
fokomponensek ismertetésekor adunk.
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4.10. tablazat: A még be nem vont valtozok statisztikai

VALTOZOS REGRESSZIOSZAMITAS
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4.11. tdblazat: Sajatértékek és variancia hanyadok
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A rezidualisok statisztikai

Eldszor két orszagot latunk a 4.12. tdblazatban, amelyek sztenderdizalt rezidualisa
kivil esnek a (-3;+3) intervallumon. Mindkettdnek pozitiv eldjele van, azaz a modell

alulbecsli a megfigyelt értéket. Feliilbecslés negativ rezidualis esetén fordul eld.

4.12. tablazat: Kilégé megfigyelések

Casewise Diagnostic%

Population
increase
Std. (% per Predicted
Case Number | COUNTRY Residual year)) Value Residual
80 Kuwait 4,497 5,2 1,737 3,503
87 E;:‘_rab 4,348 4,8 1,413 3,387

a. Dependent Variable: Population increase (% per year))

A tovabbi (4.22)-(4.25) képletek szerint szamitott rezidualisokat megfigyelésenként
az adatallomanyhoz csatolja az SPSS, mig a fébb statisztikai jellemzdket

osszefoglalé tablaba rendezve kapjuk meg. (4.13. tablazat)

4.13. tdblazat: A rezidualisok statisztikai

Residuals Statistic8

Std.
Minimum Maximum Mean Deviation N
Predicted Value ,149 3,544 1,753 ,812 109
Std. Predicted Value -1,964 2,023 -,079 ,954 109
itrzzici"’t‘gé '\E;;?Jec’f ,106 ,348 ,178 | 5,001E-02 109
Adjusted Predicted Value |9,415E-02 3,544 1,756 ,818 109
Residual -1,936 3,503 | -7,10E-02 ,850 109
Std. Residual -2,485 4,497 -,091 1,091 109
Stud. Residual -2,450 4572 -,089 1,095 109
Deleted Residual -1,936 3,620 -7,33E-02 ,873 109
Stud. Deleted Residual -2,452 5,404 -,083 1,134 109
Mahal. Distance ,375 13,787 3,095 2,367 109
Cook's Distance ,000 ,196 ,014 ,029 109
Centered Leverage Value ,005 ,186 ,042 ,032 109

a. Dependent Variable: Population increase (% per year))

Itt megallapithato, hogy a kiilonb6z6 rezidualisok mindegyike inkabb jobbra ferde,
mint szimmetrikus, hisz a rezidualisok atlagai a minimum és a maximum k6z6tt nem
kozépen vannak. A rezidudlisok az adatidllomanyban egyenként is megorzésre
kerllnek, és részletesen értékelhetdk a kiilonb6z6 hibatagok. Minden hiba-szamitasi
méd mellett a 4.12. tablazatban latott két megfigyelés, a 80. Kuwait és a 87.
Egyestlt Arab Emiratusok 16g ki a megfigyelések koziil. Ezen orszagok illeszkedése
is gyenge. A (4.29) képlet szerinti StDfFits értékeket Ugy kapjuk meg, ha az

orig6hoz igazitott hatas-értékekhez hozzédadjuk az 1/n=1/75 szamot.

© Typotex Kiado

© Kovacs Erzsébet



www.interkonyv.hu

112 TOBBVALTOZOS ADATELEMZES

Az orig6hoz tolt hatas (leverage) maximalis mértéke alatta marad az Gvatossagra
int6 0,2 kiiszobnek. A maximalis értéket Brazilia éri el, ezért a (26) dsszefiigges
alapjan a Mahalanobis tavolsag maximuma (13,787) is Brazilidhoz tartozik.
Lettorszag (11,5) és Ukrajna (9,5) tavolsagai szintén nagyok. Ugyanakkor a Cook-
féle tavolsag sehol sem haladja meg az egyet, ezért igazi outliereket nem tudunk
azonositani.

A kovariancia hanyados erésen ingadozik az egy koriil, tobbszor kilép abbol a
savbol, amit az 1+3p/n képlet megad. (4.3. abra) Nagyobb a kovariancia matrix
determinansa, ha Braziliat vagy Lettorszagot hagyjuk ki (1,2 feletti hanyadosok).
Csokken a determinans, ha Kuvait vagy az Egyesilt Arab Emiratusok marad ki (0,4
alatti CR).
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4.3. abra: Kovariancia hanyados

Reziduélisok abrai

a) A rezidudlisok statisztikaibol lattuk, hogy a 80. és 87. orszagok rontjak az
illeszkedést. A 4.4/a. dbran még e két orszag rezidudlisai is szerepelnek, mig a 4.4/b
hisztogram a kihagyasukkal késziilt regressziés modell sztenderdizalt hibatagjait
mutatja.
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Histogram Histogram
Population increase (% per year)) Population increase (% per year))
30 16

20

10

) &
5 Std. Dev = 1,09 51 Std. Dev = 1,06
8— Mean = -,09 3— Mean =-,12
g o N = 109,00 f“: N =107,00
2 Yy Y Yy Ve %y Ty Saarteia e Sty ey
Standardized Residual Regression Standardized Residual
4.4/a. abra 109 orszag hibatagjai 4.4/b. dbra: 107 orszag hibatagjai

b) Normalis valosziniiség abraja: Ha a rezidualisok normalis eloszlast kévetnek, a
pontok a 45 fokos egyenes mentén helyezkednek el. A sztenderdizalt rezidualisokat
¢és a normalis eloszlas feltételezésével vart hibatagokat jelzé pontok a 4.5. dbran nem
esnek az egyenesre, de nincs is markans eltérés koztik.

Altaldban elmondhat6, hogy az egyenes alatti vagy feletti pontok a szimmetria
hianyat jelzik. Az egyenes elejénél vagy végénél 1€vé néhany tavoli pont kilogo
megfigyelésekre utalna. Ha a pontsorozat tavolodik, akkor lapult vagy cslcsos az
eloszlas.

Normal Prob.Plot Stand.ResidtL
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4.5. dbra: A sztenderd rezidualisok normalis eloszlasanak grafikus vizsgalata
c) Szokés az is, hogy a vizszintes tengelyen y-t vagy valamelyik x valtozét, a

fiiggbleges tengelyen a rezidudlist tlintetjiik fel. A nulla koriili, nem ndvekvo,
fuggvénykapcsolatot nem mutaté rezidualisok a linearis modell megbizhat6sagat
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tamasztjak ala. A 4.6. abran a 80. és 87. orszagok a nagy rezidualisok miatt kiilon
allnak, és a hibatagok novekednek ™.
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4.6. &bra: 4 fiiggd vdltozoé mentén novekvd rezidudlisok

Az éatlag korili és az egyedi megfigyelésekhez tartozé 95%-0s megbizhat6sagi
szinti konfidencia savok is &brazolhatok a Graphs/Line/Multiple beéallitassal.

Nagyon sok orszag megfigyelt népességnovekedése esik kiviil az also és a felsd
becsult értéken.

A fiiggetlen valtozok kozil kettét kivalasztva mutatjuk be a hibatagok
viselkedését. A 4.7. abran a GDP/f6 valtozéra csokkend, a férfiak varhatd
¢élettartamara vetitve ndvekvo rezidualisokat latunk.

™ llyenkor adat-transzforméciot ajanlott alkalmazni, pl. y vagy x, esetleg mindketté

logaritmusat célszer(i venni.
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4.7. dbra: A magyarazo valtozok és a rezidudlisok

d) A Studentizalt — sorkihagyassal szamolt — rezidualisokat az y tengelyen, a
standardizalt becsiilt értékeket az x tengelyen abrazolva a modell érvényessége
jol szemléltethet6. A normalitas teljesiilése esetén a rezidualisok 95%-a (-2;+2)
kézé esik. A 4.8. abran felfelé nagyon kilégo (80, 87) orszagokat mar
azonositottuk. Lefelé haladva kicsivel (—2) alatt talaljuk balrél jobbra haladva
Bulgariat, Romaniat és Kinat, ahol jéval kevesebb gyerek sziletik, mint
amennyit a modell alapjan varunk. Eppen 5 kilég6 orszag fér bele szaz korili
minta esetén a 95%-0s tartomanyba.

Itt a minta mérete és a hianyz0 adatok kezelése kapcsan fontos technikai
megjegyzést kell tenniink:

- 109 orszag van a World95.sav-ban. De csak 75 orszagnak van teljes adatsora a
regressziés modellben felsorolt fiiggd és magyardzo (1+6) valtozoéra. Ezért a
tablak egy részében, példaul a 7. és 8. tablazatban n=75-b6l szamolt
szabadsagfok szerepel.
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- A valtozészelekciot kovetéen azonban kimarad az a harom magyarazo
véltozo, amelyeknek 34 orszagra hianyzik értéke. igy a felépitett regresszios
modellt mar 109 orszag adataibdl becsiilte az SPSS. Rezidudlist is 109 orszagra
szamol és abrazol a szamitégép.

6
a

4 o
= 2 =T
e = m
= o
0 o o 9 o

o o o g

& e 4 F8 & @
= O O o0 W -
i ﬂ#n om |® B Fod o
[<5) a o
- -] & g =]
@ [ = o [}
D a = B a °
B -2 ¥ o o =
% H o
3]
=}
S
n 4

-3 -2 -1 (0] 1 2 3

Standardized Predicted Value

4.8. dbra: Melyik orszagok nélkil lenne nagyon mas a regresszids egyenes?

4.10. Osszefoglalds: A bemutatott modell illeszkedésének mindsitése

Az adathalmaz kivalasztott valtoz6in szinte a regressziészamitas &sszes
gyengéjét sikeriilt bemutatni, mikdzben a 4 magyardz6 valtozéval készitett
Iépésenkénti modell minden teszten ,,atment”. Mégis felmeriiltek az alabbi
problémak:

= amegfigyelések halmaza nem homogén,
»  amagyardz6 valtozok nem fliggetlenek,
= adeterminacios egylitthaté nem elég magas,

= a rezidualisok kiviil esnek a kedvezd tartomanyon, és szérasuk nem
konstans.

Mit lehet tenni a modell javitasa érdekében?

Ezek a problémak nem egymastol fliggetlenil jelentkeznek. Ha kihagyjuk
példéaul a két outlier orszagot (80 és 87), akkor az R? 0,54-r61 0,64-re né.

De a gyenge modell legfébb oka az, hogy a linearis modell feltételezése nem
allja meg a helyét. A fliggd valtozo és a magyarazo valtozok kapcsolata nem
irhato le lineéris fliggvénnyel, amint ezt a 4.9. dbra mutatja. Az els6 harom
magyardazd  valtoz6 szoros linedris kapcsolatban van, ami er6s
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multikollinearitast okoz, a GDP hatasa viszont nem linearis. A lépésenkénti
regresszid a megadott valtozok koziil készitette el a lehetd legjobb becslést, ami
szakmai értelemben nem j0, tovabbi elemzésekre nem alkalmas.

Female life
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| = | |
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4.9. dbra: Valtoz6-parok pontdiagramja

A valtozo-transzformaciokra és a nemlinearis regressziora itt nem tériink ki, mivel a
jegyzetben ismertetésre keriil tobbi sokvaltozos eljaras megalapozasahoz a linearis
regressziés modell sziikséges.

4.11. Onall6 elemzési feladatok

Vélaszoljon az alabbi kérdésekre és a Keriiletek2010.sav adatallomanybél szamolva
ellendrizze az elgondolasait.

1. feladat

Legyen a fiiggdvéltozo az Onkormanyzati bevétel.
Kivanalom, hogy normalis eloszlasu legyen? igen/nem
Milyen mddon ellendrizhetd, hogy teljesiil-e a normalitas?
a) Grafikusan:

b) Numerikusan;
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2. feladat

A magyaraz6 valtozok kozé valasztando a kovetkezd 7 valtozo:

Népességszam

Odavandorlas

Elvandorlas

Vendéglatohely

Lakéasallomany

Epitett lakasok

Allaskeresok

a) A relativ szérasok kettd alatt vannak?

b)A magyaraz6 valtozok kdzotti korrelacidk szignifikansak?
¢) A STEPWISE eljaréas fontos? Igen/nem

3. feladat

Elemezze egyditt, egy regresszios modellben az 50 telepiilését az 1. és a 2. feladat
véltozdi alapjan.

a) Hany magyaraz6 valtoz6 kerilt bevonasra?

b) Milyen a modell illeszkedése?

c) A rezidualisok viselkedése megfelelo-e?

d) Vannak-e kilégo keriiletek/telepiilések az adatok kdzott?

e) A ,keriilet” statusz valtozé dummy-ként szerepelhet-e a modellben? Igen/nem
Bevonasra keriil? Igen/nem

HOMOGEN az adathalmaz, kozos tendencia jellemzé a kétféle telepiilésre?
Igen/nem

4. feladat

Kilén illesztend6 linearis regressziés modell a 23 Kkerlletre és a tébbi 27
falura/vérosra.

a) Mas magyarazé valtozok keriilnek be a két modellbe?

b) Melyik modell illeszkedik jobban?

c) Melyek a kilogé keriiletek/telepiilések az adatok kdzott?

5. feladat

a) Hogyan lehet csak konstansban eltérd modellt illeszteni két almintara?

b) Ha magas a kondici6s index, akkor a regresszios modell helyett melyik mddszer
alkalmazésa lehet indokolt?

4.12. Megoldasok

1. feladat

A fiiggévaltozé (Onkormanyzati bevétel) normalis eloszlasa elvaras. A normalitas
ellendrizhetd grafikusan és numerikusan is.

a) Grafikusan két lehet6ség is adodik:

i) Hisztogram
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i) QQ plot: a 45 fokos egyenestdl a kisebb értékeknél tapasztalunk eltérést, azaz a
kis onkormanyzati bevétellel rendelkez0 telepiilések gyakoribbak, mint a normalis
eloszlas szerint vart eléfordulas.

Normal Q-Q Plot of Onkormanyzatibev

23—

Expected Normal

_3-

T T T T
o 10 000 000 20 000 000 30 000 000

Observed Value

b) Numerikusan tobb adatot nézhetlink:

i) ferdeség 0,417 £2*0,337 és cslcsossag -1,002+2*0,662 mérdszamok konfidencia
intervallumai tartalmazzak a nullat, az eltérés nem szignifikans

ii) Kolmogorov-Szmirnov vagy Shapiro-Wilk teszt (éppen n=50 a megfigyelések
szama)

Tests of Normalit

Kolmogorov-Smirnov® Shapiro-Wilk
Statistic df Sig. | Statistic df Sig.
Onkormanyzatibev 132 50| ,029 916 50 ,002

a. Lilliefors Significance Correction

Mindkét tesztre 5%-os szignifikancia szinten elvetheté a normalis eloszlés.
Teljestl a normalitds? Nem egyértelml a valasz! De a ferdeség és cslicsossag
értékekre tekintettel elkészitjlik a regresszios becslést.

Figyelem! Erdemes kiprobalni a kovetkezoket, bar egyik révén sem kapunk a tesztek
szerint normalis eloszlést:

- az 6nkormanyzati bevétel logaritmusa normalis eloszlasu-e
- az egy fore jutd dnkormanyzati bevétel eloszlasa milyen?

- az egy f6re jutd 6nkormanyzati bevétel logaritmusa milyen alaki?

2. feladat
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a) A relativ szorasok (széras/atlag hanyadosok) kozll néhany meghaladja az egyet,
de a kett6t egyik sem kozeliti meg. Tehat a valtozok mentén a minta nem heterogén.

b) A 7 magyardzo valtozok kozotti paronkénti korrelacié mind szignifikans és
pozitiv. A legkisebb r=0,629 (épitett lakasok és vendéglatéhely), a legnagyobb
r=0,980 ( népesség szam és lakasallomany)

c) A Stepwise eljaras fontos, mert nagyon jelentés multikollinearitas all fenn.

3. feladat

Linedris regressziés modellben az 50 telepiilés adatai alapjan az 6nkormanyzati
bevétel becslésére

a) 4 1épésben 3 magyarazd valtozot von be, de csak kettdt tart bent.

1. Iépés: az oOnkormanyzati bevétellel legerdsebben korrelalé lakasallomany
bevonésa

2. |épés: a vendéglatohely valtoz6 bevonasa
3. Iépés: népességszam bevonésa

4. 1épés: a népesség és a lakas valtozok erés korrelacidja miatt lakasallomany
valtozé kihagyasa

Itt fontos figyelni arra, hogy ez a ,legjobb” regressziés modell, ami a korlatozo
feltételeket figyelembe véve felépithet. De vajon a kivalasztott két valtozd helyett
mind a hét magyarazo valtozé fékomponensbe tomoritve, egyetlen faktorként nem
ad-e jo, hasznalhatd becslést az énkormanyzati bevételre? Az énkormanyzati bevétel
és a 7 valtozobol (83%-ot megdrz6) faktor kozotti korrelacio= 0,899.

b) A modell illeszkedése nagyon jo, a korrigalt R-négyzet 0,858.
- Az F-tesztek minden Iépésben aladtamasztjak a linearis modell Iétét.

- A két valtozo tolerancia értéke 0,379, és a variancia inflal6 faktor 2,641, ami nem
tal magas. (Két magyarazé valtozo esetén indokolt, hogy kézds a Tol és a VIF érték,
hisz egymaést magyarazzak.)

- A kondicios index 5,222 értéke sem jelez a két valtozo és a konstans kozott tulzott
ereji kapcsolatot.

c) A rezidualisok eloszlasa a hisztogramon normalishoz kozeli alakd.
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ToBB

Correlations

Onkormanyzat | Népességsza i . ; i Wendéglatdhe | Lakdsalloma | , } - .
ibey fm Odavandorias | Elvandorlas Iy iy Epitettlakasok | Allaskeresdk

Pearson Carrelation  Onkormanyzatibey 1,000 904 764 BE7 45 Relirg 581 844
Mépessagszam 904 1,000 859 945 788 980 640 927

Odavandorlds 764 853 1,000 933 715 &1 789 743

Elvandarlas 867 945 933 1,000 758 4919 T2 872

Wendéglatohely 845 788 15 758 1,000 845 629 16

Lakasallomany .mQN ,980 851 219 B45 1,000 641 887

Epitattlakas ok 581 650 789 721 629 691 1,000 602

Allaskerastk 844 827 743 872 J16 8a7 602 1,000

Model Summan/®
Change Statistice
Adjusted R Std. Error of R Sguare

Model R R Square Square the Estimate Change F Change dfl df2 Sig. F Change
1 a07e 822 818 3483896,503 822 221,722 1 44 o0
2 a1gb 844 837 3300174,144 022 6,493 1 47 014
3 a30° 864 855 31074961, 410 21 B,993 1 46 11
4 9204 863 858 3084032,434 -,001 279 1 46 00

a. Predictors: (Constant), Lakasallomany

b. Predictors: (Constant), Lakasallomany, Vendeéglatahely

c. Predictors: (Constant), Lakasallomany, Vendéglatohely, Népességszam

d. Predictors: (Constant), Vendéglatdhely, Nepessegszam

e. Dependent Variable: Onkormanyzatibey

2. feladat tablazata

3.feladat tablazata
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Histogram

Dependent Variable: Onkormanyzatibev

Mean = -3,89E-16
201 Std. Dev. = 0,979
N=50

Frequency

0] T T
-2 0 2

o
4

Regression Standardized Residual

A pontok szdrasa enyhe ndvekedést mutat, a nagyobb 6nkormanyzati bevételhez
kicsit magasabb sztenderdizalt rezidalisok tartoznak (R-négyzet=0,137). Csak
Budadrs (3,546) és az V. kerulet esik kivil a [-2;+2] intervallumon, mig a XI.
kerlilet a hatar kdzelében van.

Scatterplot

Dependent Variable: Gnkorményzatibev

R? Linear = 0,137
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d) Vannak-e kil6go kerlletek/telepiilések az adatok kozott?

- Itt a sztenderd rezidudlisok dbrgja alapjan Budadrs és az V. keriilet emlithetd.
Mindkettonek alulbecsli az 6nkormanyzati bevételét a modell.

- Az egyedi &tétel hatdsok és a Cook-tavolsag terében vizsgalva egyedil az V.
keriilet keriil akritikus értékeken kiviilre.

2.00000 Kerulet
: O Agglomeracid

0 Kerilet
O[Budapest 05. ker.

1,50000—

1,00000

Cook's Distance

,50000—

Budapest 11. ker. [}
O{Budapest 06. ker.

(@) 1]
" o
,00000-| € oo

T T T T
,00000 ,10000 ,20000 ,30000 ,40000
Centered Leverage Value

Erdemes &gondolni, hogy Budairs és Budapest V. kerillet miben térnek el és miben
hasonlitanak:

- A rezidudlisaik nagyok, 2-4 kozotti értékilk azt jelzi, hogy jelent6sen
alulbecsliite a modell az ott mért énkormanyzati bevételeket. Itt mas magyarazd
valtozok figyelembe vétele isindokolt lenne.

- Az atétel hatésa egyiknek sem éri el a 0,5-6t, tehdt egyik elhagyasa sem
indokolt. De a 0,2 és 0,5 kozotti érték arra utal, hogy a V. keriilet a becslésre erdsen
hat.

- a Cook-tévolsag csak az V. kerliletre magas. Ha elhagynank az V.
ker(letet a regresszios becslés soran, akkor a 49 pontbol készitett regresszios becs és
jelentdsen eltérne az 50 pontbol szamolt modelltdl.

e) A ,kertlet” statusz valtozd6 dummy-ként szerepelhetne a modellben, de nincs
szignifikans szerepe, ezért nem kertilt bevonasra. Ez azt isjelenti, hogy a keriiletekre
és az agglomeréaci 6 telepiiléseire nem egymassal parhuzamos modell illeszkedik.

Az adatdllomany két része homogén, kdzos — lineéris — tendencia jellemzi a harom
valtoz6 kapcsolatét, amint ezt a 3D-s pontdiagram is mutatja.
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Kerulet
OAggIomerécié
0 Kerilet
30000000
3 25000000
=
5
£
o 10000000
=
o) 5000000
o
o
1@00-
4. feladat

Ha kilon illesztink linedris regresszios modellt a 23 keriiletre és a tobbi 27
faluralvérosra, nagyon eltéré regressziés modelleket kapunk. A szamitisokat két
Uron végezhetjik el:

i) A regressziés modellezésen belll Selection: Kertilet=1 (majd 0) bedllitassal
futtatva mind a kivalasztott, mind a masik almintéra elkészil a becslés, és mindkét
részre megkapjuk a fobb statisztikai jellemzoket.

ii) Ha eldre lesziirjik az egyik almintat, és csak ezt hasznaljuk a regresszios
blokkban, akkor a mésik amintéra nem kapunk semmilyen eredmeényt.

Most az i) szerint jartunk €l, és két részmodell eredményeit vetjik dssze az a) —b) —
) kérdések mentén.
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a) —C) Kerlleti adatok | Kerleti adatok Agglomeracios Agglomerécids
_y sajat modellje agglomeraciora adatok sajat adatok keriletre
kérdések :
modellje
magyarazo lakasallomany lakasallomany Odavandorlas Odavandorlas
véltozd(k) Epitettlakasok Epitettlakasok
Elvandorlas Elvandorlas
modell Tobbszoros TobbszOros Tobbszoros TobbszOros
illeszkedése | R=0,851 R=0,854 (!) R=0,939 R=0,522
kilogo V. keriilet Budaors nincs 13 kerilet
telepiilések

A kildgo kertiletek/teleplilések az adatok kozott nemcsak a felsorolasbél, hanem a
sztenderd rezidualisok abrajarol is lathato. Itt csak a keriileti adatok modelljébdl
szamolt rezidualisokat mutatjuk be, de mindkét almintara. Lathatd, hogy az
agglomerécid telepiléseire hatarozottan névekednek a rezidualisok, tehat ott tovabbi
magyaraz6 valtozék bevonasa indokolt. Ez teljesil is, hisz az agglomeréciéra
illesztett modellben 3 magyaraz6 valtoz6 szerepel. Ugyanakkor 3 harom valtozds
modellben a vandorlasi mutatok VIF-értéke 40 feletti és a kondicios index 26,687, a
multikollinearitas tehat tal erésen van jelen.

Mindent Gsszevetve a két alminta
egydttes kezelésével statisztikai értelemben jobb modellt kaptunk.
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Scatterplot

Dependent Variable: Onkormanyzatibev

[ Selected Cases

O Unselected Cases
" Selected Cases
" Unselected Cases

Selected Cases: R? Linear =
0,275
Unselected Cases: R? Linear =
0,959

3

Budapest 09. kerJ

0] Budapest 17 ker. 11 [ Budapest 14. ker.
Budap idapest 04. ker.gdapest 02 ker.
Dunaharaszti o, ., Budapest 03. ker.
Budapest 23. ker.

Regression Standardized Residual
1

oyal, pBudapest 19. ker. Buda;ﬁestﬂ.ker.
-19 ) Zrotozentendre Budapest 06. ker.
Mogyorod ggd ~ O qa
o Dunakeszi [l udapest 07. ker.

®

2

§ ak PomZBiatorbégyBUdapeSt 20. ker.
@K Ecser

Budajens Visegrad

T | T T I T T
0 5000000 10000000 15000000 20000000 25000000 30000000

Onkormanyzatibev

5. feladat

a) Csak konstansban eltéré modellt illeszteni ket almintira Ggy lehet, hogy az
amintd azonosito dummy (d= O vagy 1) vatozét a modellbe bevonjuk. Igy
y=Db, +bx+b,d azaapmodell lesz, ha d=0. Mig d=1-re b~vel magasabb vagy
alacsonyabb értéket becdiink b, eléjelétdl fiiggden.

b) Ha magas a kondiciés index, akkor a regressziés modell helyett faktor (vagy
fokomponens) elemzés alkalmazasa indokolt. De legylink tudatdban annak, hogy ez

isavatozok szoros linearis kapcsolatara épit. Nem linearis kapcsolat esetén el6zetes
linearizal 6 transzformécid indokolt.
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5. Logisztikus regresszio

A linearis regresszio targyalasa soran éppen csak utaltunk a nemlinearis regresszio-
ra. Mi ennek az oka? Az, hogy a nemlinearis jelleg szamtalan fliggvényformat takar.
Tovabbi modszertani elagazast jelent az, amikor az y fliggé valtozé nem folytonos,
hanem két vagy tobb kategoriaval rendelkezd valtozo. Ha ilyen elemzési feladat
adadik, akkor hasznalhatjuk a kereszttablat, vagy a kereszttablara illeszthetd
loglinearis modellt™. Ez — éppugy, mint a linearis regresszidszamitas — is az
altalanositott linearis modell csalad (GLM) specialis esete.

Ebben a fejezetben egy tovabbi GLM modellt, a logisztikus regressziés modell-
csalad legegyszeriibb modelljét, a binaris logisztikus regressziot, az un. logit modellt
targyaljuk. A modszer fontossagat, alkalmazhatdsagat az utébbi években megjelent
szamos cikk® is bizonyitja.

A logisztikus regresszié alkalmazési céljat tekintve az osztalyozé eljarasok’’ kozé
sorolhato,

mert akkor hasznalhatjuk, ha el6re definialt, egymast kdlcsdndsen kizard csoportok
egyikébe soroljuk be a megfigyeléseket a magyarazé valtozokbdl nyert informacio
alapjan. Ha az eredményvaltozonak tobb lehetséges kimenete van, akkor
multinomidlis logisztikus regressziorol beszélink. A logit modell akkor

™ Ezt részletesen targyalja: Fstos-Kovacs-Meszéna-Simonné (2004): Alakfelismerés c.
kdényve.

® Hunyadi Laszl6: A logisztikus fiiggvény és a logisztikus eloszlés, Statisztikai Szemle
2004.10-11.

Hajdu Ott6: A cs6desemények logit-regresszidjanak kismintas problémai Statisztikai Szemle,
2004. 4. .

Fulop Péter: A binéris logit modellek hasznalatanak és tesztelésének eszkozei, Statisztikai
Szemle 2002. 3.

Bartus Tamas: Logisztikus regresszios eredmények, Statisztikai Szemle 2003. 4.

Gray R.-Kovacs E.: Az altalanositott linearis modell és biztositasi alkalmazasai, Statisztikai
Szemle, 2001. 8.sz.

" A klasszifikécios médszerek koziil foglalkozik ez a kényv a Klaszterelemzéssel (3. fejezet)
és a Diszkriminancia elemzéssel (7. fejezet). Klaszterelemzést akkor végziink, ha ismeretlen
kategoria hatarok mellett tarjuk fel a belsd strukturat. A diszkriminancia elemzés a logisztikus
regressziohoz hasonlé feladatok megoldasara — szamos el6feltevés teljesiilése esetén —
alkalmazhatd. A logisztikus regresszidval végzett diszkriminalast akkor érdemes valasztani,
ha a véltozok egyittes eloszlasa nem tekinthet6 normalisnak, és a variancia-kovariancia
matrixok nem egyenldk.
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alkalmazhat6, ha az eredményvaltozonak csak két, egymast kdlcsondsen Kizaro
kategoriaja van.

5.1. A logit modell és az indul6 adatok

Az eredményvaltozo, Y (response, fiiggd valtozo) 0-1 értékil binaris valtozo, amely
tobbek koz6tt azt fejezheti ki, hogy

a hitelt felvevo tigyfél cs6dbe jutott vagy torleszt,

e az ugyfél felmondta-e a szerz6dését, azaz lemorzsolddott vagy eldfizetd
maradt,

e apaciens felgydgyult vagy nem élte tll a balesetet,

e  egy jatékterembe belépd személy kockaztatott vagy nem jatszott stb.

A magyaraz6d valtozok kozott lehetnek nominalis, ordindlis vagy magasabb
(intervallum és arany) skalan mért valtoz 6k is. A nomindlis vagy ordinalis szinten
mért x valtozok lehetséges értékei (szintjei) koziil egyet (altalaban az els6t vagy az
utolsot) rogzitjiik, ezekhez viszonyitva becstiljiik a fliggd valtozora gyakorolt hatast.
A magyarazé valtozok szintjeinek kombinaciot is régzithetjuk (Pl. 1500 cm3 alatti
autot vezetd férfi), ezek a kovariansok.

Az y eredményvaltozo kategoriainak bekovetkezése (pl. y=1, a csdd eléfordulasa) az
X magyarazo valtozokbol (jovedelem, életkor, eladosodottsag) nem becsiilhetd a
hagyomanyos legkisebb négyzetek modszerével az y = f, + Bx linearis regresszids
modellel az alabbi okok miatt:

A dichotom y nem normalis eloszlasu, hanem Bernoulli B(1,p) eloszlast kovet. Az
y=1 bekovetkezésének a valoszinlisége p. Varhato értéke: E(y)=P(y=1)=p és
varianciaja: Var(y)=p(1-p). lgy a variancia a p valosziniiségt6l fiigg, nem konstans.

A magyardzé x valtozé egy egységnyi valtozdsa nem a teljes tartomanyon
eredményez azonos valtozast y értékében.

A lineéris regresszioval becsilt érték nem feltétlendil esik a [0;1] intervallumba,
pedig az y=1 bekdvetkezésének valosziniiséget becslljik.

Az emlitett problémak megoldasa érdekében a Cox™® (1970) altal javasolt logit
transzformaciot alkalmazunk, hogy a becsiilt p érték a [0;1] tartomanyban maradjon,
és ne ndvekedjen/csokkenjen a ,,széleken” tal gyorsan, Ugy, mint ahogy ez a lineéris
regresszidval torténd becslésnél eléfordul.

A logit transzformacio azt jelenti, hogy a fiiggé valtozo helyett a hitel vissza nem
fizetés valdsziniiségének (p) és a torlesztés valoszinliségének (1-p) hanyadosat
logaritmaljuk, és erre illesztiink (5.1) szerint (itt egyvaltozos) linearis modellt:

78 Cox D.R. 1966-ban irt elszér a logisztikus kvalitativ fiiggd véaltozok elemzésérél. 1970-
ben pedig ,,Analysis of binary data” cimen kdnyvet is publikalt a téméaban.
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log(ﬁ] = logit(p) = B, + B,X
: (5.1)

ahol p/(1-p) az odds™, és ennek logaritmusa, azaz az esély logaritmusa a logit.

5.2. A logit modell paramétereinek becslése

Az (5.1) egyenletben harom ismeretlen van: p, f; és f; .

Hogyan becsiiljik annak valosziniiséget, hogy az tigyfél hitelképes, ¢s a modell
alapjan inkabb a hitelképesek csoportjaba soroljuk-e? Altalanosan megfogalmazva
az Y kimenet eldrejelzése, azaz az ligyfél klasszifikacidja hogyan végezhetd el?

Mivel az y eloszlasa ismert, esetlinkben Bernoulli eloszlasi, a mintabdl a
legvaldszeriibb — Maximum Likelihood (ML) — becslést készitjuk el.

Elsé 1épésben tekintsink el az x adatoktdl, még csak az y=1 és az y=0
bekdvetkezések gyakorisagat ismerjlk. Likelihood fuggvényt irunk fel (5.2) szerint
a B(1,p) eloszlasu valtozora:

L(p)=[(p)"-(1-p )"
i1 (52)

Ennek logaritmusat derivaljuk p szerint:

InL:Zn:yi In p+_zn:(l—yi )In(1-p)

dinL Dy 2.(A-v) 0

dp p 1-p
Mivel az n szamt megfigyelésbdl k esetben y=1 és (n-k) esetben y=0 kovetkezett be,
az 0sszegzésben Zy=k és 3(1-y)=n-k irhat6. Ekkor k/p=(n-k)/(1-p), amit rendezve
k=np adodik, azaz a relativ gyakorisaggal térténé becslés formulajat kaptuk:

- k

N (5.3)

Ha tehat x magyarazo valtozot nem vonunk be a modellbe, a kockazat (cs6d) becsiilt

valoszinlisége példaul n=25 és k=15 esetén P(y=1)=15/25=0,6 lesz. A klasszifikaciot
ugy végezzilk, hogy akire ennél nagyobb valdszinliséget becsliink, azt a

® Az ,odds” a szotar szerint ,,valoszinliség”, de ez a forditds nem helyes, mert a két
valo6szinliség hanyadosa egynél nagyobb is lehet. A tovabbiakban az ,,0dds” szot hasznaljuk,
vagy esélynek forditjuk.
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kockézatosak” kozé soroljuk, mig a 0,6 alatti értékiiek a masik kategoriaba®
keruilnek.

Ezt az eredményt ugy is értelmezhetjik, hogy minden egyes x értékhez (pl.
életkorhoz, jovedelmi kategoridhoz, eladdsodottsagi ratdhoz) egyetlen kdzos p; ==
valoszinliség tartozik.

Ez a feltevés a gyakorlatban altaldban nem igaz. A p; valosziniiség valtozik, ha az x;
magyarazo valtozok értékeit figyelembe vesszilk. Tipikus példaként emlithet a
halalozési (gx) vagy az életben maradasi (px) valoszinliség. Mindketté fiigg az
életkortol, életmodtol, vagyoni helyzettol stb.

Ha a bekovetkezési valdsziniiség becsléséhez a magyarazé valtdézokat is bevonjuk a
logit modellbe, az ML becslés joval komplikaltabba valik.

Az esélyek logaritmusa, a log-odds lesz az x magyarazé valtozdk linearis
fuggvénye:

|mmm9=n{ P jzmgHUQZﬂw+ﬂﬂfh”+ﬂﬂp
1-p (5.4)

vagy

odds = [Lj = exp(f, + X, +...+ B, X,) = el
1-p (5.5)

Ebbdl kapjuk a becsiilt feltételes valdszintiséget:

P _ %1—p) e

p= = = T
1—p+ P VAR
PP 1+%-_ p) tre (5.6)

A regresszids paraméterek becsléséhez az (5.7) szerinti likelihood fliggvényt irjuk
fel, és az (5.6) szerinti becslést behelyettesitve kapjuk (5.8)-at:

L( bo ’bl""’bp ): H( Piy )y' '(1_ Piy )(l_yi)
. (5.7)

8 Ez a kin érték lehet beallitva ,cut-value”, azaz dontési kiiszobértéknek a
futtatasban. A szamitdgép alapbeallitasaban ez Y.
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Yi 1-y;

eXp(ijXii) 1
L(Q)ZH 1+exp(ijxij ) ' 1+ eXp(ijXij )

(5.8)

Ha csak egyetlen x valtozonk van, akkor két paramétert (b, és b;) becsliink. Mivel a
b becslésekre nincsen explicit formula, a szamitdgép szamos b, és b, értékpart
behelyettesit, hogy megtalalja azt az értékpart, amelyre az L(b) a maximumat
felveszi. Ez az iterativ Newton-Raphson eljaras.

A becsilt b paraméterek felhasznédlasaval (5.9) egyenletbdl (5.10) szerint kapunk
becslést p-re:

logit(p;) = bo+ b1 X,

(5.9)
~ 1
1+ e (Porb0 (5.10)
Ha x=0, akkor (5.11)-b61 belathatd, hogy a becsult érték 0 és 1 koz6tt van:
l+e™ (5.11)

A logisztikus gorbe nyujtott S-alakjat a b; el6jele hatarozza meg. Ha b;>0, akkor
emelked6 az S-gorbe, és a b; a ndvekedés sebességét fejezi ki. Ez a hatas parcialis és
additiv.

Ertelmezni az exp(b,) kifejezést szoktuk, ami azt mutatja meg, hogy az x egy
egységnyi novekedése hanyszorosara valtoztatja meg az esélyt, az odds-t. Ez a hatas
parcialis és multiplikativ, amint ezt (5.12) mutatja.

odds = []_pp] =exp(fo + B4 +D) +...+ [,X,) = e” .e/

(5.12)

Ha b;>0, akkor exp(b;)>1, az esély novekedik, mig b;<0 esetében exp(b;)<1, ami
csokkenti az esélyt. Ha b;=0, akkor az esélyhanyados értéke 1, vagyis x valtozasaval
aranyosan valtozik az odds.

A by kdzvetlen értelme az esélyhanyados logaritmusahoz kapcsolhato:

p(x+1)

(1-p(x+1) | p(x+1) p(x) _ ) i
T IO D g B BB =ty
A-p(x))
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Ha b;>0, akkor a hanyados is nagyobb egynél, az x névekedésénél jobban né az
esély. Mig ha b;<0, akkor az esélyhanyados kisebb egynél, az x ndvekedéséhez
csokkend esély tartozik.

Tovéhbi érdekes kérdés, hogy milyen x érték mellett adodik Vs valdszinliség, azaz
mikor lesz teljesen bizonytalan a helyzet (és hasznalhatatlan a modell)?

~ 1
1+ e o+

—(bg +byx)
=12, a© 7 T o

Az egyenldség akkor teljesiil, ha a kitevo nulla. Ez két esetben allhat fenn, ha x= -
bo/bl, vagy ha b():bl:O.

A statisztikai becslést altaldban koveti a konfidencia intervallumok felirasa,
nullhipotézisek felallitasa és tesztelése.

Az (1-0) megbizhatésagi szinthez tartozé konfidencia intervallumokat tdbb
magyarazo valtozot tartalmazo logit modell egyutthatoira irjuk fel. Az x; egységnyi
valtozasanak hatasa két alakban is vizsgalhatd:

o btz . se(b.
a) a logit valtozasara: ! al2 (J),

b) az odds-ra pedig: e b; +2z.,25e(d;) , (5.13)

Mivel az értelmezéshen is Kitlintetett szerepe van exp(b)-nek, a konfidencia
intervallumot® is (5.13) szerint érdemes vizsgalni. Ha az intervallum tartalmazza az
egyet, akkor az x valtoz6 hatasa nem szignifikans.

A logit modellben az egyutthatokra felirt nullhipotézist parcidlisan teszteljik. A
regressziés modellhez hasonléan Hy: £ =0 hipotézist vizsgaljuk. Nagy mintéara a
z=by/se(b;) hanyados sztenderd normalis eloszlast kovet. Itt egy- és kétoldali
alternativ hipotézist is vizsgalhatunk.

Csak kétoldali alternativ hipotézist (Hay: £ =0) tesztelhetiink a Wald-statisztikaval
(W), ahol: W=z, és ez 1 szabadsagi fok( khi-négyzet eloszlast kbvet.

Ha z és W ,,nagy” és mellette az empirikus szignifikancia szint p <0,05, akkor X;
hatéasa szignifikans, Hy-t elvetjik.

5.3. A logit modell illeszkedésének josaga

A modell josaga tobb tényezd egyiittes elemzése alapjan allapithatd meg. EldszOr
parcialisan vizsgaljuk a modellt. A téves besorolasnal megkapjuk a rezidualisokat. A
rezidualis az eredeti y=1 esemény p valdsziniisége és a becsiilt py, eltérése: e, = p-py.

81 Az SPSS outputjaban ezt kiilon kell kérni.
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Az (5.14) szerinti sztenderdizalt rezidualisok
I
\/pb @A-py)/n (5.14)

nagy megfigyelésszam (n>30) mellett sztenderd normalis eloszlast kovetnek,
négyzetosszegiik khi-négyzet eloszlasu lesz.

z

A modell egészét tobb mérészammal is tudjuk mindsiteni. A globalis mindsitéshez a
klasszikus illeszkedésvizsgalatot a Pearson-féle khi-négyzet teszt-fliggvénnyel
végezhetjik el.

Az illeszkedés vizsgalat tovabbi mérészamai koziil a Lagrange-multiplikator (score)
a Pearson—féle khi-négyzet elv alapjan szdmolhat6, a megfigyelt (f) és a vart (np)
gyakorisagok sztenderdizalt eltérés-négyzetdsszege:

f - 2
ZZZZ( x nxI:)xb)

X nx pxb (1_ pxb) (5.15)

Ha egy kovarians valtoz6 kategoriaira nem teljesil az, hogy a becsult gyakorisagok
nagysaga legalabb 6t, akkor Hosmer-Lemeshow tesztet kell alkalmazni, hogy
megallapitsuk, szignifikans-e a megfigyelt és a vart gyakorisagok eltérése. A
szamitogép akkor is elvégzi ezt a homogenitasvizsgalatot, ha kelld szamh
megfigyelés esik egy-egy kategdriaba, ezért roviden attekintjuk a Hosmer-
Lemeshow teszt 1épéseit.

A binaris (y) valtozora és a becsult (p) valoszintiségekre 2xg méretti kereszttablat
készitiink. Altalaban g=10 sort, azaz deciliseket hatarozunk meg.

A becstlt valosziniiségeket novekvé sorrendbe rendezziik és decilisekre bontjuk.
Osszegiket decilisenként osztjuk a decilis elemszamaval (s~n/10).
A masodik tag komplementerét vessziik minden decilisre: 1-Zp/s.

Megfigyelt (M) és vart (V) gyakorisagok eltérését négyzetre emeljiik, és a nevezdben
a masodik tag komplementere is szerepel:

2= M-V Iv(e-Ypls)

A fenti dsszeg khi-négyzet eloszlast kdvet. A teszt kritikus értéke g-2 szabadsagi fok
mellett adodik. A szamitogép az empirikus szignifikancia szint megadasaval segiti a
dontést. Ha ez kisebb, mint 0,05, akkor elvetjiik a homogenitast.

A likelihood arany elven torténd tesztelés azért fontos, mert hierarchikus modellekre
is jol hasznalhatd. Az (5.16) szerint ez azt fejezi ki, hogy egy x magyardzo valtoz6
bevonasa javit-e az illeszkedésen ahhoz képest, ha csak a konstans szerepel a
modellben:
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Lb
LR = —2In| —
by (5.16)

A szamlaloban szerepelhet az induld modell, a nevezében pedig az ijabb x valtozok
bevonésaval készult — bévitett — modell.

Ebbdl szamolhato tobbféle R? mutatészam is, az egyiket McFadden javasolta:

InL(b)— (k +1)

ahol (k+1) az 6sszes becsilt b paraméterek szama, L(0) pedig a null-modell. Ez a
mérdszam a likelihood fiiggvényben bekovetkezett valtozast méri, ezért kozvetlen —
a linedris regresszios szorasnégyzet felbontashoz hasonl6 — értelme nincsen.

R*=1

5.4. A logit modell illesztése az SPSS-ben

Az altalanositott linearis modellek tobbsége, kdztik a logit modell is tébb Gtvonalon
érhet6 el az SPSS-ben. A logit modell becslésének most azt a valtozatat ismertetjik,
amelyet a regresszids modellezésen beliil talalhatd.

Regression /Binary Logistic valasztast kdvetden el6szor a fiiggd és a magyarazd
véltozokat jeloljuk ki.

Dependents: y valtoz6 megadasa (a 0-1 értékpar hozzarendelését az elemzé donti el,
a becslés az y=1-re készil)

Covariates: x-ek listaja, itt a valtozok kdzotti interakcid is megadhato
Method:

e Enter eljaras: a felsorolt x valtozok mindegyikét egyszerre lépteti be a logit
modellbe,
e Forward (Conditional, LR és Wald véltozatok): 1épésrél 1épesre
szignifikans valtozokkal boviti a modellt
e Backward (Conditional, LR és Wald véltozatok): 1épésr6l 1épesre sziikiti a
modellt, ha nem szignifikans minden megadott x valtozé.
A Iépésenként valasztd eljarasokon beliili tovabbi harom lehetéség koziil
vélaszthatunk:

e A Wald teszt értéke szerinti szignifikans valtoz6 beléptetése (vagy a nem
szignifikans x kihagyéasa).

e A likelihood arany (LR) legnagyobb valtozasat eredményezd valtozo
bevonésa/kihagyasa, ahol a maximum likelihood elven becsult
paraméterekkel  szdmolt  LR=-2[InL(redukalt)-InL(teli)]  khi-négyzet
eloszlast kdvet, és a szabadsagi foka a két modell valtoz6szama kozott mért
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kulénbseég.

o A feltételes (Conditional) statisztika alapjan torténé valasztas is LR alapon
torténik. De itt a redukalt modellben az egy(tthatok kdzotti kovarianciakat
is felhasznalo feltételes becsléssel szamolodnak az egyiitthatok.

Harom tovabbi beallitasi lehetdség kinalkozik még:

a) A ,,Categorical” gomb alatt a magyarazé valtozok, a kovariansok szintjei kozl
valaszthatunk referencia kategoériat: az els6 vagy az utols6 kategoéridhoz
viszonyithatjuk a tobbi kategoéridnak a bekovetkezési valdszinliségre gyakorolt
hatésat.

b) A ,,Save” gomb a Regresszi6 elemzés (4) fejezetében targyalt opciokhoz nagyon
hasonl6 mentéseket tesz lehetové:

Elmenthetjikk a becsiilt valoszinliséget, és a javasolt csoportba sorolast (Predicted
probability, Group membership)

Az egyes valtozoknak a modellre gyakorolt hatasat (Influence) a Cook mérték, a
Leverage values és a DfBeta(s) adja meg, mindharom elmenthetd.

A rezidualisok vizsgalatara pedig 6t valtozatban kertilhet sor, mert a sztenderdizalt
és nem-sztenderdizalt rezidualisok mellett menthet6 a Studentizalt rezidualis, a logit
rezidulis és a deviancia mértéke is.

c) Az ,Option” megnyomasaval szamos tovabbi részeredmény allithato els. A
klasszifikaciot mutaté abra, az illeszkedés josaganak mutatdi, azok a kildégo értékek,
amelyek rezidudlisai 2 szoérasnyinal nagyobbak, a modellbeli valtozok kdzotti
korrelaciok kérhetdk. Az iteracio beallitott maximalis 1épésszama 20, de ez
valtoztathato. Az exp(p)-ra becsilt konfidencia intervallum megbizhat6sagi szintje
is eltérhet az alapértelmezésben valaszthaté 95%-t6l. A by konstans is valaszthat6
vagy kihagyhat6 a modellb8l. [Tovabba itt talalhaté a doéntés kritikus értéke, a
klasszifikaciés pont (,cutoff”)=0,5-re, mint alapértékre beéllitva, Ezt akkor
hasznaljuk, ha a véletlenre bizzuk a besorolast, nincs eldztes ismeretiink a csoportba
tartozasrol, vagy egyforma valdsziniiséggel eshetnek a megfigyelések az egyik vagy
a masik kategéridba. Az értéket a relativ gyakorisagok ismeretében
megvaltoztathatjuk, és ezzel az osztalyozast [E1]befolyasolni tudjuk. A logit modell
alkalmazésakor visszatériink a klasszifikacios pont értékének megadasara.

5.5. Mintafeladat a logit modell illesztése

Célunk a sikeres repiilés® valosziniiségének becslése a kiilsé hémérséklet
ismeretében. 23 adatpér all rendelkezésiinkre: a kiils6 hémérséklet Celciusban és a
sikeres visszatérés vagy a kudarc ténye. A 23 repiilésbdl 7 végzédott kudarccal,

8 Az elemzés a repiilési kudarc egyik okaként az alacsony hémérsékletet tarta fel. De
természetesen a vizsgalat célja lehet az is, hogy mekkora hémérséklet mellett lehet kellben
magas valosziniiséggel szamitani a sikeres visszatérésre.
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ebbdl a becsiilt valoszinliség: 7/23= 0,304. Az 5.1. &bra alapjan ez azonban nem
konstans valdszinliség, mert a hémérséklet emelkedésével csokkenni latszik a
kudarc. A logit modell illesztésével a becslés soran felhasznaljuk a homérsékleti
adatokat, és teszteljik a modell erejét.

1,2

1,04 a o o o a a

.8

0,0 o o o oo o o o o o o o

FAILURE

-2

10 12 14 16 18 20 22 24 26 28
CELCIUS

5.1. abra: A sikeres és kudarcos felszallasok a homeérséklet fiiggvényében

A 0. lépésnek nevezi a program azt, amikor még csak — az 5.1. tablazatban lathatd —

becsiilt konstans van a modellben, ekkor a valdszintiséget (5.11) szerint kapjuk meg:
. 1

p :W:O,SO43,

ami éppen megegyezik a k/n=7/23 relativ gyakorisaggal.

5.1. tablazat: A logit modellbeli konstans és a Wald teszt

Variables in the Equation

B S.E. Wald df Sig. Exp(B)
Step 0 Constant -.827 453 3,328 1 068 438

A Kkonstans szerepe a logit modellben a Wald teszt alapjan 5%-os valdsziniiségi
szinten nem szignifikans.

Ebben a 1épéshen az esély, azaz a p/(1-p) hanyados éppen exp(-0.827)=0,438, ami
természetesen megegyezik 7/16-dal. A likelihood fliggvény (5.8) szerint a

[ 0438 T[ 1 T""
konstanssal is felirhat: L(0)=L1+0.438 1+0438 ] =7268*10".

Ennek logaritmusat (InL= -14,134), majd (-2)-szeresét vessziik, mert ez kdvet khi-
négyzet eloszlast.

Az 5.2. tablazatban haromlépéses iteracié utan -2InL=28,267 talalhat6. Ehhez az
értékhez viszonyitjuk a logit modell illeszkedésének javulasat a tovabbi lépésekben.
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5.2. tablazat: 3 lépéses iteracid a konstans becslésére

lteration History "¢
-2 Log -
Iteration likelihood Coefficients
Constant
Step 1 28,277 -,783
0 2 28,267 -,826
3 28,267 -,827
a. Constant is included in the model.
b. Initial -2 Log Likelihood: 28,267
c. Estimation terminated at iteration number 3 because

parameter estimates changed by less than ,001.

Az 5.3. tablazat szerinti ,Score” is khi-négyzet eloszlast kovet és szignifikans
nagysagu, ez jelzi szamunkra, hogy talalhatd6 még a logit modellbe be nem vont, de
bevonhaté (szignifikans hatasu) valtozo, ezért folytatjuk az eljarast.

5.3. tablazat: 4 kovetkezd 1épéshen bevonhato valtozé

Variables notin the Equation

Score df Sig.
Step O Variables CELCIUS 7,231 1 ,007
O\erall Statistics 7,231 1 ,007

Az 5.4. tablazatban a Newton-Raphson iteracio 4 lépése soran becsiilt b, és b;
egyiitthatok lathatok. Megallapithatjuk azt is, hogy x bevonasaval nétt a likelihood
fuggvény értéke, mert itt a -2loglikelihood= 20,315, és ez az induld 28,267-hez
képest 7,952-vel kisebb.

5.4. tablazat: Az illeszkedés javulasa

Iteration History "¢ ¢
) —2.Log Coefficients
teration likelihood Constant CELCIUS
Step 1 21,185 4,834 -,269
1 2 20,359 6,896 -,380
3 20,315 7,559 -,415
4 20,315 7,613 -,418
a. Method: Enter
b. Constant is included in the model.
c. Initial -2 Log Likelihood: 28,267
d. Estimation terminated at iteration number 4 because

log-likelihood decreased by less than ,010 percent.
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Az 5.5. tablazatban az iteracié negyedik lépésének loglikelihoodja (LL) mellett két
tovabbi mutatét taldlunk. Ezek a regresszi6 szamitasbdl ismert determinacios
egyiitthatéhoz hasonl¢ tartalmiak. A szakkonyvekben szereplé McFadden-féle R?
mutatét (5.17) az output nem tartalmazza. A szakirodalomban® szamos szerzé 6v a
pszeudo-mutatok direkt értelmezésétol, f6leg tobb modell kozotti valasztasra lehet
ezeket hasznalni.

5.5.tablazat: A modell ,,determinéci6s™ egyiitthatoi

Model Summary

-2 Log Cox & Snell Nagelkerke
Step likelihood R Square R Square
1 20,315 292 413

Cox és Snell (5.18) mutatdja kdzvetleniil a likelihoodbdl szamolhato, és eszerint
mintegy 30%-ban hatirozza meg a hdmérséklet a repiilési kudarc esélyét:

&mzzl—(igu) n
L(1)

(5.18)
Cox-Snell mutatéjat a maximalis értékkel leosztja Nagelkerke. Az igy szamolt
(5.19) egyitthatd mindig magasabb értéket ad. Itt 41,3%-0s determinaltsagot jelez:

RZ =R2, /(1-1L(0)*")

Cox

(5.19)

A becsiilt egyiitthatok outputja elétt kapjuk meg az osztalyozas josagat, vagyis azt,
hogy a hémérsékletet figyelembe véve a repiilések 87%-at helyesen osztalyozza a
modell, amint ezt az 5.6. tAblazat mutatja. Az 0sszesitett szazalékot is befolyasolja,
de kiilondsen az egyes kategdridkhoz helyesen besorolt megfigyelések aranya
érzékeny a kiiszdbszam (cut value) beallitasara.

5.6. tblazat: Klasszifikacids tablazat

Classification Tab%e

Predicted
FAILURE Percentage
Observed success failure Correct
Step1l FAILURE success 16 0 100,0
failure 3 4 57,1
Owerall Percentage 87,0

a. The cut value is ,500

835zamos forumon vitatjak, hogy pszeudo-mutatok egyaltalaban értelmezheték-e, nem jobb-e
a megfigyelt és a vart gyakorisagokat Gsszeveté Hosmer-Lemeshow teszt alkalmazésa.
http://stats.stackexchange.com/questions/3559/which-pseudo-r2-measure-is-the-one-to-report-
for-logistic-regression-cox-s
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A logit modell egyiitthatéi és a tesztek az 5.7. tablazatban talalhatok. Az additiv
hatast kifejez6 by = -0,481 negativ, tehat a hdmérséklet novekedésével csokken a
kudarc logitja. A multiplikativ hatast kifejez6 exp(b;)=0,658 pedig azt jelzi, hogy 1
Celsius foknyi hdmérséklet-emelkedés 0,658 szoroséra valtoztatja a kudarc esélyét.
95%-0s szignifikancia szinten 0,449 és 0,965 kozoétti ez a hatas, tehat biztosan
csokken a kudarc esélye. A hémérsékletet méré valtozd tehdt a modellben
szignifikans.

5.7. tdblazat: A logit modell egyiitthatdi

Variables in the Equation

95,0% C.l.for EXP(B)
B S.E. Wald df Sig. Exp(B) Lower Upper
Step CELCIUS -,418 ,195 4,601 1 ,032 ,658 449 ,965
1 Constant 7,613 3,933 3,747 1 ,053 | 2025,098

a. Variable(s) entered on step 1: CELCIUS.

A modell alapjén a becsiilt valosziniiség: P(y=1)= 1/(1+exp(-7,613+0,418x)

Ha x= 20, akkor p=0,3221-t kapunk. Ezek a becsiilt valdszintiségek elmenthetdk, és
a rezidualisok is kiszamithatdk. Példankban a 18. megfigyelés sztenderd reziduélisa
kivul esik a (-2;+2) tartomanyon (5.8. tablazat), mert a magas hdmérséklet miatt
alacsony valosziniiséget (0,086) becsiilt a modell, de ez kudarcos repiilés volt.

5.8. tablazat: Az outlier megfigyelések listaja

Casewise Li

Selected | Observed Predicted Temporary Variable
Case Status FAILURE | Predicted Group Resid ZResid
18 S fr* ,086 | s 914 3,269

a. S = Selected, U = Unselected cases, and ** = Misclassified cases.
b. Cases with studentized residuals greater than 2,000 are listed.

© Typotex Kiado

© Kovacs Erzsébet



www.interkonyv.hu

140 TOBBVALTOZOS ADATELEMZES

Végiil a becsiilt valosziniiségeket pontdiagramon (5.2. dbra) dbrdzolva mutatjuk be a
logit modell egyik eredményét: 0,6 és 1 kozotti valoszinliséggel kudarcra
szamithatunk, ha 18 Celsius fok alatti a hdmérséklet, mig melegebb idében a kudarc
valdszinlisége gyorsan — de nem linedrisan — csokken.
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CELCIUS
5.2. abra: A hémérséklet és a becsiilt valosziniiségek

5.6. Mintamodell a lemorzsolddasra
A Telco.sav adatallomany lemorzsolddasi (churn) adatait Logit modellel vizsgaljuk.
El6szor a mult havi adatokbol (Frequency funkcidval) a lemorzsolodas gyakorisagat

allapitjuk meg, amit az 5.9. tablazat mutat.

5.9. tdblazat: Lemorzsolddott ligyfelek szama és gyakorisaga

Churn within last month

Frequency Percent Valid Percent Cumulative
Percent
No 726 72,6 72,6 72,6
Valid  Yes 274 27,4 274 100,0
Total 1000 100,0 100,0

A binaris logisztikus regresszioban fliggd valtozo6 a ,,churn”, kovariansok pedig az
tgyfelek ,,személyi” adatai. Az alabbi beéallitas (PASTE meniipont-sorozat) mellett
illesztjik a LOGIT modellt:

LOGISTIC REGRESSION VARIABLES churn

IMETHOD=FSTEP(WALD) tenure marital income gender longmon age
address employ

/CONTRAST (marital)=Indicator

/CONTRAST (gender)=Indicator

/SAVE=PRED PGROUP COOK LEVER DEV
/[PRINT=GOODFIT CI(95)

/CRITERIA=PIN(0.05) POUT(0.10) ITERATE(20) CUT(0.28).
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e A modszer

kivalasztasanal

feltételezziik, hogy az ugyfelek adatai
korrelalnak egymassal, ezért a 8 valtozd kozott szelekciot kériink, a

beléptetés a Wald teszt alapjan torténik.

e Az ugyfél csaladi allapota és a neme kategoria valtozok, ezeket beallitjuk,
és az utolsd kategoriat, mint referenciat adjuk meg. Igy az 5.10. tablazat
szerint a ,,férfi” és a ,,nem hazas” szerepelhetne — ha szignifikdns hatasa

lenne — a bevont valtozék kozott.

5.10. tablazat: Kategodria valtozdk kodolasa és modellbeli szerepe

Categorical Variables Codings

Frequency Parameter coding
1
Male 483 1,000
Gender
Female 517 ,000
Unmarried 505 1,000
Marital status
Married 495 ,000

e Az eclmentési lehetdségek koziil tobbet is kivalasztunk: (5.6)
alapjan a becsiilt valdszintiség mellé a torlési kategoriat, egyedi
megfigyelések hatasat (leverage és Cook tavolsag), majd a

devianciat is kérjuk.

e Az egyitthatok becslése mellé az (5.13) szerint a 95%-0s

konfidencia intervallumot is kérjuk.

e A besorolési szintet (cut-value) 0,5 helyett 0,28-ra allitjuk.

Az eredménytablak egy részét rovid értékeléssel egyitt mutatjuk be.

a) A 8 valtozo kozil harom keriilt bevonasra, és igy a modell magyarazo ereje

az (5.19) képlet szerint 23%-o0s, gyenge-kdzepes.

Model Summary

Step -2 Log likelihood [ Cox & Snell R Nagelkerke R
Square Square

1 1020,513* ,143 ,206

2 1004,542% ,156 ,226

3 1000,758% ,159 ,231
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b) A klasszifikacios tabla a harmadik Iépésben 66%-0s aranyban ismeri fel a
marado tigyfeleket, és 73,4%-ban a lemorzsolddokat. Osszességében 68%-

os az eredetivel megegyez0, sikeres besorolas.

Classification Table?

Observed Predicted
Churn within last month | Percentage
Correct
No Yes
No 478 248 65,8
Churn within last month
Step 1 Yes 74 200 73,0
Overall Percentage 67,8
No 475 251 65,4
Churn within last month
Step 2 Yes 72 202 73,7
Overall Percentage 67,7
No 479 247 66,0
Churn within last month
Step 3 Yes 73 201 73,4
Overall Percentage 68,0

a. The cut value is ,280

c) A harom lépésben bevont valtozékhoz a becsilt egyiitthatok, azok
sztenderd hibai és a Wald tesztek (szabadsagi fokkal és szignifikancia
szinttel egyutt) kdvetik egymast a ,,Variables int he Equation” tablazatban.
Az Exp(B) oszlopra iranyitsuk figyelminket, hogy a hatasok iranyat és
mértékét is értékelni tudjuk.

A magasabb jovedelem valamelyest emeli a torlés esélyét (1,002). mig a
szerz6dés tartama (tenure) 0,962-szeresére, a munkahelyen ledolgozott id6

hossza pedig 0,949-szeresére csokkentik a lemorzsolodast.
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Onallé munkara javasolt feladatok:

Az életkor, a lakohelyen toltott idé és a munkahelyen t6ltott idé fokomponensét
eléallitva és elmentve kapott PCA-Score szerepeltetheté a LOGIT modellben az
eredeti harom valtozd helyett.

1/a) Vesse 0ssze ennek a Logit modellnek az eredményeit a fentebb bemutatott
részeredményekkel.

1/b) ROC gorbe segitségével mutassa meg, hogy a besorolas pontossaga mennyire
tér el.

Megoldas:

1/a) A fékomponens jol értelmezhetd, 70 % feletti informdaciosiiritést jelez.
Magasabb score 0,532 és 0,814 kozotti mértékben csokkenti a torlés esélyét. A
jovedelem adat igy nem kertilt be a modellb, ami a kdvetkez6 oldalon lathato.

1/b) A két modell AUC értéke 3 ezreléknyi eltérést mutat, a ROC gorbék szinte
egybeesnek.

Area Under the Curve

Test Result Variable(s) Area
Predicted (PCA) probability ,755
Predicted probability ,758

The test result variable(s): Predicted
probability has at least one tie between the
positive actual state group and the negative
actual state group. Statistics may be biased.

ROC Curve
1,0
Source of the Curve
= = *Predicted (PCA) probability
= Predicted probakility
0,5
0,6
g7
=
=
w
c
@
9 g4
0,2+
[fs} T T T T
0.0 02 04 06 08 1,0
1 - Specificity

Diagonal segments are produced by ties.
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Tovabbi feladat:

Mas valtozdk bevonasaval keressen magasabb R-négyzetet elérd, és pontosabb
besorolast adé modellt.

5.7. A modellvalasztas grafikus eszkoze

Mivel a szamitdgépes statisztikdban is az angol nyelv dominal, szdmos olyan
maodszer és teszt van, ami eredeti angol nevén valt ismertté. llyen a kezdetben jelek
felismerésére alkalmazott ROC-gérbe® (Receiver Operating Curve) és AUC mérték
(AUC=Area Under the Curve) is, amelyek alkalmasak arra, hogy tébb logit modell
koziil a legjobb felismerd képességiit ki tudjuk valasztani.

Kezdetben egy 2x2-es kereszttabliba rendezziik adatainkat. fgy Osszevetheté a
kezdeti és a modell altal adott besorolas. A jel6lést neheziti, hogy nem egyértelmd,
mi szamit j6 vagy rossz megfigyelésnek. Ha a szerzddés elmentipontat, torlését vagy
iigyfél lemorzsolodast elemezziik, akkor ez iizleti szempontb6l nem kedvezd, de
ennek becslésére iranyul a modell. Ezért a tablazatban az ,,1” és a ,,0” kddokat is
feltiintettiik aldhtuzandd, hogy az ,,1” jeliiek helyes besorolasa, azonositasa a logit
modell célja. A dontések mellett zardjelben az eléfordulasok szamat is megadjuk.
Osszesen a+b+c+d=n megfigyelést sorolunk be.

Tényleges/Dontés | JO, befogadott (1) | Rossz, elutasitott (0)

Jo, kedvezb (1) Helyes dontés (a) | Téves dontés (b)

Rossz (0) Téves dontés (¢) | Helyes dontés (d)

A ROC-gorbe két tengelyén a fenti négy cellabdl két aranyszamot készitiink és
vetiink dssze.

e Az y tengelyen d/(c+d) arany jelenik meg, ami a teszt érzékenységét méri.
Itt az elutasitott d szdm( rossz/cs6dos Ugyfelek ardnya az &sszes
rossz/cs6dos aranyaban lathato.

e Az x tengelyen b/(a+b) ardny lathat6. Ez az elutasitott b szdmU jokat az
osszes jolgyfél ardnyaban méri. Ezt téves riasztasnak is nevezzilk.

A dontési tablat a logit modell alapjan kapjuk meg, ami a dontési érték (cut-value)
beallitasatol fliggben mas és mas lesz. A ROC-gOrbe egy-egy pontja azt mutatja

8 Torténelmi érdekesség, hogy a jelfelismerés a Il. vilaghabor( idején Pearl Harbor 1941-es
megtamadasat kovetben valt sziikségessé. A radarok hasznélatdnak célja az ellenséges
repiilék és a sajat repiilégépek altal adott jelek megkiilonboztetése volt. A ROC-gbrbe
szélesebb korli alkalmazasa az 1970-es évek oOta jellemz6: kockazatcsokkentésre, orvosi
tesztek értelmezésére is hasznalni kezdték.
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meg, hogy bizonyos dontési értékhez milyen x=b/(a+b) és y=d/(c+d) szamparok
tartoznak.

Mivel a logit modellben nemcsak folytonos, hanem kategoria-valtozok is
szerepelhetnek, a ROC-gorbe emelkedése sem folytonos, szakadasok is lehetnek
benne.

A 45 fokos egyenesen az elutasitott rosszak aranya (y) épp megegyezik az elutasitott
jok aranyaval (x), ez a modell hasznalhatatlansagat fejezi ki.

A ROC-gérbe anndl jobb modellt jelez, minél gyorsabban és minél magasabbra
emelkedik a 45 fokos egyenes felé. A gorbe alatti tertilet nagysagat a trapezoidokbdl
szamolt AUC-mérték adja meg. Ennek maximalis értéke=1.

Tobb modell kozotti valasztasra kivaléan alkalmas az AUC mérték. Hivelykujj-
szabaly szerint az alabbi kategoriakkal jellemezhetdk a logit modellek:

B 0,90-1 = kivalo

m 0,80-0,90=j6

m 0,70-0,80 = kdzepes

m 0,60-0,70 = gyenge

m 0,50-0,60 = nem alkalmas a modell a megkilénbdztetésre.

A gorbét és a gorbe alatti tertiletet az 5.8. alfejezet példajan mutatjuk be.

A statisztikdban haszndlt elsé és masodfaju hiba tartalmilag kapcsolddik a ROC-
gorbéhez, de a ROC-goérbe és az AUC mérték dsszetettebb informaciot adnak, bar
valoszintiségi szint nem tartozik hozzajuk. Emlékeztet6iil az elséfaji hiba alfa=c/n,
rosszat befogadunk, mig a masodfaju hiba béta=b/n, jot elutasitunk (~ x tengely).

5.8. Tovabbi logisztikus modellek

Ha a fiiggd valtozonak kettdnél tobb kategoriaja van, akkor két utat kdvethetiink:
a) Visszavezetjilk a feladatot kétkategoriasra gy, hogy
i) Egy kategoriat megtartunk, a tobbieket dsszevonjuk.

ii) A k szamu kategoria miatt (k-1) dummy valtoz6t vezetiink be, és k-1
logit modellt illesztiink

b) Multinomialis modellt illesztiink gy, hogy az egyik kategériat referencia
kategérianak vélasztjuk, és a tébbi (k-1) kategoéridval minden egyes fliggetlen
véltozdéra Osszehasonlitjuk. Egy-egy megfigyelést a legnagyobb valosziniiségii
kategériaba sorol az eljaréas.
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Alkalmazasi eldfeltevése a multinomialis logisztikus regresszionak sincs, se a
fuggetlen valtozok normalis eloszlasa, se a szoOrasnégyzetek egyezése nem
sziikséges.

Gyakorlati feltétel az, hogy a megfigyelések szama tizszerese legyen a valtozok
szamanak, azaz n >10 p.

A Probit modellt is megemlitjiikk ebben a részben, bar ez tovabbra is kétértékii fiiggd
valtozot becsil. A nevét a probability+unit szavak dsszekapcsolasabdl kapta, és az
y=1 érték valdszinlisége normalis eloszlast feltételezve hatarozhaté meg.

P(Y =1X)=d(X B)

A modellben az x valtozok hatasat kifejez6 £ egylitthatok maximum likelihood
elven becsiilhetok.
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6. Faktorelemzés

A faktorelemzés harom esetben kiemelten hasznos maédszer. Ezek rovid bemutatasa
mellett példakkal is igyeksziink az olvasé figyelmét megragadni.

a) Latens valtozo eléallitasa

Komplex problémak elemzése a célunk, amikor a vizsgalni kivant jelenség(ek)
kozvetleniil nem is mérhetd(k). A megfigyelt, mérhetd valtozokbol allitjuk el6 a
latens (nem megfigyelhetd) valtozokat, amelyeket faktoroknak neveziink. Ilyen
faktor lehet példaul a gazdasagi vagy tarsadalmi fejlettség, a jolét, a telepiilések
vagy a piacok fejlettsége, egy ,méret” vagy egy indexszam, ami tobb
mutatoszambol ,keverheté ki”. Ha egy faktor az eredmény, akkor
rangsorolhatjuk is a megfigyeléseinket.

b) Dimenzi6csokkentés

Az Osszes informacié lehetd legnagyobb hanyaddnak megdrzése mellett
keressik a minimalis dimenziészamot, és azokat a faktorokat, amelyek mar
egymasra merdleges tengelyeket adnak meg. Igy akar grafikusan is lathatova
tehetjiik a homogén adathalmazt alkoté megfigyeléseink szerkezetét ebben a
redukalt dimenzidju térben.

c¢) Fluggetlen komponensek eléallitasa

Mivel a gazdasagi és tarsadalmi valtozok tobbsége erdsen korrelalt, tobb —
egymassal kdlcsonds kapcsolatban 4116 — valtozd egyidejii figyelembevétele
nem lehetséges olyan modszerek alkalmazasakor, amikor a valtozok
fliggetlensége alapfeltétel. A valtozok kozil néhanynak a kivalasztasa helyett
képezziilk az egymasra merdleges helyzetti faktorokat, amelyek fiiggetlen
valtozokként hasznalhatdk példaul egy regressziés modellben.

A faktorelemzés tébb médszer dsszefoglalé® neve. Koziilik a két legismertebbet
targyaljuk részletesebben:

» Fékomponens-elemzés (Principal Component Analysis=PCA)
> Faktorelemzés (Principal Axis Factoring=PAF)

Egy-egy Vvaltozo szorasnégyzetének felbontasakor harom Osszetevét kiilonboztetiink
meg: Teljes variancia = K6z0s variancia + Egyedi variancia + Hiba variancia

8 A faktorelemzést 8sszefoglaléan hasznéljuk, ahogy a regressziészamitast is emlitjiik, de
mindig pontositani kell, hogy milyen modellrdl van szo.
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A két modszer dontéen ebben a felbontasban kiilonbozik, mert

e Fokomponenseket készitiink, ha a kbdzds és egyedi varianciat egyiitt
magyarazzuk, és csak a hibatagtol vonatkoztatunk el. Ekkor a p szamu
egymassal korrelald valtozd kozotti kapcsolatrendszert vizsgaljuk feltard
szemléletben, és egymassal korreldlatlan valtozokka transzformaljuk az
eredeti valtozokat, de a valtozdk kozott ok-okozati kapcsolatot nem
tételeziink fel. A valtozok linedris kapcsolataira épitve keressiik az elore
altaladban meg nem hatarozott szamu ortogonalis tengelyt.

e Faktorelemzést végzink, ha csak a kdzds varianciat modellezziik. llyen
alkalmazasok soran statisztikai modell huzédik meg a valtozok
kapcsolatrendszere mogott, tehat megerdsitd elemzést végziink. A hattérben
meghlzdédo faktor hatasaként alakul a megfigyelt valtozok értéke ugy,
ahogy az adatallomanyban lathato.

A modszercsalad tovabbi eljarasairol is részletesen ir Flistds-Kovacs-Meszéna-
Simonné (2004): Alakfelismerés cimii konyve.

Bevezet$ példaként a fovaros keriileteit és a kornyezd telepiiléseket® kivanjuk
Osszehasonlitani az életmindség szempontjabol Az 50 megfigyeléshez
rendelkezésiinkre all szamos valtozo, amelyek egymassal korrelalnak. Az adatokban
»mérethatds” van: ahol tdbb a népesség, ott tdbb a lakas, de ahova tdbben
vandorolnak, ott tobb az Gjonnan épitett lakas is. Ezek a hatdsok kdlcsondsek, tehat
az ok-okozati irany nem mindig nyilvanvald. Az elemzés célja most nem egy
kiemelt valtozé megmagyardzasa a tdbbivel, mint a regressziés modellben, hanem
azt keressik, hogy hany dimenzidban lehet leirni az életminéséget, mint latens
valtozot. ¥

6.1. A fékomponenselemzés

Az eljaras alapgondolata az, hogy az egymassal paronként linearisan korrelalo
valtozok egyiittesébdl ortogonalis transzformacid révén eldallitjuk a korrelalatlan
fokomponenseket ugy, hogy az elsé néhany komponens leirja a valtozok &sszes
szorasnégyzetének elég nagy hanyadat, és igy alacsonyabb dimenziéba képezhetjik
le megfigyeléseinket. Ha az induld valtozdk kozotti korrelaciok gyengék, akkor az
eredeti véltozdkkal tobbé-kevésbé megegyezd szamu és tartalmi komponenseket
kapunk.

8 A Keriiletek.sav adathazist hasznéljuk ebben a fejezetben.
87 A példa eredményeit a 6.1.3. alfejezetben kovetheti az olvasé.
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6.1.1. A fokomponens elemzés matematikai hdttere

Indul6 adatainkat az X matrixba rendezziik, ahol a sorokban n megfigyelés, az
oszlopokban p valtozo6 taldlhaté. Huvelykujj-szabalyként javasolhat6, hogy n> 5p
teljesuljon.

A fékomponensek négy tulajdonsaggal irhatok le. Egyszeriibb a feliras, ha
feltessziik, hogy a p db valtozo centirozott, az eredeti adatok helyett az atlagtdl valo
eltérést hasznaljuk.

1) Az y f6komponensek a mért x valtozok linearis kombinaciodi, igy az n-elemi
fokomponensek felirhatok:

A =Xa,, Y, =Xa,,.., y, = Xa,, vagy matrix alakban:

Y = X - A, ahol az A (pxp)-s.

2) A linearis kombinacié egylitthatéinak négyzetdsszege minden fékomponensre

egy legyen, az elsére igy irhato fel: ng -a, =1

3) A foékomponensek variancidja monoton csokken: Var (y;)=Var(y,)=...2Var(y,)=0
és a variancia:
.
var(y) = +y'y, = ~(Xa,) (xa,) = al ini a, =a, Sa, —> max:
= n=t=t n

ahol

S: a megfigyelt valtozok pxp-s méretii kovariancia matrixa. Ha feltessziik azt is,
hogy a valtozdok standardizaltak, akkor S helyett R korrelacios matrix szerepel.

4) A fékomponensek paronként korrelalatlanok: r(y;, y,)=0
A tovabbiakban az R korrelaciés méatrixbdl indulunk ki.

A 2) és a 3) tulajdonsag egyiitt feltételes szélsdérték feladatot ad, ennek megoldasat
a Lagrange multiplikatorok modszerével végezziik.

L=a,Ra, - 4,(a;a, —1) - max (6.1)

A parcialis derivaltat egyenlévé tessziik nullaval:

~ T 2Ra; -24,a, =0

Egyszerlisitve és rendezve A, sajatértékil és a; sajatvektord egyenletrendszerhez
jutunk:

Ra, = 4,3, (6.2)
és (R-4,Ea, =02
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A homogén egyenletrendszernek csak a nem-trivialis (a#0) megoldasat keressik.
Ekkor a matrix determinansa zérus:

\3—1&\:0 6.3)

A pxp méretil matrix determininsanak kifejtésével megkapjuk a p-ed fokd polinom
gyokeit, a sajatértékeket, amelyek monoton csdkkend sorrendbe rakhatok. Mivel R
métrix szimmetrikus és pozitiv definit matrix®, a legkisebb sajatérték is nemnegativ:

M=y 2. 2020

A sajatértékek szorzata a matrix determinansat adja. Minél kozelebb vannak a
legkisebb sajatértékek a nullahoz, annal kozelebb van a determinans értéke is a
nulldhoz.

A sajatértékek 6sszege a matrix nyoma, ezért a korrelacids matrix felbontasakor

p

D A=p (6.4)

i=1

A Kkovariancia métrixrazp: A = 0-12 o+ 0',2, teljesiil. Ha a valtozok kiilonb6zd
i=1

mértékegységliek voltak, akkor nincs értelme a variancidkat Osszeadni. Ilyenkor
fontos, hogy az adatokat elézetesen sztenderdizaljuk, vagy a korrelaciés maétrix
felbontéasat végezziik el. Ha korrelaciés matrix dekompoziciéjat végezziik, akkor a
sajatértékek és a sajatvektorok eltérnek a kovariancia matrix felbontasaval kapott
eredményektél. A két valtozat eredményei egymasbol kozvetleniil nem allithatok
eld. Ha mégis kovariancia matrixbdl dolgozunk, akkor az aldbbiakat tartsuk szem
elott:

Jol értelmezhet6k a komponensek, ha Miért fontos ez?

A skala véltozasaval valtozik a

Minden valtozé azonos mértékegységu. fokomponens.

A nagy szorasu valtozé dominalja a
A véltozdk variancidja kozel azonos. fokomponenst.

Mivel R (és S) szimmetrikus, pozitiv definit matrixok, a sajatértékeik nemnegativok.

A kiilonb6z6 sajatértékekhez tartozo a,,..., @, sajatvektorok pedig ortogonalisak, és a
2) feltétel miatt egységnyi hossztak®.

8 Az S kovariancia matrix is szimmetrikus és pozitiv definit, ennek S sajatértékei is
nemnegativok.
8 A normaltsag miatt csak egy elemzésen beliil hasonlithatoak 6ssze a sajatvektorok elemei.
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Ha balrdl szorozzuk az a vektorral a (6.2) egyenletrendszert, akkor lathatd, hogy a 3)
tulajdonsag alapjan a fékomponens szorasnégyzete a sajatérték:

Bgl = ﬂ‘gl / *QLT
alRa, = 4(ala,)= 4, (6.5)

P
Egy fokomponens relativ fontossagat a ﬂ,j/ Zﬂk hanyados mutatja, szazzal
k=1
szorozva szazalékos formaban adhaté meg a fékomponens altal hordozott 3ssz-
informacio.
A j-edik sajatértékhez a homogén egyenletrendszer megoldasa®™ adja a j-edik
sajatvektort, és ezzel elBallithatd a j-edik f6komponens. A fékomponensek
korrelalatlansagat a sajatvektorok ortogonalitasa biztositja.

A sajatvektorok A matrixaval felirhaté az 0Osszes megfigyelés szarmaztatott
koordinataja: Y=XA

A fékomponens értéke (score) az i-edik megfigyelés ,.elhelyezkedését” mutatja a j-
edik fékomponens tengelyen:

Y =a X, (6.6)

Osszehasonlithat6 sajatvektorokat (c =component loading-ot, sulyt) kapunk, ha az R
(vagy S) matrix nem egységnyi hossz( sajatvektorait eléallitjuk:

T T
C; =4/4;2;, amelyre ‘91‘—\/9191 _\/’?’J@JQJ =4

n
vagy masképpen ZCE =4, (6.7)

i=1

A c; jelentése: az i-edik valtozo és a j-edik komponens® kozétti korrelacio,
amelyben a (6.2) matrix-alakjat hasznaljuk fel:

% A sajatvektorok elGjele tetszGleges, mert a homogén linearis egyenletrendszer
megoldasakor van szabad ismeretlen.

%L A korrelacié szémitésakor osztunk az Y komponensek szérasaval, azaz a sajatértékek
gyokeével.

sztenderdizaltak, szorasuk egységnyi.
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cov(x,y)
5,8,
A C matrix minden eleme korrelacios egyiitthatd, de a C nem korrelaciés matrix,

corr(X,Y )= = cov( XY A = X T (X AA T2 )= RAATE = AATE = C
n

mivel a féatlgjadban az egyesek helyett az azonos indexii valtozo és komponens kozti
korrelacids egyiitthatd szerepel, és a matrix nem szimmetrikus. (6.7) szerint az
oszlopelemek négyzetdsszege a sajatértéket adja. Egy-egy sor elemeinek
négyzetdsszege a valtozonak a fOlkomponensek altal megmagyarazott variancigja,

azaz a kommunalitas:

P
Yci=hi=1 (6.8)

j=1
Fontos kapcsolat van R és C kozott:
R=CC"=AAA", (6.9)

azaz a valtozok paronkénti korrelacioit tokéletesen reprodukaljak a valtozok és a
fokomponensek korrelacidinak szorzatai, valamint a sajatvektorok és sajatértékek
matrixai. A (6.9)-et Ggy is megkapjuk, ha (6.2)-t matrix alakban felirjuk, és jobbrol
szorozzuk:

RA=AA /AT

Mivel az ortogonalis matrix transzponaltja megegyezik az inverzével, a szorzas utan

P
R=AAA" =) Laa, (6.10
i=1

teljes reprodukcioét kapunk, ha az dsszes valtozé mentén p-ig 6sszegzink.

A kétféle input matrixot és a sajatvektorok hosszat tekintve a C matrix elemei
négyfélék:

Input matrix / Sajatvektor hossza: a'a=1 a'a=1
R korrelaciés matrix ci=a; V4 Cij=ajj
S kovariancia matrix ci=a; VAl o ci=ail o

A korrelalatlan komponenseket tehat az eljards végén megkapjuk, de hogyan
valésulhat meg masik célunk, a dimenziécsokkentés?

Ha a legkisebb sajatérték(ek) nagysaga zérus, akkor a hozza(juk) tartozd
sajatvektort, és igy a fokomponenst sem allitjuk elé. Altalaban azonban csak
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kozelitik a A-k a nullat, és ilyenkor felvetddik a kérdés, hogy hany fékomponens
kell?

Mivel a varianciak monoton csékkendek, az elsd k darab komponens nagyobb
hanyadot képvisel az 6sszvarianciab6l, mint barmely masik k darab komponens.
Ezért az utolso (p-k) komponens figyelmen kivil hagyasarol dénthetiink Ggy, hogy

e megadjuk eldre a k szamot,
e azegynél nagyobb sajatértékiieket vesszik,
e meghatdrozzuk azt a szdzalékot, amennyi informaciét meg akarunk 6rizni.

Dontésinknek  természetesen  kdvetkezményei lesznek. A valtozok  és
fékomponensek korrelacidit tartalmazo C matrix mérete nem p*p, hanem p*k lesz, a
(6.8) szerinti kommunalitasok kisebbek lesznek, mint egy, illetve a (6.9) és a (6.10)
szerinti tokéletes reprodukalas sem valésul meg.

Ha az egynél kisebb sajatértéket elhagyjuk, az A matrixnak is p-nél kevesebb
oszlopa van. Az dsszegzés i=1-t61 k-ig (k<p) megy, ami nem reprodukélja teljesen a
korrelaciés matrixot. A redukalt korrelacios matrix:
A k T
R=)> 4aq, (6.11)
i=1

6.1.2. A megvaloésitas lepései az SPSS-ben

Az Analyze/Dimension Reduction/Factor lépésekkel lehet a mddszerek kozil
vélasztani és f6komponens-elemzést végezni.*

A valtozok kivalasztasaval kezdjuk Ggy, hogy torekedjink az n>5p szabaly
betartasara.

A Selection> mentiipontsal egy kategoriavaltozé kijel6lésével almintat adhatunk
meg. Ez akkor hasznos, ha azt feltételezziik, hogy az almintdkban mas
faktorstruktura jellemz6. Az SPSS ilyenkor az alminta adatait hasznalva késziti el a
becslést a teljes mintara.

A) Descriptives, azaz leird statisztikak

E funkcid alatt szamos fontos el6készité eredmény szerepel. A 6.1. tablazatban
Osszefoglaljuk, hogy mit és miért kériink, majd az egyes eredmények eldallitasdhoz
szlikséges képleteket (zarojelben a sorszamuk) ismertetjiik.

% A beallitasokat az output tablak sorrendjében ismertetjiik.
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6.1. tAblazat: PCA leir6 statisztikak

Valaszthato részeredmények Ertelmezésiik

Egyvaltozos leiro statisztikak A valtozok eredeti atlaga és szérasa. A magas
relativ szérasra figyelni kell, hiszen homogén
adathalmazbdl dolgozunk.

Korreléacios matrix, szignifikancia szintek | Valtozok kozotti linearis kapcsolatok

és a matrix determinansa szignifikansak-e? Egyhez kozeli determinans
gyenge paronkeénti korrelaciokat jelez. |R|~0
esetén szorosak a korrelaciok.

Korrelaciés matrix inverze Parcialis® és tobbszoros® korrelacié mérése

Kaiser-Meyer-Olkin mérték (12) Ha kisebb, mint 1/2, a minta nem alkalmas
fékomponens-elemzésre. 0,5-0,7 kdzott gyenge,
0,7-0,8 kdzott kozepes, 0,8 felett jo a PCA

Anti-Image korrelacios matrix foatloja MSA® mértékek valtozénként, az 1-hez kozeli
(13) érték a kedvezd

Anti-Image korr. matrix tébbi eleme A parcialis korrelaciok (-1)-szeresei
Bartlett-teszt (gdmbolyiiségi) Ho :R=E, a valtozok fiiggetlensége elvetheté-e (a

Khi? — proba (14) tobbdimenzids normalitast feltételezi)

A Kaiser-Meyer-Olkin mérték szamitasakor az egész minta megfeleléségét (MSA:
Measure of Sampling Adequacy) vizsgaljuk. A szamlaloban a kozdnséges
korrelaciok négyzeteinek Osszege szerepel, kivéve a foatlobeli egyeseket. A
nevezében pedig ehhez még hozzdadddnak a parcidlis korrelaciok négyzetei. (A
szamlalban p(p-1)/2 tag, a nevez6ben p(p-1) tag szerepel.)

KMO= Zz:rij2 / erijz +ZZ pij2 (6.12)

i] i] i+]

A KMO mérték 0 és 1 kozott lehet. Ha a KMO=1, akkor a parcialis korrelaciok
nullak.

% A parcialis korrelacio az inverz matrix féatlobeli elemeibl is meghatérozhato. Ha az elsd

két valtozo kapcsolatabol p-2 valtozo hatasit kisziitjik: I3, o = ql/ , ahol
e34...p
Vb2

q az inverz matrix megfelelé eleme. Ha nem zavard, akkor a részletes kiiras helyett pj
szerepel.
% Egy t6bbszords korrelacio értéke az inverz matrix azonos indexii elemébsl meghatarozhato:

Ris. p = A1 —1,/q11 , 6s a mutaté mindig pozitiv.

% MSA: Measure of Sampling Adequacy.
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Az Anti-lmage korrelaciés matrix (AIC) féatldjaban a valtozonként kiszamolt KMO
értékek allnak. A mutaté az i-edik valtozoéra:

MSA = D rZI(Y rE+> p (6.3)

i#] i#] i#]

A mutat6 nagy értéke fontos valtozdt és kozos faktor 1étét jelzi. Ha kicsi (0,5 alatti)
valamely MSA, akkor a valtozé kihagyasaval javithatd a modell.

Az AIC f64tlon kiviili elemei a parcialis korrelaciok (-1)-szeresei. JO a faktormodell,
erdsek a kozos faktorok, ha a parcialis korrelaciok nullahoz kozeliek. Ez azt jelenti,
hogy az egyedi faktorok kozotti korrelacio is kdzel nulla.

Hiivelykujj szabaly szerint mindsithetjiik az eredményt, ahogy a 6.2. tablazat jelzi.

6.2. tablazat: A minta megfeleldségének értékelése KMO és MSA meértékek alapjan

KMO és MSA Minésités (és teendo)
értéke
0,9 felett Kivalo, mert kicsik a parcialis korrelaciok
0,8-0,9 jo
0,7-0,8 kdzepes
0,5 felett megfeleld
=0,5 Ha a korrelacios matrix elemeinek négyzetdsszege egyenld a
parcialis korrelaciok négyzetdsszegével. Az alkalmazas kérdéses.
0,5 alatt Elfogadhatatlan a modszer alkalmazasa, mert
e nem elég szorosak a linedris korrelaciok
e  tUl magasak a parcialis korrelaciok
(MSA 0,5 alatt: az adott valtozot ki kell hagyni. )

A KMO=0,5 adodhat tigy, hogy megkérddjelezhetd az alkalmazas:

e Ha 0Osszesen két valtozéra prébalunk fékomponens illeszteni. Ekkor a
parcialis korrelacidoban nincs kiszlirhetd valtozo.

e  Gépi bedllitds miatt (hogy elkeriiljiik a nullaval valo osztast) is kaphatunk
ilyen értéket, ha a korrelacios matrix egységmatrix.
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A Bartlett-teszt alapfeltevése az, hogy tobbvaltozés normalis eloszlasu
sokasagbol®® vettiik a mintat, és az eredeti valtozok fliggetlenek, azaz az R=E. Ezt
likelihood-arény teszttel vizsgaljuk, ahol |R|=TTA; , és Ho: R=E.

x° =—alog|R|, ahol a = n-1-(2p+5)/6 és a szabadségi fok= p(p-1)/2  (6.14)

Fékomponens-elemzés csak akkor végezhetd, ha elvetjiik a nullhipotézist, azaz nem
tekinthetdk fiiggetlennek a valtozok.

Itt kapjuk meg a kezdeti megoldast. Az eredeti valtozok egységnyi szorasnégyzete
mellett a f6komponens-elemzéssel kapott (6.8) szerinti h kommunalitasok allnak. Az
i-edik valtozo varianciajanak a kdzos faktorok egydtt ekkora hanyadat magyarazzak.
Felso hatarat csak akkor éri el, ha mind a p db komponenst eléallitjuk:

h’=>c,*<1
j

Az outputok kozott kapjuk meg a (6.9) szerint szamolt reprodukalt korrelacios
matrixot. Ennek foatlojaban a kommunalitisok (a kozos faktorok altal magyarazott
variancia) talalhatok.

B) Az ,,Extraction” blokkban valasztunk faktorelemz6 eljarast.

A fékomponens elemzés (PCA) az alapmddszer, és az egynél nagyobb
sajatértékekhez (Kaiser kritérium) tartozo sajatvektorokat allitja eld, ha nem kértink
,k” szam@ faktort. Itt kérhetd a Scree plot® 4bra is. Ez megmutatja, hogy a
sajatértékek nagysadga hogyan csokken. A hirtelen csokkenés utan megallunk, a
tovabbi komponensek elhanyagolhatd mértékben javitjak a modell illeszkedését. A
kis sajatérték a véletlen hibat méri, nem egy latens kdzds komponens varianciaja. Ha
a valtozok gyengén korrelalnak, akkor nem csokken meredeken a Scree plot, nem
csokken a dimenzio.

C) A ,Rotation” blokkban rotalt megoldéast® allithatunk elé, ha egynél tobb
faktorunk®® van.

A faktorok elforgatasa torténhet tigy, hogy a forgatas utan is merdlegesek maradnak,
és Ugy is, hogy a faktorok korrelaltak lesznek. Az ortogonalis forgatas biztositja azt,
hogy a faktorok altal nyujtott informéacié nem redundans, de a vizsgalt jelenségek
faktorai lehetnek egymadssal 6sszefiiggdek is.

% Mivel tobbdimenziés normalitasi teszt nincs, legaldbb nagy minta alljon
rendelkezésiinkre!

% A Scree plot vizszintes tengelyén a faktorok szama, fiigg6leges tengelyén pedig a
sajatértékek lathatok.

% A rotacié jelentdségét mutatja be Hajdu Ott6 cikke a Statisztikai Szemle 2004. X-XI. dupla
szdmaban.

% A rotalas a PAF eljaras kozos faktorainak értelmezésekor nagyon fontos.
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Az ortogonalis forgatas egyik valtozata a Kaiser altal javasolt Varimax eljaras. A
kommunalitdsok és a magyaradzott Osszvariancia nem valtozik, de a sajatértékek
igen. A ,,nagy” loadingok négyzetei egyhez, a kicsik nullahoz kozeliek lesznek a
forgatds utdn. Ha B=AT, ahol T a transzformacié ortogonalis matrixa, a Varimax
kritérium felirhato:

2

p p

4 2

) Z;qu _LZ;quJ I'p

J= 1=

V = Z — max, és k a faktorok szama, k<p.
g=1 p

(6.15)

A ferdeszogli (Oblique) forgatist a Direct Oblimin eljaras végzi. Ekkor a
fokomponensek kozotti korrelacidk matrixa nem lesz egységmatrix, és nem adhato
meg az, hogy egyes valtozok szdrasnégyzetének mekkora hanyadat képviseli egy-
egy faktor.

Ebben a részben kérhet a ,,Loading plot”, amely a valtozokat abrazolja a faktorok
terében.

D) Tovéabbi eredményeket kapunk a Factor Scores blokkban.

A score egyltthato-vektor p elemili, a sajatérték gyokébdl és a hozzatartozd
sajatvektorbol szamolhat6, minden valtozéhoz kiirathato:

a/va (6.16)

Az adatallomanyban jelenik meg a faktor score egyiitthatd matrixa, amely mentése
soran harom eljaras’® kozil vélaszthatunk. Ha regresszids becsléssel késziil,
értelmezése is a standardizalt regresszids egyiitthatokéhoz hasonld. Ezek adjak a
redukalt dimenzi6ju térben az eredeti megfigyelések sztenderdizélt koordinatait,
azaz minden oszlop 4tlaga 0 és szdrésa egységnyi. A regresszi6s becslés:R™C,
akkor készitheté el, ha létezik a korrelacios matrix inverze. A (6.9) és (6.10)
egyenletek alapjan belathatd, hogy R™*C= AA™?

A faktor score matrix (n*k) méretii, és elemei: Y,= XAAY? azaz Y fékomponensek
sztenderdizalt értékeit tartalmazzak.

109Bartlett eljarast és Anderson-Rubin becslést is valaszthatunk, amelyek a

sajatértékek és a sajatvektorok felhasznalasaval adjak meg az eredményt.
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E) Az Options-ban a hianyz6 adatok kezelését, adott szint alatti kis korrelaciok
kihagyasat, és a tébbiek nagysag szerinti rendezését valaszthatjuk.

6.1.3. A PCA eredmények bemutatasa és ertelmezése

Budapest 23 keriilete és a fovarost koriilvevd 27 telepiilés 2010-es adataira végzink
fokomponens elemzést. (Kerlletek2010.sav)

Az els6 szakaszban csak négy valtozot hasznalunk. Azt vizsgaljuk, hogy a
lakonépességre vetitett oda- és elvandorlast méré négy valtozé milyen
hatékonysaggal siirithet6-e egyetlen vdndorlas komponensbe?

Kérdés: Javul vagy romlik a modell illeszkedése, ha nem létszamra vetitett
mutatokat hasznalunk, hanem a vandorlast leird eredeti abszoldt szamokat?

Vélasz: A mérethatas miatt er6sebbek a korrelaciok, igy az eredeti valtozok jobban
stirithet6k egy fékomponensbe. De ne &ldozzuk fel a korrekt alkalmazast ennek
érdekében.

Mivel a keriiletek és az agglomeracio telepiilései eltéré valtozo-strukturat is

mutathatnak, érdemes a relativ szorast ellendrizni a 6.3. tablazatban. Egyik

sz6ras/atlag hanyados sem kozeliti meg a kettét, mint kritikus értéket ™.

6.3. tablazat: A négy valtozo statisztikai jellemzdi

Descriptive Statistics

Mean Std. Deviation Analysis N
Odavanperfo ,043197 ,0152623 50
Elvanperfo ,034468 ,0109296 50
AllElvanperfo ,020327 ,0074053 50
Al lodavanperfo ,025357 ,0124537 50

A valtozok mértékegységei nem kiillénboznek, de nagysagrendi eltérések lehetnek,
ezért a 6.4. tablazatban megadott korrelaciés matrixbél indulunk. Minden
korrelacios egydtthatd szignifikans, nem latunk blokkokat a valtozok kozott. Ebbol
feltételezhetd, hogy a négy valtozobol egy fokomponens fog képzédni. A matrix
nullahoz kozeli (0,002) determinansabol sejthetd, hogy a sajatértékek hatarozottan
csokkend sorozatot alkotnak.

101 | ehet szigorabb (pl. 0,7) kritikus értéket is valasztani, itt ez is teljesil.
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6.4. tAblazat: Az eredeti valtozok korrelacios matrixa

Correlation Matrix®

Odavanp | Elvan | AllElvan | Allodavanp
erfo perfo perfo erfo
Correlation Odavanperfo 1,000 877 ,838 ,915
Elvanperfo 877 1,000 ,940 ,884
AllElvanperfo ,838 ,940 1,000 ,908
Allodavanperfo 915 ,884 ,908 1,000
Sig. (1-tailed)  Odavanperfo ,000 ,000 ,000
Elvanperfo ,000 ,000 ,000
AllElvanperfo ,000 ,000 ,000
Allodavanperfo ,000 ,000 ,000

a. Determinant = ,002

A Kaiser-Meyer-Olkin (KMO) teszt 0,746-0s értéke alapjan adataink alkalmasak

fékomponens elemzésre, és a Barlett-féle khi-négyzet teszt alapjan minden szokésos
szignifikancia szinten elvetjik a valtozok fliggetlenségének hipotézisét. (6.5/a.

tablazat)

6.5/a. tAblazat: PCA alkalmazhat6sagi tesztek

KMO and Bartlett's Test

Kaiser-Meyer-Olkin Measure of Sampling Adequacy. ,746
Bartlett's Test of Sphericity Approx. Chi-Square 280,951
df 6
Sig. ,000

A valtozok egyedi alkalmassagat a 6.5/b. tablazat als6 matrix f6atloja adja meg. Az
egyedi MSA értékek a KMO kériil ingadoznak, egyik valtozé kihagydsa sem
indokolt, mindegyik meghaladja a 0,5 kiiszobot. A foatlon kiviil a parcialis

korrelaciok (-1)-szeresei kaptak helyet.
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6.5/b. tablazat: A valtozok egyedi alkalmassaganak mérése

Anti-image Matrices

Odavanp | Elvan | AllElvan | Allodava
erfo perfo perfo nperfo

Anti-image Covariance Odavanperfo 127 -,049 ,032 -,073
Elvanperfo -,049 ,087 -,062 ,015

AIIEIvanperfo ,032 -,062 ,080 -,048

Allodavanperfo -,073 ,015 -,048 ,093

Anti-image Correlation Odavanperfo 7522 -,466 ,316 -,667
Elvanperfo -,466 ,755% -,737 ,170

AIIEIvanperfo ,316 -, 737 7182 -,551

Allodavanperfo -,667 ,170 -,551 758°

a. Measures of Sampling Adequacy(MSA)

Ha sztenderdizalt adatokkal dolgozunk, akkor kezdetben minden valtozo
szérasnégyzete egységnyi (Initial), és ebbdl az egynél nagyobb varianciaju, ,,fontos”
fokomponens(ek) bizonyos hanyadot magyaraz(nak) (Extraction), amint ezt a 6.6.
tablazat mutatja. Ha a magyarazott hanyad tdlsagosan alacsony lenne'®, akkor a
valtozot célszerii lenne kihagyni a futtatasbol. Példankban mind a négy valtozo
esetében 90% kozeli vagy ezt meghaladd6 a megérzott informacio. A négy
kommunalitas 6sszege pedig 3,6 felett van, ami eldre jelzi, hogy a teljes megdrzott
informécio is 90% felett lesz.

6.6. tablazat: A teljes variancia megdrzott hanyada

Communalities

Initial Extraction
Odavanperfo 1,000 ,894
Elvanperfo 1,000 ,931
AllEIvanperfo 1,000 ,923
Allodavanperfo 1,000 ,933

192 Ha a kommunalités kisebb, mint 0,25, akkor a valtozé egyetlen faktorral sem korrelal

kozepesen, mert 0,52 = 0,25. A kommunalitds tobbszords determinaciés egyiitthatoként
értelmezheto.
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A megmagyarazott variancia hanyada 3,861/4= 92%, igy a négydimenzids térbol
képzett egyetlen komponenssel csak 8%-at veszitjik el az eredeti informaciobol.
(6.7. tablazat) A masodik komponens joval kevesebb informéaciét hordoz, mint egy
eredeti valtoz6, mivel varianciaja (0,183) kisebb, mint egy. Ha ilyen erés az egyetlen
komponens, amit eléallitunk, akkor féfaktornak is szokas nevezni az eredményt.

6.7. tdblazat: A fékomponensek sajatértékei és relativ fontossdguk

Total Variance Explained

Extraction Sums of Squared

Initial Eigenvalues Loadings
% of Cumulative % of Cumulative
Component Total Variance % Total Variance %
1 3,681 92,036 92,036 3,681 92,036 92,036
2 ,183 4,576 96,612
3 ,008 2,448 99,060
4 ,038 ,940 100,000

Extraction Method: Principal Component Analysis.

A sajatértékek monoton csdokkend sorozatdt mutatja a 6.1. dbra. Ha a masodik, és a
tovabbi komponensek csokkenése nem elég hatarozott, akkor az SPSS-ben a
fokomponensek kivant szamat beallitva megismételjiik a futtatast.

Scree Plot

Eigenvalue

6.1. abra: A sajatértékek sorozata

T
2

T
3

Component Number
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Az értelmezés szempontjabol a komponens matrix (6.8. tablazat) az egyik
legfontosabb eredmény. Ez tartalmazza a valtozok és a fokomponens kozotti
korrelciokat, azaz a C matrix elsé oszlopat. Minden valtozo szorosan és pozitiv
elgjellel korreldl a komponenssel. Ez azt jelenti, hogy a komponens alapjan a
lakonépességre vetitett magasabb oda- és elvandorlasi adatokkal rendelkezd
kertlletek és agglomeracios telepuilések magasabb koordinataval rendelkeznek.
(Nehezebb lenne értelmezni a kétpolusl, pozitiv és negativ korrelacidkat is
tartalmazé komponens jelentését.)

6.8. tablazat: A valtozok és a fokomponens kozotti korreldaciok

Component Matrix®

Component
1
Odavanperfo ,946
Elvanperfo ,965
AllElvanperfo ,961
Allodavanperfo ,966

Extraction Method: Principal Component Analysis.

a. 1 components extracted.

A PCA célja az, hogy az eredeti valtozok kozotti korrelaciokat jol megdrzd, de
kevesebb szamu komponenst allitson eld. Ezért nemcsak a fokomponens(ek)
nagysagat figyeljik, hanem az R reprodukalasanak mértékét is. A 6.9. tablazat
foatlojaban a 6.6. tablazatban szereplé kommunalitasokat latjuk, a féatlon kiviil
pedig a (6.11) szerint szamolt reprodukalt korrelaciok talalhatok. A 6.4. tablazatbeli
eredeti korrelaciok és a 6.9. tablazat felso fele kozotti eltéréseket rezidualisként adja
meg a 6.9. tablazat also része.

A rezidualisok kozott abszolat értékben a legnagyobb a -0,070, amely arra utal,
hogy az odavandorlas/f6 és az alland6 elvandorlds/f6 kozott mért (0,838) korrelaciot
a fékomponens alapjan némileg feliilbecsiiljiik (0,909). Ez az egyetlen korrelacio,
ahol a becslési hiba meghaladja a 0,05-t. (Ezt a b. jelit megjegyzés is rogziti.)
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6.9. tablazat: A korrelaciok becsiilt értékei és a hibatagok
Reproduced Correlations

Odavanp | Elvanp | AllElvan | Allodavanp
erfo erfo perfo erfo
Reproduced Odavanperfo ,894% ,912 ,909 ,914
Correlation Elvanperfo 912 ,931° 927 932
AllElvanperfo ,909 ,927 ,923? ,928
Allodavanperfo 914 ,932 ,928 ,933?
Residual® Odavanperfo -,035 -,070 ,002
Elvanperfo -,035 ,013 -,048
AllElvanperfo -,070 ,013 -,021
Allodavanperfo ,002]| -048 -,021

Extraction Method: Principal Component Analysis.

a. Reproduced communalities

b. Residuals are computed between observed and reproduced correlations. There are 1 (16,0%)
nonredundant residuals with absolute values greater than 0.05.

A faktortérbeli &brahoz ismernink kell

a telepiilés-score-okat.

Ezeket a

fokomponens(ek)re, mint tengely(ek)re vonatkozé koordinatdkat a (6.16) szerint
szamolt sztenderdizalt regresszios egyitthatokat (6.10. tablazat) hasznalva allitjuk
eld. Ha egy-egy telepiilés négy valtozora megfigyelt értékeit behelyettesitjiik az els6
oszlop alapjan felirhato regressziés egyenletbe, akkor megkapjuk az adott kerilet

vagy telepiilés koordinatajat az elsé fokomponens terében.

6.10. tabldazat: A f6komponens egyiitthaték regresszios becslése

Component Score Coefficient Matrix

Component

1

Odavanperfo
Elvanperfo

AllEIvanperfo

Allodavanperfo

,257
,262
,261
,262

Extraction Method: Principal Component Analysis.

Component Scores.

© Typotex Kiado

© Kovacs Erzsébet



www.interkonyv.hu

166 TOBBVALTOZOS ADATELEMZES

Mivel a fékomponens atlaga zérus, a pozitiv koordinatak ,nyitott” telepiilést
jeleznek, ahol oda- és elvandorlas is jellemz6, mig a negativ értékek a lakonépesség
aranyaban ,,zartabb” teleplilésekhez tartoznak.

Osszegezve a szamitasokat egy nagyon erés vandorldsi komponenst kaptunk, amely
az informacid 92%-at megérzi. A fOvarosi keriiletek és a Budapest kozeli
teleplilések részletes vandorlasi adatai helyett ez az egyetlen adatsor is hasznalhat6 a
tovabbiakban.

6.2. A faktorelemzé modszercsalad tovabbi eljarasai

Ha az Analyze/Dimension Reduction/Factor Gton elindulunk, az ,,Extraction”
részben valaszthatunk masik eljarast.

Eddig az alapvaltozatot, a fékomponens elemzést (PCA) ismertik meg. Ekkor azt
tételezzik fel, hogy a korrelacids matrixot tokéletesen reprodukélni tudjuk az R=
AAA"=CC" szorzattal, ha a valtozokkal megegyez6 szamu fokomponenst allitunk
eld, azaz Y=XA, ahol Y és X (nxp)-s matrixok, A, A és C pedig (pxp) méretiiek.

A tokéletes reprodukcio nem kizarolagos cél, és nem is mindig redlis elvaras. Ha
csak néhany kozos faktort tételeziink fel, amelyekkel leirhatok a valtozdk, akkor
mas eljarast valasztunk.

Legkisebb négyzetek mddszerének (LKNM) sulyozatlan és sulyozott valtozatat
hasznalhatjuk, ha a faktorok szama adott, és keressiik azt a faktorstruktdrat, amely
minimalizalja a megfigyelt és a reprodukalt korrelacids matrixok kozti p(p-1) eltérés
négyzetosszegét. Csak a diagonalis elemeken kivili eltéréseket mérjik. A sulyozott
LKNM-ben a korrelaciékat a véaltozok egyediségének™® reciprokéaval sulyozzuk.

Maximum Likelihood (ML) faktoreljarast valaszthatunk, ha a valtozok
tobbdimenzios normalis eloszlast kovetnek, és a megfigyelt korrelaciés matrix a
populacié korrelacios matrixanak ,legvaloszer{ibb” becslése. Itt is az egyediség
reciprokaval sulyozunk, és iteraciéval kapjuk a megoldast. Adott k faktorszam
mellett tesztelni kell az illeszkedés jésdgat. A k-faktoros modell josagat mérd

statisztika (képlete: n-In f{

/|R|) nagy minta esetében khi-négyzet eloszlast kovet.

J6 az illeszkedés, ha a prébafiiggvény szignifikancia szintje magas. A 0,05 alatti
alacsony szignifikancia szint esetén (k+1) faktorra megismételjik a futtatast. A
faktorok szdma nem haladhatja meg azt a legnagyobb egész szamot, amire teljesil a
kovetkezd egyenlStlenség: k<1/2(2p+1-(8p+1)*

Principal-axis factoring (PAF): Foéfaktor modszer a fékomponens elemzéshez
hasonld elvet kovet, de az indul6 korrelaciés matrix diagondlisaiban all6 egyeseket a
becsiilt kommunalitasokkal cseréli ki. Ezt a redukalt korrelaciés matrixot veti ala
sajatérték-sajatvektor felbontasnak. A kivant szami faktor el6allitasa utin becsli a

108 Egyediség=1-kommunalitas
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faktormatrixban a ,Jloading” stlyokat, ebbdl Gjrabecsli a kommunalitasokat, és az
iteracio addig folytatodik, mig két egymast kovetd eredmény mar csak minimalisan
tér el. Ezen eljaras soran tobb matematikai probléma vetddik fel, melyeket a modell
ismertetése soran targyalunk.

6.2.1. A faktorelemzés modellje

A centirozott (atlagtol vald eltéréssel megadott) megfigyelések matrixa felirhaté a
kdzos faktorok linearis kombinacioja és az egyedi faktorok dsszegeként:

X=FL"+H, melyben (6.17)
- X mérete (nxp), ahol n a megfigyelési egységek és p a valtozok szdma
- E (nxk)-s, ahol k a k6z6s faktorok szama (k< p)
- L (pxKk)-s, a faktorsulyok matrixa (loading)
- H (nxp)-s egyedi faktor, hibatag matrix.
Feltevések:
- A faktorok lineérisan fliggetlenek:
E'E/n=E, ahol E egy (kxk)-s egységmatrix (6.18)
- A kdzos faktor és a hibatag korrelalatlan: E'TH=H"F=0 (6.19)

- A hibatagok fliggetlenek, azaz variancia-kovariancia matrixuk (pxp)-s
diagonalis matrix: H'H/n=U? (6.20)

A megfigyelt valtozok korrelacids matrixat (6.17) alapjan felbontjuk, és a (6.18)-
(6.20) feltevéseket felhasznalva a faktorelemzés alapegyenletét kapjuk:

R=X"X/n= 1/n(FL'+H)"( FL'+H) = LL™+ U? (6.21)

Ha a korrelaciés matrix diagonalis elemeibdl levonjuk a hibatagok variancidit, a
valtozéknak a kozos faktorok altal magyarazott részét, a kommunalitasokat kapjuk.

Az U? ismeretében az R-U? redukalt korrelaciés métrix sajatérték-sajatvektor
felbontasat kell elvégezni:

Rreg =LL' (6.22)
A hibatagok variancija (U? f6atloja) altaldban nem ismert, értékét a tobbszoros
korrelaciés egyutthaté komplementereként becsuljik, vagy a kommunalitashél
szamoljuk: U’ =1-h? (6.23)
Mivel altaldban a kommunalitasokat sem ismerjik, alapértelmezés szerint a
tbbbszordés korrelaciés egyitthatd négyzete adja a kommunalitds becslését.

Hasznalhaté a PCA futtatdsaval kapott kommunalitas is, vagy a korreléaciés
matrixban szereplé maximalis paronkénti korreldcios egylitthatd abszolut értéke.

A (6.22)-ben felirt redukalt korrelacids matrix sajatérték-sajatvektor felbontasakor:
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Rred =LL'=VAVT (6.24)

irhato fel, melyben a V a sajatvektorok matrixa, A pedig a sajatértékek diagonalis
matrixa, és igy L=VA? all fenn.

A faktorok forgatasa (rotacioja)

Legyen T az ortogonalis transzformacié matrixa, melyre T'T=TT' =E

Az L faktorsuly matrixot barmelyik eljarassal (PCA, PAF, ML,...) allitottuk eld, a
rotalds hatdsara: L*=LT lesz. De Rred=LLT= LTTTLT =L*L*T fenndll, azaz a
redukalt korrelaciés matrix ¢és féatlojaban a kommunalitasok valtozatlanok
maradnak.

Kétdimenzios térben az ora jarasaval egyezd forgatist eredményez az aldbbi
transzformacios matrix:

T cosa Sina
—Sina COoS«

A fékomponens elemzéstdl eltérden a faktorelemzésnek nem mindig van megfelelé
megoldasa, mert a redukalt korrelacids matrix nem pozitiv definit.

e Csak a pozitiv definit matrixra teljestl az, hogy minden sajatérték nem-
negativ. Ezért a faktorelemzésben a sajatértékek kozott negativok is
lehetnek, ezek pedig nem megfeleld megoldasok, mert a sajatértékek a
faktorok varianciait fejezik ki, amelyek biztosan nem-negativ értékek.

e Tovabbi problémat okoz az, hogy ha vannak negativ sajatértékek is,
akkor az elsé néhany nagy pozitiv sajatérték dsszege nagyobb lehet, mint
a redukalt matrix nyoma, azaz a diagonalis elemek 0sszege. llyen esethen
ugy tlinhet, hogy a dimenzidcsdkkentés utan meg6rzott informacio
meghaladja a 100%-ot.

e Problémat okozhat az is, ha a (6.21) alapegyenlet megoldasa soran kapott
eredmény nem teljesiti a valtoz6 és a faktor kozti kapcsolat szorossagat
méro korrelacios egylitthatokkal szembeni elvarasokat, és/vagy a hibatag
varianciajara negativ érték adodik.

Az emlitett problémak eléfordulasat kis mintapéldan mutatjuk be.

Harom valtozonk korrelaciés matrixa legyen a kovetkezd:

1 09 07
R=109 1 04
07 04 1

és k=1 faktort tételeziink fel, azaz az F matrix (nx1)-s vektor, az L pedig 3
elemt vektor.
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A megfigyelések (nx3)-s méreti X matrixa tehat oszloponként igy irhato fel:
Xiy =l Fi+hy ,aholi=1,...,n
Xiz = Iz Fi + hiz
Xiz =3 Fi + his

A loadingok és a hibatagok a (6.21) alapegyenlet értelmében egyenl6k a
korrelacios matrix elemeivel az aldbbiak szerint:

1=17+u? 09=Il, 0,7=11,
1=12+u’ 0,4=1L,l,
1= |§ +Uu?;

Ha a 0,7 és 0,4 korrelaciés egyutthatékra felirt egyenleteket elosztjuk
egymassal, akkor I3 kiesik, és példaul 1, kifejezhets: |, =4/71,

Ezt behelyettesitve
09=11,=4/71} ésinnen 1} =1,575

Gyokvonas utan |, = 1,255

Egyik érték sem megfelel, mivel I; az (egységnyi szrésu) valtozo és a (szintén
egységnyi szorasu) faktor kdzotti korrelaciot méri, és a korrelacié maximuma 1.

A foatloban pedig az els6 hibatag szorasnégyzetére negativ szam (1-1,575 = -
0,575) adodik, és ez sem megfeleld érték. Létezik tehat megoldas, de a kapott
eredmény nem fogadhatdo el. Valos méretii feladatok esetében halmozottan
jelentkezhetnek a problémak, ezért csak stabil, jol felépitett modell birtokaban
javasolhato a fofaktorok eldallitasa.

6.2.2. A PAF eredmények bemutatasa és értelmezése

Az orszagok politikai, gazdasagi és pénziigyi kockazatat tobb szakértd kiilonb6zo
modon és eltérd gyakorisaggal méri, de feltételezhetjiik, hogy létezik a hattérben egy
kdz6s orszag-kockézat faktor, és a publikalt kockazati mértékek ennek a hatasat
tikrozik. Ezt az elméleti megfontolast szem el6tt tartva végziink fofaktor elemzést a
Vilagbank altal kozzétett harom kockazati mérészamra. Mindharom kockazati
mérték 0 és 100 kdzott mér, a nagyobb érték jelenti a kisebb kockazatot.

Az Investmentclimate.sav” adatok harom valtozdjara Dimension Reduction/
Extraction/ Principal axis factoring valasztassal faktort allitunk eld. A tobbi beallitas
a PCA futtatassal megegyezik, egy faktor esetében rotalas nem végezhetd.
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A leird statisztikdk (6.11. tablazat) szerint a sok tényez6b6l stlyozottan készitett
(kompozit) mutaté atlaga magasabb, szorasa kisebb, mint a nemzetkdzi bankok és a
gazdasagi elemzok szakértdi véleményét tiikrozo két mérdszam.

6.11. tablazat: Atlagok és szorasok

Descriptive Statistics

Std.
Mean Deviation | Analysis N
g(:irr?gposite ICRG risk 74,365 11,355 31
:gitri]gjtio nal Investor credit 64,610 26,538 31
g (coromaney > | oo | asace|

A mutaték kozott nagyon szoros, 0,9 feletti a paronkénti korrelacio, ezért
megalapozottnak tiinik feltételezésiink, hogy kozos faktor 1étezik. (6.12. tablazat)

6.12. tablazat: Korrelacids matrix

Correlation Matrig

Country credit
Composite | Institutional worthiness
ICRG risk Investor rating
rating credit rating | (Euromoney)
Correlation Composite ICRG risk -
rating 1,000 ,921 ,925
Institutional Investor credit .
rating ,921 1,000 ,992
Country credit worthiness
rating (Euromoney) 1925 1992 1,000
Sig. (1-tailed) Composite ICRG risk
rating ,000 ,000
Institutional Investor credit
rating ,000 ,000
Country credit worthiness
rating (Euromoney) ,000 ,000

a. Determinant = 2,398E-03

A tesztek (6.13. tablazat) is azt bizonyitjak, hogy adataink alkalmasak latens valtozo
el6allitdsara. Ez a rész megegyezik a PCA és a PAF eljarasoknal.
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6.13. tablazat: Alkalmassagi tesztek

KMO and Bartlett's Test

Kaiser-Meyer-Olkin Measure of Sampling

Adequacy. ,739
Bartlett's Test of Approx. Chi-Square 169,936
Sphericity df 3

Sig. ,000

A kozos faktor altal magyarazott variancia hanyadat mutat6 kommunalitasok (6.14.
tablazat) elsd oszlopa a PCA eredményt mutatja, masodik oszlopa pedig a
féfaktorhoz tartoz6 kommunalitast.

6.14. tdblazat: PCA és PAF kommunalitasok

Communalities

Initial Extraction
g?ir:gposite ICRG risk .856 ,860
:gztrilgjtional Investor credit 983 ,088

Extraction Method: Principal Axis Factoring.

A 6.15. tablazat alapjan a redukalt korrelaciés matrix sajatértéke és relativ
fontossaga (2,842 és 94,7%) valamivel kisebb, mint az eredeti korrelacids matrix
dekompoziciojabdl kapott sajatérték ( 2,892).

6.15. tAblazat: PCA és PAF sajatértékek

Total Variance Explained

Extraction Sums of Squared
Initial Eigenvalues Loadings
% of Cumulativ % of Cumulativ
Factor Total Variance e % Total Variance e %
1 2,892 96,403 96,403 2,842 94,734 94,734
2 9,959E-02 3,320 99,723
3 8,325E-03 277 100,000

Extraction Method: Principal Axis Factoring.

A PCA komponens matrixa (C) helyett itt L faktormatrixot (6.16. tablazat) ad az
eljaras, amelybdl lathatd, hogy a féfaktor és mindharom véltozé kozott nagyon

szoros pozitiv korrelacio van.
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6.16. tablazat: Féfaktor sulyok

Factor Matri*x

Factor
1
:_;ct)ir:gposne ICRG risk 927
:ﬂr;zt:gunonal Investor cre 004
Country credit worthines] 907

rating (Euromoney)

Extraction Method: Principal Axis Factc
a. 1 factors extracted. 4 iterations re:

A faktor score-ok regresszids becslésében (6.17/a. és 6.17/ b. tablazat) viszont
jelentdsen eltérnek az egyiitthatok, bar mindkét szamitas a sztenderdizalt regresszios
egyutthatd (béta) értékeket adja.

6.17./a tablazat: PAF eljarassal szamolt sztenderdizalt regresszios egyutthatok

Factor Score Coefficient Matrix

Factor
1

Composite ICRG risk
rating 026
Institutional Investor credi|
rating 308

t it thi
Country credit worthiness 668

rating (Euromoney)

Extraction Method: Principal Axis Facto

6.17./b tablazat: PCA eljarassal szamolt sztenderdizalt regresszids egyditthatok

Component Score Coefficient Matrix

rating (Euromoney)

Compone
nt
1
Composite ICRG risk
rating 334
Institutional Investor credit
rating 342
C t dit thi
ountry cre worthiness 342

Extraction Method: Principal

www.interkonyv.hu
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Az eredeti korrelaciok eldallitasa a fofaktorral nagyon jol sikertilt, a féatlon kiviili
rezidudlisok zérusnak tekinthet6k a 6.18. tablazat alapjan. Meggy6z6dtiink tehat
arrol, hogy egy fofaktort feltételezé6 modelliink jol illeszkedik a mért valtozokhoz,
tehat a kockazati faktor alkalmas arra, hogy az orszigokat kockazat szerint
rangsoroljuk, csoportositsuk.

Felvetddik azonban a kérdés, hogy mennyire mas a PAF ¢és a PCA eredménye?
Mivel a valtozdk kozotti korrelaciék nagyon szorosak voltak, és a 6.14. valamint a
6.6. tablazat alapjan a két eljards eredményei nem térnek el jelent6sen, nem
meglep6, hogy a PCA és a PAF koordinatdk kozotti determinécids egyutthato
0,9861. A koordinatadk egyezését a 6.2. dbra mutatja. Tokéletes egybeesést a 45°
egyenes pontjai mutatnak. Nagyobb eltérést csak Torokorszag score-jai kozott
taldlunk, mivel a PAF (-0,69) jelentsen felulbecsli a fékomponens (-1,01)
koordinatat.
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6.18. tablazat: Az eredeti korrelacidk eldallitasa a fSfaktorral

Reproduced Correlations

Country
credit
Institution | worthines
Composite | al Investor s rating
ICRG risk credit (Euromon
rating rating ey)
R lati ite ICRG risk b
eproduced Correlation Co‘mposne CRG ris 860 922 025
rating
Institutional Investor credit b B
rating ,922 ,988 ,991
Country credit worthiness b
rating (Euromoney) 925 ,991 ,994
Residual? Composite ICRG risk
rating ,000 ,000
Institutional Investor credit
rating ,000 ,000
Country credit worthiness
rating (Euromoney) ,000 ,000

Extraction Method: Principal Axis Factoring.

a. Residuals are computed between observed and reproduced correlations. There are O
(,0%) nonredundant residuals with absolute values > 0.05.

b. Reproduced communalities

1,5

1,0 (52}

PAFrisk
o

PCArisk

6.2. dbra: PCA és PAF koordinatak pontdiagramja
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6.3. A faktorelemzés tovabbi kihivasai

Nem célunk a tisztelt olvasdé megtévesztése. Nem kapunk mindig egyetlen és foleg
jol értelmezhetd faktort/fOkomponenst a futtatds végén. Most a gyakorlatban
eléforduld nehézségekre is mutatunk példat ugy, hogy a fejezet elején feltett
kérdésre keressiik a valaszt, azaz a telepulések életminéségét mérjik.

6.3.1. Abszolut és relativ mutatok elemzese

A Kerlletek2010.sav adatalloméanyban a tényleges vandorlasi adatok, mint abszoldt
szamok mellett a lakonépességre vetitett — relativ — mutatdk is szerepelnek. Melyiket
érdemes az elemzésbe bevonni? Ezen szakmai kérdés mellé tovabbi statisztikai
részkérdések is feltehetdk:

a) Melyik valtozokorre kapunk jobban illeszkedd faktormodellt?

b) Mely részeredmények valtoznak, ha egyik vagy masik valtozécsoportot vonjuk
be?

c) Egy kozds modellben elemezzilk a valtozdkat, vagy két faktor-futtatast
készitslink?

Készitsiik el és ellendrizziik eredményeinket négy valtozatban: csak az abszolut
(A10) valtozokra, az abszolit mellett relativ (AR10) mutaték felhasznalasaval,
valamint kilon valtozdkorre (K6, K4) futtatds esetén. A valtozok listaja a 6.19.
tablazatban szerepel.

A tovabbiakban csak néhany részeredményt emeliink ki. Erdemes a négy véltozatot
6nalléan elkésziteni és tanulmanyozni.

6.19. tAblazat: A valtozok szerepe a négy kilonbozé modellben

Valtozok és modellek A modell illeszkedése, fobb kovetkeztetések
A10) n=50 és p=10 KMO mérték: 0,850
Népességszam Legkisebb kommunalités: Epitett lakasok (0,587)
Odavandorlas Egy feletti sajatérték és %: 8,454 (84,54%)
Elvandorlas Az 1. komponens tartalma: eleve nagy méretii és

Allandéodavandorlés vandorlasban is kiemelkedd telepiilés

p L i A 2. komponens: nincs
Allandéelvandorlas P

Onkorményzatibev Osszesitett mindsités: jol értelmezheté modell
Vendéglatohely
Lakasallomany
Epitettlakasok

Allaskeres6k
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AR10) n=50 és p=10

Népességszam
Onkormanyzatibev
Vendéglatohely
Lakasallomany
Epitettlakasok
Allaskeressk
Odavanperfo
Elvanperfo
AllEIvanperfo

Allodavanperfo

KMO mérték: 0,828
Legkisebb kommunalitas: Epitett lakésok (0,756)

Egy feletti sajatérték és %: 6,8 (68%) és 2,045
(20,45%)

Az 1. komponens tartalma: méret és életfeltételek
A 2. komponens tartalma: vandorlas

Osszesitett mindsités: rotalas utan jol értelmezhetd
modell (ezt részletesen is bemutatjuk az 5.3.2.-ben)

K6) n=50 és p=6

Népességszam
Onkormanyzatibev
Vendéglatohely
Lakasallomany
Epitettlakasok
Alléskeressk

KMO mérték: 0,822

Legkisebb kommunalitas: Epitett lakasok (0,558)
Egy feletti sajatérték és %: 4,965 (82,75%)

Az 1. komponens tartalma: méret és életfeltételek

Osszesitett mindsités: jol értelmezheté modell

K4) n=50 és p=4

Odavanperfo
Elvanperfo

AllEIvanperfo

Allodavanperfo

KMO mérték:0,746

Legkisebb kommunalitas: odavandorlas/f6 (0,894)
Egy feletti sajatérték és %: 3,681 (92%)

Az 1. komponens tartalma: vandorlas

Osszesitett mindsités: jol értelmezheté modell

Vajon miért van az, hogy haromszor egy faktoros, és egyszer két faktoros eredmény
adodott? Mibdl ered ez a kiilonbség?

Ismét a mérethatasra emlékeztetiink. A mutatok tdébbsége egymassal egylittmozog,
erds a multikollinearitas, ezért az (A10) modell KMO-ja a legmagasabb. Ha az egyik
mutatd nagyobb értéket ér el, akkor a masik is magasabb. De a masodik modellben,
az (AR10)-ben relativ mutatdk is szerepelnek, és ezek kilonilnek el a tdbbi
valtozotol. Ez azzal magyardzhatd, hogy a létszamhoz viszonyitott vandorlas
maskeént alakulhat, mint a vandorlas 6nmagaban.
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Hasonl6t lehet tapasztalni vallalati adatok elemzése esetén is. Mas lesz a
komponensek tartalma és értelme, ha az arbevétel, az eredmény, stb. mutatokat
Osszesen értékben hasznaljuk, vagy ezeket egy fore vetitjiik.

6.3.2. Kétdimenzids megoldas értelmezese, abrazolasa

Az elemzések soran az a gyakoribb, hogy nem sikeriil egyetlen faktorba témdriteni
az 0sszes valtozot, hanem tobb, egynél nagyobb sajatérték adédik. Ez nem von le
semmit az eredmények erejébdl, sét lehetdséget teremt két vagy haromdimenzids
abrak készitésére, a megfigyelések szerkezetének feltarasara.

A PCA/PAF futtatisok els6 néhany tablazata (leiré statisztika, korrelacio, KMO,
Bartlett teszt, anti-image korrelaciok, kommunalitdsok) nem tér el az eddig
bemutatott output tablaktol, ezért ezeket itt nem kozoljik. Csak az Ujabb
eredmények értékel6 bemutatasara téreksziink. Két tengelyre mar rotalas is kérhetd,
és ez a 6.20. tablazatban lathat6 Gjabb eredményeket ad.

6.20. tblazat: Eredeti sajatértékek és rotalt megoldéas

Initial Eigenvalues Rotation Sums of Squared Loadings
% of Cumulative % of Cumulative
Component Total Variance % Total Variance %
1 6,800 67,999 67,999 4,774 47,738 47,738
2 2,045 20,453 88,452 4,071 40,714 88,452
3 ,391 3,915 92,367
4 ,313 3,126 95,492
5 ,140 1,401 96,894
6 ,101 1,009 97,902
7 ,092 ,918 98,820
8 ,079 ,788 99,608
9 ,029 ,295 99,903
10 ,010 ,097 100,000

A 10 valtozobol kinyert 88%-nyi sszes informacié nem néhet meg a rotalas soran,
de a tengelyek kozotti szétosztas 68+20 szazalékrol indulva 48+40%-ra, azaz
jelentdsen megvaltozik. (Kivételes esetekben a masodik komponens sajatértéke
rotélas utdn meghaladhatja az els6t!)

A rotélas a faktorok értelmezésében, a valtozék tengelyekhez rendelésében, a tiszta
struktira kialakitasaban segit. A komponens matrix C rotalas elétti (6.21. tablazat)
és utani (6.23. tablazat) elemeit, valamint a két abrat (6.3/a. és 6.3/b.) is bemutatjuk,
hogy e miivelet hatasat érzékeltetni tudjuk.

Az els6 pillantasra értelmezhetetlen komponens matrixot latunk a 6.21 tablazatban.
Szinte minden valtozo kozepes vagy erfs korrelaciét mutat mindkét faktorral, az
épitett lakasok és az odavandorlas/f6 mutatok kozel azonosan korrelalnak mindkét
tengellyel, tehat mintha k6zépen, a 45 és a 135 fokos egyenes mentén lennének. (Ezt
megerdsiti a 6.3/a. dbra)
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6.21. tablazat: Eredeti komponens matrix
Component Matrix?
Component
1 2
Népességszam ,916 ,307
Onkormanyzatibev ,896 269
Vendéglatohely ,830 ,306
Lakasallomany 921 327
Epitettlakasok 558 ,666
Allaskeresok 883 251
Odavanperfo -,689 ,683
Elvanperfo -,834 479
AllElvanperfo -,833 /455
Allodavanperfo -,815 519
Extraction Method: Principal Component Analysis.
a. 2 components extracted.
Component Plot
1,07
Odac\)/anperfo E'pﬁgttlakésok
Allodavanperfo
0,57 ; $ Lakasallomany
AIIE|vanperf(:|Elvanperfo Népességszan|
VendéglatohelyO
..N_. Onkormanyzatibey|
g Allaskeresdk
{ =
g_ 0,0
£
o
(&)
-0,57
1,0

-0,5

0,0
Component 1

0,5 1,0

6.3/a. dbra: 10 valtozo leképezése két dimenzidba
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6.22. tablazat: A forgatas mértéke

Component Transformation Matrix

Component 1 2
1 ,758 -,653
2 653 758

Extraction Method: Principal Component Analysis.

Rotation Method: Varimax with Kaiser Normalization.

A variancia maximalizalé rotaci6 (6.22. tablazat) megtalalja azt a 40 fok'® kozeli
szbget, amivel a kis stilyok még kisebbek, a nagyok pedig még nagyobbak lesznek,
és kialakul egy értelmezhetdbb struktira a 6.21/b tablazatban és a 6.3/b. abran.

6.23. tablazat: Rotalt komponens matrix

Rotated Component Matrix?

Component
1 2
Népességszam ,895 -,365
Onkormanyzatibev ,854 -,381
Vendéglatohely ,829 -,310
Lakasallomany 911 -,354
Epitettlakasok ,858 ,140
Allaskeresdk 833 -,386
Odavanperfo -,076 ,967
Elvanperfo -,320 ,907
AllElvanperfo -,334 ,888
Allodavanperfo -,278 925

10% Mivel coso=0,758, a szog 40-41 fok kozott van.
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Vandorlas faktor

Component 2

Component Plot in Rotated Space

1,07 Allodavanperfo le)
Odayanperfo
AllBvanperfoElvanperfo
0,57
Epitettlakasok
(]
0,0
Népességszam
VendéglatohelyO
Onkorméanyzatibev @ >, A
. Lakasallomany
-0,57 Allaskeresok
-1,07

0,0 0,5
Component 1

6.3/b. dbra: 10 valtozo |eképezése rotélt tengelyekre

A valtozok elhelyezkedése alapjan a siknegyedeket is jellemezni tudjuk a 6.4. dbrén,
ahol a telepllések szerkezete lathatd. Emlékezziink ra, hogy 10 véltozobal
kiindulva, 88%-os informaciosiirités utan kaptuk a kétdimenzios vetlil etet!

3,0

Budapest 11. ker. |l

Budapest 13. ker. [
2,0
Dunakepzi
(o) O Erd Budapest 14. ker.
100 s | Bl [Pttt iR
O
o o o
0 S o
D [Vpe] o o
(@) O° 1] 1] o
of
o m
-1,07 Op
e | Budapest 01. ker.
o l[Budapest 23. ker |
oo
T T T T
-2,0 -1,0 ,0 1,0 2,0

Meéret faktor

6.4. abra: 50 teleplilés 2 dimenz os faktortérben

Kerllet

O Agglomeracio
O Kerulet
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Az els6 tengely szétvalasztja a fOvarost (atlag felettick) és az agglomeraciot (atlag
alattiak). Ez felveti azt a kérdést, hogy a két almintara vajon kiilén elemzést kell-e
végezni? A vélaszt az alfejezet végén adjuk meg.

Az elsé siknegyedben csak févarosi keriiletek vannak, ezek az atlagnal nagyobb
méretlick (létszam, lakas) és jobb életfeltételt jelentenek, hisz tobb a vendégld és
magasabb az énkormanyzati bevétel. Ezek vandorlasi mutatdk szerint is vonzo
célpontok. Balra fent a XI. és XIII. keriletet latjuk. (A I11., IX. és XIV. keriletek
talalhatok még itt.)

Alattuk, a negyedik siknegyedben vannak Budapest tovabbi kertiletei. Ezek kisebb
méretiiek, és nem jellemz6 rajuk nagy vandorlds. Legalul van az I. és a XXIII.
kerllet.

A maésodik siknegyedben a kisebb, de vonzo célpontok kozott Budajend és Didsd,
mellettik vannak atlag kozeli mérettel és jelent6s vandorlassal: Erd, Budadrs és
Dunakeszi.

Az origbhoz legkdzelebbi pontunk, amely mindkét faktor szerint atlagos értékii:
Véc.

A harmadik siknegyed a kisebb és zartabb telepiiléseket, falvakat foglalja magaban.
Ide tartozo pontként Szob emlitheto.

Ko6z6s modell tehat a megoldas vagy a két valtozohalmaz kiilon stiritését célszert
megprobalni? Ezzel valaszolunk az 6.3.1. b) és c) kérdésekre is.

El6szor tekintsiink ra ismét a 6.3/a és a 6.3/b abrakra. A rotalassal nem sikeriilt
teljesen tiszta struktrat kapni, hiszen a 6.23. tablazat komponens matrixaban még
tobb kozepes korrelacio lathatd. Nem teljesil az az elvaras, hogy egy-egy valtozd
csak egy komponenssel korrelal.

Ha két szamitassorozatot végziink, és a 6.3.1-ben vazolt (K6) valamint (K4)
elemzéseket egymastdl elhatarolva végezziik el, akkor az eldallitott fékomponensek
merélegessége nem lesz elvart. A K6=méret és a K4=vandorlas faktorok kdzotti
korrelacié -0,552 lesz, tehat valdoban nem mer6legesek egymasra. A 6.5. bra
mutatja a kiilén becsilt score-ok terében a megfigyelt kerileteket és teleptiléseket.

Harom fontos megjegyzést érdemes atgondolni:

- A fovarosi keriiletek értékei pozitiv korrelaciot mutatnak: a nagyobb
méretii  keriiletekben nagyobb vandorlast jeleznek az adatok. (R-
négyzet=0,420)

- Az agglomeracidban viszont nem korrelal a két komponens egymassal. (R-
négyzet=0,002)

- Az 50 megfigyelésre tehat Ogy adddik negativ korrelacié, hogy a két
almintaban pozitiv korrelacio, valamint korrelalatlansag tapasztalhato.
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2 0+ - Kerulet
' 2 o Agglomeracié
o O Kerulet
o ~— Agglomeracio
o) o o[ T Kerulet
Budad Agglomeracié: R? Linear =
1,0 o _ Keriilet: R? Linear = 0,420
s | e
o
S (o
K] 8(§b O [vac
@ @ o Budapest 11. ker.h
0 o
o
=
5
5 e
>
o
1,0
1}
2,0
T T T T T
-2,0 -1,0 .0 1,0 2,0 3,0

Meéret (6 valtozobol) faktor

6.5. dbra: 50 telepllés 2 kildn becsllt faktor terében

Ha ilyen eredményeket tapasztalunk, akkor nem érdemes erdltetni az dsszes valtozo
egy modellben vald stiritését. S6t azt is meg kell fontolni, hogy a két almintara
jellemz6 komponenseket kiilon allitsuk eld.

Amikor arrél dontiink, hogy a teljes mintdra vagy kiilon févarosra és kiilon
agglomerécidra késziiljon a modell, akkor Ujabb korlédtha (itkbzhetlink. Az almintak
hasznédlata kisebb elemszamokat eredményez. Ha 23 és 27 a megfigyelések szama,
akkor az n>5p hlvelykujj szabdy miatt csak 4-5 valtozd egyidejii hasznalata
célszerd.

A szamitasok két uton végezhetdk el:

1) Elére lesziirjiik az adatokat a SELECT meniipontban, és csak az egyik felét
hasznaljuk. Ilyenkor csak a vizsgélt almintara kapjuk meg a faktor-score-okat.

2) A faktor-futtatason belll haszndljuk szelekcids valtozonak a ,keriilet” nevil
dummy véltozét, ami a keriiletekre=1, killonben=0. igy a teljes adatdlomanyra
elkészill a faktor-score-ok becslése. Végiil a két futtatds eredménye numerikusan és
grafikusan vethetd Ossze.

6.4. Idosorok faktorelemzése

Az 6t tézsdeindex elemzését mar az 1. fejezetben megkezdtik, most folytatjuk. Nem
a valosagtol elrugaszkodott az a feltételezés, hogy ezek viselkedése az idében
egyittmozog, még akkor is, ha nem tudjuk, hogy melyik okozza a mésik valtozasit.

© Typotex Kiado

© Kovacs Erzsébet



www.interkonyv.hu

FAKTORELEMZES 183

Inkdbb az a jogos feltevés, hogy a hatterében egy meg nem figyelhet6 faktor —
nevezhetjik vildg-kockazatnak, t6zsdei bizonytalansagnak — hizédik meg. Ennek a
latens tényezének a feltarasa elvégezhetd faktorelemzéssel. A fejezetben ismertetett
lépések a kdzonséges, és nem a dinamikus faktorelemzést'® kévetik.

6.4.1. Differenciak faktorelemzése

Az Indexek.sav adatillomanyban a tdzsdeindexekbdl képzett differencidk mar
staciondris viselkedéstliek, ezért alkalmasak lehetnek fokomponens(ek) eldallitasara.
Ugyanakkor a differencidk relativ szérasa tal magas, a linearis korrelacidk (6.24.
tablazat) pedig nem elég szorosak, ami megkérddjelezi a homogén adatallomény
mogott meghlizodé kozos faktor feltevésiink teljesiilését. Erdemes észrevenni, hogy
New York differencia-adatai kevésbé korrelalnak a tobbi t6zsdével. Ebb6l szamitani
lehet arra, hogy gyengébb lesz az informécid-siirités.

105 A dinamikus faktorelemzés eljarast Bankovi Gyorgy — Veliczky Jézsef — Ziermann Margit

dolgoztak ki 40 évvel ezeldtt, és mutattadk be szamos irasukban. Szamitdgépes valtozata nem
része a statisztikai programcsomagoknak.
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6.24. tablazat: Korrelacids egyiitthatok
Correlation Matrix®
DBUX DUKX DDJI DDAX DNKY
Correlation DBUX 1,000 ,486 ,280 ,468 ,282
DUKX ,486 1,000 ATT , 796 ,284
DDJI ,280 AT7 1,000 ,542 ,102
DDAX ,468 , 796 ,542 1,000 ,270
DNKY ,282 ,284 ,102 ,270 1,000
Sig. (1-tailed) DBUX ,000 ,000 ,000 ,000
DUKX ,000 ,000 ,000 ,000
DDJI ,000 ,000 ,000 ,000
DDAX ,000 ,000 ,000 ,000
DNKY ,000 ,000 ,000 ,000

A KMO mutaté értéke az outputban:0,751, ami kdzepes modellt jelez, de a DNKY
(New Yorki tézsde) kommunalitdésa a 6.25. tablazat szerint nagyon alacsony, a
valtozé elhagyasa megfontoland6. A gyenge korrelacio és az alacsony kommunalitas
a nem linearis kapcsolatbol adodhat. Ha jelent6sége miatt nem az elhagyas mellett
dontiink, akkor a masodik faktort érdemes eldallitani, amiben kiilonvalik New York,
hiszen a 6.26. tablazat sajatértékei koézil a masodik nagyon kozel van egyhez, és

kozel 19 szazalékkal emeli az 6sszesen megdrzott informaciot.

6.25. tablazat: A differencia-vadltozokbol megdrzott informdcio

Communalities

Initial Extraction
DBUX 1,000 470
DUKX 1,000 776
DDJI 1,000 454
DDAX 1,000 794
DNKY 1,000 ,198

Extraction Method: Principal Component

Analysis.
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6.26. tablazat: 5 indexbdl 1 vagy 2 komponens képezheti

Total Variance Explained

Initial Eigenvalues Extraction Sums of Squared Loadings
% of Cumulative % of Cumulative

Component Total Variance % Total Variance %
1 2,691 53,830 53,830 2,691 53,830 53,830
2 ,944 18,881 72,711
3 ,651 13,029 85,740
4 ,514 10,280 96,020
5 ,199 3,980 100,000

Extraction Method: Principal Component Analysis.

6.4.2. Tozsdehanyadosok faktorelemzése

Az Indexek.sav adatdllomanyban a tézsdeindexekb6l képzett hanyadosak is
szerepelnek, ezek is stacionarius viselkedésliek, ezért alkalmasak lehetnek
fokomponens(ek) eldallitasara.

A hanyadosok (ratak) relativ szdrasai nagyon kicsik, mind az 6t 0,1 alatti (6.27.
tablazat), a lineris korrel&cidk (6.28. tablazat) pedig kicsit valtoztak: néhol néttek,
néhol csokkentek. A KMO=0,754 hajszanyit javult, és ha két komponenst kériink
(6.29. tablazat), akkor minden kommunalitas megfelel6 (6.30. tablazat)

6.27. tablazat: A relativ sz6rdsok ellendrzése

Descriptive Statistics

Mean Std. Deviation Analysis N
RBUX 1,0006 ,01703 2753
RUKX 1,0000 ,01330 2753
RDJI 1,0001 ,01299 2753
RDAX 1,0002 ,01669 2753
RNKY 1,0000 ,01594 2753
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6.28. tablazat: A tézsdehanyadosok kozotti korrelaciok
Correlation Matrix®

RBUX RUKX RDJI RDAX RNKY

Correlation RBUX 1,000 ,506 ,299 ,468 ,301
RUKX ,506 1,000 ,488 , 790 ,295
RDJI ,299 ,488 1,000 573 ,119
RDAX ,468 ,790 573 1,000 ,260
RNKY ,301 ,295 ,119 ,260 1,000

Sig. (L-tailed)  RBUX 1000 1000 1000 1000
RUKX ,000 ,000 ,000 ,000
RDJI ,000 ,000 ,000 ,000
RDAX ,000 ,000 ,000 ,000
RNKY ,000 ,000 ,000 ,000

a. Determinant = ,161

6.29. tablazat: A masodik komponens eloallitasa megfontolando

Initial Eigenvalues Original and Rotation Sums of Squared
% of Cumulative % of % of Cumulative
Total | Variance % Total | Variance | Total | Variance %

1 2,732 54,639 54,639 | 2,732 54,639 | 2,358 47,156 47,156
2 ,939 18,790 73,429 ,939 18,790 | 1,314 26,272 73,429
3 ,634 12,680 86,109
4 ,494 9,882 95,991
5 ,200 4,009 100,000

6.30. tabldazat: Két komponens mellett a kommunalitisok megfeleléek

Communalities

Initial Extraction
RBUX 1,000 ,545
RUKX 1,000 ,782
RDJI 1,000 ,672
RDAX 1,000 ,821
RNKY 1,000 ,851

Extraction Method: Principal
Component Analysis.

A két komponens tartalmat a rotalas utdn a 6.31. tablazatban és a 6.6. abran
megvizsgalva észrevehetjilk a budapesti tézsde épp ,.kozépen” van, egyrészt
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egyiuttmozog az angol-német-japan tézsdékkel az 1. komponens pozitiv korrelacioi
alapjan, masrészt erésebben egyiittmozog az amerikai adatokkal, mint barmelyik
masik nagy tézsde.

6.31. tblazat: Rotalt t6zsdehdnyados komponensek

Rotated Component Matrix?

Component
1 2
RBUX ,506 ,538
RUKX ,820 ,331
RDJI ,817 -,073
RDAX ,872 ,244
RNKY ,034 ,922

Extraction Method: Principal Component Analysis.
Rotation Method: Varimax with Kaiser Normalization.
a. Rotation converged in 3 iterations.

Component Plot in Rotated Space

1,01 RNKY
o
RBUX
o
0,5
RUKX
© RDAX
~ o
-
f =4
@
o
g oo RO
o
£
<]
o
-0,5
1,0
T T T T
-1,0 -0,5 0,0 05 1,0

Component 1

6.6. dbra: Tdzsdeindex hanyadosok faktortérben

Utols6 megfontolasként gondoljuk at a kozos faktor feltevést és a PAF
faktorbeallitas alkalmazasat. A két faktor altal megdrzott dsszes informacié 53%-ra
esik vissza, mig a PCA 73,4%-ot jelzett a 6.27. tablazatban.

Mivel a kezdeti kommunalitdsok (6.32. tablazat) az alacsony eredeti korrelaciok
miatt Kicsik, dsszességében is gyenge eredményeket kapunk.
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6.32. tablazat: A faktormodell kommunalitasai

Communalities

Initial Extraction

RBUX ,293 412
RUKX ,654 137
RDJI ,334 378
RDAX ,675 877
RNKY 121 ,252
Extraction Method: Principal Axis
Factoring.

A New Yorki tézsde rata elhagydsa az elemzésbdl statisztikailag hatarozottan
javasolhatd, de emellett a német és a magyar kommunalitas is alacsony. A
ratavaltozék mogott a vizsgalt 11 évben nem hizddott meg 1-2 k6z06s faktor.
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7. Diszkriminancia elemzés

7.1. A diszkriminanciaelemzo eljaras alapgondolata

Megfigyeléseink sok esetben nem homogének, és mar el6zetesen csoportokba
sorolva allnak rendelkezésiinkre a valtozék mentén mért értékek. A csoportositas
szempontjai lehetnek a jovedelmi viszonyok vagy a fizet6képesség éppugy, mint az
iskolai végzettség, foldrajzi, terlleti elv vagy mas szakmai megfontolasok.
Statisztikai megfontolasokbdl a mintan bellli eltérések csokkentése érdekében
statisztika eljarasok alkalmazasaval (pl. klaszterelemzéssel) is csoportosithatjuk az
egyedeket.

Most azt vizsgaljuk, hogy melyik valtozd milyen szerepet jatszik az adott, ismert
csoportositasban. Célunk az, hogy a megfigyelt p szdmu valtozé olyan lineéris
kombinAcidit allitsuk el6, amelyek a leheté legjobban elkiilonitik a g szama
osztalyba tagolt mintat. Ha ez(ek) a diszkriminald fuggvény(ek) nem képes(ek) az
elére megadott felosztas teljes reprodukaldsara, akkor az eljards megadja a
fliggvény(ek) alapjan javasolt csoportositast.

7.2. A diszkriminancia elemzés alkalmazasanak feltételei
A lineéris dontési fiiggvényt két el6feltevés mellett keressiik:

1. avaltozék tobbvaltozés normalis eloszlast kovetnek, és

2. minden csoportnak azonos a kovariancia matrixa.

Mivel a szamitasi lépések soraba tobbvéltozés normalitasi teszt'® nincs

beépitve, e feltétel teljesiilésérdl csak ,,hozzavetdlegesen” gydzddhetiink meg. A
valtozoékra kilon-kalén grafikus vagy numerikus normalitasvizsgalatot végezve
feltarhatjuk azokat a valtozokat, amelyek eloszlasa erdsen eltér a normalistol.
Ha valtoz6-transzforméacidval sem tudjuk biztositani a normalis eloszlast, akkor
biztosan el kell vetniink az egyittes normalis eloszlas feltevését. E mogott az a
valdsziniiségszamitasi tétel huzodik meg, hogy a tobbvaltozos normalis eloszlas
peremeloszlasai biztosan normalis eloszlast kovetnek, de a tétel nem
megfordithato.

A csoport kovariancidkat a Box-féle M és ennek F-eloszlasu transzformaltja teszteli.
Ez a teszt érzékeny a normalitastol valo eltérésre, ezért egyenl6tlennek itélhetiink
kicsit eltéré kovariancia matrixokat akkor, ha a normalitasi feltevés nem helytallo.
Mivel az M kiszamitasaban a kovarianciak eltérését a csoportok méretével

1% Az SPSS-ben nem szerepel olyan statisztikai proba, amellyel a tébbvaltozés normalitas
tesztelhetd.
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stilyozzuk, kis eltérések is szignifikansnak tiinnek, ha nagy a csoport mérete”’. Kis
méretii csoportokra a linedris diszkriminalo fliggvény alkalmazhato akkor is, ha a
kovariancia matrixok kissé eltérek. Ha a kovariancia matrixok nem egyenldk — de a
minta elég nagy — akkor kvadratikus diszkriminancia fliggvény alkalmazasa
ajanlhato. llyen valasztast az SPSS nem tesz lehet6vé.

Ha csak két osztalyunk van, azaz dichotom véltozdval irhatéd le a csoportositas,
akkor a logisztikus regresszid alkalmazasa célravezetd. E moddszernél ugyanis
kevesebb el6feltevést kell figyelembe venniink. Ezt a moédszert az 5. fejezet
ismerteti.

Vegyes mérési skalaju adatok elemzésére szamos nemparametrikus modszer all
rendelkezésre, ilyenkor nem célszerli diszkriminancia elemzést végezni. Problémat
okoz az, hogy diszkrét valtozékra normalis eloszlést tételeziink fel, vagy az, hogy
ordinalis sk&ldn mért valtozokra kovariancia nem szamithatd.

Az indulé adatok:

Ismerjik p szamu véaltozd terében a legalabb intervallum szinten mért adatokat, és
egy tovabbi oszlopban szerepel a csoportositdst megadé nomindlis véltoz6. A
csoportok elemszama eltér6 lehet.

A matematikai hattér:

Az ismert csoportositasbol kiindulva a tébbvaltozds szoraselemzés alapgondolatat
kovetjiik. Elofeltevéseink:

e A csoportbeli megfigyelések fuiggetlenek és véletlen mintabol szarmaznak.

e A figgetlen valtozék tébbdimenziés normalis eloszlast kovetnek minden
csoportban.

e A variancia-kovariancia matrixok azonosak minden csoportban.

A foatlagtol mért teljes eltérések négyzetdsszege két részre bonthatd: a csoportok

kozotti és a csoporton beliili eltérések négyzetdsszegére®.

T=K+B,ahol T=X"X, (7.0)

ha centirozott adataink vannak, azaz X elemei mar a f6atlagtol valo eltéréseket
tartalmazzak.

g
X matrix (nxp) méreti, ahol a g csoport elemszamai eltérdek lehetnek: z n =n.
i=1

197 Ha minden csoport elemszama kézel azonosan nagy, akkor ennek nincs torzitd hatasa. A
suly szerepe akkor fontos, ha vegyesen vannak nagyon nagy és nagyon kisméretli
csoportjaink.

108 Ha tobbvaltozos elemzést végziink, akkor atlagvektorok és eltérés négyzetdsszeg matrixok
irhatok fel, méretik (pxp).
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A B matrixban az 6sszes megfigyelésre &sszegezzilk a csoportatlagoktol valo
négyzetes eltéréseket. Alternativ szamitasa a csoport-kovariancia matrixok'® (S)
stlyozott dsszege:

9
B=> (n-1S, (7.2)
i=1

A megfigyelt valtozok lineéris kombinacidjaként allitjuk el6 a diszkriminalo
fuggvényt, ahol a c egyiitthatok a fékomponens elemzéshez hasonloan
normalizaltak'°:

y=Xcéc'c=1 (7.3)

Kiilonb6z6 ¢ egyiitthatd vektorokhoz tehat kiillonboz6 diszkriminald fiiggvények
tartoznak. Az y vektor értékei nem megfigyeltek, de a centirozas miatt az atlaga
zérus, varianciaja' pedig (7.3) és 7.1) felhasznalasaval a kiilsé és a belsé eltérés
négyzetosszeg matrixokbol allithato eld:

yTy=(Xc)" (Xc)=c"X"Xc=c'Tc=c" (K +B)c=c'Kc+c'Bc(7.4)

Most nem egyszeriien az y variancia maximalizalasa a célunk. Feladatunk olyan ¢
egylitthatd becslése, amely mellett a csoportok a lehetd legjobban kiillonbdznek
egymastol, és a belso eltérések kicsik, azaz a kiilsd eltérések maximumat és a belsd
eltérések minimumat egyszerre keressiik, a hanyadosukat maximalizaljuk:

_c'Ke
c'Bc

Mindkét oldal logaritmusat vessziik, és ¢ szerint derivaljuk, a derivalt zérus helyét
keressuk:

InA =In(c"Kc) - In(c" Bc)
dlniA _ 2Kc  2Bc _
oc’ c¢'Kc c'Bc

A — max (7.5.2)

19 A tbbvaltozés variancia-elemzésben a csoportok variancia-kovariancia méatrixanak
egyezését tételezziik fel. Ezek dsszege is invertalhatd, ha egy csoport S matrixa invertalhato.
Probléma csak akkor Iép fel, ha az elemzésbe bevont valtozék kdzdtt nagyon szoros a
korrelacio.

10 A gyakorlatban a csoport kovariancidk stlyozott atlagat is figyelembe vessziik:

CTSpC=1 potldlagos feltételt alkalmazunk. Ha a valtozok minden csoportban

korrelalatlanok és egységnyi szérastak, akkor (7.3) szerint szamolunk, mert S=E.
11 1tt még csak a szamlalot irjuk fel, nem osztjuk (n-1)-vel.
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Az egyenletet c'Kc-vel végig szorozzuk, és (7.5.a) alapjan A-t behelyettesitjik, c-t
kiemeljik, igy sajatérték-sajatvektor egyenletrendszert kapunk:

Kc-4ABc =0
(B'K-AE)c=0

A megoldéast megkapjuk, ha létezik a B, azaz a B rangja p. A K matrix rangja =
min (g-1;p), ezért a szorzatuké sem lehet ennél tébb. Ha (g-1) kisebb, mint p, akkor
(9-1) kiilonbozd sajatértéket kapunk. Ha p a kisebb, akkor p szamu eltéré sajatérték
és hozzatartoz6 sajatvektor hatarozhatd meg. Tehat a diszkrimindld fliggvények
szamanak fels6 korlatja a (g—1) és a p kozil a kisebb érték.

(7.5.b)

A j-edik diszkriminal6 fuggvény a A; sajatértékhez™™ tartozé sajatvektorral irhatd

fel: y. = Xc. . Ezeket a sztenderdizalatlan egyutthatokat hasznalva a szarmaztatott,
j j gy

(itt hasznalt elnevezéssel) kanonikus térbe képezziik le az eredetileg p dimenzidban
megfigyelt pontokat.

A j-edik flggvény egyiitthatoit altalaban sztenderdizaljuk, azaz szorasaval osztjuk.
Igy a valtozok hatdsdnak erdssége Osszehasonlithatova valik. (Hasonld okbol
szamitjuk ki a regresszios modellnél a b mellett a béta egytitthatokat is.)

Az egyes diszkriminalo fliggvenyek erejét a A; sajatértékek fejezik ki. Ha a
sajatértékek Osszegevel osztjuk a Aj-t, akkor az adott fliggvény szétvalasztd erejét
szazalékban fejezziik ki. Barmely masik ¢ egyitthaté vektor kevésbé kiloniti el a
csoportokat, mint a maximalis (els6) sajatértékhez tartozo C;.

A diszkriminalé fiiggvények egyiittes szétvalasztd erejét a sajatértékekbol (7.6)
szerint szdmitott — Wilks lambdanak nevezett — A mutaté méri, amely megegyezik a
belsé és teljes eltérés négyzetdsszeg matrixok determinansainak aranyaval. Mivel a
nagy 2; sajatértékek jelzik az erds diszkriminald fiiggvényt, a Wilks-lambda kicsi
értéke utal szignifikans fuggvény(ek)re:

Tt _l8
A_1_[1+lj _m =

j=1

Azt, hogy hany fiiggvény mentén van szignifikans kilénbség a csoportok kozott,
szlikséges-e mind a k kiszamithato fliggvény az elkilénitéshez, Bartlett nyoman khi-
négyzet prébaval teszteljiik. Wilks lambdajat (7.7) szerint khi-négyzet eloszlasiva
transzformaljuk. A nullhipotézis szerint a diszkriminalo fliggvény(ek) hatasa nem
szignifikans.

P =—(n—l—¥)lnA 7.7)

12 1tt nem jelent kivalasztasi szabalyt az, hogy a sajatértékek egynél nagyobbak-e.
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a szabadsagfoka: (p-r)(g-r-1), ahol r a kihagyott fliggvények szama.

Az y értékek alapjan tavolsagot szamithatunk egy Uj, kordbban nem osztalyozott
pont és a csoport atlagok kodzott, hogy az Gj megfigyelést a hozza leghasonlébbakkal
egy osztalyba soroljuk.

7.3. A diszkriminancia elemzés szamitasi lépései
A diszkriminancia elemzést el6zetesen mar csoportokba sorolt adatokra végezziik,
mégis a csoportosito eljarasok blokkjaban talalhaté ez az eljaras.

ANALYSE/CLASSIFY/DISCRIMINANT lépéseket kovetve a nyitdé oldalon a
kovetkezoket talaljuk:

Grouping Variable: kategdria valtoz6 megadasa
Define Range: a legkisebb és legnagyobb vizsgalandé kategoriat jelezzik.

Pl. 5 fokU osztalyozas esetén min=3 és max=5 kijelolésével csak a kdzepes vagy
annal jobb érdemjegyti didkokat csoportositjuk.

Independents: azok a valtozok keriilnek ide, amelyek kombinacidja elballithatja a
dontési fliggvényt.

e Enter: ha minden valtozét bevonunk a déntési fiiggvénybe

e Stepwise, ha csak a szignifikdns valtozékat kivanjuk szerepeltetni. (Ha a
valtozok korreldlnak egymassal, ezt érdemes valasztani.)

Statistics gombra kattintva a leir6 statisztikdk kozil valaszthatunk:
O Means (a valtozok atlagai)
O Anova (egy-egy valtozo F-tesztje)
O Box M mutatd (a csoportok kovariancia-matrixainak egyezését
méri)
A flggvényegyttthatok:
Q Fisher félék (kdzvetleniil az osztalyozast segitik), vagy

O Standardizélatlanok (a dontési fuggvényeknek az eredeti térben vald
abrazolasdhoz és a csoportok kdzéppontjainak meghatarozasahoz
hasznalhat6k)

A matrixok kozott pedig
O Csoporton beliili korrelaciok
O Csoporton beliili kovarianciak

O Csoportok kozti kovarianciak
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O Teljes kovariancia megvizsgalasara van lehetéség.

»Enter independents together” valasztasa esetén mddszert nem valaszthatunk, a
Method gomb nem aktiv. Ha a valtozdkat lépésenként vonjuk be a dontési
figgvénybe, amint ezt a kovetkezd alfejezet ismerteti, akkor a belépési kritérium
kivalasztasaval madszert is valasztunk.

A Select>> gomb segitségével egy Ujabb valtozd kijeldlésével almintat
vélaszthatunk ki, és csak erre késziil a diszkriminancia elemzés.

Classify gombra Kkattintva

Q a priorok értékérdl donthetiink. Alapértelmezés szerint a csoportok mérete
egyenld, de valaszthatjuk azt is, hogy a tényleges mintanagysag alapjan
becsiiljiik a csoportok valoszintiségét.

O Kovariancia matrix: alapértelmezés szerint a valtozok kovariancia matrixait
a csoportokon beltl szamoljuk (Within-groups). A masik lehetdség
(Separate-groups) nem a valtozd, hanem a diszkriminalé fliggvények
kovariancia maétrixait szamolja. Ha a fiiggvények szama kisebb, mint a
valtozoké, akkor eltér a két eredmény.

Q Display: itt adjuk meg azt, hogy mit kériink outputként. Az Osszegz6
eredmények mellett — ha nem tal nagy a minta —, érdemes esetenként
vizsgalni a besorolast. Egy-egy elem kihagyasaval (n-1) megfigyelésre
elvégezve az osztdlyozast észrevehetjiik az eredményre jelentds befolyast
gyakorolé megfigyeléseket.

0 Casewise result

0 Summary Table

0 Leave-one-out-classification

Q Plots:

0 Combined groups: egy abran mutatja az 0sszes csoport
kozéppontjait és elemeit. (neve: All-groups scatterplot) 1
fliggvény esetén hisztogramot rajzol.

0 Separate groups: ahany csoport, annyi kilén abra készil. 1
fliggvény esetén valtozonként hisztogramot rajzol.

0 Territorial map: a szarmaztatott térbeli térképen szerepelnek a
csoportatlagok, a csoportokat jelzé szamokbol képzett ,,vonalak”
pedig elhataroljak a térrészeket egymastol. Csak két vagy tobb
fiiggvény esetén készithetd.
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A Save utasitas zarja a sort.

(o]

(o]

[0}

Predicted group membership valasztassal az Uj besorolast mentjik
el.

Discriminant scores: Ez adja meg a becsiilt értéket a dontési
fuggvények terében (ha alacsonyabb dimenzioba jutottunk, akkor
ez nagyon hasznos, példaul abrdzolhatéva véalnak a
megfigyelések).

Probability of group membership: a posteriorokat mutatja.

7.4. Az eredmények részletezése, értelmezése

A grafikus szemléltetést is lehetdvé tevo kis példaval kezdjiik ezt az alfejezetet.

A harom csoportba sorolt, csoportonként 3-3 megfigyelésiinket kivanjuk két
dimenzidban szétvalasztani, ezért két diszkriminalo fliggvényt keresiink.

Indulé adataink abrajan (7.1. abra) lathat6, hogy a masodik valtoz6 mentén jéval
nagyobb az adatok ingadozésa (a terjedelem 10 egység), mig az elsén az atlagok
egymashoz kdzelibbek (itt 4 egység a terjedelem).

X2

P o R N W A O O =N

aobh b N
.

X1

A pontok koordinatai:

Csoport 1 1 1 2 2 2 3 3 3
X1 -2 0 -1 0 2 1 1 0 -1
X, 5 3 1 6 4 2 -2 0 -4
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Az SPSS eredménylistajanak rendjét kovetve haladunk. A 7.1. abra pontjaira
egylttesen (Total) készitett alapstatisztikakat, valamint a csoportonként és
valtozénként szamitott atlagokat és szorasokat mutatja a 7.1. tablazat.

7.1. tablazat: Valtozénkeénti atlagok és szorasok

Group Statistics

Valid N

(listwise)
Std. Unweight

CSOPORT Mean Deviation ed

1 X1 -1,00 1,00 3
X2 3,00 2,00 3
2 X1 1,00 1,00 3
X2 4,00 2,00 3
3 X1 ,00 1,00 3
X2 -2,00 2,00 3
Total X1 ,00 1,22 9
X2 1,67 3,28 9

A csoportatlagok valtozonkénti egyezésének tesztjét bemutatdé 7.2. tablazatban
Wilks-lambda elnevezés szerepel. Ez nem azonos sem a (7.5)-ben, sem a (7.6)-ban
szerepl6 lambda mértékkel.

7.2. tablazat: Wilks 1. lambda mutatéja

Tests of Equality of Group Means

Wilks'
Lambda F dfl df2 Sig.
X1 ,500 3,000 2 6 ,125
X2 ,279 7,750 2 6 ,022

Itt az egyes valtozdkra kilon-kilén szamoljuk ki klasszikus, egyvaltozos statisztikai
értelemben azt, hogy a csoporton belili eltérések négyzetdsszege (SSB) hogyan
aranylik a teljes eltérés négyzetdsszeghez (SST), az arany SSB/SST=lambda. Az
eltérések nagysagat az egyvaltozos F-teszttel vizsgaljuk:
F( _): 1-lambda n—g _ SSK/(g—l),

' lambda g-1 SSB/(n-g)
ahol a szdmlalé szabadsagfoka (g-1), a nevez6é pedig (n-g).
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Példankban csak a masodik valtoz6 szerint kilonbéznek szignifikansan a
csoportok™®, az els mentén a csoportitlagok nem kiiloniilnek el statisztikai
értelemben (F(x,)= 3 és p; =0,125 >0,05).

A 7.3. tablazatban szerepld egyesitett (pooled) kovariancia matrixot (7.2) szerint
szorozva a B belsd eltérések négyzetosszeg-matrixat kapjuk, és ez a 7.4. tdblazat
csoportonként adott kovariancia matrixaibol kiszamithat6. Az egyesitett korrelacio a
csoportonként szamitott korrelaciok elemszammal sdlyozott atlaga. Altalaban nem
egyezik™* meg a teljes korrelaciés méatrix elemeivel, amelyet Ggy szamitunk, hogy
az n elemet egyetlen homogén mintanak tekintjik.

7.3. tblazat: A belsé kovariancia matrix elemei

Pooled Within-Groups Matrices

X1 X2
Covariance X1 1,000 -,333
X2 -,333 4,000
Correlation X1 1,000 -,167
X2 -167 1,000

a. The covariance matrix has 6 degrees of freedor

A 7.4, tablazatban lathatd, hogy az 1. és 2. csoport kovariancia matrixbeli elemei,
azaz a kovariancia-struktarajuk teljesen megegyezé, mig a 3. csoporté eltér6.

7.4. tdblazat: A csoportok kovariancia matrixai és a teljes kovariancia matrix

Covariance Matrites

CSOPORT X1 X2

1 X1 1,000 -1,000
X2 -1,000 4,000

2 X1 1,000 -1,000
X2 -1,000 4,000

3 X1 1,000 1,000
X2 1,000 4,000

Total X1 1,500 ,125
X2 125 10,750

a.The total covariance matrix has 8 degre

113 Erre utalt x, joval nagyobb terjedelme is.

114 Képzeljiink el két valtozé mentén 3 csoportot (igy, hogy a csoportok elemei kis koroket
formaznak, a csoporton beliil szinte nincs korrelacié. A 3 csoport értékei viszont mindkét
valtozé szerint ndvekednek, ezért a 3 csoport a 45 fokos egyenes mentén helyezkedik el.
Ekkor a teljes mintara szamitott korrelacié egyhez kozeli lesz.
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A 7.5. tablazatban a szdraselemzés gondolatmenetét kdvetve a csoport kovarianciak
azonossdgat teszteljik, amihez el6szor a csoport kovariancia matrixok
determinansanak logaritmusat vessziik. Példankban az els6 csoportban

1 —
|S1 = 1 4 =3, ebbdl In3=1,0986, az egyesitett (poolozott) kovariancidra
pedig:
1 -1/3 _8 , o
‘S 0| = = 3—, ennek természetes alap logaritmusa 1,358.
-1/3 4 9

7.5. tablazat: Csoport kovarianciak determinansainak logaritmusa

Log Determinants

Log
Determin

CSOPORT Rank ant
1 2 1,099
2 2 1,099
3 2 1,099
Pooled within-groups 2 1,358

The ranks and natural logarithms of determinants
printed are those of the group covariance matrices.

A 7.6. tablazatban Box M-mutat6jat szamitjuk. M kis értéke jelenti a kovariancia
matrixok jO egyezést, ezt F-teszttel ellendrizziik.

(n-1)/2

M :[ﬁ|sk| 1/

(n-g)/2
‘ ,ahol

— 9 9
S=>(n-DS /(n-g) és n=>n,
P =

F =-2bInM , ahol b az adott feladatra jellemz szorzoszam™®.

115 A b értéke megtalalhaté pl Jobson: Applied Multivariate Data Analysis c. kdnyvének 221.
oldalan. A valtozok és a csoportok szama, az egyes csoportokban taldlhaté elemek
stlyozottan, kiilonbozé hatvanyokon figyelembe véve biztositjak azt, hogy M transzformalt
értéke F-eloszlast kovessen. Ezek a képletek adjak a szabadsagfokokat is.
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7.6. tablazat: Box-M és F-teszt a csoport kovarianciak egyezésére

Test Results

Box's M 1,557
F Approx. ,133
dfl 6
df2 897,231
Sig. ,992

Tests null hypothesis of equal population covariance matrices.

Mivel az F=0,133 és a szignifikancia szint 0,992, a minta nem mond ellent a
nullhipotézisnek, a csoport kovarianciak nem térnek el jelentGsen.

A 7.1.-7.6. tablazatokbol a diszkriminancia elemzés korrekt végrehajtasahoz
szikkséges elokészitd 1épéseket és teszteket ismertiik meg. Ezek alapjan
mintafeladatunk alkalmas a diszkriminalé fiiggvény(ek) eléallitasara.

Elészor a (7.5.b)-ben szerepld (B K) matrix Aj sajatértekeit és azok relativ
fontossagat kapjuk meg a 7.7. tablazatban. Az elsé fliggvényhez tartozik a
legnagyobb csoportok kozotti valtozékonysag, ezért szétvalasztd ereje mindig
magasabb, mint a tovabbi fliggvényeké. Mivel (g-1)=2 és p=2, két sajatérték van, 2
diszkriminalé fiiggvény allithatd eld, és az elsé fiiggvény 76%-at magyardzza a
kiils6 eltéréseknek ( 2,867/(2,867+0,904)=0,76 ).

7.7. tablazat: A diszkrimindlo fiiggvény jellemzdi
Summary of Canonical Discriminant Functions

Eigenvalues

% of Cumulativ Canonical
Function | Eigenvalue | Variance e % Correlation
1 2,8672 76,0 76,0 ,861
2 ,9042 24,0 100,0 ,689
a. First 2 canonical discriminant functions were used in the
analysis.

A 7.7. tablazat utolsé oszlopaban a kanonikus korrelacié azt méri, hogy milyen
szoros az asszocidcid a kapott diszkriminancia értékek (mint fiiggd valtozok) és a
csoportok kozott. Kiszamitasa és értelmezése megegyezik az ANOVA-b4I ismert
eta-négyzet mutatd gyokével, ahol eta-négyzet a csoportok kozotti és a teljes eltérés
négyzetdsszegek hényadosa. Itt azt méri, hogy a diszkriminalé ,score”-ok
valtozékonységat milyen ardnyban magyardzza a csoportbesorolds. Kdzvetlen
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Osszefiiggés all fenn eta-négyzet és a dontési fiiggvény A; sajatértéke kozott:
A.

2 J

1; :l+ﬂ,j '

példankban (0,861)% =0,74=2,867/3,867 és (0,689) =0,47=0,904/1,904.

A 7.8. tablazatban masodszor talalkozunk az outputban Wilks lambdaval. Ezzel itt a
fuggvények (és nem az eredeti valtozok) hatasat mérjik (7.6) szerint. Lambda (A)
értéke alacsony, ha a 7.7. tablazatban van nagy sajatérték, ami azonos azzal, hogy a
belsé eltérések kicsik a teljes eltérésekhez képest. Ha az elhagyott fiiggvények
szama, r=0, akkor a min(p, g-1) korlat altal meghatarozott Osszes fliggvényt
felhasznaljuk a csoportok szétvalasztasahoz.

Az els6é két fiiggvény altal meg nem magyarazott heterogenitas 0,136, mert

1 1
Ay = . =0,136
2fuggveny — 1 4 2 867 1+ 0,904

1
1. fuggvénynélkil — m

A = 0,525

7.8. téblazat: Szignifikans fliggvények kivalasztasa

Wilks' Lambda

Wilks' Chi-squar
Test of Function(s) | Lambda e df Sig.
1 through 2 ,136 10,982 4 ,027
2 ,525 3,543 1 ,060

Példankban a (7.7) szerint felirt elsé khi-négyzet értéke magas (valdsziniisége
kisebb, mint 0,05), arra utal, hogy sziikséges k-r=2 fliggvényt hasznalni a csoportok
elkiilonitéséhez. Az elsé diszkriminalo fliggvény elhagyasa utan a tobbi (esetiinkben
a masodik) fliggvény nem szignifikans részét magyarazza a csoportok kozti
eltérésnek.

7> =—(09-1- 2 ; 3) In 0,136 = 10,98 szabadsagfoka: (2-0)(3-0-1)=4
72 =—(09-1- 2 ;L 3) In0,525 = 3,543 szabadsagfoka: (2-1)(3-1-1)=1

A dontési fiiggvény értelmezése szempontjabdl az egyik legfontosabb eredményt a
7.9. tablazatban talaljuk. Mivel a sajatvektorok nagysaga fligg az eredeti valtozok
szorasatol, a teljes mintdban mért szorassal sztenderdizalt valtozokbol (is) szamitunk
diszkriminal¢ egyditthatokat. Ezeket a regresszids bétdhoz hasonléan értelmezziik,
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ezért mondhatjuk, hogy az els6 fiiggvényben a masodik valtozo hatasa erésebb, mint
az els6 valtozoé, mig a masodik fliggvényben forditott a helyzet.

7.9. tablazat: Sztenderdizalt diszkriminancia egyttthatok

Standardized Canonical Discriminant Function Coefficients

Function
1 2
X1 ,386 ,938
X2 ,989 -,224
y, = 0,386(ﬁ + 0,989()(—2] és
sl SZ

y, = o,gss(ﬁj - 0,224(ﬁj
Sl SZ

Peldankban s, = J1,5 =1,2247 és s, =+/10,75 = 3,2404.

A valtozoknak a diszkriminald filiggvényhez vald hozzajarulasat a sztenderdizalt
egyltthaték mellett korrelacioval is kifejezhetjik. A 7.10. tablazat elemei a
fokomponens elemzésnél megismert struktura matrixhoz hasonldan a valtozok és a

donteési fliggvények kozotti korrelacios egyditthatok.

7.10. tablazat: Valtozok és fuggvények korrelacioi

Structure Matrix

Function
1 2
X2 ,925* -,380
X1 ,221 ,975*

Pooled within-groups correlations between discriminating
variables and standardized canonical discriminant functio
Variables ordered by absolute size of correlation within fu

*. Largest absolute correlation between each variable &
any discriminant function

A struktira métrixbdl leolvashatjuk, hogy az els6 fiiggvény mentén névekvd értékek
tartoznak azokhoz a megfigyelésekhez, amelyeknek mindkét koordinataja
névekszik, és x,—vel a kapcsolat nagyon szoros. A masodik tengely mentén elért
értéket viszont csokkenti az, ha x, magas, de x; hatasa erds, pozitiv.

A 7.11/a. tablazatban szereplé sztenderdizalatlan egyiitthatokbol irjuk fel a dontési
fuggvényt, és a konstans segitségével abrazolhatjuk is a diszkriminalé fliggvényeket
az eredeti térben.
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0,386x; +0,495x%, -0,824 = 0
0,938x; -0,112x, +0,187 =0

Az abrazolas természetesen csak azért lehetséges, mert az eredeti feladat
kétdimenzios.

7.11/a. tablazat: Nem sztenderdizalt diszkriminancia egyditthatok

Canonical Discriminant Function Coeffic

Function
1 2
X1 ,386 ,938
X2 , 495 -,112
(Constant) -,824 , 187

Unstandardized coefficients

A 7.11.a tablazat eredményei kilénboznek, ha az induldskor sztenderdizaljuk a
véltozokat (7.11/b. tablazat), de 7.11/a és 7.11/b elemei a teljes szorasok
segitségével egymasbol szarmaztathatok. Az els6 oszlopban példaul: 0,472=
(0,386)(1,5)% és 1,622=(0,495)(10,75) >, ahol 1,5 és 10,75 a véltozok varianciai.

7.11/b. tablazat: Sztenderdizalt valtozokbdl szamolt nem sztenderdizalt egyutthatok

Canonical Discriminant Function Coefficien

Function
1 2
Zscore(X1) ,A472 1,149
Zscore(X2) 1,622 -,367
(Constant) ,000 ,000

Unstandardized coefficients

Ha a kanonikus térben abrazolni kivanjuk megfigyeléseinket, akkor a
sztenderdizalatlan sajatvektorokra van sziikségiunk. A sajatvektorok fontos
tulajdonsaga, hogy eldjeliik 6nkényes. Erre a tényre az értelmezéskor kell kiilondsen
figyelni.

A sztenderdizalatlan egyutthatékkal szamitjuk ki a csoportok centroidjainak (vagy
barmely mas egyednek) a koordinatait a szarmaztatott, kanonikus térben (7.12.
tablazat).
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Példankban az els6 csoport atlagpontja (-1,+3), ezt mindkét diszkriminald
fuggvénybe behelyettesitve kapjuk a centrum (j koordinatait:

0,386(-1) +0,495(3) -0,824 = 0,274
0,938(-1) -0,112(3) +0,187 = -1,087

7.12. tablazat: Csoportkdzéppontok a kanonikus térben

Functions at Group Centroids

Function
CSOPORT 1 2
1 ,274 -1,087
2 1,540 ,677
3 -1,813 , 410

Unstandardized canonical discriminant
functions evaluated at group means

A csoportatlagok atlaga zérus a diszkriminalé térben. A tengelyek mentén mért
szoras pedig a megfeleld sajatértékek gyoke, ezért az elsé tengely mentén jobban
szorodnak a pontok, mint a fiiggdleges tengely mentén.

Fontos hangsilyozni, hogy altaldban dimenzidcsdkkentést is végrehajtunk a
diszkriminancia elemzéssel ha p>(g-1), mivel az eredeti p dimenziés adathalmazt k
(ahol k< min(p, g-1)) dimenzids térbe képezzik le. A sajatvektorokkal eléallitott
diszkriminal6 tengelyek ortogonalisak.

Egy Uj megfigyelés csoportba sorolaséhoz kiszamitjuk a diszkriminalé score-okat
(vij) a 7.11/a. tablazat egyutthatoibol, és a 7.12. tablazatbeli csoportatlag score-ktol
(o) mert négyzetes euklideszi tavolsagok legkisebbike hatarozza meg a besorolast:

k
min Z(yoj — yij)2 ,ahol i=1,...,.
i =

Az output részeként megkapjuk a kanonikus térbeli abrat (territorial map), ahol az
atlagok koriil a csoportok elemei is lathatok. (7.2. abra)

Mivel kétdimenzios volt az eredeti feladat, a 7.1. és a 7.2. abra Osszevetésébol
lathato, hogy a csoportok mas-mas sik negyedben vannak, mint az eredeti abran, ami
a linedris kombinacidoban szerepld egyiitthatok nagysaganak és eldjelének a
kdvetkezménye.
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Canonical Discriminant Functions
2
1 2
3 O
O
o (=]
a [=]
o o 1 CSOPORT
[
[J Group Cent
o~ -2 o 3
% = 2
1_% -3 a1
-4 -3 -2 -1

Function 1

7.2. dbra: Pontok a kanonikus térben

Az osztalyozas josaganak megitélésében tobb részeredmény segit.

Elgszor a megfigyelések eredeti, a csoportositdssal megadott, a priori eloszlasat
kozli a 7.13. tablazat. Mivel a harom csoport azonos méretii volt, minden csoport
priorja P(G;)= n; /n= 3/9. A futtatas soran a prior a minta empirikus eloszlasat koveti,

vagy a csoportok egyenlé valoszintiségét P(G;)= (1/g) tételezziik fel.

7.13. tablazat: Klasszifikacios statisztika

Prior Probabilities for Groups

Cases Used in

Analysis
Unweight
CSOPORT Prior ed Weighted
1 ,333 3 3,000
2 ,333 3 3,000
3 ,333 3 3,000
Total 1,000 9 9,000

A korabban megismert sztenderdizalt és sztenderdizalatlan kanonikus egyutthatdk
mellett a Fisher, R.A. altal javasolt lineris diszkriminalé figgvények szerepelnek a
7.14. tablazatban. Ezek a csoportonként meghatarozott egyutthaték alkalmasak arra,
hogy kozvetlenil az eredeti térben elvégezzilk az osztalyozast. Abba a csoportra
soroljuk a vizsgalt egyedet, amelyikre a legnagyobb diszkriminald érték adodik. Ez
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a dontési szabaly nem csak a szamitasokban figyelembe vett pontokra mikodik,
hanem (j, eddig nem ismert megfigyelés utdlagos osztalyozasara is alkalmas. A
gyakorlatban pl. banki iigyfelek hitelmindsitésére hasznalhaté a linedris
diszkriminalé figgvény. Elbnye, hogy minden eredeti valtozot figyelembe vesz,
nem redukalja a dimenziot, és nem eredményez nehezen értelmezhetd redukalt
térbeli tengelyeket.

A Fisher-féle a egyutthatdvektorok szamitasdhoz a csoport atlagvektorok kozotti
eltéréseket és a csoportokon bellli kovariancia matrixokat hasznaljuk. Ezt a
fliggvényt akkor alkalmazhatjuk, ha teljestil a normalitasi feltevés. Két csoport
esetén: g — spfl(x_l_xj)

7.14. tablazat: Fisher dontési figgvénye

Classification Function Coefficients

CSOPORT
1 2 3
X1 =771 1,371 -,171
X2 ,686 1,114 -,514
(Constant) -2,513 -4,013 -1,613

Fisher's linear discriminant functions

Ha a harmadik csoportba sorolt (0,0) pontot vesszilk, akkor éppen a konstansok
adjak a Fisher-fuggvény értékét, és valéban a harmadik csoportban kapjuk a
legnagyobb értéket, a (-1,613)-t.

Ha egy Uj pontot vizsgalunk, amelynek koordinatai (2,3), akkor az 1. csoportra —
1,997, a masodikra 2,071, és a harmadikra —3,497 adodik. A fuggvény alapjan a
(2,3) pontot a 2. csoportba soroljuk.

A kanonikus fliggvény és a lineéaris diszkriminalé fuggvény alapjan készitett
osztalyozas eredménye megegyezik, ha az dsszes kanonikus fiiggvényt eldallitjuk és
felhasznaljuk.

A 7.15. tdblazat minden megfigyelésre kozli az eldzetes és a javasolt besorolast,
feltételes valdszinliséget és posteriort ad. Az eljaras a Bayes-tételen alapul, ahol
annak valdsziniisége, hogy a D diszkriminancia score-ral rendelkez6 egyed az i-edik
csoportba tartozik:

P(D|Gi) . P(Gi)

P(Gi|D) B
> P(D[G)-P(G)

Minden egyed abba a csoportba sorolodik &at, ahol a legnagyobb a posterior
valdszintiség.

Van a tablazatban egy ,négyzetes Mahalanobis tavolsag” oszlop is, amely a
csoportkdzépponttdl mért négyzetes eltérés a belsdé kovariancidk kiszlirése utan,
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valamint olvashaték a kanonikus diszkriminalé fliggvény(ek) mentén mért score
értékek. Ez utébbiak a szarmaztatott térbeli koordinatak, amiket a 7.2. abran lattunk.

A 7.15. téblazat als6 fele azt az osztdlyozast mutatja, ahol az adott egyed
kihagyasaval (n-1) elemre késziilt a diszkriminancia fiiggvény. Igy két pont
besorolasanak megvaltoztatasara tesz javaslatot az eljards. Az 1. csoport 2.
pontjanak eredeti koordinatai (0;3), és ez tényleg kozelebb van a 2. csoport (1;2)
pontjahoz (d°=2), mint az 1. csoportbeli masik két ponthoz. Hasonloan ellenérizheté
a (0;6) pont 1. csoportba val6 atsorolasara tett javaslat.
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15. tablazat: Megfigyelésenkénti eredmények
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Az osztalyozas josagat Osszefoglaléan a 7.16. tablazat mindsiti. Az eredeti és a
javasolt besorolas szerint egyez6 elemek szama és ardnya szerepel csoportonként a
tablazatban, majd ezek atlagaként az egész osztalyozast mindsitd egyetlen szazalék
szerepel a tablazat alatt. A tablazat alsé fele az egy-egy elem kihagyasaval késziilt
(cross-validated) osztalyozas josagat mutatja.

7.16. tAblazat: Az osztalyozas eredménye

Classification Result§:€

Predicted Group Membership

CSOPORT 1 2 3 Total
Original Count 1 3 0 0 2
2 0 3 0 3
3 0 0 3 2
% 1 100,0 ,0 ,0 100,0
2 ,0 100,0 ,0 100,0
3 ,0 ,0 100,0 100,0
Cross-validated® Count 1 2 1 0 K]
2 1 2 0 2
3 0 0 3 ki
% 1 66,7 33,3 ,0 100,0
2 33,3 66,7 ,0 100,0
3 ,0 ,0 100,0 100,0

a. Cross validation is done only for those cases in the analysis. In cross validation,
each case is classified by the functions derived from all cases other than that case.

b. 100,0% of original grouped cases correctly classified.
C. 77,8% of cross-validated grouped cases correctly classified.

Eddig csak azzal foglalkoztunk, hogy az 0Osszes megfigyelt valtozo egyideji
bevonasaval készitsiink dontési fliggvényt. Az elemzések soran gyakran eléfordul
az, hogy tobb valtozot tartunk érdemesnek arra, hogy a diszkriminal6 fiiggvényben
szerepeljen, mint ahanynak szignifikans szerepe van a csoportok elvalasztasaban. A
tobbvaltozos regresszid-szamitashoz hasonldan itt is a Iépésenkenti valtoz6 bevonas
elvét kdvethetjlk, ha a Stepwise mddszert valasztjuk.

7.5. A valtozok lépésenkénti bevonasaval végzett diszkriminancia
elemzés

Az SPSS 5 kritériumot kinal fel, ha a valtozdkat Iépésenként (stepwise) kivanjuk
bevonni a diszkriminalé fliggvény eldallitasaba. Ezek a kritériumok nem
rangsorolhatok, nincsen kdzottik egy, amelyik minden adathalmaz esetén megadja a
legjobb szétvalasztd flggvényt. Mind az 6t eljaras abbdl indul ki, hogy elészor azt a
valtozot kell bevonni, amelyik mentén a csoportatlagok a legink&bb kiilénbdznek.
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Ezt kovetden lépésenként egy tovabbi valtozo bevonasara vagy elhagyasara keriil
sor, amelyek kivalasztasa az alabbi elvek szerint torténik.

1. Wilks lambda elve: A (7.6) szerint a valtozokra kiszamitott lambda és
transzformaltja, (1-lambda)/lambda alkalmas arra is, hogy egy tovabbi
valtozo bevonasa utani valtozas jelentdségét mérje. Mivel a kis lambda és a
nagy F érték arra utal, hogy a véltozé mentén jelent6sen kiilonboznek az
atlagok, most a p valtozds modell utan a (p+1) valtozés dontési fuggvény
diszkriminal6 erejét mérjiik:

n_g_p'l_’imlm‘p
14,

F, =
change g -1 2

p+1

Ha F nagy (a szignifikancia szintje <0,05), akkor a bévitést érdemes végrehajtani,
mert a bels§, nem magyardzott eltérések jelentdsen csokkennek az uj valtozd
bevonasaval. A modellben szereplé valtozot kihagyjuk, ha az adott 1épésben az F a
kihagyasi kiiszdb ala esik. A szelekcié szabalyozhatd, mert alapértelmezés szerint az
F belépési és kihagyasi kiiszobértéke rogzitett''®. Etts] eltérhetiink, és valaszthatjuk
bevonasi szignifikancia szintnek a 0,05-t, kihagyasi kiiszobnek pedig a 0,10-t.

A Mahalanobis-féle altalanositott tavolsag kozponti szerepet jatszik a tovabbi négy
kritériumban.

2. A Mahalanobis tavolsagot maximalizalé valtozét vonjuk be minden
Iépéshen a dontési fliggvénybe. Azt a valtozot keressiik, amely mentén a
két legkdzelebbi csoport (A és B) kézéppontjanak tavolsaga a legnagyobb:

P P _ _ _ _
DiB =(n- g)z Z W (Xia — Xig)(Xja — Xj8) , ahol a képletben szerepld
i=1 j=1
w a csoportokon beliili kovariancia matrix inverzének megfeleld eleme, p a
modellbeli valtozdk szama.

A Mahalanobis tavolsdg, mint valtoz6 szelekcids kritérium alkalmazésa a
kovetkezd 1épéseket jelenti:

a) Mind a g(g-1)/2 csoport-parra p-dimenzidéban Mahalanobis tavolsagot
szamolunk.

117

b) Kivélasztiuk a két legkozelebbi csoportot'”’, azaz a minimalis D?

értéket.

116 Az F-eloszlas kritikus értékét a szamlald (g-1) és a nevezd (n-g) szabadsagi foka is
meghatarozza, ezért a tablazatban tdbb helyen talalhaté 5%- mellett 3,8 korili érték, pl. (g-
1)=4 és (n-g)=8, vagy g-1=2 és n-g=13. Nagyobb megfigyelésszam mellett csdkken a kritikus
F-érték.

17T Két csoport esetében ez a lépés kimarad.
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c) A D%ben szereplé Osszeadandd négyzetdsszegek (i=j) koziil
kivalasztjuk a maximalisat. Ez lesz a kovetkezd 1épésben bevonando
véltozo indexe.

3. Ha a legkisebb F arany elv alapjan valasztjuk ki a dontési figgvény
kovetkezd valtozojat, akkor a Mahalanobis tavolsagot a csoportok
elemszamaval sulyozzuk:

F= (n_l_ p)nAnB D2
p(n—2)(n, +ng)

Az a valtozd keriil bevonasra, amelyik a legnagyobb - csoportok koézti - F
értéket adja. Mivel itt az A és B csoport méretét™*® is figyelembe vesszik, a 2.
és a 3. kritérium alapjan eltéré valtozot vonhatunk be egy adott 1épésben a
diszkriminal6 fiiggvénybe.

4. A Rao-féle V mutat6™™ is a Mahalanobis tavolsagbél indul ki, de itt egy-
egy csoport atlagat viszonyitjuk a féatlaghoz minden egyes modellbeli
valtozd mentén. Minél inkabb eltérnek csoportatlagok és a féatlag, annal
nagyobb Rao V-je.

V=(n- g)Zp:iWng:&ik =X 0 = X5)

i=1 j=1 k=1

A maximalis V-t kivalasztva azonositjuk a leger6sebben megkiilonbozteté valtozot.
Mivel Rao V-mutatdja kozelitleg p(g-1) szabadsagfoku khi-négyzet eloszlést
kovet, egy véltozd bevonadsa utan a V valtozasa is khi-négyzet eloszlasa. igy
tesztelhetjiik, hogy a modell bévitése szignifikans valtozast okozott-e. Egy valtozo
bevonasa révén csokkenhet is Rao V-je. Ezt megakadalyozandd megadhatunk egy
minimalis V-t (VIN), aminek az alapértéke 0.

5. A meg nem magyarazott variancia osszege (Sum of unexplained
variance, minimalis variancia), mint szelekcids elv kdzvetlen kapcsolatban
all a Mahalanobis tavolsaggal.

118 Az (nang)/(na + Ng) maximumat akkor veszi fel, ha nay = ng . A stlyozés miatt mas (AB)
csoportra kapjuk a legkisebb F értéket, mintha a mérettdl fiiggetleniil valasztjuk ki a
legkdzelebbinek itélt két csoportot. Az els6 valtozé kivalasztasakor p=1, ezért (n-1-1)/(n-2) ki
is esik a képletbdl.

119 Mas néven is emliti a szakirodalom: »Lawley-Hotelling trace”, azaz L-H nyoma.
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Két csoport szétvalasztasa ugy is felfoghato, hogy 0 és 1 értékkel kodolt dummy
valtozora, mint fliggd valtozora illesztett tobbvaltozos regresszio. A meg nem
magyarazott varianciat minimalizal6 valtozot keressiik, amit a tobbvaltozos
regressszi6s modellben (1-R* ) mér.

Belathato, hogy a Mahalanobis tavolsag és a determinacios egyitthaté aranyos
egymassal, R*= cD?, ahol ¢ konstans.

7.6. Példa a szelekcios kritériumok alkalmazasara

Valasszuk ki a Kényszerértékesités.sav adatallomanyt, amely 5 negyedévre
(2011. IV. és 2012. I.-1V. negyedév kozott) Budapest és a megyék bontasaban
részletezi az adatokat. Keressilk meg azokat a diszkriminalo fiiggvényeket,
amelyek a negyedévek mentén a leheté legjobban elkildnitik a megyéket. (Itt
most minden csoportban, azaz negyedévente azonos szamu megfigyelésiink
van, de az azonos csoportméret nem elvaras a diszkriminancia elemzés
alkalmazésa soran. )

A futtatés beéllitasa:
Q Csoportosito valtozo: negyedev (1;5)

Q Figgetlen valtozok: x1: Kvota alapja (db), x2: Kvota alapjan kijel6lhetd
maximum  (db), x3: Kényszerértékesitésre  kijelolt  (db), x4:
Kvotakihasznaltsag (%)

O Stepwise médszer, az 5 elv egymas utani alkalmazasa

Az eredmények részletezése el6tt tekintsiik at a leird statisztikdk kozil az Explore—
ban eléallitott Boxplot abrakat két valtozora.

A 7.3. abran lathato, hogy a kezdeti id6szaknal joval magasabb volt 2012. elsd
felében a kihasznaltsag, mig az év masodik felében alacsonyabb széazalékok
jellemzoek. Az eltérések miatt ez a valtoz6 megkiilonboztetd erdt mutat.

A 7.4, abran a maximalis lakasszamok dobozdiagramjai lathatéak. A negyedévek
eltérése csekély, ezért ez a valtozd varhatéan nem Kkeriil bevonasra, nem fog
szerepelni a diszkriminal6 fliggvényben.
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7.4. abra: A kvota alapjan kijel6lheto maximumok az ot negyedévben
A valtozok egyedi megkiilonbozteté szerepérdl a 7.17. tablazat statisztiké alapjan

dontiink. A kvéta kihaszndltsag valtozora az étlagok egyezését elvetjik az F-proba
aapjan. (p=0,000).
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7.17. tablazat: Csoportatlagok egyezésének tesztjei 5 negyedévre

Tests of Equality of Group Means

Wilks' Lambda F dfl df2 Sig.

Kvéta alapja ,992 ,180 4 95 ,948
Kvéta alapjan kijelolhetd

] 942 1,461 4 95 ,220
maximum
Kényszerértékesitésre
. 942 1,457 4 95 221
kijelolt
Kvotakihasznaltsag ,388 | 37,478 4 95 ,000

Ezen a ponton szdmos elemz6i kérdés fogalmazodik meg.

e  Mivel 6t csoportunk és 4 valtozonk van, a (g-1)=4 lesz a dontési fiiggvény
szamat meghatarozo6 fels korlat.

e Mely valtozdkat és milyen sullyal vonjuk be a diszkriminalasba?
e Ténylegesen hany dontési fiiggvény képezhetd?
e  Milyen sikeres lesz a negyedévek elkilonitése?

A 1épésenkénti bevalogatas tobb szelekciods elv szerint készithetd el. Az elsé sikeres,
a feltételeknek eleget tevd és statisztikailag jol értelmezhetd megoldas megtalalasa
azonban tobb elOkészitd 1épést igényel. A Iépések megadasa mellett kitériink arra,
hogy milyen feltételek nem teljesiilése tette sziikségessé az Ujabb lépéseket. (Ez
természetesen nem jelenti azt, hogy mindig ilyen — és ilyen sorrendben végrehajtott -
korrekciokra van sziikség.)

1) Az eredeti valtozokat és 6t negyedévet hasznalva keressiik a diszkriminalo
fliggvényt. Ekkor a magas M érték és az alacsony szignifikancia szint (0,000)
miatt a kovariancia matrixok egyezésének hipotézisét el kell vetniink.

Test Results

Box's M 324,382
Approx. 7,359
F dfl 40
df2 19908,088
Sig. ,000

2) Az els6 harom eredeti valtozé logaritmusat és a kihasznaltsagi ratat, valamint
0t negyedévet hasznéalva keressik a diszkriminald fliggvényt. A valtozdk
logaritmusat véve a pozitiv ferdeségii valtozok jobban kdzelitik a normalis

www.interkonyv.hu

© Typotex Kiado

© Kovacs Erzsébet



www.interkonyv.hu

TOBBVALTOZOS ADATELEMZES

214
eloszlast. Példaként a pozitiv ferdeségii kvota alapot és természetes alapt
logaritmalt értékeit mutatjuk be a 7.5/a és 7.5/b. abréan.
Kvota alapja
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7.5/a. dbra: A kvéta alapja valtozo gyakorisaga
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7.5/b. &bra: A kvéta alapja valtozdlogaritmusanak gyakorisagi abraja
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Ezzel a valtozokorrel a kovariancia matrixok eltérése kisebb mértékii, a Box-
féle M értéke hatodara csokkent, de még elvetjilk az egyezésiiket (szignifikancia

szint 0,002<0,05).

Test Results

Box's M 53,537
Approx. 2,076
F dfl 24
df2 24918,584
Sig. ,002

3) Az elsd harom eredeti valtozo logaritmusat és a kihasznaltsagi ratat, valamint
a 2012. év négy negyedévét hasznalva keressiik a diszkriminalo fliggvényt.
Ezt a lépést az indokolja, hogy a 2011. év negyedik negyedévére szamolt
kovariancia matrix tért el leginkabb a tobbit6l, mert Budapest 2011. IV.

negyedévei adata a 7.6. abra szerint tavol van a tobbi ponttdl.
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7.6. dbra: Ot negyedév adatai két valtozo terében

A 2011. IV. negyedévi adatok nélkil az F teszt 0,819 értéke és a hozza tartozo
0,598-as szignifikancia szint alapjan a kovariancia matrixok egyezésének hipotézise

nem vethet? el.

Test Results

I Box's M

| 7,743

© Typotex Kiado

© Kovacs Erzsébet



www.interkonyv.hu

216 TOBBVALTOZOS ADATELEMZES
Approx. ,819
dfl 9
F df2 66191,846
Sig. 598

A Wilks lambda érték alapjan 2 valtozé kerilt be a diszkriminalé fuggvénybe. Az
eredmények bemutatasa és értelmezése az SPSS-ben kdzolt sorrendet koveti.

A 7.18. tablazatban a 2012. évi négy negyedéves csoportositas mellett lathat6 a
valtozokra kulén-kilén szamolt atlagok F tesztje. A csoportatlagok egyezését csak a
kvotakihasznaltsag valtoz6 esetében vethetjiik el.

7.18. tblazat: Csoportatlagok egyezésének tesztjei 4 negyedévre

Tests of Equality of Group Means

Wilks' Lambda F dfl df2 Sig.
Kvétakihasznaltsag ,335 50,215 3 76 ,000
Inkvalap ,987 ,330 3 76 ,803
Inkvmax ,986 ,365 3 76 778
Inkenyszer ,982 ,459 3 76 711

A kovariancia matrixok egyezésének F tesztjét ellendrizve €s a nullhipotézist
elfogadva a diszkriminal6 fliggvénybe bevont valtozokat adja meg a 7.19. tablazat.

7.19. tablazat: A Wilks lambda elv alapjan bevalasztott két valtozo

Variables Entered/Removed®”

Step Entered Wilks' Lambda
Statistic | dfl df2 df3 Exact F
Statistic dfl df2 Sig.
Kvoétakihasznalt
1 ) ,335 1 3| 76,000 50,215 3 76,000 ,000
sag
2 Inkvalap ,146 2 3| 76,000 40,383 6 150,000 ,000

At each step, the variable that minimizes the overall Wilks' Lambda is entered.

Ebbdl a két valtozobol képezhetd két diszkriminalod fiiggvény, amelyek koziil az
elsének nagyon magas (0,924) a kanonikus korrelacidja, azaz a negyedévek altal
alkotott csoportok és a dontési fiiggvény mentén felvett értékek kozott erds
asszociacios kapcsolat van a 7.20. tablazat alapjan.
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7.20. tablazat: A két fuggveény és a 4 negyedév kodzotti kanonikus korrelacié
Eigenvalues

Function Eigenvalue | % of Variance | Cumulative % Canonical
Correlation

1 5,808° 99,9 99,9 ,924

2 ,005% ,1 100,0 ,068

a. First 2 canonical discriminant functions were used in the analysis.

A két diszkriminalo filiggvény egyittesen szignifikdnsan (khi-négyzet teszt
szignifikancia szintje=0,000) megkilénbozteti a négy negyedévre megfigyelt
adatokat, de a masodik fliggvény dnmagaban nem szignifikans (szig=0,839) részét
magyarazza a csoportok kozotti eltéréseknek.

7.21. tablazat: Fliggvények szignifikans szerepének tesztelése

Wilks' Lambda

Test of Function(s) Wilks' Lambda | Chi-square df Sig.
1 through 2 ,146 146,130 6 ,000
2 ,995 ,351 2 ,839

A fuggvények szamat megismerve a tartalmat is megkapjuk, ha a 7.22., 7.23. és

7.24. tablazatokat attekintjuk.

A 7.22. tdblazat Struktra matrix nevet viseli, mert az 0sszes valtozd és a két
fuggvény kozotti korrelacios egyitthatokat tartalmazza. Az elsé fiiggvénnyel
pozitivan korreldl a kvota kihaszndldsa, mig a masodik fiiggvényt dontden a
kvotalap logaritmusa hatarozza meg. A lépésenkénti kivalasztas nem engedi a nem
szignifikans, a bevont valtozdkkal is korrelald valtozdk (a kényszer és a maximum)
szerepeltetését a dontési fliggvényben.
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7.22. tablazat: A valtozok és a fliggvények kozotti korrelacids egylitthatok

Structure Matrix

Function
1 2
Inkvalap -,038 ,999°
Inkenyszer” ,048 997
Inkvmax” -,053 996"
Kvotakihasznaltsag 584 812"

Pooled within-groups correlations between
discriminating variables and standardized canonical
discriminant functions

Variables ordered by absolute size of correlation
within function.

*. Largest absolute correlation between each
variable and any discriminant function

b. This variable not used in the analysis.

A diszkriminalé fuggvényt két alakban: sztenderdizalt és sztenderdizalatlan
egyutthatdkkal felirva is megkapjuk. A regresszids bétakhoz hasonlé tartalmd a
sztenderdizalt egyltthatd (7.23. tablazat) azt jelzi, hogy az els6 fiiggvény mentén
novekvd értékli koordinatdk tartoznak a magas kvotakihasznaltsaghoz és az
alacsonyabb kvoétaalaphoz. A maésodik fliggvény pedig a magas kvotaalapra ad
magas koordinatat.

7.23. tablazat: A sztenderdizalt egyitthatok értékei

Standardized Canonical Discriminant

Function Coefficients

Function
1 2
Kvotakihasznaltsag 1,627 ,062
Inkvalap -1,322 ,950

A 7.24. tablazatban az eredeti valtozok terében is abrazolhaté — sztenderdizélatlan -
dontési fuiggvény egyitthatdi kaptak helyet. Ezekbe a fliggvényekbe behelyettesitve
a negyedéveket jellemz6 atlagokat kapjuk a 7.25. tablazatban lathato ,,centrum”,
azaz atlagpontokat.
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7.24. tablazat: A két dontési fliggvény egytitthatoi

Canonical Discriminant Function

Coefficients

Function
1 2
Kvotakihasznaltsag 29,786 1,135
Inkvalap -2,570 1,847
(Constant) -,309 -16,455

Unstandardized coefficients

7.25. tblazat: A négy negyedév kozéppontjai a kanonikus dontési térben

Functions at Group Centroids

Negyedév Function
1 2
2012. I. negyedév 2,263 -,092

2012. Il. negyedév 2,414 ,085
2012. Ill. negyedév -2,035 ,035

2012. IV. negyedév -2,642 -,028

Unstandardized canonical discriminant functions

evaluated at group means

A 7.7. 4bran lathato, hogy az elsé diszkriminalé fiiggvény mentén
jelentésebb a megyék szorodasa, mint a fliggéleges tengelyen. Azt is
leolvashatjuk a 7.25. tablazat és a 7.7. abra alapjan, hogy az
atlagpontok nem kuldnilnek el markédnsan a négy negyedévre. Ezért
érdemes az osztalyozé maétrix alapjan (7.26. tablazat) az elkiilonités
sikerét ellendrizni, amely nem éri el a 60 szazalékot. Az els6 és a
masodik negyedév, valamint a harmadik és a negyedik negyedév nem
kiilonithetd el markansan, hiszen ezeken beliil a nagyobb
lakasallomannyal rendelkez6 f6varos ¢és Pest megye masként
viselkedik, mint a kisebb megyék.
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Canonical Discriminant Functions
Megyedéw
@ 2012, . negyedéyv
5.0 O 2012 Il negyedéy
" = 2012, . negyedév
O 201 2. Iv. negyedév
Ungrouped Cases
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Function 1

7.7. abra: A negyedévek elkiléniilése a kétdimenzids kanonikus térben

7.26. tablazat: Az eredeti és a dontési fliggvény szerinti besorolas osztalyozo
matrixa

Classification Results®®

Negyed év Predicted Group Membership Total

2012. 1. 2012. 11. 2012. 1Il. 2012. V.
negyedév negyedév negyedév negyedév

Megyék db 10 10 0 0 20

8 12 0 0 20

0 0 14 6 20

0 0 9 11 20

Szézalék 50,0 50,0 ,0 ,0 100,0

40,0 60,0 ,0 ,0 100,0

,0 ,0 70,0 30,0| 100,0

,0 ,0 45,0 55,0] 100,0

a. 58,8% of original grouped cases correctly classified.

c. 51,3% of cross-validated grouped cases correctly classified.
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Az 6t lehetséges kritériumot egymés utan lefuttatva nem egybehangz6™® eredményt
kapunk. Mind az 6t esetben két valtozé keriil be a fliggvénybe, de nem ugyanaz a
két valtoza!

Vessik 6ssze a 7.27. tablazatban azt, hogy az egyes lépésekben melyek a
kivalasztott valtozok és mennyire sikeres a dontési fliggvénnyel az osztalyozas.

7.27. tblazat: A szelekcids kritériumok hatasa az eredményekre

Wilks lambda | Minimalis Mahalanobis F hanyados |Rao-V
(min) Variancia tavolsag(max) (max)
1. 1épés | kvota- kvota- kvota- kvota- kvota-
kihasznaltsag | kihasznaltsag | kihasznaltsag kihasznaltsag | kihasznaltsag
2. 1épés | Inkvotaalap Inkvétaalap Inkényszer Inkényszer Inkvétaalap
azonosan | 58,8% 58,8% 60% 60% 58,8%
besorolt

7.7. Egyéni munkara javasolt tovabbi feladatok

1) A  Kényszerértékesités.sav  adatokra lefuttatva a  lépésenkénti
diszkriminancia elemzés 5 véltozatat, mely — tovabbi - részeredmények
kilénboznek, melyek egyeznek meg?

Megoldas:

2 féle eredmény adddik, melyek a 7.27. tablazat szerint killénb6znek:
e Box-M ésF teszt
o fliggvények egyiitthatoi
e centrumpontok

2) Készitse el a dontési fliggvénybe bevont valtozok terében a pontdiagramot,
és szerkessze bele a nem sztenderdizalt egyutthatékkal a dontési
egyeneseket.

120 Egyes adatalloméanyokra az ot valtozoszelekciés elv azonos eredményt ad. Most
tapasztaltunk némi eltérést.
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8. Sokdimenzios skalazas

8.1. Az eljaras alapgondolata

A sokdimenzids skalazas (Multidimensional Scaling=MDS) a feltar6 modszerek
csaladjaba tartozik. Geometriai hatterében az a feltevés all, hogy a térben minden
megfigyelésnek megfelel egy pont, és a hasonldbb pontok kozelebb vannak
egymashoz. Az MDS alkalmazésakor nem fogalmazunk meg sztochasztikus
modellt, nem tételeziink fel oksagi kapcsolatot, nem allitunk fel tesztelendd
hipotézist. A skalazassal az adatok kozott mért kiilonbozoségekbdl nyeriink
informaciot, szarmaztatunk koordinatakat a skalatérképen. Majd a szarmaztatott
koordinatdk ~ kozotti  tavolsdgokat — Osszevetjuk az  eredetileg  ismert
kiilonbozoségekkel, és toreksziink az eltérések minimalizalasara. Az MDS elemzés
célja hasonldé ahhoz, amit a fékomponens elemzésnél tliziink ki: az objektumok
kozotti eltéréseket meglrizve csokkentjiik a tér dimenzidjat, objektiv skalat hozunk
létre egy redukalt dimenzidju térben.

Az indulé adatok

A matrixok szdma és a mérési skala szerint tobb modell 1étezik.

e Az (nxp) méretli matrixba rendezett adatok mérési skaldja lehet intervallum
szintli, ismerhetjiik a kategoria gyakorisagokat, és binéris valtozoval
mérhetjik a tulajdonséggal rendelkezést vagy nem rendelkezést. Ekkor az
adatok mérési skalajanak megfeleld hasonlosagi vagy tavolsag mérészamot
valasztva hasonlitjuk éssze paronként az n szamu megfigyelést vagy a p
darab valtozot.

e Az eredeti adatok ismerete nélkil is rendelkezésiinkre allhat egy (nxn) vagy
egy (pxp) méretli hasonlésagi vagy tavolsagmatrix'?*. A hasonl6sagi és
tavolsag mérészamokat részletesen a 3. klaszter-fejezet ismerteti.

e Kiilonboz6 idépontokban, eltérd koriilmények kozott vagy mas személyek,
csoportok altal mért hasonldsagok, tavolsagok matrixaibdl is végezhetiink
skalazast. Ekkor az egyéni kiilonbségek feltarasat végezziik el.

A matematikai hattér
A megfigyelt kiilonbozdségekbol MDS térbeli koordinatakat szarmaztatunk, és a

koordinatak kozott euklideszi tavolsagot szamitunk. Ismert, hogy n pont kozotti
eltéréseket (n-1) dimenziéban tokéletesen tudunk &brazolni. A skélazas célja az,

12 Ha nem fontos a hasonlésdg és a tavolsag megkiilonbdztetése, akkor altalanosan
kiilonboz6ségi matrixot emlitiink.
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hogy alacsonyabb dimenzidju térben jelenitse meg a pontokat, és feltarja a
természetes csoportokat, mintabeli struktdrakat'?,

A skalazé modszerek két 6 tipusat kiilonboztetjiik meg.

O Klasszikus (vagy metrikus) skalazasrol beszélink akkor, ha a {6
koordinatékat'?® keressiik, és az induld kiilonbozoségeket euklideszi
tavolsaggal mérjik. A metrikus modellben lineéris fliggvénykapcsolat van
a kiilonbozdségek (8) és a skalatérképen mért tavolsagok (d) kozott, és a
modell intervallum szinti: d=a+bd vagy ardny skaldju, ha a=0 a linearis
fliggvényben.

O A modell lehet nem-metrikus*®*, ha a skélatérképen a tavolsagok (d)
ordinalisan (pl. monoton fliggvénnyel) kapcsolédnak az eredeti
kiilonbozéségekhez (8). Nem-metrikus modellt célszer(i hasznalni, ha az
eredeti adatok ordinalisak, pl. rangszdmok.

8.2. Koordinatdk meghatarozasa klasszikus skalazassal

Induljunk ki az alapesetbdl, X matrix tartalmazza az n pont koordinatdit a p

dimenzios térben. A levezetést egyszerUsiti, ha bevezetjilk az (nxn)-s méreti’® B
matrixot, amelynek elemei a pontok kozti szorzatok:

P
b, = Z Xii Xy aholr,s=1,...,n (8.1)
j=1
A négyzetes euklideszi tavolsagok D® matrixénak altalanos eleme felirhaté (8.1)
felhasznalasaval:

p 2

drzs = Z(er - ij) = brr + bss - 2brs (8.2)

i

Miutan X-b6l konnyen felirhaté D, vizsgaljuk meg a forditott problémat. Tegyuk fel,
hogy ismerjik a tavolsagok négyzeteit, de nem ismertek a koordinatak. Két lépésben
oldjuk meg a feladatot, elészor B-t becsiiljiik, majd B=XX" szorzatta bontjuk.

122 Hasonl6 a célja a klaszterelemzésnek is.

122 A metrikus skalazas atyja Torgerson (1952, 1958). Gower a ,principal coordinates
analysis” elnevezést javasolta erre a modellre, de roviditése, a PCA nem kiilonbozik a
fokomponens elemzéstdl, ezért inkabb a metrikus skalazas terjedt el.

124 Kruskal (1964) dolgozta ki a nem-metrikus eljarast, amit ordinalis skalézéas néven is emlit
a szakirodalom.

125 Az eljarés matematikai lépéseinek ismertetése soran az n megfigyelést jelenitjiik meg
altaldban p-nél alacsonyabb dimenziéban. A p valtozé skalazasa hasonld Iépések
alkalmazasaval végezhet6 el.
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Ahhoz, hogy egyértelmlii megoldast kapjunk, fel kell tételezniink, hogy a

n
koordinatdk éatlaga 0, azaz Z Xy = O minden j-re. Ez az egyszeriisités azt
r=1
eredményezi, hogy a (8.1)-ben megadott b, sor- és oszlopdsszegei is nullak lesznek.
Ezt felhasznélva, és (8.2)-t 6sszegezve a sorindex, az oszlopindex, majd mindkettd
szerint kifejezhetjik bt a tavolsdgmatrix elemeib6l az alabbiak szerint:

idi‘ =tr(B) +nb_ .ebbdl b, =>'di/n-tr(B)/n=d? —tr(B)/n
-1
(8.3)

> di=nb, +tr(B) ésb, => di/n-tr(B)/n=d’ -tr(B)/n (84)
=1

n n

>'>d2 = 2ntr(B) (8.5)
r=1s=1
ahol tr(B) a B matrix féatlobeli elemeinek Osszege, azaz a matrix nyoma, az
indexben szerepl6 pontok pedig a sor- és oszloptavolsagok atlagara utalnak.

1
Ha (2)-bél kifejezziik by —t: b, = 5 (b, +b, —d?)

és behelyettesitjik (8.3)-(8.5) atalakitott alakjait:
by, =%(df, +d2 —d? —d?) :‘71«1; —d2 —dZ +d2 66)

A koordinatdk szarmaztatasanak elsé Iépésében (8.6) szerint kettds centirozast
végeztiink. Most a B matrix sajatérték-sajatvektor dekompozicidjaval folytatjuk az
eljarast.

Ha (8.6)-ban négyzetes euklideszi tavolsagok vannak, akkor belathatd, hogy B
matrix szimmetrikus, pozitiv definit matrix, amelynek a rangja k. igy B-nek van k
darab pozitiv sajatértéke, melyek nagysdg szerint sorba rendezhet6ek
(Ai=Ap>.. M>0). Diagondlis matrixuk jele A. A hozzajuk tartozé egységnyi hosszu
sajatvektorok (vi,...vi) is kiszamithatok, és (nxk)-s matrixuk V. A tovabbi (n-k)
sajatérték zérus, ezért k dimenzios térben kapjuk meg a megoldast. Tehat B matrix
felbontasaval megkapjuk a keresett koordinatakat:

B=VAV' =XX", ahol X=VAY% (8.7)
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Megjegyzések a klasszikus skalazas eredményeinek értelmezéséhez

> Ha k<p, akkor az eredeti térnél alacsonyabb dimenzi6ji térben jelenitjik
meg a megfigyelt pontokat.

» Mivel a sajatvektorok eldjele tetszéleges, a szarmaztatott koordinatak
értelmezése nem mindig esik egybe az eredeti valtozok terének iranyaival.
(Példéul kétdimenzids térben nem varjuk el, hogy az elsé sik negyedben
legyenek a mindkét tulajdonség szerint ,,jobb” megfigyelések.)

» A koordinata tengelyek nem is azonosithatok kozvetlenil az eredeti
véltozdkkal. Tobbvéltozds  regresszid-szamitds  végezheté annak
megallapitdsara, hogy melyik valtozé milyen erds hatast gyakorol egy-egy
tengelyen mért koordinatakra.

> Ha a B métrix (8.6) szerinti el6allitiskor nem az euklideszi tavolsdgok
négyzeteit ismerjlk, akkor B nem pozitiv szemidefinit, és nem k, hanem n
darab sajatértéke lesz, melyek kozott lesz legalabb egy zérus'®, és lehetnek
negativok is. fgy nem egyértelmii, hogy hany nagy sajatérték van, és hany
dimenziéban kell kiszamitani a koordinatakat. llyenkor az javasolhato,
hogy annyi kis pozitiv sajatértéket hagyjunk el, hogy 06sszegik
megegyezzen a negativ sajatértékek dsszegével. igy a megmarado ,,nagy”
sajatértékek 0sszege egyenld lesz a matrix nyomaval.

> Bar a klasszikus skalazas robusztus az euklideszi tavolsagtél valo eltérésre,
nagy eltéré tavolsag mértékek hasznélata nem ajanlott. llyen esetekre nagy
negativ sajatérték, vagy sok kozepes méretii pozitiv sajatérték figyelmezteti
az alkalmazot.

A metrikus skaldzds és a fékomponens elemzés eredményei kdzott kdzvetlen
kapcsolat van, ha a korrelacios matrix felbontasat és az egységnyi varianciat

eredményezd sztenderdizalt euklideszi tavolsagok skalazasat vetjiik ossze. Ha az
(nxp)-s X matrix elemei az atlagtdl valo eltérések, és X rangja k<min(n;p), akkor az
X'X és az XX' szorzatmatrixok sajatértékei megegyeznek, sajatvektoraik viszont
killonboz6 elemszamiaak. Ha a normalizalt sajatvektorokat'®’ hasonlitjuk &ssze,
akkor egymasbol kozvetlenill eldallithatd eredményeket kapunk. Az i-edik
megfigyelésre vonatkozo fékomponensek score-0k (Xa;) négyzetdsszege éppugy A; ,
mint a skalazassal kapott koordinatdk négyzeteinek Osszege. A (8.8)-ban felirt
egyenldségben a sajatvektorok onkényes eldjelétdl eltekintiink:

JAv =Xa (88)

Ha az eredmények azonosak, akkor mikor alkalmazzuk a fokomponens elemzést, és
mikor a skalazast? Foékomponens elemzést célszeri végezni, ha az induld

126 | esz zérus sajatérték, mivel B minden soraban az elemek 8sszege nulla.
127 A komponensek négyzetdsszege =1.
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adatmatrixban n>5p, mert ekkor a (p*p) méretii X'X dekompozici6ja jelent kisebb
feladatot.

8.3. Ordinalis skalazas

Egyes tudomanyteriileteken, kiillondsen a pszicholdgidban eléfordul az, hogy a
kiilonbozéségek szamszert értéke kevésbé fontos, mint a kiilonbdzdségek sorrendje.
llyenkor az eredeti adatok helyett csak a rangszamokat hasznaljuk, és arra
toreksziink, hogy az n pont kdzott szarmaztatott tavolsagok (kozelségek, angolul
proximities=p*) 2-3 dimenziéban'® jo egyezést mutassanak a kiilsnbozéségekkel.
Ez a kdvetelmény nem elégséges ahhoz, hogy egyértelmii megoldast kapjunk, ezért
feltessziik, hogy pontjaink az origd koril helyezkednek el, és az origbtol mért
tavolsagok négyzetgydke egységnyi.

A nem-metrikus skaldzas iteracioval végezhetd. Feltételeziink egy kezdeti
konfiguraciét a p* dimenzids térben, e koordinatakbél a pont-parokra szarmaztatott
euklideszi tavolsagot (d,) szamolunk, és ezeket 0Osszevetjik a megfigyelt
kiilonbozéségekkel (). Ha a tavolsagok sorrendje megegyezik a kiilonbozéségek
sorrendjével, akkor megfeleld kezdeti konfigurdciot talaltunk. A tokéletes egyezés
ritkan érhet6 el, csak gyenge monotonitast koveteliink meg, azaz a kiilonbozéségek
azonossagat nem, csak a tavolsagok egyezését engedjiik meg:

ha 8,<d, , akkor d s < atu alljon fenn.

A d becsiilt értekét monoton regresszioval allitjuk eld. Ennek soran az egymassal
megegyez0 kiillonbozdségekre altalaban nem tesziink kiilon kikotést, mert az egyezd
kiilonbozéségekhez egyezd tavolsagok megkovetelése konvergencia problémat
okozhat. Monoton regresszi6 alkalmazasat mutatja a 8.1. tablazat és a 8.1. abra.

8.1. tdblazat: A kiilonbozdéségek rangsordhoz illeszkedd tavolsdagok becslése
monoton regresszidval

Kiilonbozéség 1 2 3 4 5 6 7 8
Tavolsag 4 2 5 3 7 5 8 6
Becsiilt tav. 3 3 4 4 6 6 7 7

128 1tt a tényleges dimenzi6szam nem ismert. A keresett dimenziészamot az illeszkedés
alapjan probalgatassal allapitjuk meg. Egyes szakteriileteken, pl. az archeoldgidban egy
dimenzids eredményt, azaz idébeli sorrendet hataroznak meg skalazassal.
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8.1. abra: A kiilonbozdéségek rangsordhoz illeszkedd tavolsagok

Ha novekvé kiillonbozoséghez kisebb szarmaztatott tavolsadg tartozna, akkor a
monoton regresszid vizszintes goérbe lesz, mert a becsléshez a tavolsagok atlagat
vesszilk. A gyakorlatban eléfordul, hogy csak tobb 1épéssel biztosithatd a gyenge
monotonitas.

A kezdeti konfiguracio megfeleld, ha az abbdl szamitott és a becsiilt tavolsagok
eltérése kicsi. Az illeszkedésének josagat a Kruskal altal javasolt célfliggvénnyel, a
Stress'?-fiiggvénnyel mérjiik:

1/2

S=|3(d, —dw ) /Y d? (8.9)

r<s r<s

Az S a [0;1] tartomanyon vesz fel értékeket, és Kruskal véleménye szerint S<0,05 jo
illeszkedést, S>0,20 gyenge illeszkedést jelent. Az illeszkedés josaganak
megitélésekor ne felejtsiik el azt, hogy n és p* is befolyasolja az S értékét. Tobb
pont vagy kevesebb dimenzi6 esetén nyilvan magasabb normalizélt rezidualis eltérés
négyzetdsszeg adodik.

A nem-metrikus skalazassal elért megoldas altalaban csak lokalis minimumot
szolgéltat, és nem mindig konvergal. Tobb kezdeti konfiguraci6t’*® érdemes
kiprébalni a kivalasztott p* dimenzidban, és a dimenziészam valtoztatasa mellett
érdemes figyelni az S valtozasat. Ha a dimenzioszam fliggvényében felrajzoljuk az S
alakulasat, akkor latjuk, hogy milyen jelentdés a Stress csokkenése a magasabb
dimenzidban.

129 STRESS= Standardized Residual Sum of Squares
130 ||yen kezdeti konfiguraciénak valaszthatjuk a metrikus skalazassal kapott koordinatakat is.
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Osszefoglalva megallapithatjuk, hogy a metrikus és az ordinalis skalazas hasonld
eredményre vezet, ha euklideszi tavolsagokbol indulunk ki, de nem euklideszi
tavolsagnal csak a nem-metrikus skalazas alkalmazasa javasolhato.

8.4. A megval6sitas lépései az SPSS**-ben

Az MDS térbeli koordinatak kiszamitasa és az abrazolas az

ANALYSE/SCALE/MULTIDIMENSIONAL SCALING lépéseket kdvetve
végezheto el.

A nyit6 oldalon el8szor azt kell megadni, hogy 1) az input tAvolsagmatrix, vagy 2)
az (nxp)-s X megfigyelési matrixbol szamitjuk a tavolsagot:

1) Data are distances

Ha tavolsagmatrixbdl indulunk, akkor a matrix alakjarol is informaciét kell adnunk,
mert a tavolsagmatrix lehet

o Négyzetes, szimmetrikus. Ekkor a sorokban és az oszlopokban ugyanazok
vannak felsorolva, ¢és killonbozOségliik az Osszevetés sorrendjétdl
fliggetlendl azonos. Ez a leggyakoribb tavolsagértelmezés.

o Négyzetes, aszimmetrikus. A sorokban és az oszlopokban most is
ugyanazok vannak felsorolva, de kiillonbozdségiik mértéke mas az also és a
fels6 haromszogben (pl. kilométerben és mérféldben is megadjuk két-két
varos tavolsagat).

o Haromszdg (Rectangular) alaku. llyen matrixunk van, ha az egyik csoport
minden eleme azonos tavolsagra van a masik csoport elemeitdl, és a
csoporton belli tavolsagokrél nincs informacionk. Formailag az X (nxp)
adatmatrix is ilyennek tekinthet6, mivel n altalaban nem egyezik meg p-vel.

2) Create distances from data
Ebben az esetben a listabol kivalasztjuk a valtozdkat.

a) Eldszor arrdl kell donteniink, hogy a megfigyelések (n darab) vagy a
valtozok (p darab) kozotti kiilonbséget mérjiik, mert az elsd esetben (nxn), a
masodikban (pxp, ahol p>3) lesz a tAvolsagmatrix mérete.

b) A valtozok mérési skalajat is meg kell adni, vegyes skala valasztasa nem
lehetséges.

> Intervallum ské&lan hat tavolsagmérték'*? valaszthat6, alapértelmezés

az euklideszi tavolsag. Valaszthatd négyzetes euklideszi, Csebisev,
city-blokk, Minkowski vagy ,,customized” tavolsag.

1'31 Az SPSS késébbi valtozatai altalaban kényelmesebbek, tobb lehetdséget ajanlanak fel.
Ugy tapasztaltam, hogy az MDS-ben ez nem sikerdilt.
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» Gyakorisagokra két mérészamot talalunk. A fliggetlenség feltételezése
melletti khi-négyzet és a phi-négyzet szamithato.

> Binaris skalan hat mértéket kinal a program. Ezek részhalmazat
képezik a klaszterezésnél megismert mértékeknek.

c) Sztenderdizalhatjuk az adatokat a valtozok szerint (alapértelmezés) vagy az
egyes eseteken belll hatféle értelemben.

A sztenderdizalassal kaphatunk

0 varhato értékli és 1 szoérasu z valtozot,
(-1,+1) tartomanyon mozgo értékeket, ha a terjedelemmel osztunk,

(0,1) kozott valtozo értéket, ha a minimumot vonjuk le minden értékbdl, és
a terjedelemmel osztunk,

egységnyi kiterjedésii relativ értéket, ha a maximalis értékkel osztunk,

egységnyi varhato értékli valtozot, ha az atlaggal osztunk (Ha az atlag
zérus, minden megfigyeléshez egyet hozzaadunk.),

egységnyi szorasu valtozot, ha a szérassal osztunk.

A Model meniipont vezet el a modellvalasztashoz, ahol el§szor a modell mérési
szintjét adjuk meg.

a) Level of Measurement

Ordindlis szinten mért adatokra a Kruskal-féle nem-metrikus skalazast
hajtjuk végre monoton transzformaciéval.

Intervallum vagy aranyskalat valasztva metrikus skalazast végziink.

b) A skalaz6 modellek masik lehetséges csoportositasa attol fiigg, hogy hany
matrixunk van.

Euklideszi tavolsag modellt valasztunk, ha egyetlen matrixunk van. Ekkor
klasszikus skalazast (KMDS) hajtunk végre, amely lehet metrikus és nem-
metrikus is.

Ha tobb - azonos méretii - matrixunk van, amelyek az egyéni
kilénbségeket™ irjak le, akkor INDSCAL eljarést végziink.

132 A tavolsagmértékeket a klaszterelemzésnél részletesen targyaltuk. Emlékeztetdiil: a
customized tavolsag a koordinata eltéréseket p-edik hatvanyra emeli, majd ezek 6sszegébdl r-
edik gyokdt von. A p és r megfeleld megvalasztasaval a tobbi tavolsagot megkaphatjuk,
kivéve a Csebisev mértéket, amely a maximalis koordinéta-eltéréssel egyenld.

138 Az egyéni kiillonbségek eredhetnek abbol, hogy kiilonbozé idépontokban, kiilonbozé
feltételek kozott mériink valamit, vagy killonboz6 végzettségli emberek véleményét
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c) A tavolsagmatrix egyes elemeinek értelme fligghet attol, hogy a matrix mely
részében talalhatd. Errdl adunk informacidt, ha a ,,Conditionality” 3 lehetdsége
kozil valasztunk.

d)

Matrix: szimmetrikus tavolsagmatrix, ez az alapértelmezés. Az eltérések
azonos mérési skalan kertiltek szamszertisitésre.

Row: a sorokban példaul kiilonb6z6 szakértoket sorolunk fel, akiknek a
szubjektiv itéletei alapjan mérjik egyes termékek hasonldsagat, és
feltételezziik, hogy a szakértdk eltérd skalat hasznédlnak. (Aszimmetrikus és
haromszdg matrixokra hasznalhato.)

Unconditional: akkor hasznaljuk, ha tobb azonos méretii métrixunk van. igy
példaul harom-utas faktorelemzést is végrehajthatunk, ha intervallum vagy
arany skalan mért adatok tavolsagat szamitjuk.

A modellspecifikacio negyedik fontos Iépése a dimenzi6szam

meghatarozdsa. Minimum (1 az alapérték) és maximum (6) adhaté meg. E két
értékre és koztik minden egész szdmra megkapjuk az eredménytablakat.

Opcidk a skalazasban

Az opciodk kdzott abrakat valaszthatunk, és konvergencia kritériumot allithatunk be.

a)

b)

Abrak:

Group plots: egy kozos térben abrazolja a pontokat a kiszamitott
koordinatak alapjan. Annyi &bra készil, amennyi a tér dimenzidjanak
mértéke a megadott minimum és maximum ko6z6tt. Egydttal kapunk egy

pontdiagramot is, amely az eredeti tavolsdgok (x tengely) és az MDS
térbeli tAvolsagok (y tengely) illeszkedését mutatja.

Individual subject plot, szimmetrikus tavolsagmatrixra kérheto.

Adatmatrix megjeldlése esetén az induld és a skalazassal kapott
tavolsdgmatrixot latjuk Kkinyomtatva. Ezek illeszkedését mutatja a
pontdiagram.

Modell és 0Osszegzés: az eredményt befolyasold beallitdsokrol ad
Osszefoglalot. Akkor célszeri hasznalni, ha tobb futtatds késziil, és igy
latjuk, hogy miben killénbdznek egymastol.

Harom kritérium bedllitasat valtoztathatjuk meg. Az a kdvetelmény allitja
le az iteraciot, amelyik el6szor teljestil.

S-stress konvergencia: Leéll az iteracios eljarés, ha a célfliggvény (S-stress)
valtozésa kisebb, mint 0,001. Kisebb szdmmal pontosabb megoldést

kérdezziik, stb. Az Individual Differences Scaling roviditésébdl ered az eljaras INDSCAL
elnevezése.
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kapunk, nagyobb érték megadasaval rovidebb a szamitasi id6. Zérus
megadasaval 30 iteracios lépést hajt végre az SPSS.

e Minimum S-stress: ledll a program, ha (az alapértelmezés szerint) 0,005
alatti S célfliggvény-értéket kapunk. Gyakorlati szabaly, hogy kivalé az
illeszkedés, ha S kisebb, mint 0,05. Ez vagy egy nagyobb érték kevesebb
iteraciot igényel. Barmely 0 és 1 kdzti szam megadhat6.

e Maximalis iteraci6 szam: 30 az alapérték, de ndvelheto.

Alapbeallitds szerint a nullanal kisebb tavolsagokat hidnyz6 adatként kezeli az
SPSS.

8.5. Az eredmények részletezése, értelmezése

Budapest 23 kerlletének vizét jellemeztik 4 valtoz6 mentén, és euklideszi
tavolsagot szamitottunk a sztenderdizalt valtozdkra. 2 és 3 dimenziés megoldast is
kértlink az 6sszehasonlitas érdekében.

Mivel magasabb dimenzidban tokéletesebb az illeszkedés, mindig a maximalis
dimenzidszamhoz tartozé megoldast kapjuk meg el8szor. Mivel az output nem
tagolt, szamokkal tordelve, szakaszosan fliziink megjegyzéseket az eredményekhez.
1) A hdromdimenziés megoldéas

Az iteracid a 3. 1épésben leéll, mert a célfliggvény csokkenése kisebb, mint egy ezred.

Iteration history for the 3 dimensional solution (in squared distances)
Young's S-stress formula 1 is used.

Iteration  S-stress  Improvement

1 ,04234
2 ,03342 ,00892
3 ,03308 ,00034

Iterations stopped because

S-stress improvement is less than ,001000

Stress and squared correlation (RSQ) in distances

RSQ values are the proportion of variance of the scaled data (disparities)
in the partition (row, matrix, or entire data) which

is accounted for by their corresponding distances.

Stress values are Kruskal's stress formula 1.

For matrix

Stress = ,02618 RSQ = ,99630

Az illeszkedés harom dimenzidban kivald, S=0,02618 kisebb, mint 0,05. Az adatok
és a tavolsagok megfelelését méré R? nagyon magas: 0,9963
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2) A koordinatak
A vetiileteket megkapjuk harom dimenziéban, de sajnos kozvetleniil a ,,mentés”

nem lehetséges.

Configuration derived in 3 dimensions
Stimulus Coordinates
Dimension
Stimulus  Stimulus 1 2 3
Number  Name
1 1,2151 1,1148 ,2766
2 ,3576 ,8341 1,2442
3 1,7544 -3214 -,1385
4 ,9237 -1,0688 -,2229
5 ,6276 2,9403 ,0390
6 1,0598 -,6098 -,7026
7 ,6630 -,8249 -,2454
8 -,3203 -1,5557 1,2401
9 -,8091 -9016 1,2216
10 1,1973 ,0522 -1,0767
11 -,4442 1,1190 -,6994
12 ,6089 1,2245 8052
13 ,6436 -,1807 ,0765
14 ,5090 -,3929 ,6542
15 ,6622 -,6255 -,1427
16 ,9285 -,8751 -,1241
17 ,5104 -,0429 ,0703
18 ,0396 -,0856 -,2694
19 -,8464 -7769 -1,1336
20 -1,4968 1,1220 -,4716
21 -1,9283 ,0073 -,5381
22 -2,8726 ,1205 ,6089
23 -2,9831 -,2731 -,4715
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3) Az iteréacid lépései
A kétdimenzids iteracid is a harmadik Iépésben all meg.

Iteration history for the 2 dimensional solution (in squared distances)
Young's S-stress formula 1 is used.

Iteration  S-stress  Improvement

1 ,16331
2 14217 ,02114
3 ,14173 ,00044

Iterations stopped because

S-stress improvement is less than ,001000

Stress and squared correlation (RSQ) in distances

RSQ values are the proportion of variance of the scaled data (disparities)
in the partition (row, matrix, or entire data) which

is accounted for by their corresponding distances.

Stress values are Kruskal's stress formula 1.

For matrix Stress = ,12402 RSQ = ,93216

Az illeszkedés a dimenzidcsokkenés miatt romlott, S=0,124 értéke 0,10 és 0,15 kozé
esik, itt kozepes illeszkedésrol beszéliink. A tavolsagok determinaltsaga 93,2%.

4) A kétdimenziés koordinatak

Ezek természetesen nem egyeznek meg a haromdimenziés megoldas elsé két
tengelyére vonatkozo6 koordinatakkal.

Stimulus Coordinates

Dimension 1 2

1 VARl 10377 ,9246
2 VAR2 ,3620 1,0082
3  VAR3 14920 -,2629
4 VAR4 ,8007 -,8864

5 VAR5 ,5252 2,5081
6 VARG ,9701 -,5448

7 VAR7 ,5713 -,6737
8 VAR8  -2607 -1,5925
9 VAR9 -8046 -1,0084
10 VAR10 1,2050 ,0636
11  VAR1l -4095 1,0159
12 VARI12 5454 1,1262
13 VAR13 /5318 -,1242
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14 VAR14 4737 -,3509

15 VAR15 5610 -,4893

16 VAR16 ,7986 -,7019

17 VAR17 4160 -,0153

18 VAR18  ,0301 -,0453

19 VAR19 -8319 -,8313

20 VAR20 -1,2869 ,9575

21  VAR21 -1,6589 ,0195

22 VAR22 -2,4946 1221

23 VAR23 -2,5737 -,2187

5) Csoporttérbeli abra

Dimenzionként kapjuk a csoporttérbeli abrakat. Itt csak a kétdimenzios térképet
mutatjuk be. Feliratozast nem lehet valasztani, a megfigyeléseket mindig
sorszdmokkal azonositjuk (8.2. 4bra).

Derived Stimulus Configuration

Euclidean distance model

3
case 5
[m]
2
case, 12
case 20 case 11 casaeea case 1
1 o = = L
case 22 |5 21 s cpse 10
0 case™®3 o cas¢ Lsedi3 =) n.
) $a:i CAaAST™O
o Cga % ase¢ 6 [m]
Cheak
o~ case 19 riaw]é
= ¢ase 9 =
e -1 =]
w
S case 8
= =]
a -2
-3 -2 -1 0 1 2

Dimension 1

8.2. abra: MDS térkép két dimenzidban

6) Az eredeti és a szamitott tavolsagok egyezésének pontdiagramja
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Az abran is lathatd, hogy nem tokéletes az illeszkedés, mert eredetileg relative tavol
levd pont-par (disparitas=2) nagyon kozel keriilt a skalatérképen (distance= 0,1). A
haromdimenziés megoldas pontdiagramjan a tavolsag-parok szinte tokéletesen a 45
fokos egyenesen fekszenek. (8.3. bra)

Scatterplot of Linear Fit

Euclidean distance model

5
4 O|
B
é“r?:
3
2
:FI
8 1
2 Fag
g a8 |°
'5 0 ?’ ol
-1 0 1 2 3 4 5
Disparities

8.3. abra: Az eredeti és a szamitott tAvolsagok egyezése

8.6. Az egyéni kulonbségek skalazasa (INDSCAL)

Az MDS alkalmazasanak kiilonosen fontos esete az, amikor tobb iddpontra
vonatkozo megfigyelésiink van, vagy kiilonb6z6é koriilmények ™ kozott gytijtottiink
adatokat, vagy tébb egyén véleményét ismerjiik.

Ha az n szamu megfigyelést a p valtozo terében tobb iddpontban mértiink, akkor 3
dimenzids adattombink van, amelyben az altalanos elem x; , ahol i=1,...,n a
megfigyelések indexe, v=1,...,p a valtozok azonositoja, és t=1,...,T az idépontokat
jelzi. Ha nem az id6beni kiilonbségek a dontek, hanem a megfigyelés koriilményei,
vagy az egyéni vélekedések, akkor ezt a k index jelzi az x, jeldlésben, ahol
k=1,...,K.

Most is adddhat olyan feladat, amelyben a megfigyelések, vagy a p szdmui véltoz6
kapcsolatrendszerét, a koztik levd tavolsag vagy hasonldsdg alapjan vizsgaljuk,

1% Fizikai kisérleteknél ilyen pl. a hdmérséklet valtoztatasa, egy kezelés vagy beavatkozas
el6tt és utan vald mérés, a biztositismatematikaban a technikai kamatlab kiilonb6zé mértéke
mellett elvégzett szamitasok.
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tehat (nxn) vagy (pxp) méretii kiilonb6zoségi matrixbol all rendelkezésiinkre tobb,
amelyeket kiilonb6z6é iddpontokban, kiillonbozo feltételek teljesiilése mellett

gylijtottiink. Input matrixunk tehat haromdimenzios. Altaldnos eleme 5 jk, ahol i és ]
az 6sszehasonlitott eseteket vagy valtozokat, k pedig a matrix harmadik dimenziojat,
az egyént, az id6t vagy a koriilményt jeloli.

Az idépontok vagy a kornyezet valtozasa altalaban befolyasolja a valtozok vagy
megfigyelések kapcsolatrendszerét, és ez a hatas gy jelenik meg, mintha az egyes
idépontokban mas és mas sulyt rendelnénk a kdzos MDS térkép koordinataihoz. Ezt
a stlyozott euklideszi modellt nevezzilk az egyéni kilonbségek skalazasanak, ahol a
kiilonbozoségek stabilitasat vizsgalhatjuk gy, hogy az ismétlédéen megfigyelt
matrixokra az egyéni kulénbségeket feltaré INDSCAL eljarast alkalmazzuk.

A szamitasok soran elballitjuk a k6zos dimenzids térben az MDS koordinatakat,
amelyek azt a helyzetet tiikrozik, amikor az ismétlddéen rendelkezésre allo matrixok
szisztematikusan nem kilénboznek. Az egyedi y koordinatdk kozott kozonséges
euklideszi tavolsagot szadmitunk, és ezen t&volsagok (monoton vagy lineéris)
fiiggvényei az eredeti kiilonbozéségek:

. 1/2
Ok = f(dijk)- ahol dijk :(z<yiks _yjks)zj
s=1

A kozos tér feltételezésére tett hipotézist ellendrizziik azzal, hogy az egyes
idépontok vagy koriilmények kozott mért adatokban rejlé egyediséget kifejezziik, és
mint az MDS tengelyekre vonatkoz6 sulyokat szamszertsitjiik.

Az egyedi terek (y) és a csoport tér (x) kozott az egyedi sulyok teremtenek
kapcsolatot:

Yis =4 Wis X €5 Yis =/ Wis X

ezert a kdzos térben mért tavolsag a sulyozott k6zos koordinatakbdl is eléallithato:

r 1/2
dijk = (Zwks (Xis - st )Zj
s=1

A w sily tehdt a k-adik egyénre (iddpontra vagy koriilményre) és az MDS
koordinatara vonatkozd, 0 és 1 kdzotti szam. A sUly négyzete az s-edik dimenzio
fontossagat fejezi ki. A sulyok sor-négyzetdsszege determinacios egyttthatdként
értelmezhetd, és a k-adik ,,egyén” tavolsagai és kiilonbozoségei kozti megfelelés
mértékét fejezi ki.

2 Wi =R¢
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Minden egyén sulyai egy (rxr) méretii diagonalis Wy matrixba rendezheték.

8.7. Az INDSCAL megvaldsitasa az SPSS-ben

A futtatas beallitdsa megegyezik az alapbeallitassal, két kiegészitéssel:

e a ,Modell” gomb alatt kell jelezni, hogy tobb azonos méretii matrixunk van,
ezért egyéni kuldnbségeket skalazunk,

o tovéblgg az ,,Opcidk” részben az abraknal kérjik az ,.Individual subject plot”

abrat™.
Az eredmények attekintése kdzben részletezziik az illeszkedés jésaganak mutatdit.

A WORLD95 adatokat futtatjuk, 4 valtozé hasonlosagat tarjuk fel INDSCAL-Ial,

sz

Vaéltoz6ink: irastudas, varosi népesség aranya, férfi és ndi varhaté élettartam. A
valtozokat sztenderdizéljuk, euklideszi tavolsagot szamolunk, és 2 dimenzids
megoldast kériink.

Az eredmények részletezése, értelmezése

Az eredményeket a klasszikus MDS-hez hasonlé szerkezetben kapjuk, ezért most is
tagoljuk.

1) A célfiiggvény valtozasa az iteracid soran

Young's S-stress formula 1 is used.
Iteration  S-stress  Improvement

0 ,17198
1 ,15957
2 ,15683 ,00274
3 ,15654 ,00029

Iterations stopped because S-stress improvement is less than ,001000
RSQ values are the proportion of variance of the scaled data (disparities)
in the partition (row, matrix, or entire data) which
is accounted for by their corresponding distances.
Stress values are Kruskal's stress formula 1.

Matrix Stress RSQ Matrix Stress RSQ

1 214,803 2 ,146 ,935
3 ,044 988 4 ,134 ,934
5 ,076 970 6 ,234 ,699

135 Az SPSS az egyedi tereket nem rajzolja le.
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Averaged (rms) over matrices
Stress = ,15664 RSQ = ,88810

Az illeszkedés josagara adott korabbi mindsitést itt nem alkalmazzuk, mert a kzos
térben nem varunk el az egyes régioktol jé illeszkedést. Harom Iépés utdn mar nem
javul jelentésen az illeszkedés. Régionként nézve a 3. térségben kivalo, az 5.
térségben jé az illeszkedés.

A végsé Stress (0,15664) nem a régios célfiiggvények atlaga, az R-négyzet (0,8881)
viszont az egyes csoportok mérdszamainak egyszerli szamtani atlaga, tehat a 89%
azt jelenti, hogy atlagosan jo az illeszkedés.

2) Koordinatak a kozos térben

Configuration derived in 2 dimensions
Stimulus Coordinates

Dimension
Stimulus 1 2
URBAN  -1,0130 -1,4641
LIFEEXPF  ,9989 ,2403
LIFEEXPM 1,0010 -,1126
LITERACY -9869 1,3364

A wWNPE

Ezek alapjan késziil el a kdzos térben az adbra, amelybdl az egyedi sulyok gyokével
szorozva az egyedi terekben a valtozék abrazolhatok.

3) Az egyedi sulyok és a ,,weirdness” (W) index

Subject Weights
Subject Weirdness Dim 1 Dim 2

1 ,6807 8741 ,1980
2 ,9029 9649 ,0652
3 ,7561 ,2130 ,9709
4 ,0843 7641 5914
5 ,7032 2554 9510
6 ,0709 6557 5184
Overall importance of each dimension: 4699 4182

Az egyedi sulyok négyzetgyokével szorozzuk a kozods koordinatdkat az egyes
dimenzidkban. A szamokbdl lathatd, hogy a 2. régio (Kozép-Kelet Eurépa) adja az
els6 tengelynek a maximalis sulyt, az 5. régio (Kozel-Kelet) pedig a legkisebbet. A
masodik tengely fontossagat a 3. és az 5. régi6 hangsulyozza magas sullyal.
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Az egyes dimenziok altalanos fontossdga megegyezik a dimenziéd sulyok

6 6
négyzetdsszegének egy csoportra esd atlagaval: Z W2 /6> Z w2, /6
k=1 k=1

A szamitasok természetébdl adodik, hogy az elsé dimenzié fontosabb (0,4699), mint
a masodik (0,4182).

A dimenzié-saulyok el6tt allo W-indexek 0 és 1 kozott vehetnek fel értéket.
Ertelmezésiikhdz révid Utmutatast is ad az output. A minimumot akkor kapja az
»egyén” (esetlinkben egy régid), ha a stlyai az atlagos sulyokkal aranyosak. Most a
6. régioé a legkisebb index (0,07), ami arra utal, hogy itt szokasos, atlagos a
valtozdk kapcsolatrendszere. (A 45° egyeneshez kozel fekszik a stlyt jelzd pont.)

A maximumhoz kozeli index azt jelzi, hogy az adott régié sulyaranya nagyon
szokatlan, az atlagtol erésen eltéré. Egy az index, ha csak egyetlen tengelyre
vonatkozik nagy suly, a tébbi tengelyhez kicsi sulyt rendel az egyén. Példaként a 2.
régié emlithetd.

A stlyok terének értelmezése figyelmet igényel. Itt nem a sulyok kozti tavolsag,
hanem az origdbdl a sulyt jelold ponthoz huzott vektorok kozott bezart szogeket
értelmezzik. Ha kicsi a bezart sz6g két suly-vektor k6zott, akkor mondhatjuk, hogy
a két egyén hasonléan silyozza a dimenzidkat. A 45°%gyeneshez kozeli vektor
tipikus, az att6l tavoli vektor sajatos stlyt jelez.

A W-index kiszamitasahoz a stly-vektort normalizaljuk***:

K

Wy, = W, /(Z Wksj és egységnyi hosszill, vele linedrisan Osszefliggd vektort
k=1

allitunk eld:

r 1/2
v =W /(z (wklfj
s=1

Az egyéni suly-vektor és a 45° egyenes altal bezart sz6g radianja kiszamithatd, ha
figyelembe vessziik, hogy a maximalis szdg radianja a dimenziészdmbol hatarozhaté
meg: cos™ (r 12).

A W-index (WI) kEplete WI = (COS*1 [r -1/2 ] (i Vks j) /(Cosfl (r—1/2 ))

4) Az egyedi hatasok linearis mértéke: Flattened Weights

Mivel az egyedi sulyok kozotti szogek értelmezheték, nem a sulyok koordinatai,
ezért a szogekbdl UGjra pontokat szarmaztatunk, hogy a koztiik 1athatd tavolsagokat

1% A normalizalt stlyokat nem kapjuk meg, de az index kiszamitasahoz elvégzi az SPSS a
szamitast.
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értelmezni tudjuk. Ezeket a ,lapitott” sulyokat (r-1) dimenzidba valé vetitéssel
kapjuk, és az egyénekre is (r-1) dimenzioban jelennek meg. Az (j stlyok linearisan
értelmezhetdk, és Osszegiik minden tengelyre zérus. Példankban a két dimenzids
stly-térben mindkét tengellyel 45° szGget bezard egyenest hlizunk, és erre vetitjilk a
régiok sulyait. Az atlagos sulyd régié most nulla-kdzeli F-salyt kap, az els6 tengelyt
preferalokhoz nagy pozitiv, a masodik tengelyt kiemel6khoz pedig nagy negativ

stlyt rendel az eljaras.
5) Abrék az INDSCAL-ban
a) Csoport térben lathatok a valtozok (8.4. dbra) vagy a megfigyelések.

-1,0

-1,5

vlnensn £

Derived Stimulus Configuration

Individual differences (weighted)

peopte—vviyoTead (o6
=)
average female life
= =}
average nhale life e
= =}
people living in cit
-1,5 -1,0 -,5 0,0 ,5 1,0 1

Dimension 1

8.4. dbra: A véaltozdk kozelsége
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b) A régiok eltéréen sulyozzédk az egyes tengelyeket (8.5. &bra).
Derived Subject Weights

Individual differences (weighted)

3
1,ODE

oA

oo

anN

Dimension 2

,2 4 ,6 ,8 1,C
Dimension 1

8.5. abra: A régiok tengely-sulyai

€) A killonbozdségek és a tavolsagok linearis illeszkedését mutatd abra
megegyezik a klasszikus MDS éabraval, ezért kiilén nem kozéljik.

d) A lineéaris stlyok abraja — egy dimenzidban a 8.6. abran lathato.
Flattened Subject Weights

Individual differences (weighted)

1,8 -
1,5 p- o
0
1,3
1,0 e
.8
.5
.3 €
0,0
-.3
-5
-~ _.8
=) L
= -1,0 %
=
= -1,3
= .15 i
-.6 -4 -2 -,0 2 A4 6

One Dimensional Plot

8.6. abra: A tengely-stlyok egy dimenzios vetiiletei
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A 4. és a 6. régio linearis (Flattened) jelz6szamai az origd kdzelében egymasra
esnek, mert sulyaik nagyon kozel keriiletek az egy dimenzidba torténd vetités soran
egymashoz.

8.8 Onallo elemzési feladatok

A Kényszerértékesités.sav adattablazat alkalmas az egyéni kilénbségek
megjelenitésére, akar a negyedévek, akar a teriileti kiilonbségek szerint bontjuk meg
a mintat.

1) Mutassa meg, hogy idében — azaz az 6t negyedév szerinti bontasban vizsgalva
az egyéni kiilonbséget, eltéré-e a négy valtozod

a. x1: Kvota alapja (db),

b. x2: Kvota alapjan kijelolhetd maximum (db),

c. x3: Kényszerértékesitésre kijelolt (db),

d. x4: Kvotakihasznaltsag (%) kozotti kapcsolatrendszer.

2) A regionalis kiilonbségek statisztikai jelentGségét is feltarhatja az MDS
eljarassal, ha a megyék szerint méri a négy valtozo

a. x1: Kvota alapja (db),
b. x2: Kvota alapjan kijelolhetd maximum (db),

c. x3: Kényszerértékesitésre kijelolt (db),

o

x4: Kvotakihasznaltsag (%) terében az egyéni kiildnbségeket.
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