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10. fejezet

FUGGELEK

10.1. Matematikai statisztika, geostatisztika
10.1.1. A matematikai statisztika szerepe a térinformatikaban

A matematikai statisztika a valészinliség-szdmitdsnak az a fejezete, amely
megfigyelések é€s mérések eredményeibdl (statisztikai adatokbdl) kovetkeztet
valdszinliségekre vagy eloszlasfiiggvények ismeretlen paramétereire (Termé-
szettudomanyi lexikon, 1967).

Matematikai statisztikai eljardsokat a térinformatika szdmos feladatdnak
megoldasakor felhaszndlnak. Példaként emlitjiik a kovetkezSket:

m vonatkozdsi rendszerek kapcsolatit jellemzd transzformdcids egyenletek
paramétereinek meghatarozasa,

m adatgy(jtési eljarasok mindségellendrzése,

m kiilonbozd jellegii elemzési, megjelenitési feladatok megoldasa.

A matematikai statisztikai mdodszerek alkalmazasakor altalaban a kovetkezd
tipusu részfeladatok fordulnak elé:

= mintavételezés,
m paraméterbecslés,
m hipotézisvizsgélat.

A matematikai statisztikai eljarasokat szokds a kovetkez6képpen csoportosi-
tani:

m egyviltozods,
= kétvaltozos,
= tobbvaltozos
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eljarasok. A térinformatikdban a leggyakrabban az egy-, illetve kétvaltozos
eljarasokat alkalmazzék.

A fiiggelékben a szokdsos matematikai statisztikai eljardsok mellett kiilon
foglakozunk:

m alegkisebb négyzetek mddszerével,
m az interpoldcios eljarasokkal,

m a sziirési eljarasokkal,

m 2 geostatisztika alapjaival.

10.1.2. A mintavételezés

A mintavételezés célja valamely alapsokasdgbdl egy tovabbi feldolgozasra
keriil6 rész (az tin. minta) kivalasztdsa. A mintat gy kell megvalasztani, hogy
abbdl az alapsokasdg egészére megbizhat6 kovetkeztetéseket lehessen levonni.
A mintavételezés mindsége meghatarozza a kés6bbi tevékenység minSségét is.

A térinformatikai mintavételezés Longley (2011) alapjén lehet:

véletlenszerd,

szisztematikus, azonos racsmérettel,
szisztematikus, valtozo racsmérettel,
klaszteres,

izovonal menti.

A felsorolt eseteket szemlélteti a 10.1. dbra.

A felsoroltak mellett els6sorban mindségellenérzéskor alkalmazzdk a szek-
vencidlis mintavételezést is. A szekvencidlis mintavételezéskor — amelynek el-
méletét Abraham Wald magyar szdrmazasi matematikus dolgozta ki — a vizs-
gdlatot kis elemszdmui mintdval kezdjiik, s az annak alapjdn végzett szamitds
eredményét felhasznalva dontiink tjabb mintaelemek kivalasztasarol.

A mintavételezés eredményeként 1étrejovd minta elemeit a tovabbiakban va-
16szintiségi valtozoknak tekintjiik.

10.1.3. Paraméterbecslés

Egyvdltozos eset

Induljunk ki az egyetlen valtozoéra vett xy,xz,...,x, mintibol. Egyvaltozés
mintét alkothatnak valamely objektumosztily objektumainak azonos tipusu att-
ribdtumai. Példaul mintaelemnek tekinthetjiik egy iizleti céli térinformatikai
rendszerben a vizsgélt telepiilések népességét.

A minta jellemzésére felhasznalhat6 els6 mennyiség a minta D terjedelme.

D = Xmax — Xmin,
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ahol xpmax = max(x;), Xmin = min(x;).

A paraméterbecslés megkezdése el6tt a minta alapjan gyakran el8allitjak az
eloszlas tapasztalati siirliség fiiggvényét, az Gn. hisztogramot. A hisztogram
— mint azt a 8. fejezetben leirtuk — egyrészt alkalmas a szemléletes megje-
lenitésre, masrészt egyszeriibbé teheti a kés6bbi szamitdsokat. A hisztogram
el6allitasakor a minta terjedelmét k osztalyra bontjdk oly médon, hogy a legki-
sebb mintaelem az elsd, a legnagyobb mintaelem az utolsé osztilyba essék. Az
osztalyok szamanak és az osztépontok helyének meghatirozdsara nincsen pon-
tos el6irds. Az osztilyok k szdmédnak meghatdrozdsdra kiilonboz6 szabdlyokat
ajanlanak, amelyek koziil a kdvetkezdket mutatjuk be:

5<k<12,
k < 5log(n),
k~n'/?

Az els6 Osszefiiggés a kisebb elemszdmu mintadk esetén, a két utébbi pedig a
nagyobb elemszamu mintdk esetén hasznalhat6. Gyakorlati szempontbdl el6-
ny0s, ha a z; osztopontok kerek értékiiek, €s az egyes z; —z;—| intervallumok
(osztalyok) azonos méretlieck. Az egyes osztdlyokba es6 mintaclemek szama
adja meg az osztdlyhoz tartoz6 abszolut gyakorisagot. Példdul a z; —z; | inter-
vallum 4ltal meghatarozott j-edik osztily esetén az abszolit gyakorisdg legyen

fi(x).

A relativ gyakorisag a kovetkezd:
hj(x) = fi(x)/n
A relativ gyakorisdgot gyakran szdzalékosan adjdk meg:
pj(x) = hj(x)-100%

A felsorolt gyakorisdgokat grafikusan dbrdzolva jutunk a hisztogramhoz. A sfi-

rliségi hisztogram eldallitdsakor az egyes osztdlyok z;, zj—1 hatdrpontjai folé

2

h;(x) magassagu téglalapot rajzolnak. A siirliségi jelz6t azért hasznaltuk, mivel
az f;(x) értékek alapjdn is lehetséges hisztogramszerkesztés, ez utébbit gyako-
risdgi hisztogramnak nevezik.

Egyetlen valtozé esetén a paraméterek részben a véltozok valamely jellemz6

sz 2 7 2 sz 2

értékkel torténd helyettesitésére, részben a jellemzd érté€ktdl torténd eltérés mér-

7 2z

tékének tiikkrozésére szolgdlnak. Az emlitett példdban ilyen jellemzd érték lehet
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a telepiilések atlagos népessége. A most leirt jellemzd értékek lehetnek a ko-
vetkez8 paraméterek:

= mintakozép: a = 1/nLx;

m moédusz: a leggyakrabban el6fordul6 érték (a hisztogram maximuma),

m medidn m,: az Un. rendezett minta kdzepe.

A rendezett mintét az eredeti mintdbdl igy nyerjiik, hogy a minta elemeit no-
vekvd sorrendbe rendezziik:

*

X <x<...<x;

Han =2m+ 1, akkor m, = x;,_ ;.

Ha n = 2m, akkor me = 1/2(x;, + x5, ).

A harom jellemz8 paraméter koziil legtobbszor a mintakozepet hasznaljak.
Ha feltételezhet6, hogy a minta elemeinek valamelyikét jelentSs hiba terheli,
akkor célszer(ibb a medidn vagy a médusz hasznélata.

A minta elemeinek a mintakdzéptdl vald eltérésének jellemzésére szolgdld
mennyiségek:

® a (tapasztalati) variancia: s*> = (1/(n—1))Z(x; — a)?
= a (tapasztalati) szérds: s = (s2)'/2

A sz6rést a variancidbol vont négyzetgyok pozitiv értékeként értelmezik.
A matematikai statisztikai szakirodalomban a (tapasztalati) variancia szami-
tdsdra hasznéljdk az
s* = (1/n)Z(x; — a)?

Osszefliggést is. Az igy szdmitott érték az elméleti variancidnak dn. torzitott
becslése. Ha n értéke nagy, a két osszefiiggés gyakorlatilag egyenértékdi.

A levezetett paraméterek az eredeti sokasag ismeretlen paramétereinek becs-
lései. Példaul a mintakézEép a varhatd érték becslése. A tapasztalati jelzd az
ismeretlen elméleti értékt6l valé megkiillonboztetést szolgdlja.

Kétvdltozos eset
Két valtoz6 esetén a minta elemei a kovetkezdk:
x17x27 . '7xn,
V1:Y25+-¥n
Az el6bb emlitett iizleti céld rendszerben kétvaltozés mintét alkothat az egyes
telepiilések népessége és az egy fore esd személygépkocsik szdma a telepiilése-

ken. A minta elemeihez rendelt osztdlyok grafikus dbrdzoldsa a hisztogramhoz
hasonl6é médon, de két dimenzidban torténhet.
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A kétvaltozés mintadt jellemzd paraméterek:

m az egyes vdltozokra kiilon-kiilon az egyvéltozds esetnél bemutatott médon
kiszdmitott varhat6 értékek (a,, a,) és szordsok (s,.,s,),
= a két véltozo kapcsolatét jellemzd (tapasztalati) kovariancia:

Cry = (1/(11 - 1))2(()6, _Qx)(yi _Qy))
A tapasztalati kovariancia tetsz6leges értékeket felvehet, ezért nehezen értel-

mezhetd. A konnyebb értelmezhetdséget szolgilja a (tapasztalati) korrelacids
egylitthaté:

Ty = Cyy/ (855 )

A korrel4cids egylitthatéra igaz a kovetkez6:

—-1<r,<+1
Fliggetlen valdszintiségi valtozok kozotti korreldcids egyiitthaté értéke 0. (Ez
az allitds azonban nem fordithaté meg, azaz ha két valészintiségi valtozé ko-
zotti korreldcids egyiitthaté 0, abbdl még nem kovetkezik, hogy a valtozék
fliggetlenek). A +1 és a —1 érték azt jelzi, hogy a valtozok kozott linedris
fliggvénykapcsolat 4ll fonn. A + el6jel azt mutatja, hogy az egyik valtozé no-
vekedése a masik véltoz6 novekedését vonja maga utdn. Emlitett példankban
a korrelécids egyiitthat6 arrdl nyyjthat felvildgositdst, hogy kapcsolatban van-e
az egyes telepiilések népessége az egyes telepiiléseken egy fére juté gépkocsik
szdmdval. A szakirodalomban a korreldcids egyiitthaté mellett taldlkozhatunk
az r? determinisztikus index fogalmdval is, amely 0 és 1 kozotti értékeket vehet
fel. Minél kozelebb van a determinisztikus index értéke 1-hez, annal szorosabb
a mennyiségek kozotti kapcesolat.

A linedris fiiggvénykapcsolatot leir6 egyenes az Uin. regresszids egyenes,
amelynek egyiitthat6i az eddig levezetett paraméterekbdl meghatdrozhatdk. Le-
gyen az egyenes

Y=mX+b

alaku, ahol m = Tyy 'Sy és b= a, —ma,
Regresszids egyenes képét tiintettiik fel a 8.2. dbrdn. A regresszids egyenes

mellett egyéb fiiggvénykapcsolatok is elképzelhetdk.

Tobbvdltozos eset

Tobbvaltozos esetben a minta tobbvéltozds. Példaként emlithetjiik az egyes
telepiilések népességét, a telepiilésen az egy fére jutd gépkocsik szamat, a gép-
kocsik atlagos értékét stb. A szamitasok célja kiillonbozd lehet, példaul (Horvai,
2001):
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m paraméterbecslés: az egyes véltozok jellemzd paramétereinek meghatéaro-
zésa.

m faktoranalizis: a valtozoknak a lehetséges legkisebb szdmu kozos faktor se-
gitségével torténd kifejezése,

m f6komponens-elemzés: az eredeti — egymadssal korreldlt — véltozok helyet-
tesitése kevesebb, korrelalatlan valtozoval,

m regresszidanalizis: tobbvaltozos fiiggvények meghatdrozisa.

A szamit4sba bevonhatdk nem valdszinliségi valtozo jellegli ismeretlen meny-
nyiségek is. A felsorolt feladatok kiilonboz6 maddszerekkel oldhaték meg. A
lehetséges megoldasi médok koziil a legkisebb négyzetek médszerét a késéb-
biekben részletesebben targyaljuk. A kiillonb6z6 mddszerekrdl attekintést nyujt
példaul Detrekdi (1991), Horvai (2001), Korn, Korn (1975).

10.1.4. Hipotézisvizsgalatok

A hipotézisvizsgalatok célja egy vagy tobb valészinliségi valtozdéra vonat-
kozé feltevések (hipotézisek) ellendrzése (Farkas 1972). A feltevéseknek kii-
16nboz6 fajtai fordulnak eld. Példaul:

m egy eloszlds valamely paraméterére vonatkozé hipotézis (példdul a véarhatéd
érték egyezik-e egy eldre adott értékkel),

m két eloszlas paramétereire vonatkozo hipotézis (példaul azonosnak tekinthetd-
e két eloszlas varhato értéke),

m két vagy tobb valdszinliségi valtozo fiiggetlenségének vizsgalata (példaul
szignifikdnsan eltér-e valamely korreldcids egyiitthatd a zérustdl),

= két vagy tobb valdszintiségi valtozé homogenitdsanak vizsgilata (megegye-
zik-e az eloszlasuk).

A felsorolt példédk koziil a fiiggetlenségvizsgalatot a kiillonb6z6 attribitumok
kapcsolatdnak elemzésekor, a homogenitdsvizsgélatot az adatok min&ségellen-
orzésekor alkalmazzak a térinformatikdban. Létezik olyan hipotézisvizsgalat,
amely a minta véletlen jellegének ellen6rzésére alkalmas (Longley, 2011).

A hipotézisvizsgalatok gyakorlati megvaldsitdsdra az un. statisztikai probak
szolgélnak. Ezek gyakorlati megvaldsitdsat — szampélddkkal egyiitt — tartal-
mazza példaul Detrekéi (1991), Longley (2011). A statisztikai probak végzé-
sekor dltaldban a vizsgdlt valészintiségi valtozé valamilyen eloszldsat fel kell
tételezniink.

10.1.5. A legkisebb négyzetek modszere

A matematikai statisztika feladatainak megolddsakor gyakran haszndlt elja-

2

rds Gauss nevéhez fliz6dik, aki 1794 6ta foglalkozott az eljardssal. Az eljaras
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haszndlhat6 példaul vetiileti dtszdmitdsok transzformécids egyenletei egyiittha-
toinak, vagy elemzéskor mért pontokra illesztendé feliilet egyenletének megha-
tarozdsakor.

Induljunk ki N mennyiségre vett Ly, Lo, ..., Ly elemd mintab6l. Tételezziik
fel, hogy a minta elemei fiiggetlenek és azonos pontossdgiak. Legyen felada-
tunk a minta elemeivel linearis kapcsolatban 1év6 R szamu ismeretlen Z;, Z,
..., Zg paraméter meghatdrozdsa. A megoldas el6feltétele:

F=N—-R>O0.

Az egyenl6tlenség azt fejezi ki, hogy a minta elemeinek szdma nagyobb a meg-
hatdrozand6 paraméterek szdmandl. Az F mennyiséget redundancidnak vagy
folos mérésszamnak nevezik.

A minta elemei és a meghatdrozandé paraméterek kapcsolatit az tn. koz-
vetitd egyenletek irjdk le. (kozvetitd egyenlet lehet példaul a pontokra illesz-
tendd sik egyenlete). Minden kozvetitd egyenletben egyetlen mintaelem U; Gn.
kiegyenlitett értéke és a meghatdrozand6 paraméterek linedris fiiggvénye sze-
repel. A kiegyenlitett értéket az eredeti €rtékbol a v; javitdsok (reziduumok)
hozzdadasaval nyerjiik:

U, i = L,‘ + Vi

Az i-edik kiegyenlitett értékhez tartozé kozvetitd egyenlet a kovetkezo:
Ui=Li+vi=aoitaiZi +axly+...+ airZr

Az egyenletben szerepld a;; mennyiségek egyiitthatok. A kozvetitd egyenlet
atalakitasaval jutunk a javitasi egyenlethez:

vi=ao; +a;Zy+axZo+ ... +a1rZr — L;

A javitasi egyenleteket vektorok és matrixok felhasznélasaval a kovetkezd alak-
ban irhatjuk:
v=AZ-L

Az egyenletben szerepld, az aj; egyiitthatokat tartalmazé A matrixot a szakiro-
dalom alakmatrixnak, vagy design-matrixnak nevezi.

Az N szédmu javitds N szadmu ismeretlen v; javitast €s R szdmu ismeretlen Z;
paramétert, tehat osszesen N + R ismeretlent tartalmaz. A feladat alulhatdro-
Zottsdgat a

vy = Zv,z = min
feltétel felhasznalasaval kiiszobolik ki. A feltétel a javitdsok lehetséges rend-
szerei koziil azt rendeli a minta elemeihez, amelyeknek a négyzetosszege a leg-
kisebb. Innen szarmazik a legkisebb négyzetek mdédszere elnevezés.
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A felirt feltétel alapjan jutunk a
(A*A) Z = A*L

normalegyenlethez, amely R egyenletbdl all és R ismeretlent tartalmaz. Az
egyenletet megoldva megkapjuk az ismeretlen Z; paramétereket. A megolddst
formadlisan a kovetkez6 alakban irhatjuk:

Z = (A*A) 'A*L

(feltételezve, hogy az N = (A*A) nem szinguldris).
A paraméterek ismeretében a javitasi egyenletekbdl kiszamithatjuk az egyes
v; javitdsokat, azok alapjin pedig a

Ui=Li+vi

egyenletbdl a kiegyenlitett értékeket.

A legkisebb négyzetek mddszere alkalmas a meghatarozott mennyiségek va-
riancidinak, szorasainak a becslésére. A becsléshez elsdként a kovetkez6 vari-
anciat hatarozzuk meg:

G=F1 Y2

Ez az érték a mintaelemeket egyiittesen jellemzd mennyiség. A mennyiség
so négyzetgyOkét felhaszndlva az egyes Z; paraméterek szordsat a kovetkezd
Osszefiiggésbdl kapjuk:
—1/2
sj=s0(¢;))”"
ahol g;; az (A*A)~! matrix f64tl6jdnak j-edik eleme.
Hasonléképpen kiszamithatjuk az U; kiegyenlitett értékek szorasait is:
sj=so(qi)”"/?
ahol g;; az A(A*A)~'A* matrix féatlojanak i-edik eleme.
A legkisebb négyzetek mddszerének most ismertetett specidlis esete altala-
nosithaté a kovetkez6 médokon:

m az eredeti L; mennyiségek nem fiiggetlenek és nem azonos pontossaguak,

= a kozvetitd egyenletek helyett tobb kiegyenlitett értéket és tobb paramétert
tartalmazo feltételi egyenleteket hasznalunk,

m a kapcsolatokat leiré kozvetitd egyenletek nem linedrisak,

m az (A*A) matrix szinguldris.

A felsorolt dltaldnosabb esetek tdrgyaldsa meghaladja jelen konyv kereteit.
Részletesebb leirasukat példaul Detrekdi (1992), Horvai (2001) tartalmazza.
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Példa. Adott a sikon négy pont. A pontok koordindtai ismertek az x/, y' és
az x, y koordinata-rendszerekben. A pontok koordinatdit a kovetkezd tablazat
tartalmazza:

Pont | ¥(m) _y(m) _ x(m) _ y(m)

1 525,23 111,11 1532,09 300,8
2 718,41 231,84 1692,28 4534
3 637,12 400,17 1582,93 605,02
4 820,41 280,65 1783,85 519,12

Tételezziik fel, hogy a két rendszer kozott az 5.6.2. pontban bemutatott ha-
sonldsagi transzformacidval a kovetkezd egyenletek alapjan kapcsolat teremt-
hetd:

X =ay+ alx’ — a2y'

y=bo+ary +axx

Tizziik ki célul a transzformécids egyenletek ismeretlen
ag, bo, a1, az

paramétereinek meghatarozasat a legkisebb négyzetek modszerével. A szami-
taskor a minta elemeinek az x, y koordindtakat tekintjiik, a felsorolt paraméterek
felelnek meg az dltaldnos targyalds Z; paramétereinek, az egyiitthatok szerepét
az x', y) mennyiségek toltik be.

Valamely i-edik ponthoz tartoz6 kozvetitd egyenlet a kovetkezd:

X; + vy = ao + a1 x; — agy'
y+vyi=bo+ boy; + arx;

7z

A kozvetitGegyenletekbdl eldallithatdk a javitdsi egyenletek:

/ /
Vyi = Ao+ aix; —azy; — Xx;

Vyi = bo+ary;+axx;—y

A javitasi egyenlet alapjan az A alakmadtrix és az L. vektor felépitése a kovet-
kezd:
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(1 0 525,32 —111,11 ] [ 1532,09 T

0 1 111,11 525,32 300,80

1 0 718,41 —231,84 1692,28

A 0 1 231,84 718,41 L= 453,40

1 0 637,12 —400,17 1582,93

0 1 400,17 637,12 605,02

1 0 820,01 —280,65 1783,85
| 0 1 280,65 820,01 | | 519,12 |

A normadlegyenletet alkoté N = (A*A) matrix és n=A*L igy alakul:

4 0 2700,86  —1023,77
N 0 4 1023,77  2700,86
= | 2700,86 1023,77 2175407,99 0
—1023,77 2700,86 0 2175407,99
6591,15
| 1878,34
5018219,62
—401750,03

A normalegyenlet megoldasabol kapjuk az ismeretlenek vektorat

1041,099571
93,968833
0,970003
0, 188608

Z=N'ln=

A vektorbdl adédik:
ap=1041,09 m by =93,969 m
Ezek az értékek a két rendszer kozotti eltolast jellemzik.
a; =0,970003 a; =0,188608.

Ezekben az értékekben egyiitt jelentkezik az elforgatds é€s a méretardny-kiilonbség
hatésa.
A két értéket felhasznélva kapjuk

= a két rendszer kozotti elforduldsi szoget: o = arctan(a; /a2) = 78,996661°
® a két rendszer kozotti méretardny-tényezdt: k = (a2 +a3)'/? = 0,988170.

www.interkonyv.hu © Detrekéi Akos jogutdda, Szabd Gyodrgy



© Typotex Kiadd

266 10. FUGGELEK

10.1.6. Interpolaciods eljarasok
Az interpoldcios eljdrdsok dttekintése

Az interpolacié célja egy fliggvény értékének kozelitd meghatarozasa olyan
esetekben, amikor a fiiggvény pontos értéke bizonyos pontokban ismert, de
mads kozbiilsé pontokban is sziikséges a fliiggvény kozelitd értékének ismerete
(Akadémiai kislexikon 1989). A leirt meghatirozasbdl kovetkezik, hogy az
interpoldcids sordn az ismert értékeket hibatlannak tekintjiik.

Az interpoldcids eljardsokat a térinformatikdban mind az adatgyjtés, mind
az elemzési miveletek, mind a megjelenités esetén felhaszndlunk. Az interpo-
l4ci6 célja altaldban attribiitumadatok ,,stiritése”, azaz olyan pontokhoz is att-
ribitumértékeket rendeliink, ahol azokkal eredetileg nem rendelkeztiink. Gya-

korlati szempontbdl célszerli megkiilonboztetni az

m egyviltozds (vonal menti),
m kétvaltozos (sikbeli),
= haromvaltozoés (térbeli)

interpoldcids eljardsokat. Mindhdrom felsorolt esetben megkiilonbozethetiink
csak az ismeretlen pontokhoz kozeli szomszédos pontokon alapulés lokdlis el-
jardsokat, és tobb pontot is figyelembe vevd — kiilonbozd fiiggvényeket felhasz-
nalé — eljarasokat.

A tovdbbiakban néhdny gyakran alkalmazott eljardst mutatunk be.

Egyvdiltozos interpoldciok

Egyvaltozods esetben ismertek az adott 11, 1o, .. ., ty értékekhez tartozé sy, 57,
..., sy értékek. Keresett valamely nem adott tp értékhez tartozoé sp érték. (Az
s; jelolés az angol nyelvben elterjedt signal = jel elnevezésre utal).

A legkozelebbi szomszéd elve alapjan torténd (1épcsds) interpolacid esetén az
interpolalt értéket a hozza legkozelebb esd adott értékkel tekintik azonosnak.
Az interpoléci6 elsé 1épéseként meg kell hatdrozni, hogy a 7p érték mely ismert

értékek kozé esik. Ennek alapjan legyen igaz a kdvetkezd egyenl6tlenség:
tc <tp<tgy
Ekkor

Sp = SG, ha ‘l‘p *Z‘G| < |tG+1 —Ip |

Sp = SG+1, ha ‘lp—tg‘ > ‘tG+l_tP |

A 1épcsbs interpoldcio elvét szemlélteti a 10.2. dbra.
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P

SG+l
Sa Sp

e b ton N -

10.2. dbra. Lépcsds interpolacid

A linedris interpoldcié esetén az interpoldlt értéket a két szomszédos értéket
Osszekotd egyenes felhasznalasaval hatdrozzuk meg. Ennek az eljarasnak is
els6 1épése a rp értékkel szomszédos értékek meghatirozdsa. Legyenek ezek
ismét a kovetkezdk:

t¢ <tp<igyi

Ekkor

sp = s+ ((tr —t6)(sG+1—56))/ (t6+1 —tG)-

A linedris interpoléci6 elvét a 10.3. 4brdn tiintettiik fel.

A most bemutatott interpolacidk viszonylag kevés szdmitast igényelnek,
ugyanakkor — az abrak tanulsiga szerint is — csak meglehetdsen durvan kozeli-
tik a valdsdgos folyamatokat. Az eddigieknél finomabb kozelitést tesz lehetvé
a spline-interpoldcio. Ennél az eljardsndl az interpoldcidt az ismert pontokra
folyamatosan illesztett — dltaldban harmadfokd — paraboldk segitségével vég-
zik. Minden (1, —11),...,(t¢ —tG-1), (te+1 —tG)s- -, (ty —tn—1) szakaszra kii-
l6n parabolat illesztenek oly médon, hogy a szomszédos szakaszokhoz tartozo
parabolak

m fiiggvényértékei,
m elsé derivaltjai (azaz érint6i),
m mdsodik derivaltjai (azaz gorbiiletei)
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e o
ey
.

10.3. dbra. Linedris interpol4cid

268
.9
SG+I
Sa Se
te tp o1
fG-1,G = fG,G+1
I ol
o6 = fo6n
i 1
¢ ? fG-l,G = fG,G+1
G-1,G
UL e fG,G+1
..
: 1 Sgi1
Sea|  Sa Sp
tG.1 te t  tou

K e
B IS < K
0 te, )

10.4. dbra. Spline-interpolacid

a kozos pontban azonosak legyenek. A spline-interpoldciét az 10.4. dbrdn
szemléltetjiik. Az eljards szamitdsigényesebb a kordbbiakndl, ugyanakkor job-
ban kozeliti a valésdgot. A szamitdshoz sziikséges Osszefiiggések megtaldlha-
tok példaul Detrekdi (1991) munkdjaban.
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Tobb szomszédos pont egyiittes hatdsa figyelembe vehet6 dgy is, ha az is-
meretlen jelet tobb ismert ponthoz tartozd jel silyozott szamtani kdzepeként
hatdrozzak meg:

sp= (). (w6 -56))/ Y (ws)

A stilyok megvdlasztdsa kiilonb6z6 mddon torténhet. A sdlyozédskor dltaldban
figyelembe veszik az ismert pontok és az ismeretlen pont tavolsagait:

dg = |IG *l‘P|

Sulyozott szamtani kozépként képzett interpolacidnak tekinthetjiik az itt részle-
tesebben nem targyalt legkisebb négyzetek mddszerén alapulé interpoldcidt is
(Detrek6i 1991).

Kérvdltozos interpoldciok

Kétvaltozos (sikbeli) interpolacidk esetén ismertek a kiilonbozd (xy, yq), (x2,
¥2),...,(xnyn) ponthelyekhez tartozd sy, sz...., sy értékek. Keresett valamely
nem adott (xp, yp) helyhez tartoz6 sp érték. A kétvéltozds interpoldcié méd-
szerei hasonlitanak az egyvaltozdés interpoldcié médszereihez.

A legkozelebbi szomszéd elve alapjan torténd interpolacid esetén az interpo-
1alt értéket a hozzd legkozelebb esd adott értékkel tekintik azonosnak. A dontés
érdekében kiszamitjak az adott pontok dg tadvolsdgit az ismeretlen ponttdl. Az
interpolalt értéknek azt az

Sp = SG

értéket tekintik, amelyre
dg = min.

A linedris interpolaci6 kétvéltozos megfelel6jének tekinthetd a bilinerdis inter-
poldcio. Ekkor az ismeretlen pontot koriilvevs négy szomszédos pont alapjan
végzik az interpoldciét oly médon, hogy két-két szomszédos pont jeleire illesz-
tett egyenesekbdl indulnak ki. Az eljards viszonylag kevés szamitast igényel,
ha az adott pontok egy négyzethdl6 csicspontjait alkotjdk (10.5. dbra)

Ha feltételezziik, hogy az adott pontok egységnyi tdvolsdgra vannak egymas-
tol, akkor Schenk (1999) alapjan az interpoldlt érték a kovetkezd Osszefiiggé-
sekbdl szamithatd:

Ri=x-s;j+ (1 —x)sit1
Ry=x"5ij11+ (1 —X)Si+l,j+1
sp=YR1+(1—-y)Ry
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s(i, j+1)

s(i+1, j+1)

t, j*1)

(i1, j+1)

10.5. dbra. Bilinedris interpoldcié

A most bemutatott dsszefiiggést gyakran alkalmazzdk a digitélis képfeldolgo-
zasban.

A most leirthoz hasonlé médon lehetséges linedris jellegi interpolacié vala-
mely haromszog belsejében is. A szamitdshoz sziikséges Osszefiiggések meg-
talalhatok Bill (1999) munkéjaban.

Tobb szomszédos pont egyiittes hatdsa vehet6 figyelembe, ha az ismeretlen
jelet az ismert pontokhoz tartozé jelek silyozott szdmtani kozepeként hatdroz-
zak meg:

sp= (Y. (w6 36))/ Y (wa)

A suilyok megvélasztasa kiilonbdz6 moédon torténhet. A silyozaskor dltaldban
figyelembe veszik az ismert pontok és az ismeretlen pont dg tdvolsigait:

d = ((xg —xp)* + (yg —yn)H)"/?
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Igen gyakran alkalmazzdk a
we = 1/dg

sulyokat. Ilyen eljardsnak tekinthet6k a geostatisztika kés6bb ismertetésre ke-
riil6 modszerei is.

Példa. A 10.6. dbran feltiintettiink 5 ismert és egy interpoldland¢ ismeretlen
pontot. Az ismert pontok szdmat, a pontokban adott jelértékeket és az egyes
pontok tdvolsdgit az ismeretlen ponttdl a tdbldzat tartalmazza. Hatdrozzuk az
ismeretlen ponthoz tartoz6 jelértéket a

m legkozelebbi szomszéd elve alapjan,
= a tdvolsdgokkal forditottan ardnyos silyokat felhaszndlva sdlyozott szdm-
tani kozépként (A wg sulyok és a wg - sg szorzatok szintén szerepelnek a

tablazatban).
G| s d w Wy
113 4301023 0,70
214 290|034 1,38
312 5501018 0,36
414 1,00 | 1,00 4,00
lag
~N
° 2
Sedl o
N < d2/ s s
50~ SQ //
~~ O~ .
R el
a4,/ TT~~_ B3
/ S~<_
o] ~<_
4 O3

10.6. dbra. A pontok elrendezése

A tdblazat alapjan a minimadlis d tdvolsag a 4. ponthoz tartozik. Ennek meg-
felel6en a legkdzelebb szomszéd elve alapjan interpoldlt érték:

sp=2s54=4.
A sulyozott szamtani k6zép alapjan az interpolalt érték:

sp= (). (we-56))/ ) (wg) =9,44/2,25 = 4,19.
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Hdromvdltozos (térbeli) interpoldciok

Héromvaltozos (térbeli) interpoldcidk esetén ismertek a kiilonbozd (xi, yi, z1),
(x2, 2, 22)5- - - »(xN5 YN, znv) ponthelyekhez tartozo sy, s2, ..., sy értékek. Kere-
sett valamely nem adott (xp, yp, zp) helyhez tartozé sp érték. A haromvaltozds
interpoldcié esetén az eddig bemutatott médszerek koziil felhasznalhatjuk

sz 2

m alegkozelebbi szomszéd elve alapjan torténd és
m astlyozott szdmtani kozepet felhasznalé

interpoldcids eljardsokat. A feladat megolddsdhoz hasznédlhatdk a kiilon pont-
ban targyalt geostatisztikai mddszerek is.

10.1.7. Sziirések

Sziiréseknek nevezik altaldban mindazokat az eljardsokat, amelyekkel az
eredetileg nyert értékekrdl az esetleg fellelhetd (tobbnyire zavar6 jellegii) ha-
tdsokat levdlasztjdk. Az interpoldcidéhoz hasonldan itt is kiindulhatunk abbdl,
hogy valamely fiiggvény értéke bizonyos pontokban ismert. Az eltérés az in-
terpoléci6tol abban jelentkezik, hogy a fiiggvényértékeket nem tekinthetjiik hi-
batlannak. A szlirések feladata az ismert pontokban a zavaré jellegli hatdsok
levélasztasa (esetleg kiemelése). A szlirési eljardsok egy része alkalmas a nem
mért pontokban az ismeretlen értékek meghatdrozasara is. A szliréseket a térin-
formatikaban az adatgyftjtéskor, az elemzéskor €s esetenként a megjelenitéskor
is széles kordien alkalmazzdk.

A sziirési eljarasok elméleti alapjainak targyaldsa meghaladja jelen fiiggelék
céljat. Az elméleti alapok bemutatdsa nélkiill megemlitjiik, hogy a sziirések
jellegiik szerint lehetnek

m alul-dteresztdk (céljuk a zavar6 jellegti hatdsok kikiiszobolése),
m feliil-atereszt6k (céljuk bizonyos hatdsok kiemelése).

A sziirési eljardsok jellegének szemléltetésre egyvaltozds alul-ateresztd sziir6t
mutatunk be.

Legyenek ismertek az adott #1, 2, .. ., ty pontokhoz tartozo s, s, ..., sy ér-
tékek. Az értékeket az interpolaciondl felhasznalt sg helyett s jeloléssel lattuk
el. Az aldhizds az értékek hibdval terhelt jellegére utal. A s; mennyiséget ter-
held hibat a szakirodalomban zajnak nevezik, s az angol noise sz6bdl kiindulva
ng betlivel jelolik. Az eredeti (hibéval terhelt) s jelek, a szirt (hibatlannak
tekinthet8) s¢ jelek és a ng zaj (hiba) kozott a kovetkezd Osszefiiggés all fonn:

§G = SG+nG’
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A sziirési eljaras sordn az sg szilrt értéket a vizsgalt jelet hatdrold, a jelhez
képest szimmetrikusan elhelyezked6 2M + 1 jel stlyozott szimtani kdzepeként
allitjuk elé:

56 =Y (Wr-5G11)s

ahol J a —M, +M kozotti egész értékeket veszi fel.
A most leirt — adott szimmetrikus intervallumra vonatkozé — stlyozott szam-
tanik6zép-képzést a szakirodalom konvolicidonak nevezi.
A szfirési eljaras jellegét a wy sulyok felvételének mddja szabja meg. Példaul
az un. futé atlagoldskor
wy=1/2M+1).

Linearisan csokkend stlyokkal torténd Un. simitds esetén
wog=wi=(M+1-|))/(M+1)?

A bemutatott két sulyfajta értékei M = 2 esetére a kovetkezdk:

= futé atlagolas: 0,2; 0,2; 0,2; 0,2; 0,2.
m simitas linedrisan csokkend sulyokkal: 0,111; 0,222; 0,333; 0,222; 0,111.

A most bemutatott sz{irési eljaras alkalmas kiugré jelértékek kimutatasara
is. Ebben az esetben az eredeti s jeleket azok szlirt sg értékével vetik Ossze.
Amennyiben az eredeti és a sziirt jel kiillonbsége egy bizonyos e hatarértéket
meghalad, azaz

56— 56| > e,

akkor a jel — nagy valészinliséggel — kiugronak tekinthetd. Ilyenkor a tovabbi-
akban az eredeti jel helyett a sz{irt értéket indokolt felhasznalni.

10.1.8. A geostatisztika alapjai

A geostatisztika gy(ijténeve a felhaszndlt értékek térbeli és esetleg id6beli
kapcsolatdt felhaszndlé — mindenekel6tt a foldtudoményok teriiletén alkalma-
zott — feliiletek meghatarozasara és interpolacids jellegii feladatok megoldasara
szolgélé eljardsoknak. Az eljardsok elméleti alapjait a francia Matheron fek-
tette le. Gyakorlati megvaldsitasi mddjainak kidolgozasa a dél-afrikai Krige
nevéhez fliz6dik. (Az eljardsokat ezért a szakirodalomban ,krigelés’-nek neve-
zik).

A geostatisztika targyaldsakor induljunk ki abbdl, hogy bizonyos mennyi-
ségek értéke (példaul a lehullott csapadék mennyisége) bizonyos pontokban
ismert, s ezek alapjdn akarjuk meghatdrozni a csapadék lefolyasi feliiletét, s to-
vabbi pontokhoz tartoz6 — nem mért — értékeket. A diszkrét pontokhoz tartozé
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Z(x) értékek (ahol x lehet egy-, két- vagy hdromvéltozds) a kovetkezd harom
részbdl tevddnek Ossze:

m a vizsgdlt teriilet egészét jellemzd (determinisztikus) fliggvénybdl, a trend-
bol: D(x),

m a vizsgdlt jelenségnek az adott pontban a trendtdl vald eltérését jellemzd
jelbdl: s(x),

= a mért értékeket terheld — altaldban a mérésbdl ad6do — hibabol, a zajbal:
n(x).

Ennek megfelel6en

Z(x) = D(x) + s(x) +n(x).

A felbontés elvét a 10.7. dbra mutatja.

5(X)

jel
P

1
|
|
1
|
1
|1 D)
1
1
|
1
1
|

10.7. ébra. Trend, jel, zaj

A felbontdsban szerepld mennyiségek koziil a D(x) trendfiiggvény kiilon-
b6z6 jellegti fiiggvény lehet. Legegyszeriibb esetben D(x) = 0. Ha példdul x
kétvaltozds, a trendfiiggvény lehet

» vizszintes sik: D(x,y) =k,
n ferde sik: D(x,y) = [+ mx+ ny.

Természetesen 1éteznek a bemutatottaknal bonyolultabb trendfiiggvények is.
A jelfiiggvények vizsgélatakor abbdl indokolt kiindulni, hogy a szomszédos
pontok egymdstdl nem fiiggetlenek. Elméleti feltevések alapjan a jelek un. sta-
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ciondrius sztochasztikus folyamatokkal jellemezhetSk. A jelek kapcsolata le-
het:

m irdnyfiiggetlen (izotrép),
m irdnyfiiggd (anizotrép).

A jelek fiiggése mértékének jellemzésére a kovarianciafiiggvényt, vagy — krige-
léskor — a szemivariancia-fiiggvényt haszndljadk. Az emlitett fiiggvények izot-
rép esetben csupdn a pontok d tdvolsagatdl fiiggenek. Legyen a kovariancia-
fiiggvény c(d). A g(d) szemivariancia-fiiggvény ez esetben a kovetkezé médon
hatdrozhaté meg:

g(d) = ¢(0) = c(d),
ahol ¢(0) a zérus tavolsdghoz tartozé variancia.

Egy lehetséges kovariancia- és a szemivarianciafiiggvény-pért a 10.8. dbrdn
tiintetiink fel.

g(d) ¢4 c(d) 4

c(o)-————————————::::=-' c(0) =

[N 4
oV

10.8. dbra. Kovariancia- és szemivariancia-fiiggvény

Gyakorlati szamitdsokhoz kiilonb6z6 tipusi szemivariancia-fiiggvényeket
hasznédlnak fel. Példdul Chang (2004) tobbek kozott megkiilonboztet Gauss-
féle, linedris, exponencidlis szemivariancia-fiiggvényt. Mind a kovariancia-,
mind a szemivariancia-figgvények alkalmasak a térbeli autokorrelaci6 jellem-
zésére.

A geostatisztika gyakorlati alkalmazasakor kiilonb6z6 ,.krigelési” mddsze-
reket haszndlnak fel. Ezek két legelterjedtebb mddja

m a szokdsos (ordinary) krigelés,
m az ltalanos (universal) krigelés.

A szokdsos krigelés esetén a szamitds célja ismeretlen pontokban a jelek meg-
hatdrozdsa. A szdmitdskor a trendfiiggvényt zérusnak tekintjiik. Valamely is-
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meretlen ponthoz tartozd jelet a szomszédos pontok jeleinek sulyozott szam-
tani kozepeként hatdrozzdk meg. A sulyokat a pontok kozotti tapasztalati
szemivariancia-értékek felhaszndldsdval feltételes széls6értékként szdmitjak.
(Feltétel, hogy a silyok 0sszege 1 legyen).

Az dltaldnos krigelésnél a szamitds célja kettds:

m egyrészt a trendfiiggvény ismeretlen egyiitthatéinak meghatarozasa,
= mdisrészt a jelek becslése az ismeretlen pontokban.

A trendfiiggvény paramétereit az ismert pontok mért értékeit felhasznalva —
lényegében a legkisebb négyzetek mddszerének alkalmazdsdval — hatdrozzdk
meg. Az ismeretlen pontok jeleinek meghatdrozasakor a szokasos krigelésnél
bemutatott elvet kovetik.

Mind a szokdsos, mind az éltaldnos krigelés alkalmas a becsiilt értékek vari-
ancidinak meghatdrozdsara. A konkrét szamitasi 0sszefliggések megtaldlhaték
példaul Van Dijk (1999) és Chang (2004) munkdiban.

10.2. Grafelméleti alapok
10.2.1. Alapfogalmak

A grifelmélet a matematika egyik dga, a hial6zatok matematikai elmélete
(Britannica Hungarica (1997)). A grafelmélet eredményeit a térinformatikaban
széles kortien alkalmazzdk

az adatmodellezéskor (topoldgiai modellek 1étrehozasa),

az adatnyerési eljardsok min6ségellendrzésekor (konzisztenciavizsgalatok),
az adatok keresésekor,

bizonyos elemzési feladatoknal (példaul a legkedvez8bb ttvonal megvalasz-
tasakor).

A grdf csucsok és élek halmaza. A graf csiicsainak valamilyen ponthalmaz
elemeit nevezziik. A csticsokat szokds pontnak, szo6gpontnak, vagy csomépont-
nak is nevezni. A 10.9. dbrdn egy lehetséges ponthalmazt tiintettiink fel.

O

@)

10.9. abra. Graf csdcsai

www.interkonyv.hu © Detrekéi Akos jogutdda, Szabd Gyodrgy



© Typotex Kiadd

10. FUGGELEK 277

A graf két csicsét 6sszekotd vonaldarabot a graf élének nevezziik. A grafok
élei lehetnek egyenes szakaszok vagy ivek (10.10. dbra). A graf akkor adott, ha
ismerjiik csucsait és tudjuk, hogy az élek mely csicsokat kdtnek 6ssze.

10.10. dbra. Gréf élei

Katona Gy., Recski A., Szabé Cs. (2002) a grafok kovetkezd definiciéjat
adja: Egy grdf egy rendezett par, G = (V,E), ahol V egy nem iires halmaz, E
pedig ebbdl a halmazbdl képezhets parok halmaza, V elemeit pontoknak vagy
csiicsoknak, E elemeit éleknek nevezziik. A pontok és élek mellett a tovabbiak-
ban felhasznéljuk a lapok (poligonok) fogalmat is.

A csucsok és az élek specialis fajtai a kovetkezok (10.11. dbra):

m [zoldlt csiics: nem indul ki bel6le €l.

m T6bbszoros (pdrhuzamos) él: olyan élpar, amely ugyanazon csucsokat kot
0ssze.

m  Hurok: olyan él, amelynek kezd6 és végpontja egybeesik.

Izolalt csucs

o
Hurok

Tobbszoros €l

10.11. abra. Izolalt csucs, tobbszoros €l, hurok
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Egyszerii grdf az olyan hurok nélkiili graf, amely nem tartalmaz parhuzamos
éleket (10.12. dbra).

M

10.12. dbra. Egyszerti graf

A graf rendje a graf csticsainak szdma. A graf rendjét a tovdbbiakban ¢
bettivel jeloljik. A graf egy csticsdnak a foka a cstcsban végzddé élek szama.
A 10.12. abrén feltiintetett graf rendje ¢ = 5, az dbrén jeldlt B csics foka f = 3.
Egy G graf részgrdfja minden olyan graf, amelyet tigy kapunk, hogy csticsai és
élei koziil bizonyosakat elhagyunk.

Vonalnak (pdlydnak) neveziink egy részgrafot, ha egymdshoz csicsban csat-
lakoz6 élek sorozatdbdl 4ll, és nincs olyan €l, amely az élsorozatban kétszer
fordul el6. A vonal hossza a benne el6fordul6 élek szama. A vonal nyilt, ha
kezd6 és végpontja kiillonbozd (kiilonben a vonal zdrt). Az it olyan nyilt vo-
nal, amely nem megy 4t kétszer egyetlen csicson sem. A kor olyan zart vonal,

amely nem megy 4t kétszer egyetlen csticson sem. A 10.13. dbrédn utat és kort
abrazolunk.

a) ut b) kor

10.13. abra. Ut és kor
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A graf Osszefiiggd, ha barmely két csticsat tartalmazza a graf egy éle. A nem
Osszefiiggd graf olyan részekbdl, komponensekbdl all, amelyeket nem kapcsol
0ssze él. A 10.14. dbra 6sszefiiggd és nem Osszefiiggd grafokat tartalmaz. Ha a
nem Osszefiiggs graf két komponensét 6sszekotik, az 6sszekotéshez felhasznalt
élt hidnak nevezik.

TN LT A

a) Osszefiiggd b) nem Osszefiiggd
10.14. dbra. Osszefiiggs és nem Osszefiiggs graf

A kormentes 0sszefiiggd grafokat fanak nevezziik. Erddnek (ligetnek) mond-
juk a gréfot, ha komponensei fdk. Minden fdban van legaldbb két els6foku
csics. Az n csucst fanak n — 1 éle van. A négyes fa (quad tree) olyan fa,
amelynek minden nem els6fokud csicsabdl négy él indul ki. Négyes fat tiinte-
tiink fel a 10.15. 4brén.

PENT

10.15. dbra. Négyes fa (quad tree)

Az irdnyitott grdfok olyan grafok, amelyekben megjelolik az élek irdnyat,
azaz megadjdk, melyik csticsbdl melyik csicsba megy az él. Az irdnyitott gra-
fok megadasahoz sziikséges a kezdGpont és a végpont ismerete.

Sikgrdfnak (topolégikus grdfnak) nevezziik az olyan grafot, amely a sikon
ugy abrazolhatd, hogy élei folytonos gorbe ivek legyenek, és két élének csak a
végpontjaiban lehessen k6zos pontja. A sokszoggrdf olyan Osszefiiggd sikgraf,
amely nem tartalmaz hidat. A 10.16. abrdn egy sokszoggrafot tiintetiink fel.
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10.16. abra. Sokszoggraf

A sokszdggraf olyan korei, amelyek belsejében nincs csucs, lapokat (poli-
gonokat) hatarolnak.

A sokszdggraf csicsainak c, éleinek e, és lapjainak p szdma kozott az Euler-
formula llit fel kapcsolatot (Reimann, 1986):

c+p—e=2

(Ha a végtelen tartomdanyt nem szamitjuk a lapok k6zé, akkor
c+p—e=1)

A 10.16. 4bran feltiintetett sokszdggraf esetén c =4, e =5, p = 3, ebbdl adddik:
44+3-5=2.

10.2.2. Illeszkedés és szomszédsag

A grafok jellemzésére hasznalt két alapfogalom

m azilleszkedés és
m aszomszédsag.

Az illeszkedés a grafok alkotéelemeire (csicsok, élek) vonatkozo sajatossag,
amely szerint valamely €l illeszkedik a kezd6- és végpontjéra, illetve forditva,
valamely cstcsbdl kiindul6 élek illeszkednek a csicsra. Az illeszkedés vala-
mely gréf kiilonboz6 jellegli elemei kdzotti kapcesolatot irja le.

Szomszédsdg &ll fonn, ha két csticsot 6sszekot egy €l, ugyanigy szomszédo-
sak az ugyanazon végpontba futé élek. A szomszédsdg valamely graf azonos
jellegii elemeire vonatkozik.
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Az illeszkedés és a szomszédsdg a sikgrafok kiilonboz6 leképezéseire inva-
ridnsak. A leképezések sordn izomorf grafok jonnek 1étre. Két graf izomorf, ha
csucsaik kozott olyan, kolesondsen egyértelmid megfeleltetés 1étesithetd, hogy
két csics az egyik grafban akkor és csakis akkor van 6sszekotve, ha megfele-
16ik a masik grafban is 0ssze vannak kotve. A 10.17. dbran izomorf grafokat
tiintetiink fel.

5
1 5 1 2
5
4 3
4 ¢ 3
6
10.17. dbra. Izomorf grafok

A tovabbiakban attekintjitkk a csomdpontok (csicsok), élek, lapok (poligo-
nok) illeszkedésének és szomszédsdgdnak legfontosabb eseteit. Az eseteket a
10.18. 4bran feltiintetett graf egyes részeinek példajan szemléltetjiik.

llleszkedések

m csomopont — él illeszkedés: az a, b, d élek illeszkednek a 2 csomépontra.
m Jap — él illeszkedés: a: A-C, b: A-B.
m csomopont — lap illeszkedés:

csomépontra: (2 —-A,B,C)
lapra (A - 1,2,3).
Szomszédsdgok

m csomopont-szomszédsdg: 1 és 2 csombpont szomszédos az a élen keresztiil.
m élszomszédsag:

csoméponton keresztiil: (3 — ¢,b,e),
lapon keresztiil: (A — a-b-c).

m Jap- (poligon-) szomszédsag: (A—a—C), (A—-b—B).

A grafok illeszkedésének és szomszédsdganak meghatarozasdhoz felhasz-
nalhatdk a grafok métrixreprezentdcidi. A lehetséges métrixreprezentacidk ko-
zill a kovetkez6ket targyaljuk:

m ijlleszkedési matrix,
m szomszédsagi matrix.
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A) csomodpont — él illeszkedés

&/g/ e

B) lap —él alleszkedés

40

C (o)
a:A-C
10 A |bB b-A-B S@g g:F-0
C /
[¢)
3
C) csomopont — lap illeszkedés
5 ¢
X
Lo’ AlbB csomopontra (2 — A,B,C)
lapra 2-1,23)
[¢)
3

D) csomdpont szomszédsag

2
O
RO
10

E) él szomszzédség

C O
ZINX
Lo A lbB csomoponton"keresztul (3—-c,be)
lapon keresztiil (A—-a,b,c)
c e
[¢)
3
F) lap (poligon) szomszédsag
2
C O
SN
1o/ A|bB A-a-C
A-b-B
c e
[¢)
3

10.18. dbra. Csomépont, €l és lap illeszkedése
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Legyen egy ¢ csomoponti G grafnak e éle. A ¢ e méretli B = (b;;) illeszke-
dési matrix elemeit a kovetkez6 képen definialhatjuk:
0, ha a j-edik él nem illeszkedik az i-edik pontra,
bijj=141, ha a j-edik élnek az i-edik pont a kezd&pontja,
—1, haa j-edik élnek az i-edik pont a végpontja.
Ugyanilyen ¢ csomdponti G gréf esetén a ¢ ¢ méretli A= (a;;) szomszédsagi
matrix elemei a kovetkezok:
i=j esetben az i-edik csomépontban taldlkozo élek szdma,
aij = —1, haazi-edik pontra és a j-edik pontra azonos él illeszkedik,
0, ha az i-edik pont és a j-edik pont nem szomszédos.
Az illeszkedési métrix és a szomszédsdgi matrix kozott fenndll a kovetkezd
Osszefiiggés:
A =B*B
Példa. A 10.18. dbrén feltiintetett graf esetében irjuk fel a topoldgiai leirds-

hoz sziikséges tabldzatokat, s azok alapjan hatdrozzuk meg az illeszkedési és a
szomszédsdgi métrixot!

Poligonok tabldzata

Poligon El
A a,b,c
B b,d, e
C a,c,d e

Csomopontok tdbldzata

Csomépont El

1 a,c

2 a, b, d

3 c,b,e

4 d, e

Elek tablazata

El | Kezd6pont | Végpont | Bal poligon | Jobb poligon
a 1 2 C A
b 2 3 B A
c 1 3 A C
d 2 4 C B
e 3 4 B C
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Koordinatak tablazata

Csomoépont | X | Y
1 x1 | yl
2 x2 | y2
3 x3 | y3
4 x4 | y4

Az illeszkedési matrix a kovetkezd:

1 -1 0 O
0 1 -1 0
B=|1 0 -1 O
0 1 0 -1
0o 0 1 -1
A szomszédsagi matrix pedig a kdvetkezo:
2 -1 -1
-1 3 -1 -1
A =BxB= 1 1 3

0 -1 -1 2

Az illeszkedési és szomszédsagi matrixok mellett a grafok egyéb reprezentacidi
is 1éteznek (Katona, Recski, Szabd, (2002)).

A grafok felhaszndldsaval torténé adatmodellezés alkalmas a topoldgiai kap-
csolatok lefrdsdra. A gréafok alkalmazasdbdl bizonyos konzisztenciafeltételek
kovetkeznek, amelyek jol hasznalhat6k az elkésziilt Allomanyok ellendrzésekor.
A konzisztenciafeltételeket részletesen targyalja Bill, Fritsch (1991) munk4ja.
Példaként a kovetkezbket emlitjiik:

= Altaldnos — hurkot nem tartalmazé — halézatban négy konzisztenciassze-
fliggés adhat6 meg:

- valamely csomépontnak illeszkednie kell az 6sszes benne végz8do élre,

- valamely élnek illeszkednie kell a végpontjaira,

- valamely csomépontnak szomszédosnak kell lennie a vele éllel 6sszekotott
csomopontokkal,

- valamely élnek szomszédosnak kell lennie az ugyanazon csomdépontban
végzodo élekkel.

m Konzisztenciafeltételnek tekinthet6 a kordbban targyalt Euler-formula is.
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10.2.3. Legkedvezobb utat kereso algoritmusok

A legkedvez&bb 1t keresése a térinformatikai elemzések klasszikus feladata.
A feladat kiilonboz6 feltételezések esetén egyarant megoldhatd. Ilyen feltétele-
zések lehetnek:

a grafok nem irdnyitottak, az élek azonos hosszisaguak,

a grafok nem irdnyitottak, az élek kiillénb6z6 hosszisaguak,
a grafok iranyitottak,

az ttvonalon akaddlyok jelentkeznek,

figyelembe vessziik a forgalom alakulésat.

A felsorolt feladatok koziil az elsének a megoldasara ismertetiink vazlatosan
Katona, Recski, Szab6 (2002) alapjan egy algoritmust. Adott egy Osszefiiggé
G = (V,E) graf és annak egy Kkitiintetett s € V pontja. Keressiik a legrovidebb
utat s-b6l egy mdsik kivalasztott ¢ pontba (vagy akdr minden mds pontba).

Azonos hossziisdgi élek esetén az it hossza a sziikséges élek szama. Ekkor
s 0sszes szomszédja egységnyi tdvolsigra van s-t8l, ezen szomszédok minden
olyan szomszédja, ami maga nem szomszédja s-nek, kétegységnyi tdvolsagra
van s-t0l, és igy tovébb.

A feladat megolddsahoz az un. szélességi keresést hasznéljuk fel. A szé-
lességi keresés elvét Katona, Recski, Szab6 (2002) alapjan egy a 10.19. dbrdn
feltiintetett példan szemléltetjiik. Induljunk ki a bejards sordn az s = 1 jelii
pontbdl. ElGszor jarjuk be osszes szomszédjat (2,3,4). Utdna jarjuk be az elsé
szomszédjanak (2) Osszes olyan szomszédjat, ahol még nem jartunk (5), majd
madsodik szomszédjanak (3) sszes szomszédjat (6,7) és igy tovabb. Ha madr
bejartuk az 1 dsszes szomszédjanak 0sszes szomszédjat, akkor menjiink vissza
abba a pontba, ahol legrégebben jartunk azok koziil, amelyeknek még nem néz-
tilk végig a szomszédjait (6). Ezt az eljarast addig folytatjuk, amig tudjuk.

5(2)

1009)

11(9)

10.19. dbra. Legrovidebb tt meghatarozasa szélességi kereséssel
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Amikor sorban bejarjuk a graf pontjait, akkor tulajdonképpen sorszdmot
adunk a pontoknak abban a sorrendben, ahogy bejarjuk azokat. Legyen az i-
edik pont jelolése v;. Az i értékek i = 1-gyel kezd6dnek, majd minden tovabbi
pontnal 1-gyel novekednek. Azért, hogy a bejards végén felrajzolhassuk a be-
jart fat, meg kell jegyezniink, hogy v,-re melyik pontbdl 1éptiink. Ezt a pontot
jelolje g(vy). A bemutatott példdn a 10.21. dbrdn a g(v,) értékeket is feltiin-
tettiik. Példaul a 7(3) érték azt mutatja, hogy a 7 jelli pontba a 3 jeld pontbdl
jutottunk el. A graf pontszdma legyen v.

A legrovidebb ttvonal keresésekor a szélességi keresést az a = s valasztdssal
végezziik el. Amikor az algoritmus véget ér, a kivalasztott r ponthoz hatarozzuk
meg a ¢(t) = u; pontot. Ha u; # s, akkor a g(u;) = up pontot, ha u, # s, akkor
a g(up) = uz pontot stb. EI&bb-utébb eljutunk egy olyan k indexhez, amelyre
u, = s. Bel4thatd, hogy az

(8 = Uks Up—1, Ug—2, - .., U1,T)

a legrovidebb 1t s-bdl £-be. A bemutatott példdn a legrovidebb 1t a kdvetkez6
lesz:
(1,3,7,9,10)

A legrovidebb utat a 10.19. 4bran vastag vonallal tiintettiik fel.

Ha a graf iranyitott lett volna, akkor ugyanez az algoritmus az s-bol 7-be
vezetd irdnyitott utat hatdrozta volna meg.

A pont elején felsorolt feladatok koziil a kiilonb6zd élhosszisagu grafokra
ad algoritmust Dijkstra (1959). Egy hdl6zaton beliil az 6sszes pont pér tdvol-
sdganak meghatdrozasara szolgal Floyd algoritmusa. Az emlitett algoritmusok
leirdsa megtaldlhat6 Roényai et al. (1999) és Katona Gy., Recski A., Szabé Cs.
(2002) munkijaban. Ha a hal6zatokon beliil akadalyok (példdul utlezarasok)
fordulnak el8, akkor specidlis algoritmusok felhasznalasa sziikséges, ilyenekre
taldlunk példat Schmied (2001) munkdjaban.

10.3. Logikai alapok
10.3.1. A matematikai logika fogalma, logikai miveletek

A logika a gondolkodas formdinak és torvényeinek, a valdsdg elkiilonit-
hetd 1étez6i kozotti viszony, illetve mozgés dltalanos torvényeinek tudoménya.
A modern vagy szimbolikus logika a matematikai médszereket és az azok-
kal nyert eredményeket alkalmazza (Akadémiai kislexikon, 1999). A logikai
miiveletek olyan miveletek, amelyek logikai itéleteken vannak értelmezve, s
valamely kapott logikai itélet értéke csak azon itéletek logikai érté€kétdl fiigg,
amelyekre a miiveletet alkalmaztuk (Farkas, 1972).

www.interkonyv.hu © Detrekéi Akos jogutdda, Szabd Gyodrgy



© Typotex Kiadd

10. FUGGELEK 287

A logikai miiveletek harom egymastdl jol elkiilonithetd csoportjaval foglal-
kozunk:

= EgyenlGségek, egyenltlenségek,
m Miveletek élesen elhatérolt (crisp) halmazokkal,
m Miiveletek nem élesen elhatérolt (fuzzy) halmazokkal.

A logikai miiveleteket a térinformatikai elemzések kiilonb6z6 feladataindl — a
lekérdezésektdl a modellezésig — széles kortien alkalmazzak. Egy résziik alkal-
mas bizonytalansdgok kezelésére is.

10.3.2. [Egyenloségek, egyenlotlenségek

Az egyenl8ségeket és egyenlStlenségeket els6sorban a térbeli elemzések ren-
dezési feladatainak megoldasakor alkalmazzuk. Ilyen rendezés lehet példaul
egy adatsorban a

m sz€ls6érték-keresés (példdul valamely utcdban melyik a legdragébb telek),
m bizonyos értéknél nagyobb (vagy kisebb) érték keresése (példaul valamely
utcdban mely telkek 4ra kisebb 10 milli6 forintnal).

A rendezési feladatok egy része az SQL kérdezényelv alkalmazdsaval koz-
vetleniil megoldhaté. Mas esetben specidlis algoritmusok alkalmazasa is indo-
kolt lehet. Specidlis algoritmusokon alapulé eljardst mutatunk be Rényai et al.
(1999) alapjan.

Legyen Z az egész szdmok halmaza. Tizziik ki feladatul a szdmok nagysig
szerinti rendezését. A feladatot igy is megfogalmazhatjuk, hogy a

ZI’ZZ" . "Zn

sorozatot a nem csokkend
(VI,VZ, . 'aVn)
viSm <<y
sorozatba rendezziik at. A feladat kiilonbozé algoritmusokkal oldhaté meg.
Induljunk ki a Z halmaz
SZ{Sl <52<...§Sn}

részhalmazdbdl. Legyen s € Z azaz s a Z egy tetszOleges eleme.

Kérdés s € S? Es hol a helye?

A feladatot megoldhatjuk linedris kereséssel. Ekkor s-t el6szor s;-gyel ha-
sonlitjuk Ossze.
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Hérom eset lehetséges:

m Ha s < s, akkor végeztiink, mivel s nincs S-ben.
m Ha s = sy, akkor sikerrel jartunk, mivel s € S és a helyét is ismerjiik.
m Ha s > s, akkor a keresést folytatnunk kell.

A bindris keresés esetén s értékét eloszor az S kozéps6 elemével hasonlitjuk
0ssze, s ennek alapjan dontiink arrdl, hogy melyik részhalmazban lehet s;, és
ennek megfelelGen folytatjuk a keresést.

10.3.3. Miiveletek élesen hatarolt (crisp) halmazokkal

A targyalds sordn a halmazt alapfogalomnak tekintjiik. A halmaz bizonyos
tulajdonsdgokkal rendelkez6 egyedek (objektumok) sokasdga. Ha az a objek-
tum eleme az A halmaznak, ezt a tényt az

a€A

szimbélummal irhatjuk le.

Példanak tekinthetjiik egy utcdhoz tartozé telkek vagy egy véaros lakéinak
halmazat. A felsorolt példdk élesen elhatarolt (crisp) halmazokra vonatkoznak,
hiszen egy telekrdl egyértelmiien eldonthetd, hogy valamely utcdhoz tartozik
vagy sem, s ugyanez igaz valamely varos lakéi esetében is.

A halmazt alkot6 egyedek a halmaz elemei. A halmazokkal kapcsolatos spe-
cidlis fogalmak a kovetkezdk:

m iires halmaz: olyan halmaz, amelynek nincs egyetlen eleme sem.
m részhalmaz: ha az A halmaz minden eleme a B halmaznak is eleme, akkor A
a B részhalmaza.

A halmazokat megadhatjuk

= clemeikkel, példaul: A = {0,2,7}.

» tulajdonsdgaikkal. Ha P(x) olyan dllitds, amely x értékétdl fiiggGen lehet
igaz vagy hamis, akkor {x|P(x)} az a halmaz, amelynek elemei azok az
x-ek, amelyekre P(x) igaz.

Az els6 megaddsi modra példa lehet, ha felsoroljuk egy utcdhoz tartozé tel-
kek un. helyrajzi szdmait. A mdsodik megadasi méddal azon telkek halmazat
definidlhatjuk, amelyek nagyobbak mint 800 m?.

A halmazokkal kiillonb6z6 miiveletek végezhet6k. Ezek koziil a kovetkezs-
ket targyaljuk:

= metszet,
m egyesités,
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= kiilonbség,
m diszkrepancia.

Az A és B halmazok metszete az a C halmaz, amelynek elemei mind A-hoz,
mind B-hez hozzétartoznak. Jelolése AN B. Ha példaul egy utcdban az A halmaz
elemei azok a telkek, amelyek teriilete nagyobb mint 800 m?, a B halmaz elemei
pedig azok a telkek, amelyek dra 10 millié forintndl kisebb, akkor a metszet
jeloli ki a 800 m?-nél nagyobb, de 10 millié forintnal olcsébb telkek halmazat.

Az A és B halmazok egyesitése (unidja) az a C halmaz, amelynek elemei
legaldbb A-hoz vagy B-hez hozzatartoznak. Jelolése: AUB. Az el6z6 példat
folytatva az egyesités segitségével taldlhatjuk meg azokat a telkeket, amelyek
vagy 800 m?-nél nagyobbak vagy 10 milli6 forintnal olcsébbak.

Az A és B halmazok kiilonbsége az a C halmaz, amely tartalmazza A mind-
azon elemeit, amelyek nem elemei B-nek. Jelolése: A\ B. A példa esetén a
kiilonbség szolgéltatja azon 800 m2-nél nagyobb telkeket, amelyek 10 milli6
forintnal nem olcsébbak.

Az A és B halmazok diszkrepancidja az a C halmaz, amely tartalmazza A és
B valamennyi elemét metszetiikon kiviil. Jelolése: AAB. Példankban a diszk-
repancia miiveletével kizarhatjuk azon 200 m2-nél nagyobb telkeket, amelyek
10 millié forintnal nem olcsébbak, tovabba azon 10 millié forintnal olcsébb
telkeket, amelyek 800 m?-nél nem nagyobbak.

A felsorolt miveleteket szokds az tn. Venn-diagramokkal szemléltetni
(10.20. 4bra). A diagramokon a bevonalkizott rész mutatja azt a teriiletet,
amelyre az allitds igaz. A miiveletekre igazak a Boole-algebra axi6émai.

0 @E
® O

10.20. abra. Halmazmiiveletek szemléltetése Venn-diagrammal
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A bemutatott logikai miiveletek kiilonosen jol hasznalhatok komplex kap-
csolatok esetén. Sokszor a bemutatott példandl jéval tobb témdra hasznéljdk
parhuzamosan a kiilonb6z6 miiveleteket.

10.3.4. Miiveletek nem élesen hatarolt (fuzzy) halmazokkal

Az eddigiekben feltételeztiik, hogy a felhasznalt halmazok hatarvonala éles,
azaz egyértelmiien eldonthetd, hogy valamely elem a halmazhoz tartozik vagy
sem. A valdsdgban gyakran fordulnak el olyan halmazok, amelyek hatarvo-
nala nem tekinthet6 élesnek.

Példaként emlithetjiik egy erdd €s egy rét kozotti tmenetet, vagy el6z6 pél-
dankban a 10 milli6 forintos hatdrt. Az erd6 és a rét k6zotti hatdrvonal csak
bizonytalanul jelolhetd ki. A telket vasarolni szandékozd személy gondolatai-
ban sem feltétleniil éles a 10 milli6 forintos hatar, hanem feltehetGen 8-10 millid
(esetleg 9-11 milli6) forintra gondol.

A nem élesen elhatdrolt halmazokat fuzzy-halmazoknak nevezziik (példdul
Borgulya 1999, Kéczy, Tikk 2000). A nem élesen elhatdrolt halmazokat az
elemeik mellett az elemekhez tartoz6 tagsagi értékkel jellemzik. A tagsagi érték
0 és 1 kozott mozoghat, s kiilonb6z6 tagsagi fliggvények segitségével adhaté
meg. (Az élesen hatarolt halmazok esetén a tagsagi érték O vagy 1 lehet, a O azt
jelenti, hogy valamely elem biztosan nem tartozik a halmazba, az 1 pedig, hogy
biztosan beletartozik).

Egy nem éles hatard A fuzzy-halmaz megaddsdhoz felhaszndljuk a d eleme-
ket, s az azokhoz tartozé h(d) tagsagi értékeket:

A={(d;h)|d e D,he H},

ahol A a {(d;ha(d))} értékpéarok halmaza, hs(d) a tagsagi fiiggvény, amelynek
értéke 0 és 1 kozott valtozik.

A tagsagi fiiggvényeknek kiilonboz6 fajtdi 1éteznek. Néhany tagsdgi fiigg-
vényt Bartelme (2005) alapjan a 10.21. dbran mutatunk be. Az els6 bemutatott
fliggvény az élesen hatdrolt (crisp) halmazokat jellemz6 tagsagi fliggvény.

A térinformatikdban hasznalt kiilonbozé jellegli tagsagi fliggvényekrdl és
felhaszndlasi teriiletiikrdl hasznos 6sszeallitast kozol Raines et al. (2011).

A fuzzy-halmaz és tagsagi fliggvénye kozott egy-egy értelmid megfeleltetés
létezik. Ebbdl kovetkezik, hogy két fuzzy-halmaz akkor azonos, ha tagsigi
figgvényiik azonos. A fuzzy-halmazokkal ugyanolyan miiveletek végezhetSk,
mint az élesen hatdrolt halmazokkal. Azonban e miiveletek tobbféleképpen
definidlhatok. A leggyakoribb miiveletek egy lehetséges definicidja Borgulya
(1999) és Koéczy, Tikk (2000) alapjan a kovetkezd. Legyen A, B két fuzzy-
halmaz az X alaphalmaz felett d4 (x) és dp(x) tagsagi fiiggvényekkel.
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| 1
0 0
élesen hatarolt halmaz nem élesen hatarolt halmaz
tagsagi fliggvénye tagsagi fliggvénye

10.21. dbra. Elesen hatérolt és fuzzy halmazok tagsagi fiiggvényei

= Két halmaz metszete (minimum-operator)

dsn(x) = min[da(x),dp(x)],
= Két halmaz egyesitése (maximum-operator)

dauB(x) = max[da(x),dp(x)],

A két mivelet tovdbbi definiciéi (példdul 7T-norma, S-norma), valamint
egyéb miiveletek definiciéi megtaldlhatok az elébb idézett miivekben. A most
leirt miiveleteket Raines et al. (2010) Fuzzy AND és Fuzzy OR elnevezéssel
latja el.
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