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B

Matrixszamitas es linearis algebra

Avy,...,v,, vi € R,Viszamokbdl alkotott aldbbi formaban 6sszerendezett
szam n-eseket:

v =1[vi,...,v]

sorvektoroknak, a v oszlopba rendezett elemeket oszlopvektoroknak nevez-
ziik, jelolésik ve R x --- x R =R".
A v,w € R" vektorok kozott értelmezziik az un. skalarszorzast:

aminek geometriai jelentése a v vektor vetiilete a w vektorra, azaz vi'w =

[v||w|cos a, ahol |v|,|w| a vektorok abszoliit értéke, az a pedig a kozottik
1évé szog.

Azayy,...,apy,, a;j € RVi, j szdmokat egy m x n méretl tdblazatba ren-
dezve egy A € R™*" matrixot kapunk:

ayl ... Qip

ay ... Ay
A=

aAml -+ Amn

Egy A mitrix A7 transzpon4ltjat Ggy kapjuk meg, hogy felcseréljiik a sorait
és az oszlopait.

Matrixok kozotti miiveletekre vonatkozd szabdlyok:

e Osszeadds, kivonds. Legyenek A,B € R"™™ azonos méretli matrixok.
Ekkor C = A+ B =B+A & a C 6sszeg matrixelemei a megfeleld
matrix elemek Osszegével (kiilonbségével) azonosak.
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e Szorzds (nem kommutativ). Legyenek A € R™*™ B € R™*P matri-
xok. A szorzatmitrix C = AB € R"™*7?, elemei ¢;; = Y)° ayb;;, azaz
a c¢;; elem az A métrix i-edik sordnak €s a B matrix j-edik oszlopanak
skalédrszorzata.

o Matrixinvertdlds, determindns:

Az A € R"™" matrix A~! inverzét az
AAT =ATA=T
azonossiaggal definidljuk, az ennek eleget tevd inverz pedig

1 adjA
 detA’
ahol detA az A matrix determindnsa, az adjA pedig az adjungéltja. Az
adjungalt matrixot ugy képezziik, hogy minden eleméhez hozziren-
deljiik a neki megfeleld el6jeles aldetermindnst.

Lathat6, hogy az inverz akkor 1étezik, ha a matrix determindnsa nem zé-
rus. Az olyan matrixokat, amelyeknek nem zérus a determindnsa, nemszin-
guléris matrixoknak nevezziik.

B.1. feladat

Ha A € R?*2, azaz 2 x 2-es méretli matrix esetén
detA = ajjaxn —anpayy,

ad_]A _ |: azn _a12:|
—da] app.

B.2. feladat
Linedris egyetletrendszerek megolddsa ha A nemszinguldris
Ax=0=x=0, Ax=b=x=A"'b.

Matrixok sajatértékei és sajatvektorai

Belathatd, hogy a det[Al — A] egy n-edfokd polinom. A det[Al —A] =0
egyenlet gyokeit az A matrix sajitértékeinek nevezziik. Az algebra alapté-
tele szerint ennek a polinomnak 7 szdmu (éltaldban valds és komplex) gyoke
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van, amiket A; € C,i = 1,...,njeldliink. A [A,] —A]v;=0,i=1,...,negyen-
letben a v; vektorokat az A matrix A; sajatértékéhez tartozé sajatvektoranak
nevezziik.

B.3. feladat

Hatérozzuk meg az

0 0O
A=11 0 2
011
matrix sajatértékeit és sajitvektorait. A matrixnak hdrom sajatértéke van, mi-
vel
A 0 0
det(Al—A)=det |[—1 A -2 | =AA-2)(A+1)=0
0 -1 A-1

alapjan: A; =2, A, = —1, A3 = 0. A hdrom sajatértékhez tartozé sajéatvekto-
rokat az
(A=Alv=0

egyenlet alapjan hatdrozzuk meg. A A; sajitértékhez tartozo vy sajatvektor
szadmitdsa a kovetkezd:

-2 0 0 Vil

(A - 7Lll)v1 = 1 -2 2 Vi2| =
0 1 —1f |vg3

T
=[-2vi1 vii—2vi2+2vi3 vio— Vi3]

A [=2vi1 vii—2vi2+2viz viz—vi3] =[0 0 O] matrixegyenlet meg-
olddsa: vi; =0, vi2 = a €s vi3 = o tetszbleges a-val. A v;-hez tartozo
egyik sajatvektor a kovetkez6: v = [0 1 I]T. A masik két sajatérték-
hez is kiszdmithatjuk a sajitvektorokat. A v,-hoz tartozé egyik sajatvek-
tor: vp = [O -2 I]T. A vs3-hoz tartozd egyik sajatvektor a kovetkezd:

T . e
v;=[2 1 —1] . Azaz sajitvektorokat tartalmazé matrix:

0o 0 2
V:[vl 12 V3]: 1 -2 1
1 1 -1
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A linearis algebra alapjai

Az n-elem{ vektorokat gy értelmezhetjiik, mint az n-dimenzids euklideszi
tér elemeit.! A vy, vs,...,v, vektorok linedrisan fuggetlenek, ha Vo € R ska-
larszamra ov| + ..., v, = 0, azaz ha valamennyi oy = 0,4 € [1,...,n]. Azt
mondjuk, hogy az n linedrisan fiiggetlen v; vektor kifesziti az R" teret.

A v; vektorok linedrisan fiiggetlenek, ha a bel6liik alkotott vektorok V =
[V1,...,V,] métrixa teljes rangd, azaz rangV = n.

Az m x n méretli matrixokat dgy tekinthetjiik, mint az m-dimenzids euk-
lideszi térrdl az n-dimenzids euklideszi térre leképez6 linedris operatorokat:
A:R™ — R" azaz hav € R™, akkor Av € R”".

Ha A matrix rangja rangA = r, akkor A az R” vektorokat az r-dimenziés
R™ térre képezi le, és azt mondjuk, hogy 3A = R, azaz R" az A linedris
operator képtere.

Azokat a v € R" vektorokat, melyeket az A matrix zérus vektorba képezi
le, azaz Av = 0, az A linedris operdtor magterének nevezzik, és KerA-val
jeloljiik. Tehat ha v € KerA C R" = Av = 0. Beldthatd, hogy a KerA altér
dimenzidja dimKerA = n—r és r = rangA. Az eredményeket linedris egyen-
letrendszer megolddsdndl hasznaljuk.

A linedris algebra tovabbi tanulmdnyozaséra javasoljuk a [15] tankonyvet.

1 Az n-dimenzi6s euklideszi tér egy linedris vektortér, ahol értelmezve van skaldrral vett
szorzas és vektor 6sszeadds. Azaz, ha a;, 00 € R ésvi,vy € R", akkor o v + vy € R”
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