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Matematikai alapfeladatok

Ebben a fejezetben a konyvben 1év6 feladatok megolddsdhoz sziikséges ma-
tematikai appardtus gyakorldsdra taldlunk feladatokat, melyek az egyoldalas
Laplace-transzformacié (a tovabbiakban jelz6 nélkiil), az inverz Laplace-
transzformdcid és a polinomosztés teriiletére terjednek ki. Az el6bbi két té-
makor részletesebb kifejtése megtaldlhatd [3] A fiiggelékében. A gyakran
hasznalt osszefiiggéseket az A.1 tdbldzatban foglaltuk dssze.

Tételezziik fel hogy az f(t),t € [0, ) egy olyan fiiggvény, amely az aldbbi
tulajdonsagokkal rendelkezik:

/ F(0)]dt <o, FA, @ ER, limysmf(t)Ae™ = 0.
0

Jelolje . azt az integral transzformdciét , amely az f(r) fiiggvényhez egy
F(s),s € C fiiggvényt rendel, azaz .Z : f(t) — F(s), ahol

F(s) = / F(e)ed, seC. (A1)
0
Az F (s) komplex valtozos fiiggvény pozitiv valds, azaz F(s) = F(s).
A Laplace-transzformécié inverzét a kovetkezéképp definidljuk : £~ ! :
F(s) = (1),
G tioo
) = % / F(s)e"ds, 1€ [0,00). (A2)
6 ioo
A (A.1) és (A.2) osszefiiggésekkel definidlt transzformécidpart Laplace-

és inverz Laplace-transzformaciénak nevezziik, és az Z{f(t)} = F(s), illet-
ve & YF(s)} = f(t) szimbSlumokkal jeloljiik.
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388 A. Matematikai alapfeladatok

A Laplace-transzformdci6 linedris, azaz id6fiiggvények linedris kombina-
cidjat Laplace-transzformaltjaik linedris kombindcidjdba képezi le. Legyen
ap, 0 € R, ekkor

ZL{fi(t)} =F1(5), ZL{/2(t)} = Ba(s) = L{oufi(t) + fo(t)} =
= OCIFl(S)—l-OCze(S).

Tovébbi fontos tulajdonsdgok, amelyeket a linedris dlland6 egylitthatés
differencidlegyenletek megolddsanal (az LTI-rendszerek id6beli viselkedé-
sének analizisében) hasznalunk fel, a kovetkezdk:

1. Egy f(¢) fiiggvény id6 szerinti derivaltjat Laplace-transzformaltja s-el
val6 szorzatdba képezi le: Z{ 4L f(t)} = sF(s) — £(0).
2. Egy f(t) fuggvény id6 szerinti integréljat Laplace-transzformaltja %—
el val6 szorzatdba képezi le: Z{[ f(t)dt} = 1F (s).
0

3. Az f(t) és g(t) fiiggvények konvoldcidjit Laplace-transzformaltjuk
szorzatdba képezi le:

oo

21 [ s(t= )/ ()T} = G5)F ().

0

Az aldbbiakban néhany példdk mutatunk a Laplace-transzformacié koz-
vetlen kiszdmitdsara.

A.1. feladat
Legyen f(t) = §(t) a Dirac-deltafiiggvény. Ekkor

oo

2{8(1) = / S(t)etdi = ey = 1.
0

A.2. feladat
Legyen f(t) = 1(t) az egységugras fiiggvény. Ekkor

est:| e efst efst
0

—S

L{1(t)} = /we“”dt = [
0
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A.3. feladat
Legyen f(t) =e“. A Laplace-transzformalt:

i = —(s—a) |~
L{e" (1)} z/e“’e’“dt:/e*(““)’dt: © _ !
/ —(s—a)],

0

A 4. feladat
Vizsgiljuk a f(t) = e/’ fiiggvényt.
L{e"} = / &0t = / esmiongy — | £
—(s—iw) o 5T 10)
0 0
S+im s L [0}
= = l
S+ s+’ P+’

= Z{coswt} +iL{sinwr}.

A.5. feladat

A derivéldsra vonatkozd szabalyok alkalmazasdval kapjuk az aldbbi fiiggvé-
nyek Laplace-transzformaltjait:

Legyen f(t) =t1(z) a sebesség egységugras-fiiggvénye. Ha f(t) =1¢,1 >
0, akkor 4 =1, t > 0, és mivel Z{% f(t)} = sF(s) — £(0), f(0—) =0,
kovetkezik, hogy 1 = 5.2{t1(t)}, amibél kapjuk, hogy

L{tl(1)} = lz

N

Hasonléképp kapjuk, hogy

2{P1(1)} = S%

Altaldban pedig

LM} = s:+!1'
Eltolasi tételek
Legyen

oo

F(s) = / FO)edr, seC Ris)>a
0
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Legyen a € €, amelyre R{s — a} > a. Ekkor

F(s—a)= / Fl)e 9 dy

0
:/f(t)efsteatdt:g{eatf(t)}.
0

Ez azt jelenti, hogy ha egy f(¢) fiiggvényt e”-vel szorzunk, akkor a Laplace-
transzformdltjdn a-val valé eltoldst kell elvégezni.

A.6. feladat
Vizsgaljuk a f(¢t) = 1(r — 7) fuggvény Laplace-transzformaltjat:

< —st ] —st —st
1
f{l(t)}Z/e_‘”dt: [e ] —lim S —limS— = —e ™7
T
T

—S t—o0 —g§ t—T —§ Ky

A.7. feladat

= = Qi 4 g—i®t
L{e ¥ coswt} = [ e *e ¥ cos wrdt = /e*“’e*s’idt

2
0 0

1 . 71 .
:/Ee_(a+s_lw)tdt+/EC_(OH—S—Hw)tdt
0 0

Lo—(ats—io) Lo—(atstio)
_ |2 2
| —(a+s—io) o | Tletstio)|
% % s+ o

Ots—io  o+stio (s+a)l+o?

Ha egy f(¢) fiiggvényen végziink eltoldst az idGtengely mentén 7 idd-
vel jobbra, akkor hasonldan beldthatd, hogy Laplace-transzformaltjat az e™*7
fiiggvénnyel kell szorozni:

Lt -1} = e (s).
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Kezdetiérték- és végértéktételek

Belathato, hogy az id6- és operatorfiiggvények s tartomanybeli kezdeti €s un.
végértékei kozott fenndllnak az alabbi 6sszefiiggések:

lim f(¢) = limsF(s),

t—yoo s—0
li t) = lim sF
g fe) = i sF(s)

Ezek a tételek igen hasznosak a Laplace—inverz Laplace-transzformaciok
szdmitdsandl az eredmények ellendrzése szempontjabol.

Az inverz Laplace-transzformacié kiszamitasa

Az inverz Laplace-transzformacidt az alabbi improprius integrallal definidl-

tuk:
O +ico

f(t):% / F(s)e"ds, 1€ [0,00).

O —ico

Legyenek az F(s) fiiggvénynek egyszeres polusai: &2 = {py,...,p}, és le-
gyen 0 > R{p;},i =1,...,n. Ekkor a fenti improprius integralt helyettesit-
hetjiik egy olyan zért gorbe menti integréllal, amelyet a képzetes tengellyel
parhuzamos, attél balra ¢ tdvolsdgra halad6 egyenes és egy R sugard félkor
alkot. Az F(s) polusai ezen a zart gorbén beliil helyezkednek el. Beldthato,
hogy az e* fiiggvény pélusai mind a jobb félsikra esnek. Ha R — oo, akkor
az integrdlt az un. reziduum-tétellel szamithatjuk Kki:

n
flt) = Z Res,,F(s)e” = Z im (s — p;)F(s)e”.
pi€? i=1 $ .
Ha az F(s) raciondlis tortfiiggvény, azaz
b(s) I (s—2z)
a(s) T (s—pi)’

ahol 2 ={zy,...,2m} a zérusok, & = {py,...,p,} pedig a plusok, akkor
az el6zd Osszefliggés alapjan

f(1) = i im (s — p;)F (s)e” = i" }im_ ZZE:)) =3

www.interkonyv.hu © Bokor Jozsef et al.



© Typotex Kiado

392 A. Matematikai alapfeladatok

ahol az
d(s) = lim a(s)
S—pi (S — pl)
hatéarérték az a(s) polinom derivéltja az s = p; helyen. Ezzel megkaptuk az
Un. kifejtési tételt, amely szerint egyszeres pélusokra az F () fiiggvény inverz
Laplace-transzformaltja :

) =2 F(s)y =) 2

S d(s)

e ls=p;
ahol d'(s) az a(s) polinom s szerinti derivéltja.

A.8. feladat

Legyen F(s) = L. Az F(s) pSlusap=a,b(s) =1, a(s)=s—a, d'(s)=
1. A kifejtési tétellel:
1 st __ o at
f(t)= llgr}le =e’.
Az inverz Laplace-transzformalt kiszamitasa parcialis tortekre bon-
tassal

Egyszeres pdlusok esetén az F'(s) fiiggvényt parcidlis tortekre bonthatjuk:

F(s)=Y,

)
=15~ Pi

ahol R;;i =1,...,n az F(s) rezidumai a p;,i = 1,...,n helyeken. Ekkor az
inverz Laplace-transzformdlt egyszerd 0sszeg alakban irhat6:

f(r)zinms— ) Ri ot Z ¥ Rt
=157Pi b §—Di i=1 .
A.9. feladat

F(s) =325, f(t)=5"%

A.10. feladat

F(S) = #(3?4-5)’ f(t) = %eit + %eiSt
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A.11. feladat

_ s+3
F(s) = (s+175i;—(s+1+5i)

s+3
)= Ii 1—5i st
f) = Jim s+ =50 e S 150
s+3 s

li 1+45i
HHRSL'(H_ +5i) (s+1=50)(s+1+ 51')e

=0.2ie (e " —e™) +0.5e " (e +e ")
= 0.4e "sin(5t) + e "cos(5t).

Adjuk meg a kovetkezd fliggvények £ -transzformaltjat!

A.12. feladat

flt)=e*

Megoldas:

oo

il oo e—t(o+s)
F(s) — f{e*“’} :/ e oS gy — / eft((x+s)dt I _
0 0 —(a+s) o
i e—t(a+s) e—t(o+s) B 1 - 1
Tihe | Tlats)|  —(ats) . “a+s) a+s
A.13. feladat
ft)=1—e
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Megoldds:

F(s)=2{1-e "} = / T e ) e = / ) (e — e ar =
0 0

oo

oo oo —st] % —t(a+s)
= / e dt — / e @) g = [e ] B L R
0 0 =5, —(a+s) o
et et e f(ats) e—t(o+s)
= | lim — — | lim — =
1=\ —s —s = \ —(a+5) —(0+s)
1=0 =0

1 1

s o+s

—01 0 !
I ] B R )

Hatérozzuk meg a kovetkezd fiiggvények inverz £~ ! -transzformaltjat!

A.14. feladat

2
F(s) =
) =577
Megoldais:
0.4
F(s):—1
S+§
1
0) 5 +1 04 , 2, 2 _1
= lim s+-=1- e’ = lim —-e" =—--¢
s——1 5 +1 5%7%5 5
°T3

A.15. feladat

2

Fs)= s(5s+1)
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Megoldds:

A.16. feladat

1

Fls) = s(s?+3s+2)

Megoldas:

s(s>+3s+2)=0 — p1 =0, pr=—1,

p3=—2
Fo) =tim |5 ——— e |+ lim [ 1) o] +
s=0 | s(s+1)(s+2) s——1 s(s+1)(s+2)
+ lim (s+2)-;-e”
s——2 s(s+1)(s+2)
1 1 1 1 1
_ ot ) S )|
2T Ciyt Ty T e
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A.l. tablazat. Gyakran hasznalt Laplace-transzformécios Osszefiiggések

Laplace-transzformalt, .Z(s)

Idéfiiggvény, f(t), 1 € [0,0)

1 o(1)
e 37T o(t—r)
: 1(2)
> t
L tnfl
s (n—1)!
1 1
NG VL
s—i%x e~ of
. L§(1) — e 8"
1+1ﬁs B ﬁtz
o) e @
s(sia) 11_ e:at
o t
s(s;oc) X o + Ocea
TR Fgle ¥ —e P 0
s(si(x)z % Lz(l + OCZ)
s _ B _
TGP ape U+ A"é‘e pr
s+A A— _ _
(s+aJ)r,(s—+ﬁ) Tge "+ e b
G +“a)2 (1—oat)e ™
oo b bk e
1 1 1. —ort 1 —ar
s(st+a)? o " wl® a2
1 1 - 1, - 1 -
+a) (B) ® ot Yt pate (ﬁﬁ—a)ze [
s - a_.—of —Bt
CTa TP e e M e’
1 1 e_m—i— 1 e~ t+ 1
s(s+a)(s+B) a(a—B) B(B~a) (aB)
1 e + e P + e "
(s+a)(s+B) (s+7) B-a)(r—a) ' (r-a)(a —ﬂﬂ) (a=1)(B-7)
stA (A—a)e ™ (A-B)e + (A—p)e ™
(s+a)(s+B)(s+7) B-a)(y-a) " (y-a)(a—B) " (a=1)(B~Y)
ﬁ % sin wt
m cos 0t
s(szj»ia)z) %(1 — Cos t)
Sz(szlﬁz) L (ot —sinor)
m i)e a[Sln wt
7(”3;2(1(02 e~ *coswt
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Polinomosztas

A kovetkezd feladatok a polinomosztas t€émakorébe tartoznak. A polinom-
osztds menete a kovetkezd: kiszamitjuk az osztandé és az osztd legnagyobb
kitevdjti tagjainak hanyadosat. Ezzel az értékkel visszaszorozzuk az osztét.
Az igy kapott eredményt kivonjuk az osztand6bol. Ezutdn a kivonds utdni
értéket tekintjitk osztanddénak, és ezen alkalmazzuk az el6bb leirt 1épéseket.
Az osztas addig tart, amig az osztandd legnagyobb kitevdjii tagjanak foksza-
ma nagyobb vagy egyenl6, mint az oszté legnagyobb kitevdjli hatvdnyanak
fokszdma.

A.17. feladat

P4t —2x—1):(*+1) =
1. 1épés:
Az osztand6 és az oszt6 legnagyobb kitevéjii tagjanak hanyadosa: x°.
4= —2x—1): (P +1) =42
— (X +x)
=xt—23 —2x—1 (ez lesz az 1ij osztando)
2.1épés: Az 1j osztando és az oszt6 legnagyobb kitevdji tagjanak hanyadosa:
x2.
(=2 —2x—1): (P 1) =42
— (x*4-x%)
=20 —x*—2x—1 (ez lesz az 4j osztando)

3.1épés: Az 1j osztandd és az 0sztd legnagyobb kitevdjii tagjdnak hanyadosa:

—2X.
(=2 —x® —2x—1): (x> +1)=—2x
—(—2x* —2x)
=—x>—1 (ez lesz az 1j osztando)
4. 1épés:
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P

Az 1j osztand6 és az oszt6 legnagyobb kitevji tagjanak hanyadosa: —1.

A eredmény:

4+ —2x—1

A.18. feladat

B —1):(x—1)=

FP=1D:x—1)=x>+x+1

()
=x>—1

— (2 -3
=x—1

—(x=1)
=0

Az eredmény:

2 4x+1
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A.19. feladat
(=20 +4x% —6x+8): (x— 1) =

(=2 +4x® —6x+8): (x—1) =x> —x*+3x -3
~ (-2
= 4 —6x+8
— (=X +x%)
=3x"—6x+38
— (3x* = 3x)
=—3x+8
—(=3x+3)
=5

Az osztasban maradék képzodott.
Az eredmény:

5
¥ - +3x—34+—
x—1
A.20. feladat
(0 =2+ + 7% — 12x+10) : (x* —2x4-2) =

(X =2+ + 7 — 12+ 10) : (x* —2x+2) =x° —x+5
— (o —2x* - 2x%)
=X+ 7 = 12x+ 10
— (= +2x% — 2x)

=5x> —10x+ 10
— (5x* — 10x + 10)
=0

Az eredmény:

©—x+5
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A.21. feladat
(26 =3 +4x2 +3x+2) : (P x+ 1) =

(2 =P+ 4 +3x4+2) s (P +x+1) =26 —3x+5
— (2 2% +247)
= —3x° + 2% 4+ 3x 42
— (—3x% —3x% — 3x)
=5 +6x+2
— (5x* +5x+5)
=x-3

Az osztasban maradék képzddott.
Az eredmény:

2% —3x+54+——
xX2+x+1
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