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Bevezetés

Evek 6ta tobb ismeretterjeszté folyodirat szamara irok matematikatorténeti
vazlatokat. Id6kozben annyira belelendiiltem a tevékenységbe, hogy koriilbe-
lill két tucat 4j, vazlatos tanulmanyt is megirtam. Ezeket a tanulmanyokat
kivanom most atdolgozva és Osszefésiilve konyvként kozreadni. Tobb célom
volt a vazlatok fréasdval: a) szérakoztaté forméban tartalmas matematikdval
megismertetni az olvasékat; b) rdaébreszteni a matematikdban jértasabb ol-
vasokat, hogy a matematikai felfedezések tényleges torténete gyakran el-
lentétes az utélagos logikai, tankonyvszeri kifejtéssel.

Korabbi kényvemet (Valogatott fejezetek a matematika torténetébdl, Bp.
Typotex, 2009) matematikailag képzett — volt vagy jelenlegi — egyetemista
hallgatoknak irtam; most szélesebb tabort szeretnék elérni, érdeklodd kozép-
iskolasokat vagy mar végzetteket, akik korabban tanultak bevezeté kalku-
lust (elemi analizist) is, és hajlandék megismerkedni a komplex szédmokkal
és a valoszinliség-szamitas elemeivel is. Ugyanakkor most jobban kove-
tem az idorendi sorrendet, és az agazati beosztds helyett az életrajzokat
kovetem, véallalva az elkeriilhetetlen ismétléseket (amelyeket a fejezetszamra
mutaté elére és héatra nyilak jeleznek: [—] és [«]) és a logikai bukfence-
ket. (Példaul a Napier-rél sz6l6 fejezet haladébb anyagot tartalmaz, mint
a kés6bbi Newton—Leibniz-fejezet!) Minden fejezet vagy alfejezet elsé be-
kezdése(i) tartalmaz(nak) egy (vagy tobb) rovid életrajzot, és a kovetkezd
bekezdés egy rovid korrajzot ad.

Két végletet igyekeztem elkeriilni: 1) olyan informécidkkal elarasztani
az olvasokat, amelyekbdl alig értheté valami a nem szakember szdmara
(példaul Cauchy megteremtette a komplex valtozos fiiggvények elméletét);
2) vagy hogy a matematika helyett a matematikusok furcsa vondsaira 6ssz-
pontositsam az olvasok figyelmét (példdul a kimagaslé matematikusok kozott
joval nagyobb aranyban taldlunk furcsa egyéneket, mint az atlagemberek
kozott). De igy is biztosan lesznek olyan matematikai bonyodalmak, ame-
lyeket az olvasdk jelentOs része nem ért meg azonnal, javaslom ezeket elso
olvasaskor at ugrani (a hosszabb — és gyakran elnagyolt és heurisztikus
— bizonyitasokkal egytiitt). Madsrészt a hitelesség kedvéért el6adok olyan
részleteket is, amelyeket kényesebb izlésti ir6k kihagytak volna.

Kozgazdasz 1évén nem tudtam ellenallni néhény kozgazdasagi alkalmazas
bemutatasanak (jelenérték mint Laplace-transzformalt, jétékelmélet és a
kozgazdasagi modellek). Ha a matematikai szabatossdgot mindendron meg
akartam volna tartani, akkor meg kellett volna allnom a kalkulus sziiletése
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elott, azaz 1670-nél. Ezt szellemi oncsonkitasnak éreztem volna, és vallalva
a pongyolasagot, igyekeztem eljutni a 20. szazadig.

Az anyag jobb elsajatitdsat a jegyzetben elhelyezett feladatok segitik (a
* jelzés arra utal, hogy a feladat nehéz), részletes megolddsokkal a konyv
végén. Néha szamitogépre lesz szitkség a feladatok megolddsahoz, de ezek
kihagyhatok.

A jegyzetet még nem volt médom tanitani, de remélem, hogy néhany
kozépiskolai tanar részben vagy egészben kipréobalja. Aki hosszunak talalja
a Rovid matematikatorténetet, az tobbféleképpen is rovidithet. Példaul csak
az analizissel, csak a szamelmélettel vagy csak a valdszinliség-szamitassal
foglalkozik.

Koszonetemet fejezem ki Freud Robertnek és Racz Andrasnak, akik egy
korabbi véltozat minden sorat gondosan dtolvastak, Besenyei Addmnak, For-
berger Klaudianak, Forré Martonnak, Kovacs Kristofnak, Lerner Tamasnak,
Pataki Janosnak, Podonyi Anikénak, Reguly Agostonnak, Rendek Csabanak
és Tétényi Eszternek értékes tandcsaikért. Gerner Jozsef és Varga Csa-
ba végezte el a gépirat véglegesitését, beleértve az abrak beillesztését.
Természetesen a megmaradd hibakért kizardlag én vagyok felelés. Minden-
kitdl szivesen veszek minden segité megjegyzést.

Budapest, 2012. november
Simonovits Andrés
email: simonovits.andras@krtk.mta.hu
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1. Eukleidész Elemei

Eukleidész (kb. i.e. 300) méar a vérosdllamok bukdsa uténi, hel-
lenisztikus korban élt, és a Nagy Sandor &altal alapitott egyiptomi
févarosban, Alexandridban alkotott. Fé miive a tobb magyar forditas-
ban is elérhet6 Elemek, amelynek jelentos része az elemi geometriat
a ma is hasznalt axiomatikus felépitésben targyalja. Tudjuk, hogy
mar elotte is irtak ilyen monografidkat, de csak az 6vé maradt fent,
taldn azért is, mert jobban volt megszerkesztve, mint a korabbiak. Azt
is tudjuk, hogy nem volt igazan jelentés matematikus, de els6rendi
tankonyvet irt, amely az el6dok munkait ragyogéan osszegezte. 1détal-
l6sagara jellemz6, hogy mai kozépiskolds geometriai konyveink is az
Elemeket kovetik, amely taldn a Biblia utan a legtobbszor kiadott
munka.

Ebben a fejezetben tobb évszazadot fogunk at, ezért korismertetésiink
is tobb részre tagolodik. Most csak annyit jegyziink meg, hogy a gorogok
el6tti dllamok altaldban folyami civilizacidk voltak (Egyiptom, Mezopotamia,
Kina, India,...), ahol az 6ntdzés megszervezése hatalmas és kozpontositott
allam létezését feltételezte. Ezzel szemben a gorog civilizacié egészen Nagy
Sandorig varosallamokbdl allt, és a jelenlegi Gorogorszagnal joval nagyobb
teriiletet fogott at. A véaroséllami demokracidkban szabadon gondolkoztak és
vitatkoztak a szabadok (a rabszolgdk nem), és kiilonleges fejlettségii szellemi
kulturat hoztak létre.

1.1. Az Eukleidész elotti matematika

Tudjuk, hogy mar a gérogok el6tt is volt matematika. A gorog matematiku-
sok voltak azonban az elsok, akik az i.e. 6. szdzadtol kezdve felismerték, hogy
(méasokra visszavezethetetlen) alapfogalmakat (pont, egyenes, sik, tér,...)
kell bevezetni, azokra bizonyitasra nem szoruld axiémékat kell megfogalmaz-
ni, majd 4j fogalmak (kor, hdromszog,...) definidldsa utdn tételek mond-
hatok ki, amelyeket bizonyitani kell. Ez a legkonnyebben a geometridban
végezhetd el.

Taldn a kis-dzsiai Thalész (kb. i.e. 585 koriil) volt az elsé matemati-
kus, aki nemcsak kimondott (korabban mar ismert, és vélhetéleg a Kozel-
Keletrdl szarmazd) tételeket, hanem megpréobélt logikus bizonyitasokat adni
rajuk. Elemi tétele a nevét viseli: A félkor atmérdje a koriv bdrmely pontjarol
derékszogben ldtszik (kivéve az dtmérd két végpontjdt).
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9 1.2 Eukleidész geometridja

A dél-itéliai Piithagorasz (kb. i.e. 550 koriil) nemcsak matematikus,
hanem zenetudds, filozéfus és egy titkos tarsasag szellemi vezetdje is volt. A
rola elnevezett tételt mar kordabban is ismerték.

1.1. tétel. (Pithagorasz tétele, i.e. 6. szdzad) A derékszogii hdromszog
atfogojdra emelt négyzet terilete eqyenld a befogokra emelt négyzetek terile-
tének dsszegével. Képletben, ha eqy derékszogi hdromszog két befogojanak
hossza a €s b, datfogojaé pedig c, akkor fenndll a kovetkezd eqyenloség:

a’ + b =2

Ggy tlinik azonban, hogy a hangszerek hurhosszainak ardnya és a
zenei harmoénia kozti Osszefliggést O fedezte fol. Legegyszeriibb megfi-
gyelése: ha egy hur hosszat megfelezziik, akkor megpengetve kétszer nagyobb
rezgésszamu hangot, az alaphang oktavjat adja, amely egybecseng az eredeti
hanggal. Bonyolultabb osztdsnal, amikor a hurt 12 egyenl6 részre osztjuk, és
ebbdl 8 vagy 9 egységet vesziink, akkor a hang rezgésszama harmonikusan
— j6l hangzéan — valtozik: kvinttel (,,s26”) vagy kvarttal (,,f4”) magasabb
hangot kapunk.

Bar az athéni Platéon (i.e. 427-i.e. 348) elsésorban filozéfus volt, de is-
koldjaban (az Akadémidban) nagy stlyt fektetett a matematikai képzésre —
mint a logikus észjaras segitojére. Nem csoda, hogy iskolajaban talaljuk meg
a kor nagy matematikusait, kiilonésen Theaitétoszt (kb. i.e. 414-i.e. 369),
aki a korabbrdl ismert kocka, tetraéder és dodekaéder utan felfedezte a 4. és
az 5. szabdlyos poliédert, az oktaédert és az ikozaédert. (Bevallom, nehéz
elhinni, hogy az oktaédert a dodekaéder utén fedezték fel.) A kor legnagyobb
tuddsa azonban Eudoxosz (kb. i.e. 410-i.e. 355), aki geometriai tudasat csil-
lagészként is gytimolcsoztette, amikor megalkotta az els6 kozmikus modellt.

1.2. Eukleidész geometriaja

Miel6tt ratérnénk Eukleidész életmiivére, két réla szolé anekdotat mondunk
el réviden: a) Amikor kirdlya megkérdezte téle, hogy nincs-e valamilyen
gyorsabb 1t a matematika elsajatitasdhoz, mint az Elemek, akkor Eukleidész
ontudatosan azt vélaszolta: ,,a matematikdhoz nincs kirdlyi ut.” b) Egy
gyakorlatias érzékii hallgatdja megkérdezte a mestert: ,,Mi a haszna a mate-
matikanak?” A platonista tanar gégosen azt mondta egy szolgdjanak: ,,Adj
egy obulust a didknak, hadd legyen valami haszna.” (Reméljiik, a masodik
vélasz nem vonatkozik e konyv olvasdira.)
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10 1.2 Eukleidész geometridja

A bevezetében mar jeleztiik, hogy Eukleidész a hellén birodalom 1j koz-
pontjaban, Alexandriaban dolgozott, amelyet Nagy Sandor alapitott i.e. 323
el6tt, és rola nevezték el. A rovidség kedvéért csak az 1. konyv felépitését
vazoljuk roviden. Ismert tételekre emlékeztetiink. I.1. Az egyenld szaru
haromszog megszerkesztheté ... 1.15. Cstcsszogek egyenlok ... 1.16. A
haromszog barmelyik kiilsé szoge nagyobb, mint a masik két csicsanél fekvo
sz0g ... 1.20. A haromszog barmely két oldalhosszénak 6sszege nagyobb, mint
a harmadik oldalé (haromszog-egyenl6tlenség) ... Egybevagdsagi tételek ...De
megakadt az 1.30. tételnél, és a folytatashoz sziiksége volt a parhuzamossagi
axiomara, amelyet itt késobbi atfogalmazasban adunk meg: egy adott egye-
neshez eqy vele eqy sikban fekvd kiilsé pontbdl pontosan eqy parhuzamos eqye-
nes hizhato. [— 18|, s ezzel mér igazolhaté az 1.32: a hdromszég belsé
szogeinek Osszege két derékszog. Hasonldan igazolhato az 1.16. élesitése: a
haromszog barmely két belsé szogének Osszege egyezik a harmadik szog kiilso
szogével.

S végiil az 1. konyv csicspontja: 1.47. (a Pitagorasz-tétel, 1.1. tétel.)
A bizonyitas teriilet-atalakitason alapul, de nem a kozépiskolaban tanulton,
hanem annak egyik korabbi valtozatan. Ne feledkezziink meg az [.48.-rél sem,
amely a tétel megforditasat mondja ki, azaz a két tétel jellemzi a derékszogi
haromszogeket az 0sszes haromszog korében.

Ujjgyakorlatként egy jol ismert euklideszi tétel kovetkezik.

1.1. feladat. (Eukleidész, IV.4.) Bizonyitsuk be, hogy a hiromszog
szogfelezdi egy pontban metszik egymast!

Az Elemek utolsé tétele (XIII. kényv) mintegy megkorondzza a miivet:
pontosan 6t szabdlyos poliéder 1étezik [— 13.2. feladat].

Erdekes, hogy megjelenik a széls6érték-szamitas. Hérén mér tudta, hogy
az A pontbdl a siktiikortdl visszaverddo fénysugar a legrovidebb uton jut el
a B pontba.

A gorog matematikusok gondolkodasanak kifinomultsdgara jellemzo,
hogy hamar felvetették: a parhuzamosokrdl sz616, hires V. posztuldtum (més
néven: axiéma) mas, mint a tobbi: ugy érezték, hogy ez valdjaban egy
még be nem bizonyitott tétel. Azért gondoltdk igy, mert megfogalmazasa
tételszertien hosszadalmas volt, és a végesben nem lehet ellenérizni — szemben
a tobbi axiéméaval [— 18]. Ugyanakkor a gorogok nem teljesen értették meg,
hogy az alapfogalmakat (pont, egyenes, sik stb.) nem lehet a végtelenségig
visszavezetni, ezek az axiomakkal egyiitt hatarozzak meg a rendszert.
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11 1.2 Eukleidész geometriaja

T(argy)

Tukor

Kl

1.1. abra. Fényvisszaverddés a siktiikorrdl: a legrovidebb 1t

Az elmult 2300 évben sokan tamadtak a szerzét és az 6t koveté matemati-
kusokat, hogy miért kell olyan nyilvanval6 dolgokat bizonyitani, mint amilyen
az 1.16 vagy az 1.20. A valasz nyilvanvald: az axiomatikus targyalasban nem
szabad a szemléletre tamaszkodni, a logikai szabatossag megkoveteli, hogy
,,mindent” bizonyitsunk legalabb egyszer. Természetesen a gorog matemati-
kusok taldltak olyan Osszefiiggéseket is, amelyek tavolrél sem nyilvanvaldak,
példaul a mar emlitett Thalész- vagy Pitagorasz-tétel.

A kritikus és elvont gorog matematikai gondolkodasra kiilonosen jellemzo,
hogy mar az i.e. 5. szdzad végén olyan feladatokkal is foglalkoztak, ame-
lyeknek nem volt gyakorlati jelentdségiik, elméletileg azonban csak a 19.
szazadi késoi utdédok tudtak azokat megoldani. Ilyen a szabalyos sokszog
szerkesztése, a szogharmadolds, a kockakett6zés (az tin. déloszi probléma) és
a kor négyszogesitése [— 16.1].

Eukleidész két utddjanak a nevét emlitjilk meg: az okor legnagyobb
geométere Apolléniosz volt (i.e. 262 utan-i.e. 190 el6tt), aki kiiléndsen a
kiupszeletek téméjaban ért el csodédlatra mélté eredményeket. S még nala is
nagyobb volt Arkhimédész [— 3], akinek munkajaban egyébként tobbszor
el6fordul Eukleidész neve.
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12 1.3 FEukleidész szamelmélete

1.3. Eukleidész szamelmélete

Az Elemek a geometria mellett szamelméletet, analizist és aritmetikat is
tartalmazott. Itt csak a matematika harom kiilonlegesen szép tételét idézziik
fel. Jellemz6, hogy ebbdl két bizonyitas indirekt, azaz Fukleidész foltette,
hogy az allitas ellenkezbje igaz, és ebbol ellentmondast kapott.

1.2. tétel. (Eukleidész, 1X.20.) A primszamok sorozata nem véges — vagyis
végtelen sok primszam van.

Bizonyitas. Indirekt moédon tegyiik fol, hogy csak véges szamu primszam
van, jeliik pi, po, ..., pn. Szorozzuk Ossze Oket és a kapott szamhoz adjunk 1-
et. Az igy kapott szam vagy maga is primszam, vagy Osszetett, de akkor csak
olyan osztéi lehetnek, amelyek a felsorolt primszamok kozott nem fordultak
el6, hiszen barmelyikiikkel osztva, 1 maradékot kapunk. Mindkét esetben 1j
primet kapnank, s ez ellenmondas. U

Felhivjuk az olvaso figyelmét arra, hogy minden egyszeriisége ellenére e
tétel és bizonyitasa nagyon mély: altalaban nem a nagysag szerint kovetkezo
primszamot adja meg, hanem ,,csak” egy tjabbat.

A mar emlitett Pitagorasz-tétel megforditasat kiaknazva, mar a pira-
misépito egyiptomiak is tugy szerkesztettek derékszogii haromszoget, hogy
kifeszitettek egy 3, 4 és 5 hosszisdgu haromszoget, és a leghosszabb oldallal
szemben derékszoget kaptak. (Valéban, 3% + 4% = 52, mert 9 + 16 = 25.)
Természetes médon felvetodik a kérdés: milyen derékszogli haromszogek ol-
dalhosszai egész szamok? A megoldas megtaldlhaté Fukleidész Elemeiben,
¢és a megoldasokat pitagoraszi szdmharmasoknak nevezik.

1.2. feladat. Igazoljuk a négyezer éves babiloni szabdlyt: a kovetkezo
egész szamharmasok kielégitik a Pitagorasz-tételt:

r = 2mn, y=m?—n? 2z =m?+n?,

ahol m, n természetes szamok, amelyekre m > n. Megjegyezziik, hogy ha az
Osszes, lényegében kiilonbozé (in. primitiv) szdmharmast keressiik, akkor ki
kell k6tniink, hogy m, n kiillénbéz6 parossdguak és (m,n) = 1.

Nem minden egész befogdju derékszogii haromszog atfogdja egész, sot a
legtobb nem is raciondalis. Példaul ha mindkét befogd hossza azonos egész.
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1.3. tétel. (Eukleidész, X.27.) Az x? = 2 megolddsa nem irhatd fol két egész
szam hdnyadosaként, mai szoval V2 irraciondlis.

1.3. feladat. a) Bizonyitsuk be, hogy v/2 irracionalis! b) Més alakban:
igazoljuk, hogy két négyzetszam koziil a nagyobbik nem lehet a kisebbiknek
pontosan a kétszerese.

Hasznossdga miatt kiemeljiik az Eukleidészrol elnevezett algoritmust,
amellyel két természetes szam legnagyobb kozos osztdjat hatarozhatjuk meg.
Legyen a és b a két természetes szam, feltehetjik, hogy a > b, és keressiik
a legnagyobb kozos osztéjukat, jele (a, b). Végezziik el a maradékos osztast,
azaz keresstink olyan ¢ > 0 és b > r > 0 szdmot, amelyre a = qb+r. Har =0,
kész vagyunk, hiszen b osztéja a-nak: (a,b) = b. Ha r # 0, akkor ismételjiik
meg az eljarast, de most b-t osszuk el r-rel. Mivel r < b, a folyamat véges
sok 1épésben befejezédik, és az utolsé (0 maradéki) oszté a legnagyobb kozos
osztd. Kis szamokndl persze egyszeriibb, ha fejben torzstényezdkre bontjuk
a két szamot, és vessziikk a kozos tényezoket. Példéul, 12 = 2 -2 -3 és
18 =23 - 3 legnagyobb kozos osztdja 2 -3 = 6. De nagyobb szdmoknal mar
érdemes az euklideszi algoritmust alkalmazni. Kiilon vonzereje e médszernek,
hogy nemcsak egész szamokra alkalmazhaté, hanem polinomokra is, s6t sok
szamitégépes algoritmusban is donté szerepe van.

Erdekes kovetkezmény:

1.4. tétel. (Eukleidész, VII.30.) Ha a p primszdm osztéja az ab szorzatnak,
akkor osztéja a-nak vagy b-nek.

Bizonyitas. Tegyiik fol, hogy p az a-nak nem osztéja. Az euklideszi algo-
ritmus alapjan belathato, hogy két szam legnagyobb kozos osztdja felirhato,
mint a két szam linedris kombindcidja: (a,b) = ax + by, ahol z és y egész.
(Sét, az algorimtus hatékonyan el6 is allitja a kérdéses kombinaciét.) Mivel
p prim, és a feltevés szerint az a-nak nem osztdja, a legnagyobb kozos oszto
(a,p) = 1, és ezért 1étezik két olyan z és y egész szam, amelyre xa + yp = 1.
Beszorozva b-vel: xab + ypb = b. A bal oldal mindkét tagja oszthatd p-vel,
tehat a jobb oldal is oszthato vele. O
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