A szallitasi feladat
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Bevezeto

A szem elyek, term ékek, nyersanyagok szallithsanak leheto
leggazdasagosabb megszervezése fontos kerdes.

Celunk lehet legkisebb dsszkoltsegre torekves, vagy a legrovidebb
uton, vagy id 6 alatt megvalosulo szallitasi program.

Sok mas tertleten felhasznalhatjuk azokat az eredm ényeket, amelyeket a
szallitasi feladat megoldasa soran kaptunk.

A problema felvetése

Példa: Adott ket felado allom as, a téluk elszallitandd aru mennyisége rend-
re 70 és 30 egységnyi. 3 rendeltetesi hely van, igenyeik rendre
30, 20, 50 egysegnyi. A feladdhelyek és a rendeltetési allom  asok
k6z6tt minden esetben lehetséges szallitas.

Az egyes relaciokban a szallitasi kdltségek egy egység szallitasara vonat-

kozéan: F,-b6l R -be: 1, F-b6l R,-be: 4, F,-b6l R;-ba: 2, valamint:

F,-bol R,-be: 3, F,-bél R,-be: 2, F,-bél R;-ba: 1. R, R, R,
| _ |1 4 2170
Az adatainkat foglalhatjuk: |5 5 4 |3 5
30 20 50




R, R, R

3

F

1 4 2
|13 2 1

70 A sorok, illetve oszlopok végen a mozgatandd mennyis égek
vannak, a tablazat belsejében a szallitasi kdltsége  k egyseg-

30 20 50

nyi szallitandé mennyiségre vonatkozoan.

A szallitasi feladat megoldasa tobbféleképpen torténhet:

1.) A linearis programozas _ szokasos m 6dszereivel.

Matematikai modellt irunk fel a feladathoz, majd az megoldjuk.
2.) A disztribucids  moddszerrel

El6észor el 6allitunk egy lehetséges disztribuciot (,szallitasi relaciok szét-
osztasat”), majd ezt javitjuk az optimum eléréseig.

A szdllitasi feladatok megoldasara mas modszerek is leteznek, kezdve az otlet-

szer( szervezestdl az dsszes lehetseges valtozat kiszamitasaig és kozulik az
optimalis kivalasztasaig.

Ezek a ,mas” megoldasok tbbbnyire nem optimalisak, i lletve nagyon koltségesek,

igy mi a fenti két esettel foglalkozunk.
<« s



A szallitasi

”r ”r

feladat megoldasa szimplex m odszerrel

Az elozo feladatunk tablazattal :

Az x; valtozo jelentse az egyes relaciokban szallitasra ke  rul 6

Rl RZ RS
Fl1 4 2
|13 2 1

70 arumennyiséget.
30 Az indulé feltétel : X;. =20,aholl <i<2és1<j<3.

] =

30 20 50

A feltételi relaciokat a szallitandd mennyiségek hatarozzak meg:

X11tX1,X13=70 A célunk a szallitas Gsszkoltségének minimalizalasa

X1 X5 +X53=30
X11+X5,=30

X151X5,=20 . . .
X,4tX,,=50 Afeladat szimplex induld tablaja

Néhany bazistranszformacio utan az optimalis

X1 X2 X3 X Xy X3 i megoldas:
i,[1 1 1 0 0 070 Xy Xy | ﬁﬂ
a,|0 0 0 1 1 1 30 x| 1 —-1' 40 x11f30, x13f40,
D00 10 0w AL g a0
3,00 10 0 L0420 o 1180 G ennyisée.
U |0 0 1 0 0 1:50 Xp| 1 020 A kéltség minimuma 166
z [-1-4-2-3-2 -1} 0 i.lo 0! o0 J o
2|2 2 2 2 2 21200 2 -1 -31160




Altaldnosan: F, jelentse a felad6helyeket, f az elszallitandé aru mennyiségét.

R; a rendeltetesi helyeket, r; az altaluk igeényelt arumennyiseget.
(1<ismesl<j<n).

A C matrix elemei: az egyes relaciokban az egységnyi ar  u szallitasanak koltségei.
Az X matrix x ;; elemei: az egyes relaciokban szallitasra kertl 6 arumennyisegek.
Az adataink tablazatos alakja:

R, R, . . R, A matematikai modell: >0 (1<ismésl<j<n)
F, |¢c,, Cy, . .. Cy, |T ~ _
F, |c,, C,n .. .. C, |f, Xij = i (I<ism)

m ml Cm2 mn m
n

r r r :

' | ? " 2 = C;X; — min.
Felteteleink: a szallitando i=1 j=1
és az igenyelt mennyiségek - _ o
dsszege egyezzen meg: A matematikai modell alapjan optimalizalast

m n végezhetink szimplex modszerrel.

f=>r , . ,
; ! Jzzll : A megoldando¢ feladat lehet barmilyen elosztasi

szetosztasi problema. A korlatozo feltételek kozott

A cél az 6sszkoltsé _ S
: mas tovabbi feltéetel is szerepelhet. >

minimuma.



Pelda: 10 milli6 forintot elhelyeziink 3 alapba, legyenek ezek a kdvetkez 6k:
5 milliot részvénybe , 3 milliét allamkotvenybe, 2 millidt lek6tott betétbe fektetliink.

Négy tarsasagnal fektetjik be at 6ket, azaz portfoliot hozunk létre. Az egyes tarsa-
sagoknal 4, 3, 2 és 1 millio forintot helyeziink el. A tarsasagok adott id O6szakra az
alapokra vonatkozoan adtak a szazalekos hozamokat a kbdvetkez 6 tablazat szerint:

A B C D
| 119 17 20 16

1194 98 89 92|3 Hogyan, milyen bontasban helyezzlk el a penzunket, ha a
maximalis hozam elérése a célunk? ( Allokacios feladat .)

(Az A, B, C, D atarsasagokat, az |, I, lll az ala pokat jelentse.)

|78 8 72 6,62
4 3 2 1 Megoldas:
Az x;; jelentse az egyes alapokba valamelyik tarsasagnal e Ihelyezett t 6ket.

A trividlis feltetel : X;; 20,ahol1 <i<3ésl<j<4.
A feltételi relaciokat a ,peremértékek” hatarozzak meg:

_ XX =
X3 FX X 31X 4=D X11FX51 X5, =4
X1 tX 50t X 53X 54 =3 X12+X22+X32_:23
X 31X gy X g3+ X 5, =2 X137 X3 X33~

A célunk a hozam maximalizalasa : X4 X4t X34=1
z=0,19x,,+0,17x,,+0,2x,5,+0,16X,,+0,094x,,+0,098x%,,+0,089x,,+0,092x,,+0,078X 5, +

+0,08X4,+0,072X 1,+0,066X 5, - Max

A modell megoldasa kézi eszkdzokkel hosszadalmas .




A disztriblcidos m odszer

A disztribucios m &dszer Iényege : felvesziink egy lehetséges induld

programot es azt javitjuk az optimumig.

A modszert egy, a kézi megoldasban mar kbzepes nagysagunak sza  mito feladat

megoldasaval mutatjuk be.

R, R, R, R, R,
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30 60 50 40 20

F; a feladd helyeket, R, a célallomasokat jelenti.

A szallitandd és az igényelt mennyiségek a jobboldali
oszlopban , illetve a legalso sorban talalhatok.

A tablazat belsejenek c;; eleme az i-edik feladohelyr ol
a |-edik célallomasra tortén o6 szallitasnal a szallitott
mennyiség egy egységere es 0 koltséget jelenti.

A feladat zart, ha a szallitand6 és az igényelt mennyiseégek 6sszeg e megegyezik.

(Ahogy ebben az esetben is.)

Az indulo program felirdsa

Az indulo program felirdsakor célszer U arra torekedni, hogy a koltség-
matrix lehet 6 legkisebb elemeire a lehet6 legnagyobb szallitasra keril 6

mennyiseget programozzuk.
Ekkor ugyanis viszonylag keveset kell javitanunk az optimum eléréséhez. 7



A koltségm atrix redukalasa

Az indulo program felvételéhez célszer 1 a koltsegmatrixot agy atalakitani , hogy
minden sorban €s minden oszlopban legyen legalabb e gy O.

A szallitasi 6sszkoltseg szempontjabolac ; koltségelemek egymashoz viszonyitott
nagysaga a dont 6, igy minden oszlopbdl-sorbdl levonhatunk egy-egy s zamot.
Oszlop korrekcio
6 2 87 5] 41522 | )
C-[437 59 o o[z 2 40 6| Mndeoskoszonbalievonnk
213 6 4 00011
56 4 8 3 35130

Az oszlop kor_rekcic’) a kdl_tségekbeﬁ K'=2[30+1[60+3B0+5[40+3[20=530
koltségcstkkenest jelent.

Sorkorrekcio
A sorkorrekciot a C’ matrixon hajtjuk végre: csak az els 6 sorbol kell 1-et levonnunk
és igy mar minden sorban és oszlopban lesz 0 kdltségelem.

A sorkorrekcio hatasa a koltségre tjabb 1[40 értékl csdkkentést jelent,
igy a koltsegkorrekcio dsszesen: K'=570.
Az oszlop-sor sorrend helyett a sor-oszlop sorrend szerint is korrigalhatunk.

Ennek a végeredmenyre nincs hatasa. 9 8



Az indulo program el oallitasa

Az indulo program felirdsakor a  minimalis koéltségelemekre a lehetséges maximalis
mennyiséget programozzuk, celszer ten elészoér a 0 koltsegelemekre .

Elnevezés :a koltségm atrixnak azt az elem ét, amelyre szallitando
mennyiseget programoztunk, kotott elemnek nevezziik.
Szabad elem : amelyre nem programoztunk.

Alapszabaly: a kotott elemek szamét a  kritikus szam  hatarozza meg.
A kritikus szam : az 6sszes allom as szamabal kivonunk egyet.

A peéldankban negy feladdhely és 6t célallom  &s van, a kritikus szam: 9-1=8.

Az eredeti A redukalt : T _
e e e e Az induld szallitasi program:
koltségm atrix:  koltségm atrix: 10

6 2 8 7 5] [30411] 3 |0 4 1 1 |40

30 40

4 37 5 9 2 2 406 2 2 4 0) 6 |70
21364 (000211 g o] Jo]° 1 1 |60
_56483_ 35130 3 c 110 2 020 -
A keretezett elemekre programoztuk 30 60 50 40 20

a jobb fels 6 részen lev 6 mennyiséget.



A program javitasa

Csak akkor sziikséges, ha kotott helyen van nullatol kilonb6z 6 szam is.

(Ha csupa nullara programozva sikertlt az indulo pro gramot felirni, akkor ennél
kisebb koltseg @ program nyilvan nem létezhet.)

A korm odszer

Lényege : megvizsgaljuk, hogy attolhatunk-e bizonyos szallita ndo mennyiseget
magas koltseg U kotott helyr 6l alacsonyabb koltség G szabad helyre.

A vizsgalat modja_: a szabad helyeket egyenként megprébaljuk bevonni a program-
ba egy U.n. kor (vagy mas néeven: hurok) kepzésével.

Kor : minden szabad helyhez egyértelm (en tartozik egy kor (haladasi irany az illet 6
szabad helyb 6l kiindulva és oda visszatéerve).
A kor képzesekor fordulni csak a kotott elemeken (- csucspont _okon) lehet.

Példaul a koltségmatrix els 6 soranak els 6 eleméhez tartoz6 kor:

33— 0 © Megvizsgaljuk : ha a kdr mentén egy egysegnyi szallitando
{ 30 ~—20 mennyiseget mozgatunk, akkor az javit-e a programon
Ol——0

10



A programunknak ez a része ekkor igy alakul:
39

3 0 A koltség véltozast A, ,-gyel jeldlve: A,,=1[3+0[39+0R21+029=3.

0 29 0 2L (A koltség nagyobb lett, a ¢ ,, elem bevonasaval nem javul a program.)

Javulas : ha megvizsgalva a szabad elemek koreit, a A, ertéke negativ lesz.

A A, erteke egyszer tien szamolhato:

A kor csucspontjait valtakozo el  06jelekkel véve 6sszeadjuk a csucspontok koltseg -
értékeit . A szabad hely el 6jele mindig pozitiv .

Példaul: a A, esetén: 3-0+0-0 =3.

Vizsgaljuk meg a c,, koret:

40 4
3 |0 4 1 1|40 > %+2—’0 s

30 40
2 2 4 0 6 |70 O|«— 0]
30 20 10
oF o) 18l b L 100 A, szamitasa: A, =2-4+0-0=-2, a A, <0,
3 5 1 3 0 30 igy ezen a kordn a program javithato.

30 60 50 40 20

Az eredménylnk azt mutatja, hogy 1 egyseégnyi mennyiség attolasa a szabad
helyre 2 pénzegységgel javitja a programot. 11



A javitas m odja
A koron maximum annyi egyseég mozgathato, hogy a szabad hely kototte va  lasaval
legalabb egy kotott elem szabadda valjon.

Ez akkor valésul meg, haa negativ csucson lév 6 legkisebb értéket programozzuk
a szabad elemre.

llyenkor a pozitiv csucsokon ennyivel n 6, a negativokon ennyivel csokken az oda
programozott értek.

Példa: A c,, korén a javitott programrészlet:

20 10 40

2 4 Elvégezzik a javitast: 3 0 4 1 1
20 10 40
0 0 30 2 2 4 0 6
30 30
0 0 0 1 1
10 20
3 5 1 3 0

Az U], javitott tablazatot ismét megvizsgaljuka A, ertekekre.
Ahol javitani lehet, azt ott megtesszuk.

Majd Ujabb vizsgalat kovetkezhet mindaddig, amiga  A;; ertekekre
talalunk negativ érteket.

Ha mar nem lesz ilyen, akkor a programunk optimalis.
Ez az eljaras eléggé hosszadalmas. 12



A potencialok m oOdszere

Lényeqge : a kdltségmatrix soraihoz is es oszlopaihoz is egy-egy szamot rendeltink
(ezek a potencialok ) ugy, hogy a két potencial 6sszege minden esetben egyenl 6

legyen az illet 6 sorban és oszlopban Iév 6 kdtott elemmel .

Példaul az induld tdblank esetében:

0) 0) O -4 -1
0 0
4 0
O[]0 0 0)
1 0
Az induld tablank eseteén:
'3 [o] 4 5
[Aij] — |- 2 -2 |0 0
0 0 5
0 6

A szabad elemeket a potencialok hozzarendelésekor
nem irtuk Ki.

A potencialok segitsegevel a A, értékek egyszer Gen
szamolhatok:

Minden koltsegelemb a6l le kell vonni  a neki megfelel 6
két potencial 6sszegét , igy kapjuk a A ertekeket.

O/ N W N

Amelyik koltsegelemnél a A, negativ, annak a
korén a program javithato

Ebben az esetben a javitas a c,, vagy a c,, korén
végezhet 6 el. (Egyszerre csak az egyiken! )

A javitast ( kotott helyr 6l attolast a szabad helyre) kdormodszerrel végezzik.

15



Ha a c,, korén javitunk, a program a kovetkez 6 lesz:

3

2
0

3

30

40

o) 4
20 10
2 4
30
0 0
10
5 1

1

0

1
3

40

(Ahogy ezt mar korabban lattuk.)

Kiszamoljuk:

Lathatjuk: a javitott tablazatunk sem optimalis, a

[Aij] =

+

-2

0

A c,, kore:
10
2, 4
30 30
0| 0],

(Eljelek!)

+ + O] O

o||Oo| +

0

+ + |O| +

1 Atablazatunkat megvizsgaljuk a  potencialok
modszerevel:

A potencialok: 2 0 2 -2 1
1
0 2 0
-2110
-1 0

(A 4 tablazatban a pozitiv szamertékeket
nem kell kiirni, elég a ,,+” jel.)

ol + + O

C,, kdren javitani lehet.

Az attolas utan:

2

10

0

20

4

Az () tablazatunkba beillesztjik a megval-
toztatott reszt és ismet elvégezzik a poten-

0

*0 cialokkal a vizsgalatot.

14



Az () vizsgalathoz a potencialok : A javitashoz a [A;] tablazat:

2 0 2 -2 1 2 0 2 -2 1
0 : : : 0 : 0
.2 4 0 : [Aij]: 2 .2 4 0
-2||0 : 0 : : -2||0 : 0
-1 . : 1 : 0 -1 . : 1 : 0

A A tablazatban nincs negativ  érték, igy a szallitasi programunk mar  optimalis.

Leolvassuk az egyes relaciokban  szallitandd mennyiségeket (matrix alakban):

0 40 0 O 0] Amatrix x; eleme azt jelenti, hogy az i-edik feladotol
10 20 0O 40 O | aj-edik celallomasra mekkora mennyiség szallithsa
[X]= 50 0 40 0 O optimalis. |
0 0 10 0 20 Ennek a szallitasi programnak a koltsege:

- K 4=200+2[20+1[10=70, az oszlop és sor redukcios
koltséggel egyltt az 6sszkoltseg: K=570+70=640.

Alternativ optimum, degeneracio

A legutolso [A, ] tablazatunkban O is szerepel szabad elemnél.

Ennek jelentése: az illet 6 szabad elem kdrén mozgatva a lehetséges mennyiséget
szintén optimumot kapunk. 15

A koltséget ez nem befolyasolja, a kapott Uj optimu m alternativ optimum




Alternativ optimumot  kapunk a c,, korén:

0 20 - A két negativ csticson egyarant
0 2 | Az attolas utan: | 2 2 NP .

20 - 0 20 volt, tehat az attolassal mind-
0 0, 0 0 két elem szabadda valt.

llyenkor, ha a tabla még nem optimalis, valamelyik elemre 0 értéket programozunk

Ez a degeneracié esete.

Eléfordul, hogy mar az indulo tabla  degeneralt . A megoldast a tabla degeneralt
volta altalaban nem zavarja.

A feladatunkban a ket alternativ alapmegoldas tehat:

0 40 0 0 O 0 40 0 0 O]
10 20 0 40 O 30 0 0 40 0
201120 0 40 0 O 2270 20 40 0 0
0 0 10 0 20 0 0 10 0 20

Az altalanos megoldast a két alapmegoldas konvex linearis kombinacioja adja:
Xo=AX,+(1-A)X,,, ahol O <A <1.

16



Névleges allom asok beiktatasa

Eléfordul, hogy a feladohelyekr 6l elszallitandd és a célallomasok altal igényelt
mennyiségek nem egyenl 6k (nem zart a feladat).

Ekkor a disztriblcios mdédszer alkalmazhatésagahoz névleges allomast (Uj sort ,
vagy Uj oszlopot ) kell beiktatni, amelyre 0 koltséggel programozzuk a felesleget,
vagy a hianyt.

Példa: Tekintsiik a kovetkez 6 feladatot:

4 5 3 2160 (A sorkezd 6 helyen lev 6 feladohelyeket és az oszlopf 6kon
2 4 6 5 [40 acéldllomasokat nem irtuk ki.)

10 20 20 30

A feladohelyeken 0Osszesen 100 egység var elszallitasra, a célallomasok 6sszesen
80-at igényeltek.

Beiktatunk egy névleges célallomast , amely 0 kéltseggel ,igéenyli” a hianyzé
20 egyseget:

4 5 3 2 01l60 Ezafeladatméar ,normal” szallitasi feladat, a targyalt
5 4 6 5 040 modszerrel megoldva kapjuk az  optimalis megoldast

I
10 20 20 30 20 o 0 2030 10 5{2@
1020 0 0 10 e

—0



Gyakorlas

Példa: Adjuk meg disztriblciés modszerrel az alabbi tAblazattal adott szallitasi
feladat valamennyi optimalis megoldasat:

4 1 2 20 Lehet-e az optimalis megoldasban x,,=3? Ha igen, akkor
4 2 4 |12 mennyi a tobbi valtozo érteke?
1 3 3 14 , L, , . . .
1 5 > |10 Megoldas: A dontesi valtozo x;, amely az i-edik feladohelyrdl
a j-edik célallomasra szallitandé mennyiseget jeldli.
11 18 16
Névleges célallomast kell beiktatni. A kritikus szam: 7.

Az indulo program (példaul):

A ” 5 o |20 A program javitasa, elsé optimum:
a4 21 a TJol' |12 0173 0] Osszkoltség: K=65.
. y X =101 011 o )
3 [3] 0 [14 =017 |, 4 3 | Azaltalanos megoldas:
10 2 2 0 |10 |0 0 10 O Xo:}\Xoﬂ'(l_)\)on (OS)\ Sl)
11 18 16 11

0 14 6 0] Hax,,=3, akkor A=1/3, és ekkor:

Alternativ optimuma  y _ 0O 4 038 015 50

van a feladatnak: =02 1110 3 0 x 403009
0 0 10 0] P10 12 18

0 0 10 0]




Tiltotarifak

A szallitasoknal gyakran el6fordul, hogy két allomas kozott nincs, vagy megszinik
a szdllitasi lehetdseég.

Csak azt az esetet targyaljuk, amikor egy szallitasi viszonylatban ,tiltotarifa” van
érvényben, azaz nem lehet azon az atvonalon szallitani.

Ha a szallitas koltségmatrixaban igen nagy koltsége van egy elemnek, akkor a
disztriblcios megoldas ezt a relaciot automatikusan kikerdili.

A modszer : ha valamely relacioban nem lehet szallitani, akko  r a megfelel 6 kdltség-
elem ertéke egy M szam lesz, amely olyan nagy, hogy a koltségmatrix r  edukalasa-
kor az érteke lényegében nem valtozik meg .

Ezutan a szokasos mdédon megoldjuk a feladatot, az adott koltségelem biztosan
nem lesz kotott hely.

Példa: Az alabbi szallitasi feladatban az 1. és a 2. felad6tél a teljes készletet el kell
szallitani. Az 1. felad6 az 1. megrendelének nem szallithat.

R, R, R; R, Cél a koltség minimum.

Fp4 3 5 6140 egoldas: A dontésivalozé x;, amely az i-edik
F,|3 5 4 7|80 feladdhelyrél a j-edik célallomasra szalli-
F,|2 3 5 490 tando mennyiseget jeloli.

70 70 40 20 Névleges rendeltetési helyet kell beiktatni. 19




A kritikus szam: 7.

Az indulo program (példaul):

M I31° 5 6 M |40 Ha az els6 felado az els6 megrendelének nem
20 —40 —20 szallithat, az azt jelenti, hogy x,,=0.

3 |5 4 7 M |80

TR s 4 Tolleo Ez akkor kovetkezik be, ha a megfeleld koltseg-

elem igen nagy, azaz c,,=M.
70 70 40 20 10 J 9y =

Haaz 1. es 2. feladonal nem maradhat aru, ez akkor teljesul, ha ez a kétfe lado
a nevleges allomasnak ,nem szallit”: x,.=x,:=0, azaz c,.=c,.=M.

Ezutan kovetkezik a program javitasa az optimumig, az optimum:

0 40 0 0 O]
Xo=140 0 40 0 O Az 0sszkoltség minimuma: K=630.

130 30 0 20 10| AS3.feladonal 10 egység aru marad.

Lathato, hogy a program kikeriilte a ,tiltott” helyeket.
A szallitasi feladatok egyszerlien megoldhatok szamitogéppel.

A fejezet targyalasat befejeztik. 20



