A line aris programozas 1

A geometriai megoldas

Készitette: Dr. Abraham Istvan



A dontési, gazdasagi problémak optimalizalasanak jelentds reszet
linearis programozassal oldjuk meg.
A modszer lényege: Az adott feladathoz matematikai modellt vesziink fel,
‘\.l ebben altalaban linearis formulak, egyenlétlenségek
Ny i e és egyenlésegek szerepelnek.
Majd az egyenletrendszerek megoldasi algoritmusara
alapuld eljarasokkal kiszamoljuk a szoban forgo

dontéshez tartozo legjobb valtozatokat.

A gyakorlatban a megoldashoz szamitdogépet hasznalnak és a végsd dontést altalaban
tovabbi megfontolasokat (k6zgazdasagi, politikai, stb.) figyelembe véve hozzak.

A matematikai modell felvétele

1. A norm al feladat matematikai modellje

A normal linearis programozasi (LP) feladat bevezetéséhez tekintsiik a kdvetkezd példat:

Példa: Egy uzem kétféele terméket keszit 3 eréforras felhasznalasaval, amelyek a
termékek egy-egy egységebe rendre 3, 4, 2, illetve 2, 0, 4 mennyisegben
éptilnek be. Az egyes erdforras kapacitasokbol legfeljebb 18, 16, 24
egységnyi hasznalhato fel. A késztermékek egy-egy darabjanak ara
4, illetve 2 pénzegyseg. Adjuk meg azt a termelési programot, amely

megvalositasaval a lehetd legnagyobb arbevétel érhet6 el!



Megoldas: Célszerii az adatokat tablazatba foglalni.

Jelblje az er oforrasokat A, B, C, atermékeket |, II. A tablazat:
|1/ Kapacitas 1, o156 termekb 6l gyartsunk x, darabot, a masodikbol  x,-t,
A3 2 18 ezek lesznek a feladat valtozéi ( dontési valtozok ).
B |4 O 16 G L
Nyilvanvaloan igaz: x,, X, = 0.
Cl|2 4 24
Arla 2 Vektor alakban: x=[x; x, [*=0 Ez azindulo feltetellnk .

A kapacitaskorlatok figyelembe vétele:

az |. termék minden darabjaba az A eréforrasbdl 3 egysegnyi épll be, a
gyartasra kertl 6 x, darabhoz tehat 3[X,,

a ll. termék minden darabjaba az  A-bodl 2 egységnyi epul be, az  x, darabhoz: 2[X.,.
0sszesen: 3x,+2x,, ami nem lehet tébb, mint amennyi rendelkezésre al |

3X,+2X, < 18
A masodik er 6forrasra hasonlé megfontolassal adddo feltétel:

Ax,+0X, <16 Ezeket az egyenl 6tlenségeket
A harmadikra: 2X,H4X, <24 korlatozd feltételeknek nevezzik.
A feladatban a cél a maximalis arbevétel .

Az |. termék darabjaéert 4 pénzegységet kapunk, az x, darabért 4x-et,
a ll. termeékeért pedig 6sszesen  2x.,-t, a cel a z=4x,+2x, maximuma.

Eza
celfiggveny.



Példaban felvetett probléma matematikai modellje

A korlatozo feltetelek matrixaritmetikai alakban is irhatok: jeldljuk a
termelés matrixat A-val, a jobboldalon levé szamokat b-vel, esetiinkben :

3 2 18 o Felirhato:[3 2] y 18
A=|4 0|b=|16| Nyilvdn: b=0. 4 0 { 1}:16
2 4 24 5 4| X2 24

A z fuggveényt tekinthetjik az x vekiorvaltozo skalarfuggvenyenek: z = f(x).
A z célfuggveny felirhatd az arvektor: c*=[ 4 2] és az x skalarszorzatakent:

lgy a célfiggvény: z=f(x)=c*% — max.

A matematikai modell altalanosan: Xx=0 (Induld (trivialis) feltétel)
AX <b (b=0) (Korlatozo feltétel)
Z=C*[X - max. (Célfuggvény)
A normal LP feladatokat manualisan geometriai modszerekkel oldhatjuk meg,
vagy algebrai aton, az 0.n. szimplex modszerrel.

A gyakorlat nagy terjedelm( optimumszamitasi feladatait celszoftverekkel
gepi uton oldjak meg.

A modellek helyes felallitasahoz, a megoldasok sor  an jelentkez 6 specialis esetek
megeértéséhez hasznos a kisebb terjedelm d feladatok kézi megoldasa. 4



A norm al feladat megoldasa geometriai m odszerrel

A konkrét példaban szerepl6 feladat matematikai modellje:

G

X1, X, 20
3X,;+2X, < 18
4X, <16
2X,+4X, <24

z=4x,+2X, —max.

(e
[
£

A norm al LP feladat feltételeit és a celt koordinata rendszerben abrazoljuk.
Jeloljuk a koordinata rendszer vizszintes tengelyét x,-gyel, a fliggdlegest x,-vel.

Az X4, X, 2 0 feltetelnek eleget tevd pontok a koordinata rendszer
|. siknegyedeben talalhatok, az abrazolaskor ezt a részt hasznaljuk.

A 3x,+2x, < 18 feltétel azokat a pontokat
hatarozza meg, amelyek a 3x,+2x, = 18
egyenes hatarolta félsikon talalhatok.

Az egyenl 6tlenség nek megfeleld félsikot legegysze-
ribben ugy allapithatjuk meg, hogy megvizsgaljuk:
egy kivalasztott pont koordinatai  kielégitik-e az
egyenlétlenseg feltételét. Ez a pont most legyen (0;0).

N . L




Megjegyzés : Az egyenes tobbféle mddon, esetiinkben célszerlien a Salmon
fele tengelymetszetes alakkal abrazolhato. A tengelymetszetes alak:

X1 X . . .
21 +FZ =1 , ahol az egyenes az x, tengelyt a-nal, az x,-t b-nél metszi.
a

Abrazoljuk a négy feltételi
egyenlbtlenségnek eleget

A Q, pontok altal
tevd pontok halmazat:

hatarolt L halmaz
pontjai alkotjak a
a lehetseéges meg-
oldasok halmazat.

Az L halmazt hatarol6
Q. Q,,... ,Q, pontokat
extrem alis pontoknak
nevezzuk.

;O) [ [ [ [ |

7 8 9 1011 12

Az extrem alis pontok koordinatainak kiszamolasa a megfelel6 egyenesek
metszespontjainak meghatarozasaval torténik.

Az L halmaz pontjainak koordinatai a feladat lehetseges megoldasat adjak.

Kozuluk kell kivalasztani azt (vagy azokat), amelyek
a feladat optimalis megoldasat szolgaltatjak. Ehhez
a z=4x,+2x, celfuggvényt hasznaljuk fel.




A (kétvaltozos) celfliggvenyink a z kilonbdzé szamertékeihez egymassal
parhuzamos egyeneseket rendel.

Valasszuk a z ertékét 0-nak. A 0=4x,+2x,, azaz X,=—2x, egy origon atmend —2
iranytangensi egyenes, ez a celfliggvenyek kozott az alapeqgyenes .

Ha a z értékét ndveljik , az alapegyenessel parhuzamosan ,jobbra felfelé ” tolodik el
az egyenes, ha csokkentjik a z értekét, akkor ,balra lefelé ” tolodnak el az egyenesek.

Ez forditva is igaz: ha novelni akarjuk a z értékét, akkor az alapegyeneshez képest
,Jobbra felfelé ” kell eltolni a z egyenesét.

A maxim alis z értékhez tartozo
egyenesnek meég kell, hogy
legyen legalabb egy kdzds
pontja a lehetséges megol-
dasok halmazaval.

Ez a kdzOs pont
esetiinkben a

349 Q,4:3) pont

A célfiggveny a maxim alis
értéke 22, ezt az x,=4 és
az x,=3 esetén veszi fel.

_21
A kapacitasok maradvanyai , az u.n. elteresvaltozok: u;=0; u,=0 és u,=4.

Tehat: optim alis akkor lesz a termékszerkezet, ha az els6 termékbdl 4-et,
a masodikbol 3-at gyartunk. Maximalisan 22 pénzegyseg arbevetel érhetd el.



Gyakorlo feladat: Egy Uzemben 4 eréforras felhasznalasaval kétféle terméket
allitanak el6. Egy egységnyi termékhez az eréforrasokbol 4, 0, 2, 1, illetve
2,4, 3, 1 egységet hasznalunk fel. Az eréforras kapacitas: 240, 160, 180, 100.
Az egyes termékek eladasi ara darabonként 20, illetve 40 pénzegyseég.
Hatarozzuk meg a maximalis arbevételt biztosito termelési programot!

Megoldas: A dontesi valtozok a gyartasi darabszamok: x, és x..

A matematikai modell :X;,X, 20  Aprazolas:
4x, + 2%, < 24

4x, < 16

2X, + 3X, <18

X; + X, <10

z=20x, + 40x, - max.

Az optimumok leolvasasa:
Xo=[3 4]
u,=[4 0 0 3]
z,=220.

Az eltérésvaltozokat azok az u ; szamok
adjak, amelyek az optimalis x , értéknel
,egyenl ésegge teszik” a feltételi egyen- 8
|6tlenségeket.



A tiszta minimum feladat és geometriai megoldasa

Grafikus uton egyszeriien meg tudunk oldani kétvaltozos minimum feladatokat.

Elnevezes: A linearis programozasban tiszta minimum feladatnak az

x=0
AX=Db. (b=0)
Z= C*X —min. alakban felirt feladatot nevezzUk.

Példa: Egy gazdasagban az allatok etetéesehez ketféle takarmany kevereket
hasznalnak, amelyeknek egy-egy egységnyi mennyisege az A, B és C
tapanyagokbdl rendre 2, 2, 0 és 1, 4, 4 egységet tartalmaz. Az allatok fejlédé-
séhez az egyes tapanyagokbol legalabb 6, 12, 4 egysegnyi mennyiségre van
szulkség. Az egyes takarmany keverékek beszerzeési egységarai: 5 €s 6 pénz-
egyseg. Adjuk meg azt a takarmanyozasi programot, amely legkisebb beszer-
zési aron megvaldsithato!

Megoldas: A feladat valtozoi: az I. keverekbdl vasaroljunk x,-et, a lI-bol x,-t.

Készitsiink tablazatot: l.(x1) Il.(x2) | Kapacitas -
A > 1 6 < A matematikai modellt
a tablazatbol egyszerlien
B 2 4 12 felirhatjuk.
C 0 4 4
5 6

Ar min




A tiszta minimum feladatban az egyenlétlensegek ,nagyobb egyenld” irdnyuak.

A modell: X;, X, 20 Abrazoljuk a feltételeket , valamint
2X;+X, 2 6 a celfiiggveny alapegyeneséet es
2X, +4x, 2 12 optimum at:
4X, = 2

Z=5X,+6X, —min.

Az L halmaz esetiinkben nem korlatos.

Az optim alis celfliggveny egyenesnek az
L-lel k6zBOs pontjanak kell lennie, ehhez
most is ,emelni” kell az alapegyenest.

Ha elertik az L halmazt az alapegyenessel
parhuzamos egyenesekkel, akkor ahhoz
az egyeneshez tartozik az optimum.

Ez jelen esetben a Q, extremalis pontban van,
azaz optim alis az x,=2 és az x,=2 értek.

A valaszunk a feladat kerdésére: minimalis koltség G akkor lesz a takarmanyozas,
ha mindkét keverekb 6l 2-t vasarolunk. Ekkor a koltség 22 pénzegyseg.

o :



Gyakorlo feladat: Harom tapanyagbol kétféle takarmanykeveréket keszitenek,
amelyek egy — egy egysege az egyes tapanyagokbdl 1; 0; 1, illetve O; 1; 1
egysegnyit tartalmaz. A tapanyagokbol legalabb 2; 1, illetve 4 egységnyit fel
kell hasznalni. A keverékek egységarai: 4 és 2. Adjuk meg azt a programot,
amely a lehetd legkisebb koltséggel megvaldsithato!

Megoldas: A dontési valtozok az egyes keverekek darabszamai: x, , ..

A matematikai modell:  x,,x,=0
X1 22 Kis gyakorlat utan a modell felirasahoz
X;21 nem kell feltétleniil tablazatot felvenni.
X, X, 2 4
Abrazolas: Z=4X, + 2X, —min.
41

Az L halmaz nem zart.
A célfiggvény alapegyenesét

eltoljuk addig, hogy legyen kdzo6s
pontja L-lel.

L halmaz
2;2)

3; 1)

Az optim alis megoldas: x,=[2 2]*, 2 ;,=12.

11



Megjegyzes: A kétvaltozos feladatoknal sem sziiksegszer (i, hogy legyen
szbveges (gazdasagi) hattere a felvett matematikai modellnek.

A feltételek kozott lehetnek ,=>" és ,<” egyenlbtlenségek egyarant, és
egy L halmazon tobb célfliggveny optimumait is kereshetjuk.

Példa: Oldjuk meg a kovetkezd linearis programozasi feladatokat:

x=0 10r : e e ,
o%. —3%. >0 z: Mindkét celfliggveny
x4+ % <16 alapegyenese azonos.
13)(1 ’ ; 9 A minimum cel esetén azt
f(x)=6x,+3X, - max. ad,dig k,e!l mozgatni, hogy
g(X)=2%,+X, — min. mar eléerje L-t.

Maximum celnal pedig
addig, hogy meg legyen
k6z0s pontja L-lel.

Megoldas: az L halmaz
néegyszog, csucspontjai
az extrem alis pontok:
(3:0). (8:0), (6:4), (3;2).

A minimum feladatnal az optimum: x,=[3 0 ]* z_=6.

A maximum feladatnal az optimalis célfiiggvény egyenes az L halmazzal
egy egesz szakaszon érintkezik. llyen esetben van.
Az X, =[6 4] ésx,=[8 O0]*u,,=[0 O 9]* ésu,=[16 O 15]*.

Az altalanos megoldas: x,=Ax;+(1-A)X,, , U,=AU,;+(1-A)u,, , ahol: 0 A< 1, és z,=48.



Kulonleges esetek az LP feladatok megoldasanal

A linearis programozasi feladatoknal a matematikai modell felvétele utan
a grafikus megoldasban el6szor a lehetséges megoldasok halmazat adjuk meg.

Ezutan a célfiiggvény optimumat igyekszink eléallitani.
Mindket lépesnél talalkozunk kulonleges esetekkel.

1.) Az L halmaz nem allithato el 6

Akkor kovetkezik be ez az eset, ha a technologiai feltételek ellentmondok, az
altaluk meghatarozott halmazoknak nincs kdzos részik.

Példa: Ha az egyik feltétel: 2x,+3x, < 6. Ez a hatarolo egyenestdl az origo

a masik pedig: 2x,+3x, = 9. felé eso pontokat jelenti. ”{Q\
Ez az el6z6 hatarolo egyenessel parhuzamos, @\%
de az ,a felett” |évé egyenestdl az origoval CA <
ellenkezé iranyba esé pontokat adja meg. ¢ —“z’g-;*é‘d

A két halmaznak ekkor nyilvan nincs k6zds eleme .

A két feltétel kozaotti ellentmondas ,ranézésre” lats zik: ugyanaz a mennyiseg
nem lehet egyszerre 6-nal kisebb és 9-nél nagyobb.

A feladatnak ilyen esetben nincs megoldasa .



2.) Van lehetseges megoldas , de nincs optimum

Ez az eset peldaul akkor kovetkezhet be, ha a lehetseges megoldasok halmaza
csak alulrdl korlatos es a feladatban maximum a ceél.

Ekkor a celfliggveny alapegyenesenek ,emelésekor’” minden hatarnal nagyobb
ertekeket kapunk: a célfiiggvényre nincs felsé korlat.

Mas esetek is lehetségesek, példaul akkor, haaz L  nyitott szbgtartomany és a
célfiiggvény egyenesek a szogtartomanyba esnek.

3.) Nem egy optim alis megoldas létezik

Eléfordul, hogy az optimalis megoldast jelent 6 celfiggvény egyenes a lehetséges
megoldasok halmazan egy szakasszal , vagy egy félegyenessel esik egybe.

a.) Az optimalis megoldast egy szakasz pontjai jelentik

Ekkor a szakasz pontjait a végpontokba mutato vektor ok konvex linearis kombi-
naciojaval irhatjuk fel, az altalanos megoldas : x =AXx,,;+(1-A)X,, ahol 0 <A < 1.

b.) Az optimalis megoldast egy felegyenes pontjai jelentik. Példaul:

Az L felGlr6l nem korlatos, a célfiiggvény: z=2x,-4x,
Az optimum: z__. a P(4;0) pontbdl kiindulo félegyenes.
A félegyenes egyenlete:

X .= 4 +A 2 ahol esetiinkben A = 0.
=010 1
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A fejezet targyalasat befejeztuk.




