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A linearis programozasi feladatok m  atrixaritmetikai alakjal

Az LP feladatok algebrai megoldasa flgg a feladat tipusatol. Tekintstk at ezeket!

Normal feladat

x20 Az algebrai megoldast a normal feladattal kezdjuk.
AX<b (b=0) Fokozatosan jutunk el az altalanos linearis
Z =C*[X - max. programozasi problémak megoldasaig.

Modositott normal feladat

A csak annyiban tér el a normal feladattal,
hogy a feltételek kdzo6tt egyenléséegek is vannak.
x20 X, +2X,+X5 < 50
AjX<b, (b;20) 4X,—X,+X, < 60
AX=b, (b,20) Xo+X, = 15
Z =C*[X - max. XgtX, = 20

Z = X;+2X3—5X, - max 5



Altalanos linearis programozasi feladat

Az altalanos LP feladatban a feltételi relaciok kozott “=" is és “>" is lehet.
A cél vagy maximum, vagy minimum, kdzdsen: z - optimum.
A matematikai modell:

Xx=0
%15 i %1 E%l i%; Az algebrai megoldashoz a jobboldalon all6 b _
—2= =2 \=2= = vektoroknak nemnegativaknak kell lennitk.
AX2b, (b;20)
Z=C*[X - opt. A celfiiggvénynek pediga maximumat kell keresnink.
Péelda: Egy linearis programozasi feladat matematikai modellje:
x>0 A 3. és 4. feltételt , valamint a célfiggvényt szorozni
X,+2X,+X; < 50 kell (-1)-gyel, igy a modell az algebrai megoldashoz:
X,*+X, = 15 x=0
—Xq—X, = =20 X, +2X,+X5 < 50
—4X,+X,—X, = —60 X,*tX, =15
3X;+X,+2X5 = 30 Xs3+X, = 20
= — X;— 2X53+5X, - min 4X,—X,+X, < 60

3X;+X,+2X5 = 30
— Z= X, +2X53—5X, —Mmax



A szimplex m odszer

Az LP feladatok megoldasara algebrai eszk6zoket, a szimplex m odszert
alkalmazhatjuk. A metodus az egyenletrendszerek megoldasara épdil.

A geometriai megoldashoz hasonléan el6szor a lehetseges megoldasokat
szamoljuk ki, majd az optimum meghatarozasa kdvetkezik.

A lehetséges megoldasok halmaza, a bazismegoldas

A szimplex mddszerrel el6szor a norm al feladatot oldjuk meg:

x>0 A korlatozo feltételek egyenlétlensegeit egyenletekké alakitjuk ugy,
AX<b (b=0) 288%/ I? baloldalakhoz nemnegativ szamokat (u, elterésvaltozokat)
Z=C*[X - max. ' AR +u=b (uU=0)

Az AX+u = b egyenletrendszert (vektoregyenletet) kanonikus formulanak hivjuk.

Példa: Adjunk lehetseges megoldasokat a normal feladatban szereplé valtozokra:
A korlatozo feltételekhez tartozé kanonikus formula:

x=0
3x,+4x, < 280 3x,+4x,+u, = 280 Az egyenletrendszer specidlis: az egyes
3X. +2X.. < 240 3X,+2X,+u, = 240 egyenletekben az u; eltérésvaltozoknak
! x2 <50 X,*+U, = 50 mindig 1 az egyutthatdja az i-edik
, <

2=6x. +5x max egyenletben, a tobbiben pedig 0.
—YM 2 -



Az egyenletrendszer egyutthatd matrixaban az u, oszlopvektorok egységvektorok.
A bazistranszformacioval torténé megoldast rogton ezek bevonasaval kezdhetjuk.

A bazistranszformacio induld tablazata:

X, X, U U, U, b Haa bazistranszformaciot az u, bevonasaval
3 4 1 0 0 ; 280 kezdjuk, akkor az u, a tablazat els6 soranak elsé
- | ) 1 o, X
3 2 0 i_l-i 0 | 240 eleme lesz és a tobbi koordinata valtozatlan marad.
- - = —_ | Ve yd = Ve yd 7
O 1 0 0 :Flﬂl : 59 Hasonloéan nem valtoznak a koordinatak az u, es

az u, bevonasaval, tehat a tablazatunk:

b Ezt atablazatot tekinthetjik a kanonikus formulahoz

|
u, X31 X42 5280 tartozé specialis egyenletrendszer indulo tablazatanak.
u, | 3 2 i240 Az egyenletrendszerink egy lehetseges bazismegoldasa
u;, | 0 1150 atablazatbol leolvashatd: u,=280, u,=240, u,=50 és x,=x,=0.
(Bazismegoldas: ,a be nem vont valtozok ertékei nul lak”.)
Ujabb lehetséges megoldasokat akkor kapunk, ha az x. -ket bevonjuk a bazisba:
Peldaul ha az x,-t bevonjuk: Xg Xp 1 b X1 Uz i b
] up |3 4 1280|u |3 -4! 80
Az Uj bazismegoldasok: U |3 2 i240 U | 3 ‘2i140
u,=80, u,=140, x,=50 us| 0 [1]150 [x, |0 1|50 5




A peldankhoz gazdasagi hattér tartozhat: ket terméket gyartunk 3 eréforras
felhasznalasaval, adottak: a beépiilés, a kapacitasok...

Az indulo tablardl leolvashato bazismegoldas megfelel annak, hogy a termelést
meg nem kezdtlk el, az x,=x,=0 és az eltéresvaltozok a kapacitasok adott érte-
keivel egyenlok.

X, X;1 b Kevetkezik a bazisvektor Xp X 1 b Xp Uz | b
up | 3 41280 cgere, példaul az x, up |3 41280 u |3 -4,80
U, | 3 21240 pevonasaval. Uy |3 2 1240 |uy | 3 -21140
Us | 0 1150 uz | 0 [1]150 [xp|0 1 150

A gazdasagi jelentés miatt nem hajthatunk végre olyan cserét, amely utan a b, a
kapacitasvektor oszlopaban negativ érték lenne, azaz a generalo elem mindig pozitiv.

Ha Ujabb (lehetséges) bazismegoldast akarunk kapni a kévetkezé tablazatbol és
és x,-et szeretnénk bevonni, akkor a 3. koordinatat nyilvan nem valaszthatjuk
generalo elemnek (mert az 0).

A gazdasagi jelentés miatt szilkséges, hogy az Uj tablazatban ne legyen a b oszlo-
paban negativ szam, igy a generalo elemet a sziukkeresztmetszetnéel kell valasztani.

A szlkkeresztmetszet: ahol a Tehat az x, els6 X1 Ui b W u 1 b
b, _ koordinatajat kell — t |[3] -4} 80| x |Y3 -4/3;803
3 hanyados a legkisebb. generalé elemnek uy,| 3 -11140|u, |-1 2 | 60
” 80 _ 140 valasztanunk. Igy: x| 0 1150(x| 0 1 |50

Esetinkben: = <T



A tablazataink:

X1 Xp 1 b X7 Uz b u uz 1 b
u |3 4 1280 u |[3] -4 80 |x.|Y3 -4/3!80/3 Leolvashat()k az uj bazis-
u, | 3 2 1240|u,| 3 -21140|uy | -1 2 | 60 rpegoldasok: X,=80/3, x,=50
u3 | 0 [1]150 [x,| 0 1150 |x,| 0 1 |50 ©° U;=0, U,=60, us=0.

A bazismegoldasokat vektorként felirva: x=[ 80/3 50 ]* és u=[ 0 60 O ]*.

Ha Ujabb bazismegoldast akarunk, példaul az u, kicserelésével, akkor mivel a
szUkkeresztmetszet 3-nal van, ennek kell lennie a generald elemnek.

A linearis programozasi feladatban célfliggvény is van.

Az algebrai megoldasban mindig ennek a maximumat keressuk.

lgy a bazistranszformacio soran alkalmazhaté és alkalmazandoé cseréket
tovabbi feltételek hatarozzak meg.

A lineéris programozasi feladatok  geometriai megoldasaban alkalmazott eljaras-
hoz hasonlbéan az algebrai megoldasban a lehetséges megoldasok kozul ki kell
valasztani az optimalist .

Ezt Ugy érjuk el, hogy a kanonikus egyenletrendszer tablazatahoz meg eqgy sort
csatolunk, a celfliggveny sorat.




A norm al feladat megoldasa szimplex m odszerrel

A szimplex modszer Iényege : olyan bazismegoldasokat keresiink, amelyeknél a
celfiiggveny érteke nagyobb , mint amennyi az el 6z6 bazismegoldasnal volt.

AX<b (Xx=20, b=0) AXR+u=Db. (u=0) Felvesszik akanonikus alakhoz
Z=C*X - max. —z+c*x=0. tartoz6 megoldo tablazatot:

X, X, .. X, U U, .. Uu, —-z;Db

a,, a, .. a, 1 0 .. 0 O iDb

A Bz o @m0 0 01b, A ,rovidebb alak” az egységvektorok

1 0o 'p_ bevonasa utan:

a, &, .. a,, 0 0 .. o
c, ¢, ...c¢, O O .. O 1.0
X, X, .. X, ib
U |ay a;, ... ay 'b
Uy | 83 8y QAon | b, AN - 4
| Ezt a tablazatot nevezzik a normal feladat

u.la,., a,, a,, 'b, szimplexindulo tablazatanak.
-z|¢c, €, .. ¢, ;0

Uj bazismegoldasokat akkor kapunk, ha a generalé elem pozitiv és betartjuk
a szlUkkeresztmetszet valasztas szabalyat. 8



A célfuggvenyben maximum a cel, ezért olyan bazismegoldast kell valaszta-
nunk, amelyben a z ertéke nagyobb lesz, mint az el6z6 bazismegoldasban.

Ezt gy erhetjuk el, hogy a generalo elemet pozitiv ¢, ertek felett valasztjuk.

Peldaul: Ha generalo elem az u; és x; cserejet generalja, az uj tablazatunk:

Xy e Ui o X, b _ o o o
u : ' " 5 _aa Az indulo tabla bazismegoldasaban a
1 o %y 7 értéke 0 volt.
X i q A tablardl leolvasva: —z=0—qc j» azaz z=qc;.
j |
I
u i b _ a A qc; akkor lesz nagyobb 0-nal, ha C, pozitiv,
- i 8 A% ugyanis a g mindenképpen pozitiv.
—Z | —qcC,

Az eljarasunk veges sok lépésig folytathato, tehat ha elértik, hogy a —z
soraban nincs olyan c, értek, amely pozitiv lenne, akkor a célftiggveny ertéke
tovabb nem ndvelhetd, elértilk a maximumot.

Példa: Oldjuk meg szimplex modszerrel:

X, X, 20 Xo:[4 3]*

Py < A feladat grafikus meg- u =[0 0 4]*
3x,+2x, < 18 g g o=+

4x, < 16 oldasat korabban lattuk: z,=22

2X,+4X, < 24
z=4x,+2X, - max.




A kanonikus alak: A szimplex indul6 tablazat: Bo [ X, 1 b
3x,+2X, +U, = 18 U fe 2 15
4x, +U, = 16 S u, |4 016
2X,+4%, +U,y = 24 u, |2 4 i 24
—Z+4X% 42X, = 0 -z|4 210

Valasszunk generalo elemet az elsé oszlopbdl (szikkeresztmetszet!!!):

Bo | X, X1 b |Bi| U X1 b Apazismegoldas az eredeti LP feladatnak
6 egy lehetséges, de még nem optimalis

I
I
u | 3 21!18|u, [-3/4 2|
I I
u, |4 01!16|x, | 1/4 0! 4 megoldasa:
I I
u, | 2 4 :24 u, |-2/4 4 i 16 X, =[4 0% u,=[6 0 16 ]*, z,,=16.

-z 4 210 |-z -1 2.:-16

Eszrevehetjiik azt is, hogy a geometriai megoldasban ezzel a bazismegoldassala Q,(4;0)
extremalis pontra léptlnk.

A célfiggveny érteke novekszik, ha a pozitiv celerték felett, a 2. oszlopban
valasztunk generalo elemet:

Bo | X, X,1b|B, | u x,i b |B,| u, u | b Atablazatunk optim alis:
u, | 3 2!18|u, |-3/4 [2]! 6 |x, |-3/8 J/Zi 3 a—z soraban nincs pozitiv
| | | elem: x,=[4 3 ]*
I I I 220 1
U |[4] 0116 | Y4 0 RS ¥4 0 4 U=[0 0 4] &s 7,22
u, | 2 4124|u, ([-2/4 4 |16 |u, 1 -2 4 10
—z| 4 210 |-z| -1 2 1-16|-z|-ya4 -11-22




Osszefoglalas

1.) A normal feladat algebrai megoldasat a matematikai modellbél, az ah-
hoz tartozo kanonikus alakbol felirt tablazattal, az induld tablaval kezdjik.

A kanonikus alak: AR +u=b. (x=20,u=0) Azinduld tabla: X
—z+c*x = 0. ulA|b
2.) Az egymast kovet6 bazismegoldasok kiszamolasa. -z|c |0

Ehhez: a.) General6 elem valasztas:
Generald elemet nemnegativ célfuggveényerték felett valasztunk.
Generald elem csak pozitiv szam lehet.
Generalo elemet a szukkeresztmetszetnel valaszthatunk.
b.) Végrehajtjuk a teljes bazistranszformaciot.
3.) Az eljaras befejezése
a.) Ha a —z soraban nincs pozitiv szam, akkor elértik a maximumot.

0.) Ha a —z soraban van pozitiv szam, de nem tudunk ,kivant tulajdonsagu”

generalo elemet valasztani, akkor nincs maximuma a feladatnak.

11
A fejezet targyalasat befejeztik. 4\ | _“



