A line aris tér

Készitette: Dr. Abraham Istvan



A linearis ter fogalma

A fejezetben a gyakorlati alkalmazasokban hasznalt legfontosabb fogalmakat,
0sszefliggéseket targyaljuk

Adott egy L halmaz , amiben azonos tipusu oszlopvektorok vannak.
Ertelmeziink a vektorok kozott két miiveletet: az 6sszeadast
és a vektorok A skalarral valo szorzasat . (AUR)

Az L halmazt linearis térnek nevezzuik, ha fennall:
A 1)) Az L halmaz az 6sszeadasra nezve zart , azaz ha allL és blIL, akkor a+b=c[]L.

2.) Az 6sszeadas kommutativ ;. a+b=b+a.

3.) Az 0sszeadas asszociativ ;. at(b+c)=(at+b)+c=atb+c.

4.) Létezik az L-ben dsszeadasra vonatkozoan semleges elem :a + 0 =a.
5.) Minden elemnek van ellentettje L-ben: van olyan —a eleme L-nek, hogy a+(—a)=0.

B 6.) Ha allL és A tetszéleges valos szam, akkor A[@[L. (Az L zart a szorzasra nézve .)

7.) A skalarral val6 szorzas kommutativ : Ald=alX.

8.) A skalarokkal torténd szorzas asszociativ : (An)a=A(pa)= Aua.

9.) Létezik az L-ben a szorzasra vonatkozoan semleges elem (ez a A=1): 1[a =a.
C 10.) Ervényes a tulajdonsag: A(a+b)=Aa+Ab. )
11.) A disztributivitas skalarokra is igaz: (A+p)a=Aa+pa.



Az L halmaz elemei lehetnek kulonb6z 6 matematikai objektumok (sorvektorok
matrixok , valos egydtthatos polinomok , paros, vagy paratlan fliggvenyek , stb.)

Példa: Lineéaris teret alkotnak-e a valés szamok halmaza felett a diagonalis matrixok
a matrixok 6sszeadasara és a valos szammal valo szorzasra? A valaszt indokoljuk!

Megoldas: Legyen A=<a, a, ...a,>ésB=<b,b,...b_, >
|. eset: ha n#m, akkor a matrixok nem adhatok 6ssze, igy linearis térr 6l sem lehet szo.

[l. eset. ha n=m, akkor igazak a kovetkez 6k:

1. A+B is diagonalis. 2. Az 6sszeadas kommutativ.

3. Az O6sszeadas asszociativ. 4. Létezik zéruselem: 0.

5. Minden A-hoz van —-A. 6. AA is diagonalis (AOR).

7. A szorzas kommutativ: AA=AA. 8. A skalarral valé szorzas asszociativ.
9. A A=1 semleges (neutralis) elem. 10. Disztributivitas: A(A+B)= AA+AB.

11. Igaz igy is: (A\+p)A=AA+UA. %?
A diagonalis matrixok tehat linearis teret alkotnak , ha azonos elemszamuak.

Ha az L-t n komponens G oszlopvektorok alkotjak, akkor a linearis teret L _-nel jeloljuk.

Az L -ben tett megallapitasaink atvihet 6k mas elemekb 6l allo linearis terekre.
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Linearis kombinacio
Legyenaz A, A,, ..., A, kdarab azonos, m(i tipusu matrix es legyenek
adottak a A, A,, ..., A, valés szamok (skalarok).

Ekkor a A\ A +A A+ . +A A, kifejezestaz A, A,, ..., A, matrixoknak
al;, A, ..., A\ skalarokkal valo linearis kombinaciojanak nevezzik.

A linearis kombinaciot irhatjuk “szumm as” alakban is:

Kk
MAFMAF LANA = Y AA;, ahol A\ OR.

A lineéaris kombinacié eredménye  eqy mﬁltl’pusu matrix, hiszen csupa ilyen
jelz 6szamu matrixokkal végeztiink m  dveletet.
Példa: Legyenek adottak az A, A,, A; matrixok és a A, A,, A, skalarok:

2 0 1 3 -1 1 -4 0 5
A= A= - A= 2, A= -3, A= 0.
— [5 3 —9} — [2 -5 4} A [—8 3 2} B °

3
EkkorB=Y AA =22 0 1| o8 -1 1hg[-4 05 [-5 3 -1
=1 5 3 -9 2 -5 4] |-8 32| |4 21 -30

Természetesen linearis kombinacio vektorokkal is végrehajthato. .



Linearis flggetlenseg

Az a,, a,, ..., 8, vektorrendszer vektorait linearisan fliggetlennek mondjuk,
ha linearis kombinaciojuk csak akkor eredményezhet nullvektort, ha a
linearis kombinéci()ban minden skalaregyutthato 0.

Tehat a Z)\ a. =0 Osszefligges csak akkor all fenn, ha minden A.=0.

Példa: Vlzsgaljuk meg, hogyaz a=[2 3]* ésab=[-1 4]* vektorok
linearisan fliggetlenek-e.

A megoldashoz a két vektor tetsz 6leges linearis kombinacioit nézzik meg:
A a+tA,b=0. (A, A, 0OR)

2 — 1 2)\ + (_1))\ O
7 - A + }\ - l 2 =
Részletesebben: 1{3} 2{ 4} { 3\, +4A, } {O}

Ha két vektor egyenl 6, akkor a megfelel 6 komponenseiknek is meg kell egyezniiik:

2\ —A,=0
3\ +4A,=0
Az egyenletrendszernek csak a A;=A,=0 a megoldasai, azaz a vektorok
linearisan figgetlenek
Ha egy vektorrendszer vektorai nem linearisan fuiggetlenek, akkor a vektorrendszert
linearisan 6sszefligg ©6nek nevezziik.



Tehataz a,, a,, ... , a, vektorrendszer 6sszefliggd, ha a vektorok linearis
kombinacioja nullvektort ad akkor is, ha nem minden egyutthato O.

Példa: Vizsgaljuk meg, hogyaz a=[2 3]*,ab=[-1 4]* ésac=[0 11
vektorok linearisan fliggetlenek-e.

Eszrevesszik (vagy megoldjuk a A,a+A,b=c vektoregyenletet), hogy c=a+2b, vagyis:
a+2p-c=0

Eszerint linearis kombinaciéval a nullvektort el 0 lehet allitani ugy, hogy van az
egyutthatok kdzott  O-tol kulonboz 6, azaz a 3 vektor linearisan nem flggetlen.

Belathato , hogy az a,, a,, ... , a, vektorrendszer akkor és csak akkor 0sszefligg 6,
ha van olyan eleme , amely eléallithato a tobbi vektor linearis kombinaciéjakent
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Kompatibilitas

Ha a b vektoraz a,, a,, ..., a, vektorrendszer vektoraibol linearis kombinacioval
eldallithato , akkor a b_vektor kompatibilis az a,, a,, ... , 8, vektorrendszerrel.

Példa: Az a=[2 3]* és b=[-1 4]* vektorokkala c=[0 11 ]* vektor
kompatibilis , hiszen — mint lattuk — felirhatd: c=a+2b. /&\-@
/e

Kompatibilis : ,6sszemérhet 67, ,kikombinalhat6”. fﬁ

o p)



Bazis
Ha egy vektoregyiittes (6sszes lehetseges) linearis kombinacioja linearis teret
allit elé (general), akkor vektoregyiittest generator rendszernek nevezzuk.

Elnevezeés : A bazis olyan specidlis generator rendszer , amely
linearisan fliggetlen vektorokbol  all.
Pelda: Aza=[2 3 ]*és b=[-1 4 ]* vektorokbdl allé rendszer az L, linearis
térben bazis, ugyanis az a és b figgetlenek és a ket vektorral az L,
barmely vektora linearis kombinacioval eléallithato.

Ha a bazis csupa egységvektorbadl all, akkor azt trividlis bazisnak nevezzuk.

Pelda: Aze,=[1 0 0], e,=[0 1 O]*ése,=[0 O 1]* vektorrendszer
trivialis bazis, mert:
- a harom vektor generator rendszert alkot, hiszen linearis kombinaciojukkal
az L, tér barmely v=[ v, v, v, ]* vektora eldallithato: v=v, [ +v, [&, +V.[E,,

- a harom vektor linearisan fliggetlen: a A [, +A,[&,+A [, csak akkor lesz
nullvektor, ha mindharom egyutthato O.

Bazisvektorokkal a linearis tér tetsz 6leges vektorat egyertelm den kifejezhetjuk.
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Vektor koordinatak , komponenesek

Az L _linearis tér egy bazisa legyenab,, b,, ..., b, vektorrendszer. Ekkor a tér
tetszdleges v vektoranak
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eléallitasaban szereplé v, v,, ..., v, skalarszorzékat (szamokat) a v vektornak
ab, b, ..., b, bazisra vonatkozo koordinatainak nevezzuk.

Példa: Egy korabbi példankban szerepelt: c=1-a+2-b.
Ez azt jelenti, hogy a c vektornak az ( a;b) bazisra vonatkozo koordinatai: [ 1 2 ]*

Elnevezes : A trivialis bazisra (az e, e,, ..., €, egységvektorokra) vonatkozo
koordinatakat komponenseknek nevezzuk.

Megallapodas: A kés ébbiekben amikor egy vektort szamokkal adunk meg,
akkor, ha kuloén nem jelezziik a bazist , a koordinatak mindig komponensek
azaz az egysegvektorokra vonatkoz6 koordinatak

Példa: Az a=[2 3]* és b=[-1 4 ]*vektorokat tehat komponenseikkel adtuk meg,
azaz: a=2e,+3e, és b=—e +4e..

lgazolhato , hogy tetszdéleges linearis terben a bazist alkotd vektorok szama
egyertelmien meghatarozott.



Dimenzio

A lineéris tér dimenzidja n , ha van n elem G (n darab fliggetlen vektorbdl allo) bazisa.

Ha az L linearis térnek nincs veges elemszamu bazisa, akkor az L dimenzidja végtelen .

A nulltér dimenzigja 0.

Kovetkezésképpen: ha a dimenzié nem o vagy 0, akkor az adott linearis térben a
vektorok koordinatainak szama megegyezik a dimenzié  val .

A vektorrendszer rangja

Egy tetszdleges vektorrendszerbdl kivalaszthato fiiggetlen vektorok maximalis szamat
a vektorrendszer rangjanak nevezzik.

Péelda: Aza=[2 35 b=[-1 4]* ésc=[ 0 11 ]* vektorrendszer rangja 2, hiszen
c=a+2b, azaz a 3 vektor kdzull 2 fuiggetlen, a c kifejezhetd a es b-vel.

Ebbél kovetkezik , hogy barmely L lineéris térbdl kivalasztott vektorrendszer
rangja nem lehet nagyobb, mint a ter dimenzigja.

lgy ha az a,, a,, ..., a, vektorrendszer rangja r , akkor az altala generalt

linearis tér dimenzigja is r.
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Matrix rangja

Minden matrixnoz hozzarendelhetlink két linearis teret :
a matrix oszlopvektorai altal generalt teret (oszlopvektor tér ),
a matrix sorvektorai altal generalt alteret (sorvektor ter ).

lgazolhatd , hogy barmely matrix oszlopvektor terének dimenzidja
megegyezik a sorvektor terének dimenzidjaval.

Elnevezés . Az A matrix oszlop-, illetve sorvektor terének rangjat a matrix
rangjanak nevezzuk. Jel6lése: r(A).

i Lo 3 2 -2 -2
Péelda: Legyen az A matrix:

12 2 -1 -1

AT 11 3 s

0 3 0 -3

A matrix 3 oszlopvektora:a,=[3 2 -1 0]% a,=[2 2 1 3], a,=[-2 -1 3 O]*
Eszrevehetjik, hogy: a,=2a,—a,+3a,=[ -2 -1 8 -3 ]*, valamint igazolhato,
hogy az a,, a,, a, vektorok fliggetlenek. igy a matrix rangja: r(A)=3.

Elnevezes : Az n-ed rendd A matrix szingularis (,,hianyos”), ha r(A)< n.
Ha r(A)=n, akkor a matrix regularis (nem szingularis). 0

A fejezet targyalasat befejeztik.



