Linearis egyenletrendszerek

Készitette: Dr. Abraham Istvan



A linearis egyenletrendszereket kiterjedten hasznaljak optimumszamitasi feladatokban.

A téma targyalasahoz el6késziiletet kell tenni.

Matrix faktorizacio

A faktorizacio a matrix szorzatta alakitasat jelenti.

A szorzatta alakitasa soran csak a két tényez6s szorzatokkal foglakozunk.

Bazisfaktorizacio: matrixoknak olyan szorzatta alakitasa, amikor az els6 tényez6
oszlopvektorai bazist alkotnak az eredeti matrix oszlopvektor terében.

Példa: Legyen az A matrix:

[ 1 2 4 0 4]
A=l_2 -3 -7 -1 -5
2 1 5 3 -1
Az A bazisfaktorizacigja:

Igazolhatjuk, hogy az A matrix rangja 2,
és alkossa az elso két vektor a bazist.

1 2 4 4
0 12 10 2 2 -2 , . .
-2 -3 -7 -1 -5| =(-2 -3 Véegezziik el a szorzast!
5 1 5 3 _1 5 1 o 11 -1 3

A masodik tényezd oszlopait még megmagyarazzuk.
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Tétel: Az A matrix bazisfaktorizacioja: A=A,-[E, D ],
ahol az A, az eredeti A matrix rangjanak megfelelé6 szamu fuggetlen

oszlopvektora A-nak,
az [ E, D ] egyesitett matrixban E, a r(A)-nak megfelel6 rendii egységmatrix,
D az A,-be be nem kerult oszlopvektorok az A, bazison vett koordinataikkal.

Bizonyitas: Legyen az A=[ a, a, ... gp] oszlopvektorokra particionalt matrix rangja r.
Legyen az els6 r darab oszlopvektor linearisan fuggetlen.
Ekkor az a, a, ... a, bazist alkot, tehat az A minden oszlopvektora felirhato
az a, a, ... a, vektorok linearis kombinacidjakent.
Jeloles: A=[ a, a, ... a].
lgaz: a,=A,-e;, a,=A,-e,, ... a=A, e, és:
a.,=A,d., aholad.,, az a,,, vektor koordinatai az
(a,;a,;... ;a, ) bazisra vonatkozoan. Hasonléan:
a..,=Ad,., es igy tovabb: a =A,-d,.

igy: A=[A,e, Aye,...Are Ardy Ard,, - A 'gp]=A1'[§1 e ...8 dyy dy - Qp]

Ezzel végeztlink, hiszen [e, e, ... ¢]=E es[d,; d., ... d,]=D

Az el6z6 példaban a szorzatta alakitas masodik tenyez()'jében az elsé két vektor egység-
vektor, a kbvetkezb harmat pedig a bazisba be nem vont vektorok uj koordinatai adj3ék.



Linearis egyenletrendszerek megoldasa

Linearis az egyenletrendszer, ha az egyenletrendszert alkoté m darab egyenletben
az x. (1 <i < n) ismeretlenek els6 hatvanyon szerepelhetnek.

Az egyenletrendszer altalanos alakja:

aX+ta o X,+.. .+anmxn=bm

Az 3, egyutthatokat egy A matrix elemeinek tekinthetjuk: A=| a; |

A valtozokat és az egyenletek jobboldalan all6 szamokat oszlopvektorok
alakjaban vehetjuk fel: x=[x, x, ... x |* ésb=[b, b, ... b_]"

lgy az egyenletrendszer réviden, matrixaritmetikai irasmoddal adhaté meg:
A-x=b

Példa: Legyen az egyenletrendszerink a kovetkez6: (1 2 6 0 3
X1 + 2Xp + 6X3 + 3xs = 1 EkkorazA=|1 1 4 1 1
X{ + Xo + 4X3 + X4 + X5 = 2 2 16 3 0

2X1 + X2 + 6X3 + 3X4 = 93 §=[X1 Xy X3 Xy X5]* és b=[1 2 5]* 4



A linearis egyenletrendszereknél kulon vizsgaljuk a megoldhatésagot és
ha van megoldas, akkor megadjuk a megoldokeépletet.

Tetel: Az A x=b egyenletrendszernek akkor és csak akkor van megoldasa,

ha a b kompatibilis az A oszlopvektor terével.
Bizonyitas: Az A x szorzat egy oszlopvektor, ami az A oszlopvektorainak
linearis kombinaciodja, tehat az A oszlopvektor terének egy vektora.

Olyan x vektor, amellyel a linearis kombinacio a b vektort allitja el6,
csak akkor letezik, ha a b kompatibilis az A oszlopvektor terevel.

Tétel: Az A x=b egyenletrendszer altalanos megoldasa:
x,=d-D-x ,
ahol r =rang A. Az x. a rangnak megfelel6 szamu x. valtozébadl allé vektor.
A d a b vektornak az A matrix r elem( bazisan vett Uj koordinataibdl allé vektor.
D az A bazisba be nem kerult vektorainak uj koordinataibdl all.
Az X, az u.n. szabad valtozok vektora pedig az egyenletrendszer n valtozdja

kozul az r darabon felllieket, n-r=s valtozo6t tartalmaz.
Az s=n-r szamot az egyenletrendszer szabadsagfokanak nevezzik.
Az altalanos megoldas képletét és benne a betiik jelentését célszerii alaposan

megjegyezni! .j
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A megoldokeplet igazolasa:

Az A matrix szorzatta alakithato (faktorizacio): A=A,-[E. D],
ahol A, az A rangjanak megfelel6 szamu (r darab) fiiggetlen oszlopvektorbdl all.

Ha b kompatibilis az A oszlopvektor terével, akkor: b=A,-d, ahol
d a b-nek az A, oszlopvektoraira vonatkozo koordinatait tartalmazza.

Az x vektort bontsuk fel a ragnak megfelel6 szamu valtozora, ez legyen x. és
a ,tobbi” valtozot tartalmazo x, vektorra. Ekkor:

[ Er Q][ X, Xs * = Erlr'FD-X =X, +D-x_ = g

—_— =S = —_——S

(Matrix szorzas tortent es tudjuk, hogy E x,=x..)

A matrixegyenletet rendezve:
x.=d-D-x

_— — =S

Példa: Adjuk meg az altalanos megoldast:
X{ + 2Xp + 6X3 + X5 = 1
X{ + Xo + 4X3 + X4 + Xg = 2
2Xy + X9 + 06Xz + 3x4 = 93



Az egyenletrendszer megoldasahoz el0szor a megoldhatosagot kell vizsgalni.

Ezutan az altalanos megoldast vesszuk fel.
Mindez torténhet egy tablazat sorozattal:

X1 Xo X3 X4 X5 ib| Xo X3 X4 X5 1b|Xx3 X4 x5 b
x¢|[1] 2 6 0 311/ 2 6 0 3 !1/2 2 -1!3
xo |1 1 4 1 112|[<1] =2 1 —211|2 -1 2 -1

2 1 6 3 015/ -3 -6 3 -6!3/0 0 010

A tablazatokban egyenletrendszer megoldaskor az egyes oszlopokat a megfelel valtozokkal jeldljuk.

Lathatd, hogy a b kompatibilis az A oszlopvektor terével.
(Az utolso tablazat 3. soraban csupa 0 van.)

igy az egyenletrendszer megoldhato. .

X3

Az altalanos megoldas: | || [-|2 2 Y |x,
xo] (-1 [2 -1 2]
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Az altalanos megoldast irhatjuk az egyes koordinatak eg_yer_ﬂ(jsége alapjan:

X1=3—2X5—2X4+X5 Az X5, X4, X5 ,Szabad valtozok™ tetszdleges
Xy,=—1-2X3+X,—2X5 valds szamok lehetnek.

Az egyenletrendszer szabadsagfoka tehat 3. 7



Elnevezés: Ha a szabad valtozéknak konkrét szamértékeket adunk,
akkor az egyenletrendszer partikularis megoldasat kapjuk.

Pelda: Az x,=3-2x,—2x,+x;
X,=—1-2X3+X,—2X5 altaldnos megoldasaban x,;=1, x,=—2, xs=0,
akkor az egyenletrendszer egy partikularis megoldasat kapjuk:
X,=[9 -3 1 =2 0]
Elnevezés: Ha a szabad valtozoknak szameértekként 0-t adunk, akkor az
egyenletrendszer egy bazismegoldasat kapjuk.

Esetinkben példaul: x,=[3 -1 0 0 O]*%
Az egyenletrendszernek tobb bazismegoldasa is lehet, a bazisba bevont egyik
oszlopvektort (az X, egyik elemét) kicserélhetjiik az X, egyik oszlopvektoraval.

Példa: Adjunk meg a fenti altalanos megoldasbol egy masik bazismegoldast!

A bazistranszformacio tablazatat hasznaljuk. Az utolsé tablazatunkban
hajtsuk vegre az x,<>x, cserét:

X3 X4 X5 b A bazismegoldashoz csak a b ,legujabb” koordinatajara
Xq | 2 2 -1!3 van szukség. Az oszlopfén lévé valtozok értékei nullak.

=1

|
|
|
Xz | 2 (=1} 2
|
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o o o'o AzuUabbbazismegoldas: x,,=[1 0 0 1 0]




A matrix inverze

A matrix inverzén olyan matrixot ertuk, amellyel szorozva az eredeti matrixot
eredmeényul egysegmatrixot kapunk.

Egy matrixot balrdl is és jobbrol is szorozhatunk, igy altalaban
inverz matrix létezhet:

ha A-X=E, akkor X jobboldali inverz, jeloléssel: X=Aj_1
ha Y-A=E’, akkor Y baloldali inverz, jeloléssel: Y= AB1

Tétel: Ha A nem szingularis, akkor Aj_1 = Ag1 = A1, Atételt nem bizonyitjuk.

A matrix invertalasa (ha lehetséges) ugy torténhet, hogy a matrix oszlopvektoraival az
elemi bazistranszformacio lIépéseivel kicseréljuk a trivialis bazis egysegvektorait.

Az egységvektoroknak az Uj bazison vett (rendezett) koordinatai adjak az inverz matrixot.

Példa: Adjuk meg az A inverzét, ha A 1.2 1

Megoldas: ,teljes” bazistranszformaciot 25 4 11 -8 3

hajtunk végre: 2 6 7] AzAinverze: A'=|-6 5 -2
a a a3|€ a az|(e e az (e e e;3 2 -2 1

ag «—e|[1] 2 1]1 2 1|5 -2 -3/11 -8 3 _
Ellenérizhetjiik, hogy a matrix és az inverz

a «—=e| 2 5 4|2 2|-2 1 2|6 5 -2 szorzata egységmaétrixot eredményez.
a3 «—e3|2 6 7(-22 52 212 -2 1 9




Példa:Aza=[1 -1 2]* és b=[-1 3 2]" vektorok ismeretében adja meg
az a-b™- E inverzét, ahol E a megfelel6 egységmatrix.
Megoldas: Az a-b* diadikus szorzat:

-1 3 2 -2 3 2
ab*=| 1 -3 -2| és ab*~E,=| 1 -4 -2[=A
-2 6 4 -2 6 3
Az A invertalasa: aq ap agz |ey ap az |e; 8@ €3 |ey €1 €3

a»|-2 3 2|2 -5 -2 |-2 |1 -2,2 -1 2

ai |1 -4 -2|1 -4 -2 |-3 0 -2(-3 0 -2

az |-2 6 3|2 -2 |-1|-2 2 -11-6 2 -5

(A tablazat baloldalan az ,evidensen” ott Iév6 egységvektorokat nem irtuk ki, csak helyettesitettuk.)

Az inverz matrix felvételéhez az utolsoé tablazatot rendezni kell:
az Uj bazis vektorai sorkezdokeént a,, a,, a; sorrendben szerepeljenek és az oszlopfon
az egységvektorok is e,, e,, e; sorrendben legyenek.

Példaul az inverz matrix elsé soranak els6 eleme az e,-nek a,-re vonatkozé koordinataja: 0 legyen.

Az elsé sor masodik eleme az e,-nek a,-re vonatkozé koordinataja legyen: =2, és igy tovabb.

Az inverz matrix: Ellen6rzés: annak kell teljestilnie, hogy A-A-'=E. \
0 -3 -2 2 3 2]f0 -3 -2] [T 00 L;{_j
All=-1 2 2 1 -4 -2|-|-1 2 2|=0 10 9>

2 -6 5 -2 6 3 2 -6 5 O 0 1 1/\/\10



Megjegyzés: Ha az A x=b egyenletrendszer megoldhato és az A nem szingularis,
akkor: x=A-1-b. (Ugyanis ekkor az Ax=b-t az A-'-gyel balrdl beszorozhattuk.)

Tehat a fenti (specialis) egyenletrendszert az inverzmatrix felhasznalasaval megoldhatjuk.

Példa: Adottak az A, B, C matrixok:

-1 1 2 -4 4 5
A=|-2 1 -3| B=|-5 6 7 C=<1 -2 3>.
0 4 1 -1 -1

a.) lgazolja, hogy A és B egymas inverzei!
b.) Adja meg az A-x=1 és a B-X=C megoldasait!

Megoldas: a.) Ha inverzek, akkor a szorzatuk egységmatrix, tehat ez esetben
szlksegtelen a bazistranszformacio elvégzése. Valdéban: A-B=E, .

b.) Ax=1-b4l: x=A"-1=(mivel A'=B)=B-1=[ 5 8 —1]".

-1 -2 6
A B-X=C-bol: X=BC=AC=|-2 -2 -9/  Amegoldasok elég
1 0 12 egyszertiek lettek.

Tétel: (A-B)-'=B-1-A-1. (Az invertalas antikommutativ.)
Bizonyitas: Ha mindkét oldalt szorozzuk A-B-vel, ugyanazt az egysegmatrixot kapjuk.

A fejezet targyalasat befejeztiik.
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