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A dualitas fogalma, alaposszefuggesei

Definicio: Adott a linearis programozas maximum feladata:

x =0
Ax<b
f(x)=c*x—>max

Ekkor felirhatdé a kbvetkezd minimum feladat:

y 20
Ay >c
g(y)=b*y—min

A ket feladatot egymas dualjanak nevezzuk.

A késbbbiekben az elsdként felirt feladatot primal, a masodikként feirtat dual
feladatnak nevezzuk, tehat a minimum feladat is nevezhet6 primal feladatnak.



A kanonikus alakok:  Ax+u=b es A'y-w=c

A maximumfeladat eltérésvektorat u-val, a minimumfeladatat w-vel jelbljiik.

Téetel: Haaz x>0 es y >0
Ax<b Ay >c
f(x)=c*x—>max g(y)=b*y—min

feladatparnal az x és az y lehetséges megoldas, akkor minden
esetben igaz:

Bizonyitas: A feltételek szerint Ax<b és A*y>c, azaz (transzponalas): y*A >c*.

Az elsO egyenlotlenséget balrdl szorozzuk y*-gal: y*Ax <y*b=b*y =g(y).

A masodik egyenlbtlenséget jobbrol szorozzuk x-szel: y*Ax >c*x=f(x).

Lathato: f(x)<y*Ax<g(y).



A tétel kovetkezményei:

a.) Ha a primal feladatnak van megoldasa és az f celfuggveny
nem korlatos felulrél, akkor, mivel g(y)>f(x), a dual feladat-
nak nincs lehetseges megoldasa.

Hasonlban: ha a dual feladat g céelfuggvenye nem korlatos
alulrol, akkor a primal feladatnak nincs lehetseges megol-
dasa.

b.) Ha a primal feladat f célfuggvenyéenek ertéke egy x, helyen
éppen egyenld a dual feladat g celfuggvenyenek y, helyen
felvett ertekevel, akkor f(x,) f-nek maximuma, g(y,) a g-nek
minimuma. Ekkor x, a primal, y, a dual feladat optimalis
megoldasa.

Optimalis megoldasnal tehat a célfuggveny értéke a primal
és a dual feladatnal megegyezik.



Feladat: Kétféle terméket készitink, harom eréforras
felnasznalasaval, amelyekre felsd kapacitas korlatok vannak:
140, 150, 12. Az egyes erOforrasok beepulése a termékekbe:
20, 10, 2, illetve 10, 25, 0. A késztermekek eladasi egységara
mindkét esetben 300 pénzegyseg. Hatarozzuk meg a
legnagyobb eladasi arbeveételt biztosito termelesi programot!

Tablazatot keszitunk: Termékek  Kapacitas

s .o A 2010 140
éforrasok 5 49 o 150
C 2 0 12

Ar 300 300

Az elso termekbdl x, darabot, a masodikbdl x,-t keszitunk.
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A matematikai modell ( a tablazatbadl):

X1,X5=0

20x,+10x, <140

10x4+25%, <150

2X, <12

z=300x,+300x, -max

A modellbdl felirjuk a szimplex induld tablazatot.



A szimplex tablazattal torténo megoldas:

Bo|xt X1 b |Biju3 X2 b |[Byluz uy i b |B3| u up 1 b
uy | 20 10 '140{uq|-10 10 | 20 [xo| -1 110! 2 |xo| 720 -140! 4
U | 10 251150|uy | -5 251 90 |u, 20 —25! 40 |ug| 920 -8 | 2
us| 2 0 112(x |12 01 6 |x |12 01 6 |x|-140 116 | 5
—z[300 3001 0 |-z|-150 300:-1800| -z |150 -30 i-2400| -z | -152 —454-2700

A tablazat felépulését nyomon kovethetjuk:
valasztas, uj koordinatak kiszamolasa.

Leolvassuk az optimalis megoldasokat:

X,=[9 4] u~=[00 2] z, = 2700

A felvetett és megoldott problemahoz dual feladatot rendelhetunk.
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A dual probléma megfogalmazasa ~
Emlékeztet6iil az eredeti széveglink: ~

Feladat: Kétféle terméket készitink, harom er6forras
felnasznalasaval, amelyekre fels6 kapacitas korlatok vannak: 140,
150, 12. Az egyes eroforrasok beéepulése a termékekbe: 20, 10, 2,
llletve 10, 25, 0. A késztermekek eladasi egysegara mindkeét

esetben 300 penzegyseg. Hatarozzuk meg a legnagyobb eladasi
arbevetelt biztosito termelési programot!

Dual értelmezés: Ha nem kivanunk termelni, hanem a megléevo
eroforrasainkat y,, y,, y5 egysegarakon el akarjuk adni, akkor a
kovetkez6 modell veheto fel:



Adatainkat tablazatba irjuk:

A matematikali modell:

ermek | 1. Kapacitas a_) Vs Vo, Y32 0
Eréforr.
b.) Az elsG termékben
A 20 10 140 felhasznalt erdforrasok
e.aBr:y1 ara darabonként:
10 25 150
e.ar:y, 20y, +10y,+2y, >300
C Ugyanis ennek a terméknek eladasi
2 0 12 . ) :
. egységara 300, legalabb ennyit
.ar.ys szeretnénk kapni érte. Hasonléan:
Ar 300 300 10y,+25y,+0y.>300
A vevo oOsszes kiadasa vasarlas esetén:
140y,+150y,+12y,

A vevo kiadasai minimalizalasara

torekszik, tehat:

c.) z= 140y,+150y,+12y,—min
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A szoveges feladathoz tartozo,
els6kent felirt ( primal )
matematikai modell:

A feladat dual modellje:

a.) Xy, Xp, 2 0 a.) Y1,Y2 Y52 0
10x,+25x, <150 10y,+25y, > 300
2X, <12

A primal-dual megnevezeés a modell felirasanak sorrendjére utal,
az egyik modellbdl kovetkezik a masik.

Az egyik modellb6l a masik felirasa
mechanikusan torténhet:

A sorok helyére oszlopok kerulnek, a relaciok és a cél ,atfordul”.
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Altalanosan : minden LP feladat felirhaté primal és dudl alakban.

Adott maximum, illetve minimum feladatnal: a primal
modell oszlopaibol lesznek a dual modell sorai, a

relacidjelek megfordulnak és a cél is ellenkezojére
valtozik.

A primal modell optimalis szimplex tablazatabol leolvashato
a dual feladat optimuma: ez az utolso oszlop helyett az
utolso sorbol torténik, ellenkezo elojellel.

Az x valtozok a dual w eltérésvatozokkal, az u eltérés-
valtozdk az y valtozékkal vannak kapcsolatban.

ald 3 5 A primal optimum:
Példanknal B, u, u, b P opur o
az optimalis  x_ a X,=[9 41" u,=[0 0 2]J* z,=2700.
tablazat: 9 ] |
U A dual optimum:
A tablazat , kézepét” o Yo=[45/4 15/2 0]

nem kell kitslteni az -Z | -19/2 -45/4|-2700 w,=[0 O] z,=2700.
optimum leolvasasahoz.
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Példa minimumfeladat dualjara:

Egy gazdasagban allatok etetésére kétféle takarmanykeveréket
akarnak hasznalni. A keverékek négyféle tapanyagbdl készilnek,
amelyeket 1, 0, 1, 7, illetve 0, 2, 2, 6 mennyiségben tartalmaznak.
Az egyes tapanyagokbdl legalabb 2, 4, 10, 42 egységnyit fel kell
hasznalni. A takarmanykeverékek egysegarai: 200, 300. Az egyes
takarmanykeveréekekb6l mennyit szerezzunk be, hogy a lehet6
legkisebb legyen a beszerzési koltség?

Ly )z Keverek A (primal) matematikai modell: A dual modell:
Tablazat: O
.1l | El6iras
3.) X1,%;20 a.) Y1,Y2:Y3Y4>0
I é (1) g 421 .} 1xy+0x;2 2 b.) 1y;+0y,+1y,+7y,<200
2X; 2 4 2y,+2y,+6y,<300
C 1 2 10 X1 +2X2 21 O y2 y3 y4_
D|7 6 | 42 7X,+6x,>42  ©C.) Z=2y,+4y,+10y;+42y,—~max
Ar | 200 300 c.) z=200x,+300x,—>min
A dual modellben az y; ertékek
A primal modellben x, és x, a keverekek mennyiségei. a tapanyag egységarak.

Mechanikusan: sorok és oszlopok, relacojelek megcsereldédnek, a atfordul.



A primal modell megoldasa szimplex modszerrel hosszadalmas,
az elteresvaltozok ,kalaposak”, 4 darab v, valtozot, valamint
masodlagos celfuggvényt kell szerepeltetni.

A dualfeladat viszont egyszert normalfeladat, megoldasa:

Az indulo szimplex tabla: Az optimalis szimplex tabla:
Yi Yo Y3 Y4 i Wy Yo W,y
w,| 1 01 7 |200 Y4 12,5
w,] 0 2 2 6 |300 Y3 112,5
Z | 2 4 10 42| 0 -z | -1-3,56 -3 -3 | -1650

Az optimalis megoldasok (,direkt” leolvasas y-ra és w-re, az alsé sorbdl

X-re és v-re, és tudjuk: az oszlopfon lIévo valtozok az optimumnal nullak):
y.=[0 0 112,5 12,5]* Z,=1650 Xx,=[3 3,9[°
w,=[0 O] Uu=[1 300

Tehat az elso keverékbol 3, a masodikbodl 3,5 beszerzése optimalis. 13



A primal-dual feladatpar altalanosabb valtozata

Az altalanos linearis programozasi feladatot maximum, vagy ,tiszta
minimum tipusu” modelleé alakitjuk es ezutan kepezzuk a dualjat.

Példa: Ha A, x<b,, A,x>b, és c*x—max, akkor a masodik feltételt
szorozzuk -1-gyel és a ,maximum” feladatra felirjuk a dualjat:
y>0 (A, -A))"y>c es (b, -b,)*y-min.

Ha A x<b,, A,x>b, és c*x—>max, akkor a modellt ,tiszta mini-
mum tipusu” modellé alakitjuk az els6 feltételt és a célfiggvenyt
-1-gyel szorozva, és ezutan képezzuk a dualjat:

y>0 (-A;A,)*y=c es (-b, b,)*y—>max.

Ha a modellben egyenldseg is van, akkor az atalakitasnal ezt a re-
laciot valtozatlanul hagyjuk, kepezzuk a dual modellt és az egyen-
|0ség sorokhoz tartozo dual valtozokra nem lesz el6jelkorlat.

Ha pedig valamelyik valtozéra nincs eldjelkorlat, akkor a dual fel-
adatban a hozza tartozo feltétel egyenldseqg.



A primal-dual feladatpar felvétele

Ha adott a kiinduld LP feladat, akkor azt el6szor a definicidéban lévé
primal, vagy dual alakra hozzuk.

Példa: Legyen a kiindulo feladat:

A masodik feltételben a relaciot megforditjuk, szorzas -1-gyel.

X1, X, X3 2 0 Ekkor a modell: X1, Xp, X3 2 0

X»] '5X2+2X328 'X1+5X2'2X3 S '8
Z=6X4,+4X,-7X;—>max Z=6X,+4X,-X3—>max
Ehhez a definicioban meghatarozott
médon felirhatjuk a dual alakot: Y1, ¥220
J ' 3y.-y, >6 A szimplex moédszerrel

Eljarhattunk volna ugy is, hogy a cél- 4y, +5y,>4 torteno _rnego!dashoz a
fliggvényt forditjuk &t és az elsé fel- 1 2= harmadik fel.tetelt meg
tételt. Ekkor a definiciéban szerepl6 -6y -2y, >-7 kell szorozni -1-gyel.

dual alak lenne a kiindulé modell. =1 3y1-8y2 _smin 15



A feltételek kozott egyenloséget tartalmazé modell dualja

Alapelv: az egyenloséget két egyenlotienségre ,,bontjuk”.

Példa: X4, X, X320 A masodik feltétel felirhaté 2 egyenlétlenséggel:
3X1+2Xy-X3< 13 4X1-0X,+6X3< 21 4X,-5X,+6X;>21
4X1-5%,+6x3=21 A masodik egyenlétlenséget szorozzuk -1-gyel:
Z=2X1+ 1 Xy-3X3—>Max -4X,+5X,-6X3 < -21

lgy a modelltink: o S | , ,
Az atirashoz az y, valtozo6t is 2 részre bontjuk: y," és y,”. Igy:
X1, X5, X320

3x,+2X,Xy < 13 Y1, Y2 y,z ” 0 Kiemelés és legyen y,’-y, =y, . Ekkor,
Sy +4y,-4y,"22  mivel az y,-y, el6jelét nem ismerjiik: y,eR.

4X,-5X,+6X, < 21 , .
17972750 2y1-9Y, +9Y,"27 A dual modell:

- -y +6Y, -6y, 2-3 Y., 20, ésy,eR
Osszefoglalva: ha egy LP feladatban valamelyik 2y4-0y,27
feltétel egyenldéseg, akkor a dualjaban a neki meg- -y +06y,>-3
felel6 valtozéra nincs elgjelkorlat. z=13y,+21y,—min
Ha pedig valamelyik valtozora nincs el6jelkorlat, akkor 16

a dual feladatban a hozza tartozo feltétel egyenléség.



Példa: Keépezzuk a kovetkezd primal modell dualjat ketfélekeppen:

x>0 x>0 y>0

3X+2X,-4X;<31 Amodellt 3y +2x,-4x,<31 3y Y2y
maximum Adual

X4 +4X,+X3=20 tipusuva -X4+4X,1%3=20 modell: 2Y;+4Y,+5y;>-6
2X1-DXy-X5>15 alakitjuk: -2X;+9X,+7X5=-15 -4y, +y,+7y;>8
Z=2X,+6X,-8X;—min -Z=-2X4-6X,*+8X3—>max z'=31y,+20y,-15y;—>min
Ha a modellt x>0 y>0
tiszta minimum o Az ehhez P

tipusuva alakitjuk:

tartozo
XiAXy%2-20 dual modell: ~2Y174Y279Y5=0
Z=2X,+6X,-8X;—>min z'=-31y,-20y,+15y;—max
Ha a modellunkben I
a masodik feltétel x>0 " yrys=U esy,
egyenl6ség: 3X,+2X,-4X5<31 norr(:\;Ia 3Y1-Yo-2Y3=>-2
X1 +4X,+X,=20 tipusy 2y,+4y,+5y;>-6
2X-5X,-TX5>15 dual -4y, +y,+7y;>8
modell:

7=2X,+6X,-8X;—min z'=31y,+20y,-15y;—>min 17



Gyakorlo feladat:

Egy vallalat kétféle terméket gyart, amelyekbe 3 er6forrasbdl 11, 8, és 6,
valamint 7, 8 és 14 egységnyi épul be. Az eréforrasok kapacitasai: 770, 640
és 840. A termekek egysegarai: 1 es 2. Ismert még, hogy az els6 termekbdl
legfeljebb 600 darabot, a masodikbdl maximalisan 400 darabot lehet eladni.
Célunk a maximalis arbevétel. irjuk fel a feladathoz tartozé primal és dual
modellt, valamint szamoljuk ki a primal és dual optimalis megoldasokat!

A modellek:

A primal feladat valtozoja legyen a gyartasra keruld termékek darabszama.

A dual feladat valtozoja legyen az eréforrasok egysegara.

Primal: Dual:
x>0 y=0
1MX,+7X,<770
8x,+8x,<640 11y,+8y,+6y,+y, > 1
6x,+14x,<840 7y, +8y,+14y +y > 2
X,<600
X,<400 g(y)=z'=770y,+640y,+840y,+600y,+400y;—min

f(X)=z=x,+2x,—>max .



A primal feladat megoldasa szimplex modszerrel:

X; X, | X, U | u, U;
u, |11 7 1770 | u, 8 —7/14!350 |u, | . . 170
u, |8 8 1640|u, |[64/14] -8/141 160 | x, |14/64 —181 35
u, |6 [14]1840|x, | 6/14 114 | 60 |x, 45
u, |1 0 1600|u, | 1 0 1600 |u, | 565
us |0 1 1400|ug | -6/14 -1141340 [us | . . 1355
—z|1 2 10 |-z| 2/14 -2/14:1-120|-z|-132 -1/81-125

Az utolso tablazatban elegendé a legalso sor €s a jobboldali oszlop kitoltése.
Az optimalis megoldasok:

x =[35 451 u=[70 0 0 565 355]* z=125
y.=[0 1/32 1/18 0 O w =0

—o—

A fejezet targyalasat befejeztuk. 19



