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A ,bazis transzformacioja” azt jelenti, hogy egy linearis tér egy adott bazisan
felirt vektorokat egy masik bazis vektorai linearis kombinaciojaval allitjuk eld.

Ez azzal jar, hogy a vektorok egy adott bazison megadott koordinatait atirjuk
egy masik bazis vektorai szerinti koordinatakra.

Elemi bazistranszformacio

Elemi a bazistranszformacié akkor, ha az egyik adott bazis vektorait
egyesevel cseréljuk ki egy masik bazis vektoraira.
Pelda: Adottak az a=[2 -1 ]%, a,=[1 3]* esav=[4 5 ]* vektorok.

Irjuk fel a v vektor koordinatait az (a,;a,) bazison!

El6szor azt mutatjuk meg, hogy az L, térben az a, és a, vektorok bazist
alkotnak (fuggetlenek). A linearis kombinaciojuk:

2 11_10 2).4+15=0
A - 4+ A - — . 172~
Csak a 1,=)\,=0 lehetnek a megoldasok, igy az a, és a, vektorok fuggetlenek,
bazist alkothatnak L,-ben.

Mindharom vektor komponensekkel adott, a trivialis bazison (egységvektorok!)
vett koordinatakkal. Részletezve: 2



a;=2e,—6e,  a,=e,+ 3e,, v=4e,+ Se,.
Az elemi bazistranszformacio szerint a v felirasaban el6szor az egyik
egysegvektort cseréeljuk ki az a,-re, majd a masikat a,-re.

,. . 1
Az e, cseréje a,-re: az a,=2e, — e,-bol: ¢,= 2—11 + 2—9_

Ez azt is jelenti, hogy az e, koordinatait kiszamoltuk az (a,;e,) bazison:e,=[ 72 72 J*
Szamoljuk ki az a, és a v koordinatait is az (a,;e,) bazison:
7

a,=e,+ 3g2=§§1 + §§2+3g2= % a + Egz A koordinatak: a,=[ 1/2 7/2 ]*.

Helyettesitve: v=4e,+ 5e,=4("2 a,+V2€,)+5e,=2a,*7¢e,.
A koordinatak: v=[2 7 ]* az (a,;e,) bazison.
A fenti szamolasi eljarast rovidithetjuk tablazatba foglalassal. Az indulé tabla:

aq az I V  Oszlopfoére kerulnek az eredeti bazison adott vektorok jelei, sorkez-

eq 2| 1 : 4 dok az eredeti bazis vektorainak jelei (nincsenek alahuzva a betdk!).
I

I

I

€9 -1 3 5

A bekeretezett elem mutatja (generalja) azt, hogy melyik vektort
melyikkel cserélunk ki.



Az a, és e, cseréje utan a koordinatak tablazatos alakban:

|
(e 3 : v A tablazatbol az uj koordinatak olvashatok le
ay |12 122 az (a,;e,) bazison.
ey |12 7/217

Az uj tablazat készitése a ,,betlicsere” utan :
1.) A generalé elem (a bekeretezett szam) helyére irjuk a reciprokat.
2.) A general6 elem oszlopat szorozzuk a reciprok (—1)-szeresével.

3.) A general6 elem sorat szorozzuk a reciprokkal. Az egyes oszlopokban
az igy kapott szamokat (ezek most: 72 és 2) nevezzuk q értékeknek.

4.) A hianyzo6 uj koordinatak szamitasa: uj koordinata =
=(régi koo.)—(q szorozva a gen. elem oszlopaban a megfelel6 régi koo.-val).

Az 1-4. pontban foglalt szabalyt az ,,egyenletrendezéses” levezetésiinkbdl lathatjuk.

Példaul az a, masodik uj koordinataja = 3—-1/2 (-1 )=7/2,
vagy a v masodik uj koordinataja = 5-2-(—1)=7.

A bazistranszformacio kovetkez0 lIépése: az e, vektort kicseréljuk a,-vel.
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A masodik bazisvektor csere utan a tablazatunk az el6z6 tablazat
(amelyben a generald elemet bekereteztuk) folytatasa:

eq as |V e €y |V
a; | Y2 12 12 |aq|3/7 -7 1
er |12 [7/2]17 |ay | YT 2/7 12

Az yj tablazatbol leolvashatok az e, e, és v koordinatai az (a;a,) bazison.

Tablazatainkat ,,0sszeilleszthetjuk™
| a; az V| e az |V e ey |V
e ]2 1 14)aq |12 12 2 |aq|3/7T =17 1
eo | -1 3 15ep |12 [7/2]17|ay | Y7 2/7 12
Gyakran el6fordul, hogy a régi bazisvektorok uj koordinataira nincs sziikségiink,
ekkor az uj tablazatokban azok oszlopait elhagyhatjuk.

Tehat a bazistranszformacidnkat tablazatos alakban a kovetkezéképpen irhatjuk:

d4 do : \"/ do : \'"/ \"/

€4 2 114 dq 1/2 | 2 dq 1
| |

D) -1 3 : 5 <)) 7/2 : 7 dso 2




Példa: Adottak az a,=[1 2 2]", a,=[2 5 6] ésa,=[1 4 7 ]* vektorok.
Mutassuk meg, hogy a 3 vektor fuggetlen és adjuk meg a trivialis bazis
vektorainak koordinatait az (a,;a,;a,) bazison!

Alapotlet: ha mindharom vektor az uj bazisba bevonhato, akkor fiiggetlenek,
hiszen bazist csak fiiggetlen vektorok alkothatnak.

Elemi bazistranszformacioval egyenként kicseréljuk a trivialis bazis egysegvektorait:
dq 4 aj3 | €4 dp 4agz | €4 €y ajs €4 €es €3

aq «—eq|[1] 2 1|1 2 1|5 -2 -3[11 -8 3

a, «—e,| 2 5 4|-2[1] 2|(-2 1 2 |-6 5 -2

a; «——e3| 2 6 7|-2 2 5|2 -2 [1]|2 -2 1

Az e, koordinatai tehat az (a,;a,;a;) bazison: e,=[ 11 -6 2 [*, valamint:
e,=[-8 5 -2]"ése;=[3 -2 1]".

A tablazatok szamolasa a generalb elemek kijel6lésével kezdodik és a
negyedik lapon felirt 1-4. Iépést hajtottuk vegre.

A kezd0 tablazat baloldalara a trivialis bazis egysegvektorait ki sem szoktuk
irni, hiszen az induld tablaban ott mindig azok vannak.

A bazistranszformacio fent bemutatott algoritmusat altalanosan is indokolhatjuk.



Az elemi bazistranszformacio altalanosan

Tétel: Haaz L téregy bazisaab,, b,, ..., b, ..., b, vektorrendszer es
cel, (c#0), valaminta b,, b,, ..., b,, ..., b, bazison ¢, #0, akkor a
b, b,, ..., c, ..., b, vektorrendszer is bazisa az L _-nek.

(A tétel azt fejezi ki, hogy ki lehet cserélni a bazisban egy vektort egy masikra.)

Bizonyitas: Elegendé belatni, hogy a b,, b,, ...,c, ..., b, vektorrendszer
fuggetlen vektorokbdl all.

Tegyuk fel, hogy a vektorrendszer 6sszefligg6 (indirekt feltétel).

Ekkor (rendezés, ¢ kifejezése): c=c,’b,+ c,’b,+...+0-b, +...+ c_’b. .

Ez viszont ellentmondas, mert a feltételunk szerint a b, egyutthatéja nem O.
Tetel: Ha az L téregy bazisaab,, b,, ..., b, ..., b

J =n

vektorrendszer és ceL  (c#0), valamint a (X{—Q-C1
b,, b,, ..., b,, ..., b, bazison ¢ #0, akkor a X9 —0-C
b,, b,, ...,c, ..., b, bazison egy tetszbleges
x=[ X, X, ... X ... X ]*eL_ vektor Uj koordinatai: x =
Xk q
ahol g = Ch
| Xn—q- Gy




Bizonyitas: Ab,, b,, ..., b, ..., b, bazison c=c.b,+ c,b,+...+c b *+...+ c b

n—n-
KifejezzUk b,-t:: b, = ——b1— b —eet—C—.. ——b
Ck Ck Ck Ck

Ha adott az x=[ x; X, ... X, ... X_]* vektor L -ben, akkor a b,, b,, ..., b, ..., b, bazison:
x=x,b,+ X, b, *+...+x b, *...+ X b A b, helyere helyettesitunk:

1 Cc
5=x Q + x g +l"+x * b b +—c_--.__nb + +
124+ X5, k( o 1 g 2T S G X B,

A b, vektorok egyutthatoit osszegydjtjuk:

X X X X
X = x1——kc1 b+ x2——kc2 b, +.. Kt + Xp — kcn b,
Ck Ck Ck Ck

. . X
Végeztiink, hiszen az C—k hanyadost jeldltiik g-val.
k
Ha az eredeti bazisban lévé b, koordinatait akarjuk felirni az uj bazisban, akkor
a tetszoleges x vektor helyére b, -t irva annak a koordinatait a kapjuk.

Az elemi bazistranszformacio algoritmusanak egyes lepései a tételunkbdl
kOvetkeznek.

A bazistranszformacid széleskorii alkalmazasa el6tt attekintjuk az eljarast.
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Az elemi bazistranszformaciod lépései (ismétlés)
Az indulo tabla felvétele utan az uj tablazatban a ,betlicsere” utan:

1.) A generalé elem helyére irjuk a reciprokat.

2.) A generalo elem oszlopat szorozzuk a reciprok (—1)-szeresével.

3.) A generalo elem sorat szorozzuk a reciprokkal. Az egyes oszlopokban
az igy kapott szamokat nevezzuk q értéekeknek.

4.) A hianyzo uj koordinatak szamitasa: uj koordinata=
=(régi koo.)—(q szorozva a gen. elem oszlopaban a megfeleld régi koo.-val).

Példa: Adjuk meg, hogy a kovetkez6 4 vektorbdl mennyi a flUggetlenek szama:
a,=[312],a,=[2 -1 3]",a,=[7 -1 8]",a,=[1 2 -1]".

A bazistranszformacio induld tablazataban baloldalra a trivialis bazis vektorait nem
irtuk ki, (helylk Uresen maradt) és az ujabb tablazatokat folytatélagosan irjuk:

a3 a4 Aza,ésa, nemvonhato be, mert

a; ap; az a4 | ap; az ay

aa| 3 2 7 1|5 10 -5

aq (1] -1 -1 2| -1 -1 2
2 3 8 -1 5 10 -5|0

2 _1 a0nemlehet generald elem

11 (,nincs reciproka”) tehat a négy
vektorbol maximum 2 fuggetlen
valaszthat6 ki (amely barmely 2 lehet!)
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A bazistranszformacio alkalmazasai

Az elemi bazistranszformacio igen széleskorl alkalmazasai kozul el6szor azokkal
foglalkozunk, amikor a trivialis bazis vektorainak uj koordinatait nem kell kiszamolnunk.

llyenkor az elemi bazistranszformacié 1-4. Iépést tartalmazdé algoritmusaban elegendd
a 3. és a 4. lépest vegrehajtanunk.

Vektorrendszer rangjanak meghatarozasa

A vektorrendszer rangjat a kozulUk kivalaszthato fuggetlen vektorok maximalis
szama alkotja.

Bazist csak fiiggetlen vektorok alkothatnak. igy egy vektorrendszer vektorai kdzott
annyi a fluggetlen, ahanyat kozuluk be tudunk vonni a bel6lUk képzett uj bazisba.

Példa: Adjuk meg a kovetkez6 vektorrendszer rangjat:

a,=[312],a,=[2 -1 3], a,=[7 -1 8], a,=[1 2 -1]".

A négy vektor kozul kivalaszthat6 fuggetlenek maximalis szama:

a1 a az a4 | a az a4 az a4 Lasd: el6z6 példa!
a | 3 2 7 1 5| 10 -5 2 -1
A vektorrendszer
a1, -17-12-1 -1 21 1 rangja tehat 2.
2 3 8 -1 56 10 -5 0 O
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Matrix rangja

A matrix rangjat az oszlop-, vagy sorvektorai kozul kivalaszthato fuggetlen vektorok
maximalis szama adja.

igy a matrix rangjanak meghatarozasa egy vektorrendszer rangjanak szamolasat jelenti.

Példa: Milyen p és g érték mellett lesz a kovetkez6 matrix rangja 2, illetve 37
Mikor lesz a dimenzié 3, illetve mikor nem szingularis a matrix?

(4 6 0 4]
1 3 -1 3 A megoldast az oszlopvektorokkal
A= végrehajtott bazistranszformacioval
-2 3 7 p végezzik.
2 -4 38 q]

A tablazataink: -

M B B U H B U B U A ugyanis az a, a
314 8 0 4/-4 /4 -8 1 -2 3. a koordinatajaval mindig bevonhato.

MY 3 1313 1 312 1 (a)=3, haq+14=0, azaz g=—14, ekkor

-2 3 7 p| 9 5 p+6//14 p+16 ap tetszéleges valos szam lehet.
2 -4 8 q|-10 10 g-6| 0 g+14 Ez esetben a dimenzié 3.

r(A)=4, ha q+14+0, azaz q#=—14. A p tetszdleges valos szam lehet.

Ez esetben a matrix nem szingularis (regularis): r(A)=n=4. 11



Kompatibilitas vizsgalat

Bizonyos feladatoknal nagy jelentésége van annak, hogy eldontsuk: egy (vagy tobb)
vektor kompatibilis-e (linearisan kombinalhat6-e) egy adott vektorrendszer vektoraival.

A kompatibilitas vizsgalatat is bazistranszformacidéval végezziik.

Példa: Kompatibilis-e az A matrix sorvektor terével a b* és c* vektor, ha:

(1 -3 0 2]
A3 1 2 12 peio 45 3 1], ¢*=[1 4 -2 -3].
2 1 -2 -1 \ _ o .
0 3 -1 4 ennyi a matrix rangja’

Megoldas: Az A* oszlopvektoraival, tehat az A transzponalasa utan az ugyancsak
transzponalt b és c vektorokkal bazistranszformaciot hajtunk veégre:

aq a a3 a4/ b c|a a3 a4 ' b c|a a3 b c |aa b c

a;|[1] -3 2 0/ 2 1|-3 2 0 12 1|-3 212 1|12 -1

az|-3 1 1 3!-15 4|-8 7 3 -9 7|-2[1]'0 1 |-20 1

ag| 0 2 -2 —1§ 3 -2|2 -2 —1§3 —2(-2 2 5—3 2 2§—3 0 Az A matrix
2 12 -1 4! -1 -3|18 -5 4 '-5 _5(26 -13'' 7 -13/ 0! 7 o rangjas.

A b* nem kompatibilis, mert a b felirasahoz az egyik trivialis bazisvektort is fel kell
hasznalnunk:: b =2a,+(-3)a,+7e,. (Az e, a negyedik sor elején ,rejtézkodik”.)
A c* pedig kompatibilis az A sorvektoraival, hiszen c=-a,+a,. 12

A fejezet targyalasat befejeztuk.



