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Grafok

A matematika egy viszonylag 1j teriilete, a grdfelmélet is lehetdséget ad ar-
ra, hogy alkalmazasaval optimalizaldsokat végezziink. Kiilonb6z6 szervezé-
si problémdk szemléletes leirdsara, a lehetséges €s az optimalis kapcsolatok,
elérési utak meghatdrozdsara gyakran haszndlnak egyszertsitett dbrakat, gra-
fokat. A kapcsolddasi lehet6ségek szamanak meghatdrozasa tobbnyire kom-
binatorikai probléma. Egy adott pontbdl valamely mds pontba kiilonbdz6
utak (élek, ivek sorozata) vezetnek, ezek koziil a bizonyos szempontbdl op-
timélis megtalédldsa a grafelmélet egyik f6 célja. Jelenleg f6ként logisztikai
folyamatok, adott algoritmusu tevékenységek legkedvez6bb megoldasait ke-
reshetjiik a grafok felhasznaldsaval. A grafelmélet 1étrejottéhez a modellezés
jol kihaszndlhat6 volta is hozzdjarult.

A grafelmélet jelenleg is fejlodik, boviil. Anyagunkban az alapfogalmak,
Osszefiiggések, eljarasok megismerése utdn példdkon mutatunk be alkalma-
zasokat.

Alapfogalmak

Sok olyan feladat 1étezik, amelyben bizonyos elemek (fogalmak, személyek,
targyak, stb.) kozott kapcsolatok 1éteznek, amelyeket pontokkal, vonalakkal
adunk meg.

Szemléletesen: a grdf olyan dbra, amelyen adott pontokat vonalak kotnek
ossze. A pontokat gyakran korokkel, téglalapokkal dbrazoljuk. A pontokat
szokds a gréf csicsainak, szogpontjainak, az 6sszekotd vonalakat a gréf éle-
inek nevezni.
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Al. abra

A gréf véges, ha a csicspontjainak szdma véges.

Ha két csicsot (pontot) él kot Ossze, akkor a pontokat szomszédosoknak
mondjuk.

Az egy pontbdl kiindulé élek szdmét a pont fokszdmdnak nevezziik.
Reguldris az a graf, amelyben minden cstcs fokszdma azonos.

Lehetséges, hogy egy graf két pontja kozott tébb €l is van (,,tobbszoros él”),
illetve lehet olyan él is, amelynek kezd6 és végpontja azonos (,,hurokél”).
Egyszerii a graf akkor, ha nincs benne tobbszoros €l és hurokél.

Tétel: Egy véges egyszer(i grafban mindig van két olyan csdcspont, amelyek
fokszdma megegyezik.

Példa: Egy ipardg vallalatai kozott a kapcsolatok kolecsonosek. Igazoljuk,
hogy van olyan két cég, amelyeknek ugyanannyi mésik céggel van kapcso-
lata.

Megoldds: Legyen a cégek szdma n. Egy cégnek ekkor 0-tdl (n—1)-ig lehet
mads céggel kapcsolata, ami Osszesen n lehet6ség. Nem lehet azonban egy-
szerre olyan cég, amelynek O és olyan, amelynek (n—1) kapcsolata van, mert
az el6zdnek nincs kapcsolata méssal, az utébbinak pedig mindenkivel van,
azaz a ,,nulla kapcsolatival” is van. Igy a kapcsolatokra maximum (n—1) le-
hetdség van, viszont a cégek szdma n, tehdt biztosan van kett, amelyeknek
ugyanannyi kapcsolata van.

A tétel bizonyitdsdnak ugyanez a gondolatmenete.

Izoldlt pont az olyan csucspont, amelyb6l nem indul ki él. Az iires grdfban
nincsenek élek, az csupa izolalt pontbdl 4ll.

Teljes grdf az, amelyben barmely két pontot él kit dssze.

-1
Tétel: Az n csicspont teljes graf éleinek szama n(n2 ).

Bizonyitas: n pont koziil kell kivalasztani minden lehetséges modon ket-
t6t, amelyek kozott szakaszt (€lt) hizunk. A kivalasztasnal a sorrend nem
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szadmit, ismétlés értelemszertien nincs, igy ismétlés nélkiili kombinécidval
szdamolhatunk:
2 ny\ n! _n(n-1)
" \2) 2l-(m-2) 2

Komplementer graf olyan graf, ami egy adott grafot teljes graffa egészit ki,
igy ugyanannyi csticspontjuk van, de ha az egyikben két pont kozott van él,
akkor a komplementerében nincs és viszont. Igy az iires graf komplementere
a teljes gréf, a teljes grafnak pedig az iires graf a komplementere.

Iranyitott graf, halo6

Irdnyitott grdf: olyan graf, ahol minden élhez irdny tartozik. Az irdnyitott élt
ivnek nevezziik.

A2. abra

Kezddpont: olyan szogpont, amibe nem megy {v. Példdul a A2. dbran x1.
Végpont: olyan szogpont, amibdl nem jon ki {v. Példaul a A3. dbran x9.
Ut: az ivek egymésuténja.

Egyszerii it: 1 ivet sem hasznalunk kétszer.

Példaul: a A2. dbran: x1-x3—x5.

Elemi 1it: nem megy at kétszer szogponton. Példdul: x1-x2—x3.

Korit: a kezd6pont megegyezik a végponttal. Példaul: x2—x3-x5-x2.
Osszefiiggd grdf: barmely két szogpont kozott van t.

Az iv kapacitdsa: az ivhez rendelt valds szam.

Hdlo: ha minden {vnek van kapacitdsa.

Példa: Egy id6tervezési folyamatot ir le kovetkez6 koritmentes halo:
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A3. abra

A korttmentes hdlénak mindig van kezd6 és végpontja.

Az iranyitott graf megadasa

Torténhet vizudlisan: példaul a A3. dbra
A szamitogépes megolddsokat egyszerlsiti a grdf megaddsa mdtrix alakban.
Példaul a A2. dbran vizudlisan megadott graf matrix alakban:

X1 X2 X3 X4 X5 Xg
x]01T 1 100
X200 01 010
X310 00 010
x4/0 01 0 00
Xs|0 1 0 0 00
x/0 0 00 00

Matrixunk elemei: Ha két csicspont kozott van iv: 1. Ha nincs iv: 0.

El6fordul, hogy halmaz reprezentdcioval adjuk meg a grafot. Felvessziik a
szogpontok X halmazat ugyancsak a A2. dbra grafjaval: X = {x{, x5, ..., Xg}.
A megaddst a Descartes szorzathoz hasonldan rendezett parokkal végezziik:

(x1,X2); (X1,X3); (X1,X4); (X2,X3); (X2,X5) €s igy tovdbb.
Az optimalizdlds végrehajtdsdhoz ,,rendezett" grifra, hdléra van sziikség. A
rendezést szintekre bontassal végezziik.

Halo szintekre bontasa

Az Osszefiiggd, iranyitott kordtmentes graf (hald) szintekre bonthatd. A vizu-
alisan megadott hal6 esetén, kisszdmu cstcspont esetén ez egyszeriien vég-
rehajthaté. A szintekre bontds nem fiigg az ivek kapacitdsaitdl, igy azokat
nem tiintetjiik fel.

Példa: Bontsuk szintekre a kovetkezd halét:
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A4. abra

Forras ("6s nélkiili szogpont", amelyb6l csak kifelé vezet nyil): x;.
Ez az I. szint, tehat maga a forrds szbgpont.
Toroljiik ezt a pontot és megkeressiik a forrast a megmaradt halon:

=

AS5. abra

A forrds most az X, ez lesz a II. szint.
Toroljiik ezt a pontot és megkeressiik az djabb forrdst.

(%)
AG6. abra

Két forras van, az x3 és az x4, ez lesz a I1I. szint.
Ujabb torlés utan ismét 2 forrds lesz, x5 és Xg.
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A7. abra

Ez lesz a IV. szint, tehat x5 és xg.

Az V. szint maga az ,,utols6” szégpont, az x7 (végpont, nevezik ,,nyelGpont”-
nak is). Osszetettebb feladatokhoz gyakran felhasznaljuk a rangfiiggvényt.
Rangfiiggvény: minden szdgponthoz hozzdrendeljiik a szintje szdmat. A mi
feladatainkban a rangfiiggvényt nem hasznaljuk.

Minimalis (maximalis) vonal (élsorozat) felvétele gra-
fon

Egy grafban az élekhez értékeket rendeliink (pl.: tdvolsag a szogpontok ko-
zott) és keressiik a K pont és a V pont kozott a legrovidebb utat.
Példa:

AS8. abra

A legrovidebb vonalat minimadlis kifeszitd fanak is nevezik.
Kereshetjiik a maximdlis vonalat is, ha ez a feladat.
Téblazatot készithetiink, a kovetkezd felépitésben:

n | Megoldott | Legkozelebbi| Tavolsag Uj él | Megoldott
pont pont Osszeg pont
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Kiindulunk a K kezd6pontbdl és kitoltjiik a tablazatot:

K A 2 | KA | A
Folytatjuk az eljarast, a kovetkezd 1€pés:
K C 4 KC C
A B 2+2=4 AB B
Ujabb megoldott pontokbél indulunk ki:
A D 2+7=9
B E 4+3=7 BE E
C E 44+4=8
Hasonl6 megfontoldssal:
A D 2+7=9
B D 4+4=8 BD D
E D 7+1=8 ED
Végezetill az utolsé tablazat és az eredmény leolvasdsa:
D A% 8+5=13 DV v
E \Y% 7+7=14

Két minimadlis vonal az eredmény: KABDV és KABEDYV, és a hossza: 13.

Idotervezés

A halé iveinek értéke jelentsen id6t. Kérdés: mennyi id6 alatt lehet a progra-
mot biztosan megvaldsitani? A kritikus utat keressiik, a Forrdst6l a Nyeldig a
maximadlis id6t a projekthdloban igy, hogy minden esemény megvaldsuljon.
Példa: Adott a kovetkezd halo:
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diink, az ehhez rendelt érték érték O.

t;=0

th=t1+3=3 Az X,-be jutds ideje.

t3=max(t|+4, tp+2)=5 (Tehdt vessziik az x3-ba jutds maximalis idejét.)
ty=max(tp+6, t3+8)=13(Hasonléan a maximadlis elérést emeljiik ki, és igy
tovabb.)

ts=max(t3+10, t4+1)=15

te=max(tz+4, ts+9)=24

ty=max(tp+17, t4+8)=21

tg=max(ts+3, tg+11)=35

to=max(t7+8, tg+3)=38

A kritikus 1t tehat: X|XpX3X5XgXgXg. Ennek az iddigénye: 38.

Tartalék id6: a nem kritikus uton 1év6 események mennyit késhetnek anélkiil,
hogy a program megvaldsuldsat késleltetnék.

Ehhez: a nyel6bdl az ivek irdnyét gondolatban megforditjuk és megnézziik,
hogy a nyel6bdl a tobbi szogpontba jutdsnak mekkora a minimdlis ideje.

A kritikus ut meghatarozasa rajzon

Adott az X; eseményekbdl all6 program az ivek kapacitasaval:

Keressiik a kritikus utat, annak id6tartamat, tovdbba az Xg tartalékidejét és
az X, legkorabbi €s legkésébbi megvaldsitasanak id6pontjat.

Célszeri a szogpontokat jelent6 koroket fiigg6legesen megfelezni, majd a
a jobboldali részt vizszintesen ismét felezni. A felsd kornegyedbe irjuk az
adott szogpontba jutds maximalis idejét, kezdésként x1-nél ide O keriil. X,

esetén ez a szdm 5, X3 esetén 7, mert ebbe a szogpontba X;-n keresztiil is
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eljuthatunk és 5+2 nagyobb, mint 6. Hasonl6an jarunk el a tobbi szdgpont-
nal is és végiil az X7 esetében 14 lesz az érték. Miutan eljutottunk a nyel6-
pontba (X7), az als6é kornegyedbe is beirjuk a 14-et, majd onnan visszafelé
haladassal az alsé kornegyedekbe beirjuk az adott szogpontba jutds legki-
sebb értékét. fgy Xg-hoz 14-1=13 keriil, X5-hoz 14-3=11, X4-hez 13-3=10,
X3-hoz 11-4=7 lesz alsé kornegyedbe es6 szdm. Az X, pontba visszafelé ha-
ladédssal otféleképpen juthatunk: X7-b6l ez a szdm 14-6=8, X¢4-bol 11-3=8,
X;5-b8l 13-1=12, X4-bdl 10-1=9 és X3-bdl 7-2=5, az 5 a legkisebb, ezt irjuk
X5-hoz. Az X;-hez (értelemszerien is) O keriil. A kész rajzunk:

A kritikus Ut a forrdstdl a nyeldig a megfeleld kritikus eseményeket dsszeko-
t6 1t, azaz ahol az alsé és felsé kornegyedbe esd szamok megegyeznek, ez
most: X{2357. A rajzon ezt vastag vonallal jeleztiik. A kritikus dt idStartama
a nyel6hoz tartoz6 szam: 14.

Az X legkordbbi ideje: 9. Legkésébbi: 13. Tartalékido a kettd kiilonbsége:
4.

Az X, kritikus tton van, nincs tartalékidd.

A gyakorlatban ma mar a legtdbb szervezési, logisztikai feladathoz készi-
tenek halotervet, az adatok mennyisége miatt altaldban ehhez szamitégépet
haszndlnak.
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