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A jatekelmeélet a 20. szazad kdzepén alakult ki. (Neumann J., O. Morgenstern).

Gyakran el6fordul, hogy ketté vagy tobb ellentétes érdekeltségl dontéshozo
egyidejlleg akar elérni bizonyos célokat.

A folyamat modellezhet 6 az 4.n. matrixjatekkal.

Kétszem elyes zérusbGsszeg U matrixjaték

Példa: Adott egy P=[p;] valés szamokbol allo matrix. Ket jatekos, Aés B a
kovetkezd jatékot jatsza: az A jatekos kijel6li a matrix i-edik sorat, a B
téle fuggetlendl kivalasztja a matrix j-edik oszlopat és ekkor B fizet

A-nak p; penzegységet.

Legyen példaul:

3
1
0
1

A P matrixot fizetési matrixnak nevezzuk.

Ha példaul az A a masodik sort, a B a harmadik oszlopot jeldli ki, akkor B fizet a sorjatékosnak 2
pénzegységet. Ha egy masik esetben az A a negyedik sort jel6li ki, a B pedig az els6 oszlopot,
akkor a sorjatékos -1 pénzt ,fizet” az oszlopjatékosnak, azaz ekkor a B kap A-t6l 1 pénzt.

Cel: a jatékosok optimalis stratégiajanak meghatarozasa. 2



Megjegyzes: El6fordulhat, hogy valamelyik résztvevdé nem természetes szemely, hanem
példaul egy arucikk iranti kereslet valészinlisége, vagy az id6jaras esemenyei.

Mindegyik jatékban az A nyeresége megegyezik a B veszteségével, igy a két
jatékos nyereségeének, illetve veszteségenek dsszege nullaval egyenld.

A jatekosok a sorokat, illetve oszlopokat két alapelv szerint jeldlik ki: e | =

1.) Azokat a sorokat, illetve oszlopokat reszesitik elényben a kijeldléskor, azaz
nagyobb valoszinlséeggel ugy valasztanak, amely alapjan a nyereséguk varhato
érteke a lehet6 legnagyobb.

2.) Az egyes sorokat, illetve oszlopokat véletlenszerien, tehat nem valamilyen
kiismerhetd rendszer szerint kell kivalasztaniuk.

=y

A jatekosok stratégigjat  kifejezhetjiik azokkal a valészin dsegekkel, amelyekkel a
sorokat, illetve oszlopokat kivalasztjak.

Az A jatékos az egyes sorokat x,, X,,..., X, valdszinliséggel, a B az oszlopokat
Yis VYou.-+, Y, ValOSzinlséggel valasztja ki.

Vektor alakban:  X=[ X1, X5,..., X)]*  Mind az A, mind a B a jatékban biztosan vélaszt,
V*=[ V., Vo,..., Yy, 2Zazazegyes valoszinliségek 6sszege mindkét
b7z " jatékos esetén 1, tehat 1*-x=1 és y*-1=1.,



A lehetséges stratéegiak, a jaték varhato értéke
Tiszta strategia: Ha a jatekos mindig ugyanazt a sort, vagy oszlopot valasztja:

x=e (i=1, 2, ....m), vagy y*=¢g* (=1, 2, ...,n),
Példa: Legyen a fizetési matrix a kbvetkezd:

4 4 9
E:231
6 5 7

A sorok minimalis értekei: 4, 1, 5. Ezek k6zul aleg nagyobb a 3. sorban van, tehat ha a sor-
jatékos stratégiaja x_=[0 0 1]*=e,, akkor B barmely oszlopvalasztasanal legalabb5p  énz-
egység lesz a nyeremeénye.

Az oszlopok maximalis ertékei: 6, 5, 9. Kozilik al egkisebb a 2. oszlopban talalhat6. Ha tehat
az oszlopjatékos strategigja: y _*=[0 1 O]=e,*, akkor az A barmely sorvalasztasanal legfeljebb
5 pénzegyseég lesz a vesztesége.

Elnevezés: Ha egy fizetési matrixban a sorminimumok legnagyobb értéke
megegyezik az oszlopmaximumok legkisebb értékevel, akkor a
jatéknak nyeregpontja van.

Definicié: Ha egy matrixjatéknak nyeregpontja van, akkor a nyeregpont szam-

ertekét a jaték ertékének nevezzik.

A példaban adott jaték értéke tehat 5. 4



Kevert stratégia: az x; es az y, ertékei nemcsak 0 es 1 lehetnek.
A jaték varhato értéke adott strategiak esetén

Particionaljuk az adott P fizetési matrixot sorvektorokra, jelentse példaul a p*

sorvektor a matrix i-edik sorat. 0.
Ha az A jatekos ezt a sort valasztja, akkor az adott jatszmaban a nyereségének m%

varhato értéke:

pil-y1+pi2-y2+...+pin-yn:gi*-y, mert az oszlopokat a B jatékos y ; valdszin tiséggel va lasztja.
Az i-edik sort viszont az A jatékos x; valoszinliséggel valasztja ki, igy az adott
jaték varhato ertéke:

X1 "By Y X R " Yt X By Y= (X "Ry X R X Ry ¥) Y =X Py =M
A fenti zarojelben lév 6 kifejezés az x_* sorvektor €s a P_ matrix szorzata.
A jaték M varhato érteke azt fejezi ki, hogy sok jaték atlagaban az A jatékos
mennyit nyer jatékonkent a B-t6l.
Az M értéke a fizetési matrix szerkezetének fliggvén yében lehet negativ is, ekkor

a B nyer pénz az A-tol. c



Példa: Szamoljuk ki a jaték varhato értékét, ha
0 3 —1]

11 2 (s,

A és x=[1/6 1/3 1/3 1/6]*, y*=[1/3 0 2/3]. ==

-1 1 1

E:

|

Képletlink szerint: M=x*-P-y . A matrixmuveleteket végrehajtva: M=19/18.

Eredmeénylnk azt jelenti, hogy sok jaték atlagaban a fenti adatok mellett az A jatékos
nyeresége 19/18 pénzegyseg.
Tétel: A jaték varhato ertéke a P matrix legkisebb és legnagyobb értekei kozott

talalhato, azaz:
min p ;< x*P-yS maxp;.

A tétel igazanak belatasa nyilvanvald, hiszen ha mindkét jatékos rendre a legkisebb,
illetve legnagyobb matrixelemre jatszik, akkor a jaték értéke ezt a két értéket veszi fel,
sem kisebb, sem nagyobb érték nem fordulhat el6.

Példaul ha fenti P_ matrixnal a sorjatékos stratégigja: x=[0 0 1 O]*, az oszlopjatékose:
y*=[1 0 0], ekkor minden jatéknal a harmadik sor els 6 eleme kerul kivalasztasra, ez a

matrix maximalis eleme, tehat ekkor M=5..

Hasonloan megfelel 6 stratégiakkal kivalaszthato a jatek  minimalis varhato ertéke: M = -1.



Az optim alis stratégia

Egy matrixjatékot kulonféle strategiakkal kelléen sokszor eljatszva észrevehetd,
hogy létezik valamilyen egyensulyi allapot, eljuthatunk optimalis stratégiakhoz.

Definicié: A P matrix altal meghatarozott jaték akkor megoldhatd, ha barmely
lehetséges x és y* strategia esetén letezik olyan x, és y * stratégia,
amire fennall:

X*Py, sV s X,*Py.
AV szamot a jaték ertekének nevezzik.

A definiciobdl kdvetkezik, hogy az x _, stratégiat jatszo A jatékos nyeresege barmelyik jate k-
ban, B tetsz éleges stratégiaja esetén is legalabb V-vel lesz egye nlé.

Hasonlban: B vesztesége az y _* stratégiat alkalmazva legfeljebb V érték d lehet.

Az x, és y * strategiakat a ket jatekos optimalis strategiajanak nevezzuk.

A definicioban levé egyenlétlenségnek akkor is fenn kell allnia, ha mindkét jatékos a sa-

-7~/

X" Py, SV =X, Py,

0]

Kovetkezesképpen: ha a jaték megoldhato, akkor a jatek erteke: '.

ot
e



Megjegyzés: mindig elérhetd, hogy az optimalis stratégiakat olyan fizetési matrixra ha-
tarozzuk meg, amelynek elemei k6z6tt nincsenek negativ szamok.

Ugyanis arra a Q_ matrixra, amely a P_-bél ugy keletkezik, hogy a P_ minden eleméhez ugyanazt
a k pozitiv szamot adjuk hozza, az optimalis straté  giak valtozatlanok maradnak.

A Q altal meghatéarozott jaték értéket ugy kapjuk meg, h  ogy a P_jaték értékehez a k szamot
hozzaadjuk.

Tetel: Minden fizetési matrix altal meghatarozott jatéknak van megoldasa.

A jatékelméletnek ezt az egyik legfontosabb allithsat Neumann Janos bizonyitotta, a
tetelt Neumann tételnek is nevezik. Az allitas igazolasat nem részletezzik.

A kétszem élyes zérusdsszeg U matrixjaték optim alis megoldasa

LY a4

vesziunk fel matematikal modelit.

A modell megoldasaval dual optimumként megkapjuk a B jatékos optimalis stratégiajat is.

Az A jatékos minden stratégiajara fennall az indulo feltétel: x=0, hiszen az x
vektor elemei valészinlségek.

A korlatozo feltételek kdzott nyilvanvald: x,+x,+...+x =1,

Tudjuk, hogy az A jatékos minden esetben valamelyik sort kivalasztja.



A jatek megoldhatosagara felvett definicionk jobboldala szerint:
VsX,*Pry.

Az dsszefliggeés a B jatekos minden lehetseges stratégiaja esetén ervényes, igy
akkor is, ha y=¢g, (=1, 2,...,n)

=y

llyenkor tehat az egységvektorok jelentik a B strat  égiajat.
VS x *Pe,  VEx *Pe, ... VSx*Pe
Az n egyenlbtlenség dsszevont alakban:
V-1*s x,*P-(e1, & - 1)

A zarojelben egy egységmatrix oszlopvektorokra pati cionalt alakja van, igy:
V-1*S X, *P

A matrixszorzasra vonatkozo6 szabalyt ((A-B)*=A*-B*) felhasznalva:
1-VS P*X,.

Ez a korlatozo feltétel irhato 1-V—P*-x < 0 alakban is.




A matematikai modell célfiggvéenyeként a V maximalis értéket keressuik:

z=V—max.
A lineéris programozasi modell az optimalis stratégia kiszamolasara:

x20
XX+ X =1
1-VsP*-x,, vagy mas alakban: 1-V—P*-x <0
z=V—max.

A P fizetési matrixu ketszemélyes zerusdsszegl matrixban az optimalis strate-
giakat és a jaték ertékét a modell megoldasaval kapjuk.
A modell megoldasa torténhet a szokasos modon az Ex  cel, vagy a Lingo felhasznalasaval.

Példa: Adott a P fizetési matrix, hatarozzuk meg az A sorjatékos és a B oszlop-

LY N4

5= 2 4 6
— |3 15
A konkrét esetre felirjuk a a matematikai modellt:
10



Az indulo feltetel:  x;, X,20
A Kkorlatozo feltételek: x;+x,=1

Az 1-V-P*-x =0 relacionak megfelel6 sorok: V-2x,-3x,<0

A célfuggveny: z=V—max.
Excel indul6 tabla;
\Y X1 X2 Az induld tablazatban a V-t is természetesen

valtozéként kezeljuk. Az optimalizalast a Solverrel

F1 0 1 1 0 <> 1  aszokasos modon végezzik el, az eredmeény:
212 =3 0 <= 0 Az Ajatékos optimalis stratégiaja:
14 1 0 <= 0 %=[0.5 0,5]* ajaték értéke: V=2,5.
F4 1 -6 5 0 <= 0 L L L s

v . 0 0 0 Az oszlopjatékos (B) optimalis stratégiaja az

Erzékenység jelentésb &l adddik (dual optimum):

m 0 0 0 max y*=[0,75 0,25 0] @

A Lingoval tértén 6 megoldaskor nem koételez 6 a matematikai modell klasszikus alakjanak
hasznalata, tehat a korlatozo feltételeket felvehetj Uk az 1-V<P*-x, formaban is. A megoldas
természetesen megegyezik az Excel eredményével., 11

A fejezet targyalasat befejeztik.



