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A dualitas fogalma, alap 0Osszefligg ésel

Definicio: Adott a linearis programozas maximum feladata:

Ekkor felirhatdé a kévetkezd minimum feladat:

y =0
A*y >¢
g(y)=b*y - min

A ket feladatot egymas dualjanak nevezzuik.

A késbbbiekben az elsékent felirt feladatot primal , a masodikként feirtat dual
feladatnak nevezziik, tehat a minimum feladat is nevezhetd primal feladatnak.



A kanonikus alakok: X+u=Db és  A*y - w=c

A maximumfeladat eltérésvektorat u-val, a minimumfeladatat w-vel jeloljuk.

Téetel: Haaz x =0 és y =0
Ax<b A*y = ¢
f(x)=c*X —» max g(y)=b*y — min

feladatparnal az x eés az y lehetséges megoldas, akkor minden
esetben igaz:

f(x) < g(y).

Bizonyitas: A feltételek szerint Ax<b és A*y>c, azaz (transzponalas). y*A =c*.

Az elsé egyenldtlenséget balrdl szorozzuk y*-gal: y*Ax <y*b=b*y =g(y).

A masodik egyenlbtlenséget jobbrol szorozzuk x-szel: y*Ax =c*x=f(x).

Lathato: f(x)<y*Ax<g(y).



A tetel kdvetkezményei:

a.) Ha a primal feladatnak van megoldasa és az f celfliggvény
nem korlatos feltlrél, akkor, mivel g(y)=f(x), a dual feladat-
nak nincs lehetséges megoldasa.

Hasonlban: ha a dual feladat g célfiggvenye nem korlatos
alulral, akkor a primal feladatnak nincs lehetséges megol-
dasa.

b.) Ha a primal feladat f célfuggvényenek értéke egy x, helyen
éppen egyenl6 a dual feladat g célfliggvenyenek y, helyen
felvett értékevel, akkor f(x,) f-nek maximuma, g(y,) a g-nek
minimuma. Ekkor x, a primal, y, a dual feladat optimalis
megoldasa.

Optimalis megoldasnal tehat a célfiiggveny éertéke a primal
és a dual feladatnal megegyezik.



Feladat: Kétféle terméket készitlink, harom eréforras
felnasznalasaval, amelyekre fels6 kapacitas korlatok vannak:
140, 150, 12. Az egyes erdforrasok beépllese a termékekbe:
20, 10, 2, illetve 10, 25, 0. A késztermekek eladasi egységara
mindkét esetben 300 peéenzegyseég. Hatarozzuk meg a
legnagyobb eladasi arbevételt biztositd termelési programot!

Tablazatot készitlnk: Termékek  Kapacitas

csiomasoe N 20 10 140
réforrasok 5 15 o 150
cC 2 O 12

Ar 300 300

Az elso termékbdl x, darabot, a masodikbol x,-t készitlink.
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A matematikai modell ( a tablazatbdl):

X1,X5=0

20x,+10x, <140

10x,+25%, <150

2X4 <12

z=300x,+300x, —»max

A modellbdl felirjuk a szimplex induld tablazatot.



A szimplex tablazattal tortén © megold as:

Bo| X1 Xo 1 b |[By|u3 Xp1 b [Byfuz u, b |Bg| uw Uy 1 b
U | 20 10 !1140|u | -10 10 | 20 [xo| -1 210! 2 |[x,| Y20 -740! 4
U | 10 251150|uy | -5 251 90 |u, |20 -25! 40 |ug| Y20 -8 | 2
u3 [ 2 0 112|x|¥2 01 6 |x|¥2 01 6 |[x|-Y40 Y16 | 5
-z|300 3001 O |-z|-150 300:-1800| -z 150 -30 1-2400| -z | -152 -4541-270C

A tablazat feléptlését nyomon kovethetjuk:
valasztas, U] koordinatak kiszamolasa.

Leolvassuk az optimalis megoldasokat:

Xo=[2 4] u=[00 2]* z, = 2700

N -

A felvetett és megoldott problémahoz dyal feladatot rendelhetiink.

——
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A du al probléma megfogalmazasa ~
Emlékeztetdul az eredeti szovegiink: ~

Feladat: Kétféle terméket készitink, harom erdforras
felnasznaladsaval, amelyekre fels6 kapacitas korlatok vannak: 140,
150, 12. Az egyes er6forrasok beepllése a termekekbe: 20, 10, 2,
illetve 10, 25, 0. A késztermekek eladasi egysegara mindket

esetben 300 pénzegyseg. Hatarozzuk meg a legnagyobb eladasi
arbevételt biztosito termelési programot!

Dual értelmezés : Ha nem kivanunk termelni, hanem a meglevé
er6forrasainkat y,, y,, y; egységarakon el akarjuk adni, akkor a
kovetkezd modell vehet6 fel:



Adatainkat tablazatba irjuk:

ermeék

A matematikal modell:

| . Kapacitas a.) Vi, Yo Y320
Eréforr.
b.) Az els6 termékben
A 20 10 140 felhasznalt eréforrasok
e.ary, ara darabonként:
B 10 25 150
C Ugyanis ennek a term éknek eladasi
2 0 12 _ , .
ar:y egységara BOQ, legalabb ennyit
€.al.ys szeretnénk kapni érte. Hasonloan:
Ar 300 300 10y, +25y,+0y;>300
A vev 6 0sszes kiadasa vasarlas eseten:
140y,+150y,+12y,

A vev 0 kiadasai minimalizalasara
torekszik, tehat:

c.) z’= 140y,+150y,+12y, -~ min
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A szoveges feladathoz tartozo,
elséként felirt ( prim &l )
matematikai modell:

A feladat dual modellje:

a.) Xq, X5, 20 a.) Y1.¥2 Y32 0

b.) 20x,+10x, <140 b.) 20y,+10y, +2y, = 300
10x,+25x%, <150 10y,+25y, > 300
2X4 <12

c.) z=300x,+300x, - max C.) z’=140y,+150y,+12y;—min

A primal-dual megnevezés a modell felirasanak sorrendjéere utal,
az egyik modellbél kdvetkezik a masik.

Az egyik modellbdl a masik felirasa 6

mechanikusan torténhet:

A sorok helyere oszlopok kertilnek, a relaciok és a cel ,atfordul”.
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Altal anosan : minden LP feladat felirhat6 prim al és dual alakban.

Adott maximum , illetve minimum feladatnal: a prim al
modell oszlopaibol lesznek a dual modell sorai, a
relaciojelek megfordulnak  és a cél is ellenkez 6jére
valtozik.

A primal modell optimalis szimplex tablazatabdl leolvashato
a dual feladat optimuma: ez az utolsd oszlop helyett az
utolso sorbdl torténik, ellenkez 6 elgjellel.

Az x valtozok a dual w_ eltérésvatozokkal, az u__ eltéres-
valtozok az y_ valtozdkkal vannak kapcsolatban.

1A , A prim al optimum:
Példanknal Byl u, W | b I[=)[5 4] . =[0 0 2J* z,=2700
az optim alis X, 4 =0 =0 © '
tablazat: 2 , .
Us A dudl optimum:

optimum leolvasasahoz.

X 5  y.=[45/4 15/2 O]
A tablazat ,k T 0 .
Al e k02O 1572 -45/4[-2700 w,=[0 O] 2,=2700: /
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Pelda minimumfeladat dualjara:

Egy gazdasagban allatok etetesére kétféle takarmanykeveréket
akarnak hasznalni. A keverékek négyféle tapanyagbol keszlilnek,
amelyeket 1, 0, 1, 7, illetve O, 2, 2, 6 mennyiségben tartalmaznak.
Az egyes tapanyagokbdl legalabb 2, 4, 10, 42 egységnyit fel kell
hasznalni. A takarmanykeverékek egysegarai: 200, 300. Az egyes
takarmanykeverékekb6l mennyit szerezzink be, hogy a lehetd
legkisebb legyen a beszerzési kdltseg?

s Keverek A (primal) matematikai modell: A dual modell:
Tablazat:
. 1l. | El6iras
a.) X;,%,20 a.) ¥1,Y2,Y3,¥420
Tapanyag A | 1 0 2 b.) Ix,+0x,2 2 b.) 1y, +0y,+1y,+7y,<200
Bl10O 2 | 4 2%, 2 4 2y,+2y,+6Y,<300
cp1 2 110 X, +2X, 210
D| 7 6 42 7X,+6x, 242 c.) 2'=4y,+4y,+10y,+42y, —~ max
Ar | 200 300 c.) z=200x,+300x, - min
A dual modellben az y; értekek
A primél modellben x, és x, a keverékek mennyisegei. a tapanyag egységarak.

Mechanikusan: sorok eés oszlopok, relacojelek megcseréléddnek, a cel atfordul.



A primal modell megoldasa szimplex modszerrel hosszadalmas,
az elteresvaltozok ,kalaposak”, 4 darab v, valtozot, valamint
masodlagos celfiiggvenyt kell szerepeltetni.

A dualfeladat viszont egyszerl normalfeladat, megoldasa:

Az indulo szimplex tabla: Az optimalis szimplex tabla:
Yi Yo Y3 Yy Yi Wy Yo Wy
w,] 1 01 7 |200 Y, 12,5
w, 0 2 2 6 |300 Vs 112,5
2| 2 4 10 42| 0 2 | -1-35 -3 -3 | -1650

Az optimalis megoldasok (,direkt” leolvasas y _-ra és w -re, az alsé sorbdl
X-re és v-re, és tudjuk: az oszlopf 6n levé valtozok az optimumnal nullak)

y,=[0 0 112,5 12,5]* Z,=1650 x,=[3 3,5]*
w,=[0 OJ* u,=[1 3 00J

Tehat az els 6 keverekb 6l 3, a masodikbdl 3,5 beszerzése optim  alis. 13



A prim al-du al feladatp ar altalanosabb valtozata

Az altalanos linearis programozasi feladatot maximum, vagy ,tiszta
minimum tipusu” modellé alakitjuk és ezutan képezzik a dualjat.

Példa: Ha A x<b,, A,x=b, és c*x - max, akkor a masodik feltételt
szorozzuk -1-gyel és a ,maximum?” feladatra felirjuk a dualjat:
y=20 (A;-Ay)*y=Cc es (b, -b,)*y-min.

Ha A xsb,, A, x=b, és c*x - max, akkor a modellt ,tiszta mini-
mum tipusd” modellé alakitjuk az elsé feltetelt és a célfiiggvenyt
-1-gyel szorozva, és ezutan képezzik a dualjat:

y=0 (-A; Ay)*ysc és (-b; b,)*y - max.

Ha a modellben egyenléseg is van, akkor az atalakitasnal ezt a re-
laciot valtozatlanul hagyjuk, képezzik a dual modellt és az egyen-
|6ség sorokhoz tartozo dual valtozokra nem lesz el6jelkorlat.

Ha pedig valamelyik valtozora nincs eldjelkorlat, akkor a dual fel-
adatban a hozza tartozo feltétel egyenldség.



A prim al-dual feladatpar felvétele

Ha adott a kiinduld LP feladat, akkor azt el6sz6r a definicidban lévé
primal, vagy dual alakra hozzuk.

Péelda: Legyen a kiindulo feladat:

A masodik feltételben a relaciot megforditjuk, szorzas -1-gyel.
X1: X2: X320 Ekkor a modell: X1, Xy Xq 2 0

RO
3X  F4Xy-6X3=13 3X;H4X,-6X,<13
Z=6X,+4X,-7X5 - Max Z=6X,1+4X,- X5 — Max
Ehhez a definicioban meghatarozott Vi Y, >0

. irhati 2 - 1 Y2 = : ,
modon felirhatjuk a dual alakot: 3y -y, 6 A szimplex médszerrel

1' 2 = og P e 7

Eljarhattunk volna ugy is, hogy a cél- Ay. +5v.>4 torteno rnego!dashoz 2
fiiggvényt forditjuk at és az els 6 fel- Y1922 harmadik feltetelt meg
tételt. Ekkor a definici6ban szerepl & -6y,-2y, =-7 kell szorozni -1-gyel.

dual alak lenne a kiindulé modell. 15

z=13y,-8y, - min



A feltételek kdzott egyenl 6séget tartalmazd modell dualja

Alapelv: az egyenl 6séget két egyenl 6étlenségre ,bontjuk”.

Pelda: X, X3, X320 A mésodik feltétel felirhato 2 egyenlétlenséggel:
3X;+2X,-X; < 13 4X,-5X,+6X;< 21 4X,-5X,+6X,221
4X,-5X,+6X5=21 A masodik egyenlétlenséget szorozzuk -1-gyel:
Z=2X,+ X5-3X3 — max -4X,+5X,-6X5 < -21

lgy @ modelltink: o S | ] )
Az atirashoz az y, valtozot is 2 részre bontjuk: y,’ ésy,”. Igy:
X1y X5, X320

3X,+2X, %, < 13 Y1, Y2 yz - 0 Kiemelés és legyen y,’-y, =y, . Ekkor,
3y 14y, -4y,"22 mivel az y,'-y,"eléjelét nem ismerjuk: y,0R.

4X '5X +6X S 21 1 17
179727573 2y1-9Y,'+3Y,"27 A dual modell:

-4X,+5X,-6X3 < -21

- -y, +6Y,-6y,"2-3 ¥y, 20, ésy,lR
Z=2X,+7X,-3X3; - Max z=13y,+21y,’-21y,” - min 3y, +4y,>2
Osszefoglalva: ha egy LP feladatban valamelyik 2Y,-5y,=7
feltétel egyenldéseqg, akkor a dualjaban a neki meg- -y, +6y,>-3
felel6 valtozora nincs el6jelkorlat.

. o , . , z=13y,+21y, - min
Ha pedig valamelyik valtozora nincs el6jelkorlat, akkor 16

a dual feladatban a hozza tartozo feltétel egyenléség.



Példa: Keépezzik a kdvetkezd primal modell dualjat kétféleképpen:

x20 x20 y=0
A modellt
- < - < -V..- -
3X;+2X,-4X,<31 aximum 3X,+2X,-4X,<31 A dual 3Y,-Y,-2Y52-2
-X,+4X,+X;<20 tipustva -X;+4X,+X;<20 modell: 2y,+4y,+5y,>-6
2X1-9Xy=X5215 alakitjuk:  -2x;+5X,+7x;<-15 -4y, +y,+7y;=8
Z=2X,+6X,-8X5; —min -Z=-2%,-6X,+8X5 — max z2'=31y,+20y,-15y, - min
Ha a modellt x>0 y=0
tiszta minimum - Az ehhez B
tipustva alakitjuk: ~SX12Xpt4%32-31 tartozs ~3Y Y, 2Ya=2
X1-4X2-X32-20 dual modell: -2y1-4y2-5y356
2X,-9X,-1X53=215 4y,-y,-1y;<-8
Z=2X,+6X,-8X5; —min z'=-31y,-20y,+15y; - max
Ha a modelliinkben >0 ¢ R
a masodik feltétel x=0 Ckor Y1Ys=t €5 Y€
egyenloseq: 3X,+2X,-4X,<31 normal 3Y17Y5 2Y32-2
X, +4X,+X;=20 tipusu 2y, +4Y,+3Y;>-6
2X,-5%,-TX3=15 dual -4y, +Y,+7y,>8

modell: ; .
Z=2X,+6X,-8X5 - Min z'=31y,+20y,-15y, -~ min L7



Gyakorlo feladat:

Egy vallalat kétféle termeéket gyart, amelyekbe 3 erdforrasbdl 11, 8, és 6,
valamint 7, 8 és 14 egységnyi épil be. Az eréforrasok kapacitasai: 770, 640
és 840. A termékek egységarai: 1 és 2. Ismert még, hogy az elsd termekbdl
legfeljebb 600 darabot, a masodikbdl maximalisan 400 darabot lehet eladni.
Célunk a maximalis arbevétel. Irjuk fel a feladathoz tartoz6 primal és dual
modellt, valamint szamoljuk ki a primal és dual optimalis megoldasokat!

A modellek:

A primal feladat valtozoja legyen a gyartasra keril6é termékek darabszama.

A dual feladat valtozdja legyen az eréforrasok egysegara.

Primal: Dual:
x20 y=0
11X, +7X,<770
8X,+8X,<640 11y,+8y,+6y,+y, =1
6x,+14x,<840 7y, +8y,+14y,+y. =2
X,<600
X,<400 9(y)=z'=770y,+640y,+840y,+600y,+400y; —min

f(x)=z=x,+2X, - max "



A primal feladat megoldasa szimplex modszerrel:

X, X, | X, U | u, U; |
u |11 7 !770|u, | 8  -7/14!350 |u, | . . 170
u, |8 8 1640|u, |[64/14] -8/141 160 | x, |14/64 -1/8! 35
u, |6 [14]1840| %, | 6/14 114 | 60 |x, 45
u, |1 0 1600|u, | 1 0 1600 |u, | 565
u; |0 1 1400|u | -6/14 -/141340 |ug| . . 1355
-z|1 2 10 |-z| 2/14 -2/14:-120|-z|-1/32 -1/81-125

Az utolsoé tablazatban elegendéd a legalso sor és a jobboldali oszlop kit6ltése.

Az optimalis megoldasok:

x_=[ 35 45 J*

y.=[0 1/32 1/18 0 O]

u =[70 0 0 565 355 *

z,=125

w_=0

—_0

A fejezet targyalasat befejeztik.
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