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Fliggelék

l. fiiggelék
A (2.6.5) osszefliggés bizonyitasa
A (2.6.5) allitds szerint

oA B — JATB 3 [AB] (L1)
igaz, amennyiben teljesiil a
[A, 4, B]} - [B, A, B]] ~0 (1.2)
feltétel.
Bizonyitas

1. Messiah a kovetkez6 eljarast taglalja:
Képezziink egy x valtozotol fiiggo

f(z) = Az Be (1.3)

operatort, amelyet az x valtozé szerint differencidlunk. Kapjuk, hogy

{l(x) _ AeA:ceBm + eAxBeBx _ (A +€AIB€7Ax)f((E). (14)
X
Mivel [B, A] kommutal az A operatorral, ezért

[B,A”} = A1) [B,A] : (1.5)

Kovetkezésképpen irhatjuk, hogy

] = S o 5.40) - 5 e [5,4] -
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(Ehelyiitt az exponenciélis kitevjében szerepld operdtorok értelmezé-
séhez az exponencialis fiiggvény sorbafejtését alkalmaztuk.)
Ebbol kénnyen belathatd, hogy

e BeAr = B [B, fl} x, (L.7)
aminek alapjan a (1.4) egyenlet a

af
dx

(A+B+ [A, B] 2)f(z) (L8)

alakot veszi fel. Mivel az A+ B operator kommutal a [B, A] operdtorral,
ezért a (1.8) differencidlegyenlet a szokdsos médon integralhaté. Az
eredmény:

Az z valtozénak 1 értéket adva megkapjuk a (I.1) bizonyitandé dssze-
fliggést.

2. Turchin mas eljarast javasol a II.1 tétel igazolasara:

Bevezeti a

N
>

G=14+—ésafl=1+— (1.10)
n n

A~

jeloléseket, majd képezi a a"(G" szorzatot. Ha n — oo, akkor

angr — etel. (1.11)

A 11.10-bél kovetkezik, hogy
A B L 14 -
[a,ﬁ} = [A,B} . (1.12)
Cseréljiik fel az 4" 3" szorzatban -t &™3"a"-nel (n—1)-szer. Kapjuk,
hogy

anpr = <&/8+_21 [A,Bj|>&n—16n—1 _
- A+B AB k-1.; -
:kHl<1+ - +nQ+n2[A,B]>. (1.13)
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Mivel n — oo, ezért a fenti szorzat minden tagjat exponencialis alakba
irhatjuk at:

& = T exp (A;B L ABR—1 [A,BD (14

Az exponencialis kifejezés kitevéi csak az [121, B} kommutétorral ara-
nyos tényezOben kiilonboznek egymastél. FEz a kommutator viszont
kommutal a kitevé minden egyéb tagjaval. Kovetkezésképpen, min-
den egyes kitevé kommutal egyméassal. Ennek kévetkezménye, hogy
az exponencialis tagok szorzata atirhaté:

47" = exp { (A+B)+ Af - ! 4.3 } . (L15)

Ha most kielégitjiik az n — oo feltételt, akkor (I.11)-bdl kapjuk, hogy
A . A . 1r1r~ =~
exp(A) exp(B) = exp (A +B+3 [A, BD (1.16)

amelyet dtrendezve megkapjuk a bizonyitandé osszefiiggést, azaz (1.1)-
et:

e eB = ATB . o3 lAB] (L.17)

[N

(&
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Il. figgelék
A fononokrdl

Emlékeztetoiil tekintsiik at a fononfogalom bevezetésének gondolatme-
netét. Gondoljunk el egy m tomegli egymastél d tavolsagra elhelyez-
ked6 atomokbdl képzett, N atombdl allé egydimenzids lancot, amely
ldncban a szomszédos atomok kozott a harmonikus oszcillator poten-
cidljabdl derivalhatd k er6 képezi a kolecsonhatast. Ezt a rendszert az
alabbi klasszikus mozgasegyenlet irja le:

d?u,,

—chun + kc(“’n—}—l =+ Un_l) = mﬁ, (IIl)
ahol u,, az n-edik atom elmozduldsa az egyensilyi helyzetbdl, m az
atom tomege, k. a rugalmassagi dllandé.

Vessiik ala u,-et az aldbbi Fourier-transzformécionak:

Up = Z Uy exp(—iknd), (I1.2)
k

és helyettesitsiik be azt a (II.1) egyenletbe.
A behelyettesités eredményeként Ug-ra csatoldsmentes egyenletrend-
szert kapunk

2
2kc(coskd — 1)Uy, = m%, (I1.3)
amely egyenlet megoldasa
Uk = Ak exp(iwkt), (H.4)
ahol
2k,
= 1 — coskd). IT.
Wi \/ - (1 — coskd) (IL.5)

Az atomi ldnc kvantummechanikai leirasara az u, és p, (p, az egyes
atomok impulzusa) véltozékat operdtorként kell felfogni, amelyek ko-
z0tt az alabbi kommutacios relacidk teljesiilnek:

| tny D] = 1A0nm, |Untm] = 0. [pn,pm] =0 (11.6)
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Tovabbéa definidlnunk kell a megfelelé Hamilton-operédtort:

AN ke
H= Z (2;;) + kcu% - 50 E (unun+1 + unun_l) =
n=1 n=1
N 2 N
Pn 2
- o ) T ket = ke ) untn . 1.
nz_:l <2m> + et ;_:1“ Unt1 (IL.7)

Ehhez a megfelel6 Lagrange-fiiggvényt és a (I1.6) kommutédcik szabé-
lyait sziikséges igénybe venni. A (IL.7) kifejezés els§ tagja az n-edik
pontban 1évé fiiggetlen harmonikus oszcillatorok leirdasaval ekvivalens,
mig a méasodik tag az egyes atomoknak a kozvetlen szomszédjukkal
val6 kolesonhatasat adja meg.

Vezessiik be az alabbi sorba fejtést:

1 1

Uy = ﬁ ; (uq cos gqnd — m—quq sin qnd) (IL.8)
1
P,=— mwq,U, sin gnd + P,, cos gnd) , 11.9
JN Zq: (mwqUg sing qnd) (IL.9)
ahol
2k,

Wy = \/m(l — cos qd). (I1.10)

Konnyen belathaté a (I1.6) kifejezés segitségével, hogy az U, és P,
mennyiségekre az alabbi kommutacios reldacidk allnak fenn:

\Uy, Py ) = ihéyq, |UgUy| =0, | Pyn, Py = 0. (IL11)
A (I1.8), (I1.9) és (IL.11) Ssszefiiggések révén a (11.7) egyenlet atalakit-
hato
P2 mw?
H' = L U2 IL.12
zq: 2m + 2 Y ( )
alakba.

Ez azt jelenti, hogy a (I1.12)-ben kapott Hamilton-operator szétesik
kiilonboz6 q értékhez tartozo harmonikus oszcillatorokat leiré Hamil-
tonian Osszegére. Az egyes q értékekhez tartozé Schrodinger-egyenlet:

P2 mw
Il q qdrr2 !/ /7,1
Hw! = <2m+ “1uz ) vy = By, (I1.13)
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Ez tulajdonképpen a harmonikus oszcillator Schrodinger-egyenlete,
amelynek energiaspektruma

1
Bl = hw, (nq + 2) L ng=0,1,2,3...... (11.14)

A rendszer teljes energidja és hullamfiiggvénye pedig

E= Zq: huwg <nq + ;) (I1.15a)

W=y L (11.15b)

lesz. A (I1.13) egyenlet ¢ hullimszammal jellemzett harmonikus osz-
cillatort ir le. A kiilonféle g értékekhez fiiggetlen hullamfiiggvények
tartoznak. Egy-egy hullamfiiggvény igy fiiggetlen, adott impulzusi és
energiaju részecskét leird fliggvénynek tiinik. Valgjaban ez a részecske
fiktiv. Eppen ezért kvazirészecskének nevezik. A P, és U, operato-
rokbdl az alabbi Osszefiiggések segitségével képezziink ujabb a és a+
operatorokat:

1
1 2 . Mwg 3
ag = (thw) P—i 2h> U, (IL.16)

1
1 2 mwg\ 3
p [ P—’( q)QU I1.17
K <2mhwq) "\ ) Ve (IL17)
A (I1.11) kommutécids relaciékbdl egyszerti médon belathaté, hogy
Laq,a;J = ihdgq, |ag,aq| =0, La;,a;J =0. (I1.18)

Elvégezve a (I1.16) és (I1.17) atalakitdsok inverz miiveletét, kapjuk a
Hamilton-operatort, és a megfeleld Schrodinger-egyenlet:

1 P2 mw
T + I/ q qrr2 YR 1A A
H”y = hw, (aq aq+ 2) . HW = (2 + Uq> v, = B,
(11.19)
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A (I1.18) kommutéacids szabélyok segitségével megmutathat6, hogy ha
Yy, a Hg’ operator sajatfiiggvénye, akkor minden mas sajatfiiggvény
megkaphatd, mint

Wng = | —(ag) " Woq, (I1.20)
amelyhez

1
Bl = hw, <nq + 2) (I1.21)

energia-sajatérték tartozik. Ez a kifejezés megegyezik a (11.14) dssze-
fliggésben taldlhatoval.
Megmutathatok tovabba az alabbi reldcidk is:

af Ung = \/ng + 1% 011, (11.22)
aqVng = /1q¥gn—1, (I1.23)
af aqWng =ngVgn. (11.24)

A b;r operatort keltd operatornak nevezik, mivel az n, betoltési szam-
mal jellemzett allapotfiiggvényre hatva azt (n, + 1) betoltési szamu
allapotfiiggvénnyé alakitja. A b, operdtor viszont n, betoltési szamu
allapotfiiggvénybdl képez (n, — 1) betoltési szamhoz tartozé allapot-
fliggvényt, ezért ezt az operatort eltiinteté operatornak hivjak, azaz
eggyel kevesebb részecskét hagy meg a rendszerben.

A (I1.14) 6sszefiiggést formalisan tekinthetjiik mint egy harmonikus
oszcillator n-edik szintjére gerjesztett dllapot energiajat. Ehelyett cél-
szertibbnek latszik n darab hw, energidju részecskérodl beszélni, amelye-
ket a jelen esetben fononoknak neveziink, mivel erésen leegyszerisitve
a fenti eljardssal tulajdonképpen akusztikus hullamok kvantumait ir-
tuk le.

Ennek fényében a b;“ operatort fononkelté operatornak nevezziik,
mivel az ny szamu fonont leiré allapotfiiggvényre hatva azt (ng + 1)
szamu fonon allapotfiiggvényévé alakitja. A b, operator viszont n,
szamu fonon-allapotfiiggvénybél képez (n,—1) szdmu fononhoz tartozé
allapotfiiggvényt, ezért ezt az operatort fononeltiintetd operatornak
hivjdk. A a;aq = ng operator pedig a részecskeszam operatora.
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1. fiiggelék
A Friedel-oszcillacio

C. Kittel Quantum Theory of solids 18. fejezete (Ed. John Wiley &
Sons Inc. N.Y.—London 1963) szerint.

C. Kittel idézett konyvében levezeti, hogy a vezetési elektronoknak
a szennyez$ atomon torténd szérdsa soran azok siirlisége a szennyezo
atomtol R tavolsdgban a kovetkez6 moédon irhato le:

1 Z .
L

— cos(ng, — Lm). (II1.1)

Itt L a palyamomentumot jellemz6 kvantumszdm, kr a Fermi-im-
pulzus, 1, a fazistolds értéke, amelyet a Friedel-féle 6sszegszabaly,

7 =23 @L+ ) (ke) (I11.2)

™
L

segitségével szamithatunk ki.
Esetiinkben Z = —2, a p-elektronokra pedig L =1, igy

s

m(kr) = -3 (I11.3)

addodik. .
Az b6lom esetében krp = 1.57TA . Ezeket az adatokat felhasznélva

a toltéssiiriiség-oszcillaciét (I1.1)-bél az aldbbiak szerint szamithatjuk
ki:

27 2m 1
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