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El6sz6 az els6 német kiadashoz

‘Mit jelent az, tanitani? Rendszeresen
alkalmat adni a tanulénak arra, hogy
sajatmaga j6jjon ra a dolgok nyitjara

(H. Spencer nyomén)

A matematikai irodalomban szdmos kit{ing és atfogé feladatgylijtemény, gyakor-
latok konyve, attekintd tankony stb. 1étezik. Ez a konyv Véleményl'ink szerint mind-
ezekt6l céljaban, a magiba foglalt anyag kiterjedésében és felépitésében, valamint
abban a moédban, -ahogy felhasznaldsat elképzeljiik, kiilonbozik. Kovetkezésképp
ezeket a szempontjainkat valamennyire meg kell magyardznunk.

*

A konyvnek a f6 célja, ami reméljiik nem elérhetetlen, hogy a matematika irint
€rdeklédé hallgatékat az analizis néhany fontos teriiletérsl vett, mddszeresen elren-.
dezett feladatok segitségével hozzdszoktassa az 6néllé gondolkodas és kutatis méd-
szereihez és eszkozeihez. Ugy terveztiik, hogy mind a didk, mind a tanér ki tudja
elégiteni az egyéni, aktiv tanulds irdnti igényét. A didk a konyvet sajét. olvasményai-
nak vagy tananyagénak a kiegészitésére is hasznélhatja, vagy teljesen onalléan rész-
letesen feldolgozhatja a konyv kivalasztott szakaszait. A tanirnak a kényv gyakor-
latok vagy szemindriumok vezetéséhez segédeszkozként szolgalhat.

Ez a kényv nem csupian egyszerfi feladatgytijtemény. Legfontosabb vonisa az
anyag modszeres elrendezése, melynek célja, hogy az olvasét 6nallé munkira &sz-
tonozze, és hasznos gondolatokat sugalljon neki. Tobb id8t, gondot és aprélékos
munkat szenteltiink annak, hogy megtaléljuk az anyag leghatékonyabb bemutatasét
mint amennyit a beavatatlan az els6 pillantisra feltételezne.

A tényszer( ismeretek kozlése szamunkra mésodlagos szempont. Célunk mindenek-
elbtt, hogy kialakitsuk az olvasé helyes szemléletét, a gondolkodés egy bizonyos
rendszerezettségét, amely a matematlkaban taldn még Iényegesebb, mint més tudo-

"manyagakban. ;
ok

Olyan &ltalanos szabalyokat, melyek részletesen eléirndk a leghasznosabb gon-
dolkodési rendszert, nem ismeriink. Még ha meg is lehetne fogalmazni ilyen sza- -

balyokat akkor sem lennének nagyon hasznosak A helyes gondolkodasi torvenyek—
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nek az elméleti ismeret helyett az embernek a ,,hiisiba és vérébe” kell beszivodniuk
ahhoz, hogy azonnal és Gszténdsen hasznalni tudja azokat. Ezért az ember gondol-
kodasi képességének fejlesztésére csak a gondolkodds gyakorldsa lehet hasznos.
Az érdekes és nehéz problémék 6nallé megoldasa sokkal tébbet hasznél az olvasonak,
mint az alabb kovetkez8 aforizmak, de kezdetnek ezek sem é4rthatnak.

Az ember szeretne mindent megérteni: az elszigetelt tényeket egybevetve a vele
osszefliggd tényekkel, az Ujonnan felfedezettet a mar ismerttel valo kapcsolatan keresz-
tiil, az ismeretlent a megszokotthoz valé hasonlésag alapjan, a specidlis eredményeket
altalanositas utjan, az &ltalinos eredményeket megfeleld specializlds segitségével,
az sszetett helyzeteket alkoté részeikre bontva és a részleteket egy atfogd teljes kép
keretébe foglalva. V

Van valami hasonlatossdg akozott, hogy valaki jol kiismeri magit egy varosban,
illetve egy tudoméanydgban: tudnia kell, hogy egy tetsz6leges adott pontb6l hogyan
juthat el egy masik tetsz8leges pontba.* Az illet6 még jobban tdjékozott, ha rogton
ki tudja vélasztani a legkényelmesebb és leggyorsabb utat az egyik pontbol amasikba.
Ha pedig valaki igazan j6l tdjékozott, akkor kiilonleges mutatvanyokra is képes,
példaul Ggy utazik, hogy médszeresen elkeriil bizonyos tiltott, egyébként szokdsos
ntvonalakat — ilyesmi torténik bizonyos axiomatikus vizsgélatokban.

Elszigetelt igazsagok megismerése alapjan felépitett Gsszefiiggd elmélet olyan fal- .
hoz hasonlit, amelyet kifaragatlan kovekbdl raktak. Minden 0j felismerést, akdrcsak
minden kovet, jol meg kell forgatni, megvizsgalni minden oldalrél, és meg kell pro-
balni hozzailleszteni az épitményhez minden lehetséges ponton, amig az Gj meg-
taldlja helyét a mar feldllitottak kozott gy, hogy a kapcsolédé teriiletek a lehetd
legnagyobbak, a rések pedig a lehetd legkisebbek legyenek, amig csak az egész szi-
lard épitményt nem alkot.

Két pont egyenest hatdroz meg. Hasonléan, sok 1j eredményt lehet kapni két .
szélsBséges specidlis eset kozotti linedris interpolécionak egy fajtaja segitségével.
Bgy egyenest meghatiroz egy pont és egy irdny is. Gyakran keletkeznek 1ij eredmények
abbél is, hogy munkédnk irdnya szerencsésen egybeesik egy nevezetes specialis
esettel. Parhuzamok vonasa is értékes médszer, amellyel 6ij eredményeket lehet szar-
maztatni.?

Az olyan otlet, amely csak egyszer hasznalhatd, csak trilkk. Ha tobbszor is fel
lehet hasznalni, médszer lesz beldle. A teljes indukciénal a bizonyitandé eredmeény
és a felhasznilhatd eszkozok ardnyosak, igy ardnylanak egyméshoz, mint n+1
ardnylik az n-hez. Ezért a bizonyitandé allitds erdsitése elényds lehet, mert ugyan-
‘akkor a bizonyitasihoz felhasznalhaté eszkozoket is erdsitjik. Mas esetekben meg
azt talaljuk, hogy az altalinosabb allitdst kénnyebben lehet bizonyitani a részle-

* Lasd pl. a 92. és az azzal szomszédos feladatokat a VI. részben és a 64. feladatot a VlIi. részben.
114sd pl. a 139. feladatot az I. részben. '
21 4sd pl. a IV. rész 1. fejezetének els6 paragrafusat, kiilondsen a 13. és 14. feladatokat.
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gesebbnél; ezekben az esetekben az 4ltalanosabb dilitas megfogalmazasa, a 1ényeg ki-
emelése, a teljes kép felismerése az, ami a bizonyitdsban a legfontosabb.?

,»Qui nimium probat, nihil probat.” (Aki tul sokat bizonyit, semmit sem bizonyit.)
Meg kell vizsgilnunk minden bizonyitdst abbol a szempontbdl, hogy tényleg minden
kimondott feltevést felhasznaltunk-e benne. Meg kell prébalnunk ugyanazt a kovet-
kezményt kevesebb feltevésbll vagy erdsebb kovetkezményt ugyanabbél a feltétei-
bdl levezetni, és csak akkor lehetiink elegedettek amikor valaki olyan ellenpeldakat
talalt, amelyek megmutatjak hogy elértitk a IehetGségek hatdrait.

Mindamellett nem szabad megfeledkezniink arrél, hogy az altalanositisnak két
fajtéja van, a konny( és az értékes. Az egyik a higitas itjan torténik, a mdasik a sfiri-
tés Utjan. A higitas azt jelenti, hogy a hiist nagy mennyiségii vizben hig levessé f6zziik,
a stiritéssel pedig nagy mennyiségii tiplalé anyag eszencidva sfirlisodik. Az olyan
fogalmak egységesitése, melyek a szokdsos szemlélet szerint egymdstol messze esnek,
stirités. fgy példaul a csoportelméletben vannak olyan siiritett gondolatok, amelyeket
korabban az algebraban, szdmelméletben, geometridban és analizisben szétszdrva
lehetett megtalalni, és amelyek nagyon kiilsnboz8knek tiintek. Higitdssal torténs
altalanositast még konnyebb Volna idézni, de ezzel egyesek érzékenységének meg-
sértését kockaztatnank

%

Az analizisnek nem minden témakére alkalmas feladatok szamara, Egy olyan
gytjtemény, mely az analizis minden fontosabb teriiletét kimeritSen tirgyaln,
tilsdgosan terjedelmes és kényelmetlen lenne. Természetesen, valogatni sokféle-
képpen lehet. Mi a legnagyobb stilyt a modern analizis kézponti teriiletére, a komplex
véltozos fliggvények elméletére heiyeztiik. Némileg tavol tartottuk magunkat azon-
ban az altalanos févonaltdl, melyen a szokésos eladasok, tankdényvek és feladat-
gylijtemények haladnak, és ceteris paribus (egyébként azomos feltételek mellett)
azoknak a terileteknek adtunk elsdbbséget, melyek személyes érdeklBdésiinkhoz
a legkdzelebb allnak. Nehezebb és még erdsen fejléds allapotban levé teriiletekrdl is
vettiink fel feladatokat, melyeket ez ideig ritkdn vagy egyaltalin nem vettek figye-
lembe a tankdnyvirodalomban. Ezt a tartalomjegyzék részletesebben szemiélieti.
Egyes fejezetek a szakemberek szdmadra is hasznalhatSk lehetnek. Sehol sem téreked-
tiink azonban egy monogréﬁa teljességére, mivel az anyag kivalasztasat mindig
alarendeltiik 6 célunknak, annak, hogy az anyagot legjobb képességeink szerint
olyan elrendezésben télaljuk, amely az olvasénak vezérfonalat és Gtleteket ad.

Az anyag eredete nagyon véaltozatos. Vialogattunk a matematikai ismeretek
Klasszikus tomegébdl és Bjabb tanulméanyokbdl is. OsszegyfijtSttiink olyan feladato-
kat, *nel_yekfct részben mar kiilonboz8 folysiratokban kozoltek és részben széban
mondtak el nekiink a szerz8ik. Céljainknak megfelelSen 4talakitottuk, kiegészitet-

® Gyakran elofordul hogy egy, a feladathoz vagy a szomszédos feladatok egy csoportjahoz-
mellékelt Gtmutatas az eredmény erésitésére vagy altalanosnasara mutat 14, ami a feladat megoldasa~
hoz hasznos lehet. Hasonlitsuk &ssze példaul az I, rész 1. és 2., 3. és 4., 5. és 7., 6. &s 8. feladatait!
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titk, atfogalmaztuk és lényegesen kibGvitettiik az anyagot. Raadasul, szdmos eredeti
eredményiinket itt kozoljiik elszor feladatok forméjaban. Reméljiik, 1gy még a szak-
ért6k szamara is képesek Vagyunk valami Gjat nydjtani.

*

Az anyagot két kotetben rendeztitk el. Az els6ben harom, alapvetdbb jellegii
részt talal az olvasd, a mésodik pedig hat részt Slel fel, melyeket sajatosabb kérdések-
nek és alkalmazasoknak szenteltiink.

A kotetek els6 fele tartalmazza a feladatokat, a masodik fele pedig azok meg-
oldésait. A feladatokat tartaimazé részben, killénosen az egyes fejezetek elején,
roévid magyardzat is taldlhaté az anyag megériéséhez sziikséges fogalmak és tételek
felidézésére. Egyes feladatokhoz kiinduld otletet vagy Utmutatdst is csatoltunk.
A megoldidsok olyan roviden és toméren vannak megfogalmazva, ahogyan csak
lehetséges. A nyilvanvalé kovetkezietéseket elhagytuk, mert a feladat komoly meg-
fontolasa utan vildgossa kell, hogy véljanak. Kivéieles esetekben a megoldast csak
véazoljuk, és a megfeleld irodalomra hivatkozunk. Alkalomadtan kiterjesztési lehetd-
ségeket, mis alkalmazdsokat és megoldatlan kérdéseket is érintettiink.

A részek fejezetekre oszlanak, azok pedig paragrafusokra. Valahanyszor magya-
razat kovetkezik, vagy 1j gondolatsort vezetiink be, ezt csillaggal jelezziik. ,

A feladatoknak a fejezetekben és a paragrafusokon beliili elrendezése az a pont,
“ahol e kényv taldn még jobban kiilonbozik a tobbi 4ltalunk ismert hasonlé kényv-
t8l, mint az anyag kivalasztdsdban. A szigoru értelemben vett gyakorl6 feladatok
tijonnan tanult tételek és fogalmak alkalmas specidlis esetek segitségével vald tiszt-
zéséara, ardnylag kis helyet kaptak. Az elszigetelt feladatok ritkak. Az egyes felada-
tok leginkabb feladatok hosszabb sorozataiba vannak belefoglalva, melyek 4ltalidban
egy paragrafust tesznek ki, és amelyeknek felépitésére nagyon sok gondot fordi-
tottunk. ‘

‘A feladatokat kiilonféle szempontok szerint lehet csoportositani — a megkivant
elismeretek, a nehézség, az eljards vagy az eredmény szerint. Mi egyik ilyen szem-
pont mellett sem foglaltunk 4llast, hanem véltakozo elrendezéseket valasztottunk,
melyek az 6nallé kutatds sordn fellépd kiilonboz8 helyzeteket tikrozik vissza. Az
egyik paragrafus példdul egy médszerrel foglalkozik, melyet az elején elmagyardzunk,
és ezt a tovabbiakban olyan sok kiilonféle feladat megoldasiahoz alkalmazzuk,
amennyihez csak lehet, és igy egyre jobban kifejlesztjiik. Hasonléan, egy masik
paragrafus egy tétellel foglalkozik, melyet kimondunk (vagy bebizonyitunk, ha’
ez konnyen és gyorsan megtehetd), és azutdn ezt sokféleképpen alkalmazzuk és
specializaljuk. Megint mas paragrafust b&viild mintara szerkesztettiink: az dltaldnos
tétel csak a megelézd specialis esetek és kis, téredékes megjegyzések utan jelenik
meg, melyek elBrevetitik a megoldast vagy a bizonyitdsdhoz vezetnek. Olykor egy
bonyolultabb bizonyitast szimos 1épésben épitiink fel, feladatok sorozatan keresztiil;
minden feladat maga utin von egy segédtételt, a bizonyitas egy fiiggetlen részét vagy
valami tavlati képet, és igy egy szemet alkot a gondolatoknak abban a léncaban,
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amivel az olvasé végiil eléri a bizonyitandé tételt. Néhany paragrafusban lazibban.
Osszeflizott ,,vegyes problémak” vannak. Ezek bonyolultabb alkalmazisok segitségé-
vel atismétlik az el6z8 anyagot, vagy eISZIgetelt onmagukban érdekes eredményeket.
mutatnak be.

Hébe-hoba négy egymas uténi feladat egy_,,arénypért” alkot, amelyben a negyedik.
ugyanigy viszonylik ‘a harmadikhoz, mint a mésodik az elséhdz (altalanositasa,
ellentettje, alkalmazasa). Néhany paragrafust analégidk részletesebb bemutatasanak

. €s vizsgalatinak szenteltiink.® Itt a feladatokat felvaltva vettiik a két targykorbol,.
melyek kézott a pArhuzamot vontuk. Paronként tartoznak egyméshoz, tgy is mond-:
v hatndnk, hogy ,,t6bbszorés aranyt” alkotnak Ez az elrendezés nekunk kiilonosen
tanulsagosnak tlinik. :
3k

A konyv tigy is kézbe vehetd, hogy az olvasé sajit maga vagy a didkjai szdméra
gyakorlasi lehetdséget taldljon benne, vagy egyszer(fen csak olvasds céljabél. Mind-
egyik esetben elég természetes uiton megtalalhaté az adott ‘célnak megfeleld hasz—-
nalati méd. _

A részek kezdd fejezetei altaldban csak kevés elGismeretet kovetelnek. A kiilon-
boz6 részek, bar nem teljesen, mégis eléggé fiiggetlenek egymastdl, és ugyanannak
a résznek a paragrafusa1 kozott is gyakran laza a kapcsolat abbdl a célbdl, hogy ne
kelljen tul sz1goruan ragaszkodni a témék adott sorrendjéhez.

Annak az olvasénak, aki meg szeretne oldani egy feladatot, nem csak azt kell
megfontolnia, hogy mi a kérdés, hanem azt is, hogy hogyan és hol lett feltéve. Sok

- feladat, amely még egy képzett didknak sem engedelmeskedne 6nmagaban, itt els-
készitd és magyardzo feladatokkal van kériilvéve, és olyan Ssszefiiggésben mutatjuk
be, hogy némi kitartassal és egy kis talalékonysiggal meg lehet zabolazni. Eléfor-
dulnak persze valéban nehéz feladatok minden el8készités nélkiil is. Ezek leginkabb.
egy-egy lazdbb szerkezetii paragrafusban (vegyes problémak) talalhatok maskulon—
ben’ csak elszigetelt feladatként fordulnak el8. :

Az itmutatsok az olvasé rendelkezesere allnak, de nem celunk azokat az olvaséra-
erSltetni. ' '

Ha képtelen megoldani a feladatot, nem kell ketsegbe esnie. A ,,szOkratészi tani-
tasi médszernek™ nem az a célja, hogy az embereket valaszok addsira képezze ki,
hanem az, hogy kérdések segitségével tanitson. Ha megismételt eréfeszitések matadtak
sikertelenek, utdna az olvasé a kotet misodik felében talalhaté megoldast nagyobb
figyelemmel elemezheti ki, hogy kiemelje azt az elvet, amin tulajdonképpen a meg-
oldés alapszik, megeméssze és maradandéan az emlékezetébe vésse.

A kdnyvet mar megirdsa kozben is gyakran hasznaltak k62€ps6 és fels6 évfolyamok
hallgatéi szdméara tartott gyakorlatok és feladatmegoldé szemindriumok szerve-
zésére. Ilyen alkalmakkor a konnyebb feladatokat a tanteremben beszélték meg,
¢s a hallgaték a valaszokat széban mondtak el, mig a nehezebb feladatokat egy alkal-

* Lasd IL rész, 2. fejezet; IV. rész, 1. fejezet, 1. §; V. rész, 1. fejezet, 1. §; VIIL rész, 1. fejezet, 4.8,
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masan megvalasztott hataridGre irasban valaszoltdk meg. A mintdul szolgal6 fonto-
sabb feladatokat a tanar oldotta meg. Egy szemeszterben koriilbelill egy fejezet anya-
g4t lehetett atvenni. Sok fejezetet ellengriztiink ezen a moédon és részben moédositot-
tunk a szerzett tapasztalatok alapjan. Azt hissziik lelkiismeret-furdalds nélkiil java-
solhatjuk gyakorlatok és szemindriumok szervezésére az altalunk kovetett modszert:
nem elszigetelt feladatok, hanem alaposan atgondolt Gsszefiiggé feladatsorozatok
teladasat. Ennek a konyvnek majdnem minden fejezete alkalmazhaté ilyen tanitas
alapjaul. Nyilvanvald, hogy egy kis tandri gondossigra tovdbbra is sziikség van.
Kiilonosen hazi feladatra, zérthelyi dolgozatra vagy vizsgira tanicsos néhany fel-
adatot rokon feladattal kicserélni.

A mi folyamatos olvasisat, amikor minden feladat utdn kézvetleniil elolvassak
a megoldést is, csak gyakorlottabb olvasdknak javasothatjuk. Ez egészében véve
nem felel meg a konyv szellemének. Bizonyos fejezetek mégis alkalmasak folyamatos
olvasasra és lényegében tananyagként hasznalhatok. Erre a célra azonban az el6adas
meglehetdsen tomény; egy kis gondolkodasi id8t szdndékoztunk hagyni a feladat
megfogalmazésa és megolddsa, valamint az 4llitds kimondésa és bizonyitasa kozott.

*

Ha vallalkozasunk nem sikeriilt minden tekintetben, akkor két enyhitd korillményre
hivatkozhatunk. El8szor, mivel a mii elgondolasa 1ényegében 1j, nem volt mintank,
amit kovethettiink volna. Mésodszor, a kiilonboz6 fejezetek kiterjedtebb, targyalasa

_ olyan sok helyet, az el6ad4s néhany tekintetben tSrténd tokéletesitése olyan sok.
idét igényelt volna, hogy veszélyeztetve lattuk az egész elgondoldst. A tervezet érdekeé-
ben halasak lennénk a kritikus olvasénak, ha figyelmiinket az esetleges hidnyossa-
gokra irdnyitand, és 1gy azokat egy késbbi alkalommal meg lehetne sziintetni.

Szamos baritunk és kollégink kiadatlan tételeket tett elérhet6vé szémunkra,
mésok a kézirat vagy a levonatok olvasdsdban segitettek. Haldsan emlitjik meg
név szerint a kovetkezOket: A. Aeppli (Zirich), P. Bernays (Géttingen), A4. Cohn
(Berlin), R. Courant (Géttingen), Csillag P. (Budapest), Fejér L. (Budapest), Fekete M.
(Budapest), A. Fleck (Berlin), F. Gassmann (Ziirich), Haar A. (Szeged), A. Hirsch
(Ziirich), E. Jacobsthal (Berlin), L. Kollros (Ziirich), Kiirschdk J. (Budapest), E. Landau
(Gottingen), E. Lasker (Berlin), K. Léwner (Berlin), 4. Ostrowski (Géttingen),
M. Plancherel (Ziirich), H. Priifer (Jéna), Rads T. (Szeged), Riesz M. (Stockholm),.
A. Stoll (Zirich), O. Toeplitz (Kiel), A. Walter (Gottingen). Engedélyt kaptunk,
hogy A. Hurwitz, illetve Lukdcs F. é Lukdcs T. hagyatékabol, kiadatlan cikkekbdl
néhdny eredményt felhasznaljunk. Kiilonosen szeretnénk Oszintén megkoszonni
T. Carlemannak (Lund) és I. Schurnak értékes feladataikat, valamint 4. Brauernak
€s R. Brauernak (Berlin), H. Rademachernak (Hamburg) és H. Weylnek (Ziirich)
valéban odaadé egyiittmiiksdésiiket. Oszinte koszonet illeti a kiadét is, aki minden
tekintetben segitett minket a mostani nehéz idék ellenére is.

Ziirich és Berlin, 1924. oktober Pélya Gy.—Szegd G.
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