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Utohang:
Kételkedés a kételkedésrol

Két idealis matematikus ( s8¢, hiperidedlis, hiszen amerikai) elhatdroz-
za, hogy dttori a szitk szakmai bezdrkdzds korldtait, és koriilnéz a valo
vildgban, amelynek taldn mégiscsak része az a rezervdtum is, amelyet
matematikdnak neveznek. Kérdések sokasdgdt teszik fol maguknak:
Mi az, amit csindlunk — a szakmabeli, a felhaszndld és a kiviildllo szem-
pontjabdl? Mi az értéke? Megbizhatd ismereteket nyijt-e, és foleg mi-
r61? Hol és hogyan léteznek a matematikai objektumok, s hogyan tanul-
mdnyozhatjuk 6ket?

A folvetett kérdések egy részére megvannak a kész vdlaszok a XX.
szdzadi matematikafilozéfia harom kozismert iskoldjdban. A kérdezdk
'— konyviink szerz6i — nem fogadhatjdk el egyik iskola valaszait sem,
mert ezek a vdlaszok dogmatikus elditéletekre épiilnek, Osszeegyeztet-
hetetlenek az 816 matematikai gyakorlattal és a matematika kozmetikd-
zatlan torténetével. Nekildtnak hdt sajdt felfogdsuk kialakitdsdnak.
Alaposan korbejdrjdk a témdt, és — meg kell adni — joszemii turista-
ként deritik fol az ismeretlen tdjakat is, kapdsbdl észrevéve a prospek-
tus és a valosag eltéréseit. (Mds kérdés, hogy egy ilyen turistaiton fontos
részletek esetleg mégis felderitetleniil maradhatnak.)

A kényv utolsé lapjain a szerzdk eljutnak sajat dlldspontjuk megfo-
galmazdsdhoz. Eszerint a matematika a popperi harmadik vildg egyik
jelensége: az emberi kultira azon része, amelyben elérhetd a természet-
tudomdnyokra jellemz6 dltaldnos egyetértés, mert reprodukdlhaté gon-
dolati objektumokkal foglalkozik. Ehhez a zdrdképhez kiviankozik né-
hdny megjegyzés.

A konyv mds helyein a szerzék béségesen szélnak arrdl, hogy a mate-
matika fejlédésére milyen sztonzé hatdst gyakoroltak a tdrsadalmi
tevékenység kiilonféle szférdi (s nemcsak a sziikebb értelemben vett
nmunkatevékenység). Osszefoglaldsukban azonban e tényezdt teljesen
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Sigyelmen kiviil hagyjdak. Aligha lehet kétségbe vonni, hogy a matemati-
zdlds alapvetd eszméi az ember tdrsadalmi tevékenységébdl fakadiak :
egyrészt az ember és a természet kozotti sajdios emberi kapcsolatbdl (a
munkatevékenységbdl), masrészt az ember és az ember kozotti kapcso-
latokbdl (a termelés és az elosztds megszervezése stb.). Az sem vitds,
hogy az emberi tevékenység a matematizdldsnak nemcsak Jsforrdsa,
hanem tovdbbfejlddésének is egyik Osztonzdje, sét éltetd eleme.

Ha a matematikdt a kultira olyan szférdihoz hasonlitjuk, mint az
ideologia, a vallds, vagy a miivészeti irdnyzatok (eltekintve most ,,tudo-
mdnyjellegii” vondsdtdl), szembe kell nézniink azzal a makacs kérdéssel,
hogy miért tiiri, sét tartja el a tdrsadalom a matematikus szektdt. Es e
kérdésre nem lehet ugyanaz a vdlasz, mint az egyéb kultirszférdk esetén.
Vildgos, hogy a matematika nem elégit ki olyan tomeges kulturigénye-
ket, mint az irodalom, a szinhdz, a zene, vagy akdr a sport. Még azt sem
lehet mondani, hogy egy vdjtfiilii elit kulturdlis igényeit szolgdlja ki,
hiszen a matematikai vdjtfiiliiek dltaldban a szekidhoz, a szakmdhoz
tartoznak. Nincs nélkiillozhetetlen szerepe az ideoldgiai nevelésben sem
(noha felhaszndlhaté pozitiv emberi tulajdonsdgok, magatartdsformdk
fejlesztésére). Miért fedezi hdt a tdrsadalom a matematika kéltségeit?
Nyilvdnvaloan azért, mert egyes kutatdsi eredményei felhaszndlhaiok a
termelésben, a gazdasdgban, a kézigazgatdsban vagy a haddszatban.

Bdrmilyen biiszke legyen is egy Hardy-tipusi matematikus arra, hogy
életében semmi hasznosat nem csindlt, mégis az a tény, hogy a kiviilldllok,
a nem-matematikusok szdmdra a matematika ériékét alapvetben a hasz-
nossiaga jellemzi. Ha tévedés és torzitds a matematikdt pusztin ezzel
Jellemezni, joval nagyobb tévedés és torzitds a matematika ezen vondsdt
kihagyni alapvet6 jellemzdi kozill, egy olyan hasonlattal, hogy a Parthe-
nont is hasznositottdk a velenceiek (I6porraktdrként — fel is robbant!),
de ez egydltaldn nem jellemzd a Parthenon ,,megértéséhez” . Nos, a mate-
matika nem robban fel* attdl, hogy hasznositjdk, ellenkezdleg, az alkal-
mazdsi igények gyakran serkentik ,,6nmagdban vett” fejlédését is. (Ter-
mészetesen vaksdg lenne nem ldtni, hogy ennek egyéb fontos osztonzdi
is léteznek.) A tdrsadalmi kéziudat ebben a kérdésben vildgosabban Idt,
mint a matematika egyes miiveldi és filozdfusai.

A tdrsadalom — kiilondsen napjainkban — ,,szelid er8szakkal” igyek-
szik biztositani az alkalmazdsok szempontjdbdl fontos és aktudlis — és
néha eléggé koltséges — matematikai kutatdsok fejlesztését, az anyagi

* A matematikdnak is vannak az emberi haladis szempontjabél karos alkal-
mazésai, de ezzel nem kell kiilon foglalkoznunk, mert ez a sors ma mar szinte min-
den tudomanyt elért. — A Parthenon-hasonlat nem a konyvb6l szarmazik; nincs
felhatalmazasom arra, hogy szerz&jét megnevezzem.
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eszkozok alkalmasnak ldtszo elosztdsa révén. Ez nem jelenti a ,tiszta”
— a kdzvetlen hasznositds szempontjabdl érdektelen — kutatdsi témdk
betiltdsdt vagy elsorvasztdsdt; egyrészt azért nem, mert itt a kutatdsi
koltségek minimdlisak (nem nagyobbak, mint mondjuk a filozdfiai ku-
tatdsban), mdsrészt azért sem, mert az itt miikodd kutatdk hasznos sze-
repet toltheinek be az oktatdsban, a szakmai utdnpdtlds nevelésében.
Ez azonban inkdbb a kiviildlloknak szd10 és némileg leegyszeriisitett ma-
gyardzat. A teljes igazsdg az, hogy a kutatdsokat finanszirozo szervek
vildgszerte beldttdk — dsztondsen vagy tudatosan —, hogy a matematika
Jfdja csak akkor terem hasznosithaté gyiimélesiket, ha szabadon hagyjdak
burjénzani dgait, leveleit, virdgait is, amelyek legféljebb csak a ,.szemet”
gyonyorkidtetik. Hogy ekiozben vadhajtasok is keletkeznek ? Ugy tiimik,
ez a kultura és a tudomdny minden teriiletén fellépd jelenség; lenyesege-
tésiik a tdrsadalmi és a szakmai kontroll dolga. Kétségteleniil izgalmas
téma a tiszta matematika és alkalmazdsainak kapcsolata a torténeti
tények fényében, de e kommentdr szitk keretei kozott ezzel nem foglal-
kozhatunk. :

Az alkalmazdsok szempontjdbdl is fontos, hogy a matematika koél-
csonizte eszkozok, eljdrdsok megbizhatéak legyenek, dm a megbizhato-
sdg, a bizonyitottsdg a matematikai szakmdn beliil is alapvetd normdvad
lett mar az antikvitdsban. Mi biztositja a matematika tételeinek abszo-
lit megbizhatésdgdt? Konyviink szerzdi elutasitidk a szdzad elejének
filozdfiai programjdt a matematika végsd biztos alapjainak keresésére,
és Lakatos Imrével egyiitt azt valljdk, hogy a matematika tévedéseken
keresztiil, bizonyitdsok és cdfoldsok harcdban fejlédik. Nincs abszolit
végleges matematikai igazsdg, bdr vannak ,,sziklaszildrd”, a matematikai
gyakorlat dltal sokszorosan megerdsitett tételeink.

Azt, hogy a matematika is esendd tudomdny, egy egészen mds nézo-
pontbgl mdr a harmincas évek nagy matematikai (bizonyitdselméleti)
eredményeibdl, mindenekeldtt Kurt Godeltdl tudjuk. Arrél van sz0, hogy
bizonyos fontos matematikai axiomarendszerek ellentmonddstalansiga
nem bizonyithatd be olyan metarendszerben, amelynek megbizhatdsdga
(ellentmonddstalansdga) eleve biztositott. Igy a matematika egészének.
megbizhatdsdgdra valdban csak a gyakorlat, a torténelmi tapasztalatok
nyujtanak garancidt, s ez nem végleges, nem zdrja ki a jovébeni korrek-
ciot.

Lakatos, Davis és Hersh egészen mds szempontbdl vonjdk kétségbe
a matematika abszolit megbizhatdsdgdt. Nem az axiomarendszerek
konzisztencidjdnak bizonytalansdgdval érvelnek, hanem a matematikai
bizonyitds ingatagsagdval. Lakatos matematikatorténeti példdkkal td-
masztja ald dlldspontjdt. E példdkhoz meg lehetne jegyezni, hogy az el-
beszélt vitdkat részben a fogalmak tisztdzatlansdga vdltotta ki (a poli-
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éder, ill. a fiiggvény fogalma koriili bizonytalansdg), bdr kétségtelen,
hogy felilletes és hibds bizonyitdsokkal is taldlkozunk. Egészében: a
XVIII—XIX. szdzadban a definicick és a bizonyitdsok szabatossdgdnak |
kévetelményei joval lazabbak voltak, mint napjainkban. Davis és Hersh
ezt a kiilonbséget nemigen méltatjdk figyelemre. Szerintitk a matema-
tikai gondolkoddsmddnak van egy tdrsadalmilag szentesitett kdnonja
(itt ,,tdrsadalmon” a matematikus tdrsadalmat értik), amely lehetévé
teszi a kiilonbozd fejekben kialakulo gondolati képek egyeztetését, és
eljut az interszubjektiv egybevdgosdgig. A kolcsonos egyeztetés folya-
mata azonban sohasem jut el a teljes befejezettségig. Tehdt egy bebizo-
nyitott tétel elvben bdrmikor ki van téve a megtdmadds, a cdfolds lehe-
t6ségének. A matematikai bizonyitds szabatossdgdnak nincs objektiv
kritériuma. A didk azon kérdésére, hogy ki donti el, jé-e a bizonyitds,
az idedlis matematikus jogosan vdlaszolja: ,,Ki mds, mint én?”

Szerzdink nem fogadjdk el azt, hogy a XX. szdzadban a matematikai
logika megadta a bizonyitds (és a definicid) szabatossdgdnak objektiv
kritériumait (az un. elsérendii logika keretében). Azt mondjdk, ez csu-
pdn egy elméleti modell, a valésigban sohasem e szerint bizonyitunk.
A matematikai konyvekben és folydiratokban megjelent bizonyitdsokat
nem lehet aldveini szdmitogépes ellendrzésnek.

Az igaz, hogy Frege (Die Grundgesetze der Arithmetik)és Russell—
Whitehead (Principia Mathematica) munkdin kiviil ritkasdg az olyan
matematikai bizonyitds, amely abszolit formalizdlt (a természetes nyely
teljes mellGzésével irott). Kevésbé ritka a félig-meddig formalizdlt bizo-
nyitds; ilyeneket fOleg kényes, kulcsfontossdgii tételek esetén alkalmaz-
nak ; ezek teljes formalizdldsa (és szdmitdgépbe programozdsa) kinnyen
elérhetd, bdr persze az olvasmdnyossdg rovdsdra menne. A leggyakoribb
bizonyitdsfajta kétségteleniil az, amelyben a logikai kotdelemeket a
természetes nyelv szavaival fejezik ki. De egy ilyen bizonyitds is lehet
teljesen szabatos, azzal a megszoritdssal, hogy a benne felhaszndlt (ko-
rabban, esetleg mdsok dltal bizonyitott) tételeket premisszdknak tekint-
jiik. Azt is figyelembe kell venniink, hogy a formalizdlt bizonyitdsi tech-
nikdban explicite csupdn kevés szdmii (esetleg csak egy) levezetési lépés-
szabdly szerepel, a logikatankényvekben azonban kidolgoznak szdmos,
gyakran alkalmazott bonyolultabb kiovetkeztetési sémdt is, amely esetleg
15...20 primitiv levezetési lépést siirit egybe. Ilyen kivetkeztetéseket
gyakran haszndlnak a matematikai bizonyitdsokban, s ez gdtja lehet
ugyan a kozvetlen gépi programozdsnak, de szemernyi kétséget sem éb-
reszthet a szabatossdg irdnt.

Mondhatjuk: a matematikai bizonyitds (és fogalomalkotds) szaba-
tossdgdnak ma mdr van objektiv kritériuma, fiiggetleniil attél, hogy a
matematikusok ténylegesen alkalmazzdk-e vagy sem. De tény az, hogy
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néha explicite is folhaszndljdk a matematikai logika appardtusdt. Es
megkockdztatom azt a kijelentést, hogy kozel 25 évszdzada minden al-
koté matematikus implicite haszndlja mai logikdnkat, vagy legaldbb
torekvése és meggydzddése volt logikailag szigori bizonyitdsokat pro-
dukdlni. Tény, hogy a matematikai bizonyitdsokhoz sziikséges logikdt
Frege el6tt nem kanonizdltdk (Arisztotelész szillogisztikdja, még a
sztoikus logikdval kiegészitve is, til sovdny volt a matematika céljaira),
de azért a matematikusok (kezdve Eukleidésztbl) tudtak szabatosan bi-
zonyitani. A matematikai logika megalkotdsa megvdltoztatta a mate- .
matikai szabatossdg novmdit. Anélkiil hogy feltételeznénk : elértitk a
legfelsd fokot, bizvdst mondhatjuk, hogy itt mindségi vdliozds tortént.
Nem egy alkoté matematikus unalmasnak taldlhatia a matematikai
logikdt (mint matematikai diszciplindt, s ezen nincs mit csoddlkozni:
egy topoldgus is unalmasnak taldlhatja a kategdriaelméletet), de ered-
ményeitél nem fiiggetlenitheti magdt. A mai szakfolydiratok egyszeriien
nem fogadnak el olyan cikkeket, amelyek negligdljdk a szabatossag mai
kivetelményeit. A homdlyos fogalomalkotds és a hidnyos bizonyitds
olyan torténeti példdi, mint az infinitezimdlisokkal, a Fourier-sorokkal,
vagy az Euler-tétellel kapcsolatosak, napjainkban nem ismétlddhetnek
meg. Bizonyitdsi tévedések persze ma is elffordulnak ; a folydiratokban
gyakran taldlunk helyesbitéseket is, és a legjobb szerzok tankonyveibe
is becsuszhatnak tévedések. De most nem arrdl van sz0, hogy a kdlesonds
egyeztetés folyamata mitkodik a hibafeltirasban (ami igaz leheteit a
torténeti példdk esetén). Nem vitdk eredményeként jutnak konszenzus-
hoz, hanem egy objektiv kritérium alapjin.

A Lakatos-féle kép helytdlld lehet a matematika torténetére, és bizto-
san hasznos a tanitdsban. Taldn alkalmazhaid lesz a jelenre és a jovére
is: alapos vjramagyardzds drdn. Hiszen az nyilvdnvald, hogy a matema-
tikai problémdk megolddsdnak iitja ezentil is részproblémdk megolddsdn
keresztiil vezet; de semmiképp sem sziikségszerti, hogy ezt az utat homd-
Iyos definicidk, gorombdn elnagyolt bizonyitdsok és a hozzdjuk csatla-
kozd cdfoldsok kisérjék.

A szerzOk helyesen ldtjdk, hogy a matematika emberi alkotds, amely-
nek ‘megvannak a maga objektiv torvényei. Matematikai rendszercket
alkotunk, majd igyeksziink feledezni e rendszerek objektiv, immdr 16-
liimk fiiggetlen sajdtsdgait. Hogyan lehetséges ez? Ugy, hogy a rendszer
megalkotésa nem mds, mint alapfogalmainak lerakdsa és a rdjuk vonat-
kozé alaptorvények (axiomdk) megfogalmazdsa, a felfedezés pedig a
rendszer olyan tovdbbi torvényeinek feltdrdsa, amelyek a logika erejénél
fogva kovetkeznek az alaptorvényekbdl. Mivel ehhez nincs univerzdlis
mechanikus mddszer, a torvények feltdrdsa valdban felfedezé munka,
amelyhez tapasztalat, jartassdg, jo érzék és néha jo szerencse is sziiksé-
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ges. De nem elég, hogy a matematikus dnmagdt meggydzze a folfedezett
Osszefiiggésrél: be is kell bizonyitania, hogy a széban forgd Gsszefiiggés
logikailag kévetkezik az axiomdkbdl. Ez teszi folfedezését énmaga szd-
mdra is teljesen megbizhaiovd, és mdsok szdmdra is elfogadhatovd.

Ha csak az itt kiemelt két mozzanatra (alapozds és bizonyitds)
vagyunk tekintettel, megkapjuk a matematika formalista szemléletét,
amely szerint a matematika a formalizdlt rendszerek tudomdnya, amely-
ben, axiémdkbdl kiindulva, tételeket bizonyitunk. A szerz6k elutasitjdk
ezt a felfogdst mint a matematikdrdl alkotott egyoldali, torz szemléle-
tet. Ebben igazuk is van, de megfeledkezni ldtszanak arrdl, hogy ez is
a matematika egyik arca, amely éppen egyik lényeges sajatsdgdt fejezi
ki. A szélsdséges intuicionistdk kivételével alighanem minden mai mate-
matikus elismeri, hogy a modern matematika egyik alapvets vondsa az
axiomatikus mddszer haszndlata; s ez éppen a formalista szemlélet
objektiv magja. :

A formalistdk dltaldban tagadjdk, hogy a matematikdnak van tdrgya,
s ez a nagy tobbség szamdra eleve ellenszenvessé teszi nézetiiket. Davis
és Hersh ezzel szemben hangsilyozzdik, hogy a matematikdnak igenis
‘van tdrgya, s dllitdsai értelmesek. Ertelmiik azonban nem a kiilsé vildg-
ban, hanem az emberi kozérthetdség, azaz az interszubjektivitds szférd-
Jjaban taldlhatd. Ezen lényegében azt értik, hogy a matematika jelentése
hasonlo a , felépitmény” cimszd ald sorolt tdrsadalmi jelenségekéhez.

Egy axiomatizdlt matematikai elmélet dllitdsai annyiban biztosan ér-
telmesek, hogy egy elgondolhatd struktirdardl szélnak. (Ha axiéma-
rendszeriink ellentmonddstalan, akkor e struktira logikailag lehetséges.)
Ha az elmélet fogalmai eléggé dltaldnos emberi tevékenységek és ta-
pasztalatok idealizdcidi, s ennek nyomdt az elméletben haszndlt termi-
nusok is drzik, akkor az egyszertibb tételek széles korben értelmeseknek
tiinnek, kivaltképp azok, amelyek felhaszndldsra is keriilnek. Persze, itt
néha arrdl van sz6, hogy a matematikai elméletet folcserélik egy részle-
ges és durva, de az érzékelés és a szemlélet szdmdra jobban hozzdférhets
értelmezéssel (pl. az euklideszi geometridt a fizikai tér lefrdsdnak vélik).
Az idedlis objektumok, tulajdonsdgok és reldcidk tovdbbi idealizdcidi
révén nyert matematikai elméletek tételei azonban egyre kevesebb ember
szdmdra tiinnek értelmeseknek. Ha nem szoritkozunk a matematikus
tdrsadalomra, aligha mondhatjuk, hogy a matematikai dllitdsok hasonld
mddon értelmesek, mint a miivészet vagy az ideoldgia termékei.

Nem segit itt a mechanikus materialista kiiit: a matematika az anyagi
vildgbdl jott, tehdt ott kell a jelentését is keresni. Ennek sikertelensége
magatol értetddd az olyan rendszerek esetében, amelyeknek nincs dllan-
do alkalmazdsi teriiletiik. De a standard vagy seredeti alkalmazdsi szfé-
rdval bird matematikai elmélet (mint a geometria) is alkalmazhatd lehet
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mds szférdkban (és ez a lehetbség szdmos esetben mdr realizdlédott is).
A matematikai elmélet tdrgyamaga az absztrakt struktira, nem annak
egyik vagy mdsik realizdléddsa, alkalmazdsi teriilete. De ennyi elegendd
is ahhoz, hogy az elméletet objektive tartalmasnak, értelmesnek mind-
sitsiik.

Meg kell tehdt kiilonboztetni a matematikai értelmesség pszichold-
giai-pedagdgiai, és ismeretelméleti aspektusdt. Konyviink szerzdi sok
szépet és hasznosat mondanak az elsérdl, de a mdsodik, 1igy ttinik, ki-
csuszott a keziik koziil.

A matematika legkiilonboz6bb teriileteit egyetlen dolog foglalja egy-
ségbe: az axiomatikus mddszer, amelynek segitségével a killsd és belsé
inspirdcidk hatdsdra létrejott struktirdkat* tanulmdnyozza. Ez az igaz
mozzanat a formalizmus egyébként torz dlldspontjdban.

Nem lehet felfogni, hogy mi a kocka, ha mindig csak szembdl ldt-
juk.” Igaz. De azért a homloknézeti latvdny is hozzdtartozik a helyes
felfogds kialakitdsdhoz. Errél néha megfeledkezni ldtszanak szerzdink,
amikor a megalapozd iskoldk eszméit elutasitva, a kudarcok hasznosit-
haté tapasztalatait nem épitik bele a matematikdrdl kialakitott dssz-
képiikbe. De azért konyvitk — remélem, az olvasénak is ez a vélemé-
nye — friss, dogmamentes, élvezetes és tanulsdgos olvasmdny volt.

Ruzsa Imre

* Itt a ,,struktira” terminust liberalisan hasznalom, semmiképp sem korlatozva
pusztan az algebrai strukttrakra.
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