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Flggelekek

Teljes indukcio

Sok olyan dsszefliggés van, mint amilyen példaul az
n(n+1)
2
azmossag, amelynek bizonyitasabaelges(vagy matematikaiindukciovaxio-
méjara hivatkozunk.
A teljes indukcion alapulé bizonyitasok két 1épése:

1+2+...+n=

(1) ellendrizzik, hogy a széban forgé formuta= 1 esetén igaz;

(2) belatjuk, hogy tetsdlegesk szam esetén abbdl, hogy a formuale- k
esetén igaz, kdvetkezik, hogy= k+ 1 esetén is igaz.

Ha ez a két feltétel teljesiil, akkor biztosak lehetiink abban, hogy formulank min-
denn természetes szamra igaz. &ra kdvetked gondolatmenet alapjan gy
z6dhetlink meg. Az (1) Iépés szerint a formula igaz 1-re. A (2) szerint teljesdl,
hogy ha 1-re igaz, akkor 2-re is igaz, igy tehét 2-re is igaz. De az is fennall, hogy
ha 2-re igaz, akkor igaz 3-ra is, igy aztan 3-ra is igaz stb. Ha @zdelmino
elddl, és ak-adik domino (tetsalegesk esetén) elddnti &+ 1-edik dominot,
akkor a végeredmény: minden dominédld

Hogy a dolgot mas szempontbdl is megvilagitsuk, tekintstlga, ...,
S, ... éallitassorozatot. Tegylk fel, hogy mindegyik allitas igazsdga maga utan
vonja a sorban utana kovetkeallitas igazsagat. Ekkor 1 igaz, akkor vele
egyltt igaz az 6sszes utana kovetkaditas is.

1. PELDA
Igazoljuk, hogy barmely természetes szamra:
n(n+1
1+24...+n= ( ; )

Megoldas. A fenti, kétlépéses stratégiat kdvetjuk.
(1) Az allitasn = 1 esetén igaz, elvégre

1(1+1)
2

(2) Az indukcios Iépésben azt kell igazolnunk, hogy ha az éllitas valamely
n=Kk szam esetén igaz, akkore= k+ 1 esetén is igaz. Ha

1=

1+24+...+k= k(kiz-l)’
akkor
12k o 1) = KD gy kA 22
_ (ktDk+2) _ (k+D)[(k+1)+1]
2 2 :

Az egyenbségsorozat utolso tagja éppen+ 1) /2, amennyibem = k+ 1.

Az indukcids axidbma alapjan igy leszégezhetjik: az allitas mimdermészetes
szamraigaz. O
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Az 5.2. alfejezet 4. példajaban az@lstermészetes szam 6sszegére vonat-
kozé allitast méasféleképpen is belatjuk, az indukciés bizonyitas azonban alapve-
tébb, raadasul ennek alapjan azdatsnégyzetszam, illetve kdbszam 6sszegére
vonatkozo formulakat is kénnyen igazolhatjuk (I. a 9. és 10. feladatot). Lassunk
még egy példat.

2. PELDA

Igazoljuk, hogy mindem természetes szamra
1 1 1 .1
ﬁ‘f—?-}-...-f—ﬁ—l—%.

Megoldas. Ujra a kétlépéses stratégiat kovetjiik.

(1) Az allitasn = 1 esetén igaz, elvégre

1 1
A-17x
Ha pedig fennall
11 11
ﬁ-*'?-f—...-f-?—l—?,
akkor
101 11 11
ﬁ‘f—?-f—...-}—?-f—ﬁ—l—?-f—ﬁ—
2 1 1
:1_2k+1+2k+1:1_2k+1‘

Ha tehat a formul&-ra igaz, akkor igak + 1-re is, tetsélegesk esetén.

Az indukcid két Iépése igy biztositja, hogy az alliths mindérmészetes szam-
raigaz. O

Mas kezddértékek

Bizonyos esetekben az indukcioés bizonyitasok épésében nem = 1, ha-
nem valamely mas természetes szam esetén kelléeiliriink, hogy igaz-e a
bizonyitandé allitas. llyenkor a két |épés a kdvethegppen médosul:

(1) ellerdrizzik, hogy a széban forgd formute= n; esetén igaz; ahal;
természetes szam (most ez az indukcio ,alapja”);

(2) belatjuk, hogy tetsdlegesk > n; szam esetén abbdl, hogy a formula
n =Kk esetén igaz, kdvetkezik, hogy= k+ 1 esetén is igaz.

Ha (1)-et és (2)-t igazoltuk, akkor az indukcié axiomaja garantélja, hogy a sz6-
ban forgo allitas minden > n; természetes szam esetén igaz.

3. PELDA
Igazoljuk, hogy han elég nagy, akkon! > 3".

Megoldas. Milyen nagy az ,elég nagy”? A kdvetkézablazatbol a valasz is
kiderdl:

n|il 2 3 4 5 6 7

n|1 2 6 24 120 720 5040

3|3 9 27 81 243 729 2187

A sdtéslink az, hogy minden> 7 esetém! > 3". A sejtés bizonyitasara hasz-
naljunk indukciét. Az elé l1épésben legyen; = 7 (latjuk, hogyn = 7-re az
allitas igaz).

Tegyiik fel tehéat, hogy valameky> 7 szamra! > 3X. Ekkor

(k+1)! = (k+ DK > (k+ 1)k > 7-3¢> 3L,

Ezzel a bizonyitas teljessé valt: ha 7, akkorn! > 3", O
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F.1. Feladatok

1. Akétvalds szamra vonatkota+b| < |a|+ |b| hAromszdg-
egyenbtlenség alapjan igazoljuk, hogy tefézges n-re és
X1,...,Xn Szamra

X1+ X2+ ...+ Xn| < [Xg 4 [Xo| + .. + [Xn]-

2. lgazoljuk, hogy ha # 1, akkor tetsélegesn természetes
szam esetén

1— "+l

I+r+r24.  +r"=
1—r

L s d dv
3. A szorzatfuggvény dderlvaltjara vonatko%je)}( (uv) = Uy +
+%§jv szaaly, valamint ad—x(x) = 1 0sszefliggés alapjan igazol-

juk, hogy barmelyn természetes szam esetgcti)?(x”) =nx"L

4. Tegyuk fel, hogy azf fuggvényre azf(xixz) = f(xq)+
+f(x2) 0sszefuggés tetdleges; ésx, valés szamok esetén tel-
jesul. Igazoljuk, hogy ekkor

fxg-Xo ... xn) = (X)) + f(x2)+... 4+ f(xn),

tetsDlegesn természetes szam¥s . . ., X, valds szamok esetén.

5. lgazoljuk, hogy mindem természetes szamra teljesil a

2 2 2 1
§+?+...+? = *?
egyenioség.
6. lgazoljuk, hogy han elég nagy, akkon! > nS.

7. lgazoljuk, hogy han elég nagy, akkor2> n?.
8. lgazoljuk, hogy han > —3, akkor 2 > 1/8.
9. Négyzetszamok dsszegelgazoljuk, hogy az efsn pozi-

tiv egész szam négyzetének ésszege:

n(n+3)(n+1)

10. Harmadik hatvanyok 6sszege. lgazoljuk, hogy az efsn
pozitiv egész szam kdbének 6sszege:

(*52)"

11. Véges 0sszegek.lgazoljuk, hogy tetsalegesn természe-
tes szam, illetvey, ..., an,by,...,by szamok esetén

@ > (atb)=73 a+ ) b
k=1 k=1 k=1

n(n+1)
2

n n
() > (a—bo)=3 a3 b
K=1 K=1
n
a=cC- z a, tetsdlegesc-re;
k=1

(©

n
2
n
z c
K=1
n
(d) z ax=n-c, amennyiben mindek-raay, = c.
K=1

12. lgazoljuk, hogy tetsilegesx valés szam és természetes
szam esetéfx"| = |x".

A hatarértékre vonatkozo tételek bizonyitasa

Ebben a pontban belétjuk a 2.2. alfejezetbeli 1. Tétel 2—5agdiit, valamint a 4.

Tételt.

1. TETEL Hatarértékszabalyok.
Legyenel., M, c ésk valds szamok; tegyuk fel, hogy

Ekkor fennéallnak a kovetkék.

1. OsszEG )I(iLnC(f(x) +g(X))=L+M
2. KULONBSEG y_ngc(f(x)—g(x)):L—M
3. SZORZAT: )I(lﬂwc(f(x) -g(x))=L-M
4. SZORZAS KONSTANSSAL )I(iﬂwc(k- f(x)) =k-L
5. HANYADOS: | m = L haM # 0
x>cg(x) M
6. RACIONALIS HATVANY : Har éssrelativ prim egész szamok, é9

lim £ (x)

X—C

=L és Xll}ngg(x) =M.

; r/s_r/s A
s#0, akkorXIanl(f(x)) =L"/5 felté

ve, hogyL"/s valés szam (ha paros,
akkor azt is feltesszik, hody> 0).
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Az Osszegre vonatkozé szabalyt a 2.2. alfejezetben mar Heldtracio-
nalis kitewdji hatvanyfliggvényekkel valé kompoziciéra vonatkoz6 6. szabaly
bizonyitasat a fefbb analiziskonyvekre hagyjuk. A kiildnbségre vonatkozo 2.
szabalyt az 6sszegszabaly specidlis eseteként kaphatjulgrhety,ében a—g
fuggvénnyelM helyében pedig &M szammal. A konstanssal valo szorzasra
vonatkozo 4. szabdly a szorzatszabaly azon specialis esete, gikerk min-
denx-re. Marad tehat a szorzat- és a hanyadosszabaly — a koSkberzezeket
bizonyitjuk be.

A szorzatszabdly bizonyitasa. Belatjuk, hogy tetsilegese > 0 szamhoz Ié-
tezik olyand > 0, hogy azf ésg értelmezési tartomanyBimetszetének minden
x elemére

0<|x—c|<d=|f(X)g(x) —LM| < &.

Rogzitsiink tehat egy poziterszamot; irjuk fel azf (x) és ag(x) fuiggvényt a
kovetked alakban:
f() =L+ (f(x)—L), g(x) =M+ (g(x)—M).

Szorozzuk 0ssze a két egyéséget, a szorzathol pedig vonjunkIiil-et:

FO) - 9(x) = LM = [L+ (f(x) = L)][M + (9(x) = M)] =
=LM+L(g(x) = M) +M(f(x) = L)+ (f(x) —L)(g(x) = M) —LM =
=L(9(¥) =M) + M(f(x) = L) + (f() = L)(9(x) =M). (1)

Mivel f ésg hatarértéke, amint— c, rendrel ésM, vannak olyady, 82,3, 04
szamok, amelyekre teljestl, hogypehalmaz mindemx elemére:

—Ll<v¢€/3
M| < \/€/3

L| < &/3(1+|M])
M| < &/3(1+ |LJ). )

0<|x—c| <d1=|f(X

0<|x—c|<d=|g(X) —
0<|x—c|<d=|f(X)—
0< |x—c] <da=1]9(X)—

\_/v\_/\_/

Legyend a d1,d2,03,04 Szamok legkisebbike; ekkor a (2)-beli implikaciok uto-
tagjai mind fennélinak, ha @ |x— c| < & teljesiil. igy ha 0< [x—c| < &, akkor
mindenx € D esetén

[f(¥)g(x) —LM| <
<L Ig() 'V||+|M| [F() = L[+ T(}) = K] -[g(x) —M| <

(1+|L| = M[+ (1+[M]) - [FO) = L[+ [F () = K]-]g(x) = M| <
<= + +\/7\/7_s
Ezzel a bizonyitast befejeztiik. O

A hanyadosszabaly bizonyitasa.

- 1 1 ~ . . ihs

Belatjuk, hOQVXIl,T@ =u Ebbdl ugyanis a szorzatszabaly felhasznélasa-

val azt kapjuk, hogy

) 1\ . 11 L

ey ﬂﬂ(“”'@) =Imf)-dm e ~t M W
RoOgzitslink tehat egy pozitevszamot. Meg kell mutatnunk, hogy Iétezik olyan
0 > 0 szam, amelyre teljesil, hogy tef¢zgesx esetén

1 1
O<|x—c|<6:>‘———‘ <E.
()

M

Mivel a feltevésiink szerinM| > 0, azért létezik olya; pozitiv szam, hogy
mindenx-re
IM]

0<|x—c| <01 =|g(x) —M| < > (3)
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TetsdlegesA ésB szamokra teljesul aA| — |B| < |A—B|, a|B| — |A| < |A—B|,
ezek kovetkeztében pedig HA| — |B|| < |A— B| egyenbtlenség. Az utdbbibdl
azA=g(x), B=M helyettesitéssel a

1904 = M| < g(x) — M|

egyenbtlenséget kapjuk, amitha (3) implikacié utétagjat is figyelembe véve

B IM[
g0l ~ Ml <
kovetkezik. Eszerint
_IM _ IM[
< tgool i <
M| 3M|
< goor < 2
M| < 21g(3)| < 3MI.
amiol 1 5 3
< — < 4
o0l < ™[ < Tg®)] @)
Ha tehat O< |[x —c| < &1, akkor
1 1 M —g(x) 1 1
— = < - IM—g(X)| <
‘g@ M‘ ‘M-g(x) M faog] ™M~ 9
1 2
<— —|M=g(X)| (5)
M9l

Az utolsé lépésben felhasznaltuk a (4) egydienséget.
Mivel (1/2)|M|%¢ > 0, azért van olya, > 0 szam, amelyre teljesiil, hogy
mindenx-re ¢
0<|x—c|<62:>|M—g(x)|<§|M|2. (6)
Ha teh&®-nak ad; ésdy} kozil a kisebbet valasztjuk, akkor (5) és (6) egyarant
teljesiil minden G< |x— c| < d esetén, igy azt kapjuk, hogy mindeime:

1
0<|x—c|< 0= ‘—— <k,
9(x)

m\

ez pedig éppen a bizonyitando allitas. O

4. TETEL Szendvicstétel.

Tegytik fel, hogy valamely, aportot tartalmazé nyilt intervallum minden
(de legalabbis kivételével mindenk elemére teljesid(x) < f(x) < h(x).
Ha ezen felul

limg(x) =limh(x) =L,

X—C X—C

akkor fennall limf (x) = L is.
X—C

Bizonyitéas.
Jobb oldali hatarérték. Tegyiik fel, hogy limg(x) = lim h(x) = L. Ekkor
x—ct x—ct

mindene > 0 szamhoz létezik olyadi> 0, hogy minderx € (c,c+ d) esetén
L-e<g(X)<L+e és L—e<h(x)<L+e.

Ezekidl az egyerfitlenségekbl a g(x) < f(x) < h(x) egyenbtlenséget is fel-
hasznélva a kdvetkéket kapjuk:

L—e<g(x)<f(x)<h(x)<L+e,
L-—e<f(X)<L+eg,
—e<f(x)—L<e
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Tehét tets@legesx-re: hac < x < ¢+ 9§, akkor|f(x) —L| < €.

Bal oldali hatarérték. Tegyuk fel, hogy limg(x) = lim h(x) = L. Ekkor min-
X—C™ X—C™

dene > 0 szdmhoz létezik olyad > 0, hogy minderx € (c— d,c) esetén

L-e<g(x)<L+e és L—e<h(x)<L+e.

Az elébbi gondolatmenetet kovetve most azt kapjuk, hogy fdésesx-re: ha
c—o< x<c, akkor|f(x)—L| <e.

.Kétoldali” hatarérték. Ha)!mg(x) = )I(|_r1"|ch(x) =L, akkorg(x) ésh(x) jobb és

bal oldali hatarértéke is létezik, amints ct, illetve x — ¢ . Az el6zdek szerint
ekkor lim f(x) = lim f(x) =L is fennall, igy limf(x) is Iétezik és egyenL-
x—ct X—C~ X—C

lel. O

F.2. Feladatok

1. Tegylk fel, hogy azf1(x), f2(x), f3(x) figgvények hatarér-  polinomfliggvény esetéXrL I(i:rﬁ(x) = f(c).

téke azx = c helyen rendré 1, L, ésL3. Igazoljuk, hogy ekkor

lim(f1+ f2+ f3)(X) = L1 + L2 + Ls. Indukciéval igazoljuk az 5. Racionalis tortfiggvény hatarértéke. Az 1.Tételésa4.
allitas altalanositasat is. feladat eredményének felhasznalasaval bizonyitsuk be, hogy tet-

o o 3 . slegesf(x) ésg(x) polinomfliggvényekre teljesil, hogy ha
2. A szorzatfiggvény hatarértékére vonatkozé szabalyt g(c) # 0, akkor

felhasznalva teljes indukcioval igazoljuk, hogy ha az fx)  f(c)
f1(x), f2(x),..., fn(x) flggvények hatarértéke az= c helyen i@cﬁ = W
rendreLq,Lo,...,Ln, akkor 9 9

(fo-fo-o..-fr)(X)=Ly1-Lo-...-Ln. 6. Folytonos fliggvények kompozicidja. Az F.1. dbra annak

a tételnek a bizonyitasat illusztralja, amely szerint két folytonos
fuggvény kompozicidja is folytonos fliggvény, pontosabban: ha
az f fuggvény ac helyen,g pedig azf(c) helyen folytonos, ak-
hogy tetsplegesn > 1 egész szam esetén lith= c". kor go f folytonos ac helyen. Rekonstruéljuk a bizonyitast az
abra alapjan.

Tegyk fel, hogyc az f fuggvény,f(c) pedig ag figgvény ér-
gés, valamint az 1. és a 3. feladat eredmenye alapjan igazoljuk,telmezési tartomanyanak bélpontja; ekkor valamennyi hatar-
hogy tetsbleges értéket kétoldalinak tekinthetjik. (A jobb, illetve bal oldali ha-
tarértékekre a bizonyitas hasonléan megy.)

lim
X—C

3. A Limcx = c Osszefliggés és a 2. feladat alapjan igazojuk,

4. Polinomfiiggvény hatarértéke. A !(imc(k) = k Osszeflg-

f(X) = anX" +an_1 X"+ ... +arx+ag

gof
/\
S 5 8, R
7 3 7 3 7 3
< ° 7 C b 7 < o 7
c flo) g(f(c)

F.1.ABRA: Két folytonos fliggvény kompozicidja is folytonos.

F 3 A valos szamok elmélete

Az analizis a valoés szamok elméletén alapul. A hatarértékdkrdaltakra és
integralokra vonatkozo tételeink jelést része a racionalis szamok halmazan
értelmezett fliggvényekre nem is igaz. Ebben a fliggelékben a valés szamok el-
méletének alapfogalmait mutatjuk be, de utalunk azokra az eredményekre is,
amelyekkel Bvebben csak a magasabb szint{i tanulmanyainkban ismerkediink
majd meg.
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A valés szamok tulajdonsagait harom csoportra oszglgebrai ésrende-
zésitulajdonsagok, valamint teljesség Az algebrai tulajdonsagok az dssze-
adéasra, szorzasra, kivonasra és osztasra vonatkoznak. Ezek a racionalis szé&-
mokra éppugy érvényesek, mint a kovetkéizggelékben targyalandd komplex
szamokra.

Az Osszeadasra és a szorzasra vonatkoz6 tulajdonsagok (,axiomak”):

Al a+ (b+c)=(a+b)+ctetsdlegesa, b, c esetén.

A2 a+b=Db+a, tetsBlegesa, b esetén.

A3 Van egy 0-val jel6lt szam, amelyre teljesiil, hogy minderma+ 0= a.
A4 Mindena # 0-hoz van olyarb, amelyrea+ b= 0.

M1 a-(b-c)=(a-b)-ctetsdlegesa,b,c esetén.

M2 a-b=b-a, tetsdlegesa,b esetén.

M3 Van egy 1-gyel jel6lt, amelyre teljesul, hogy mindenaa- 1= a.

M4 Minden 0-tél kilénbda a-hoz van olyarb, amelyrea-b = 1.

D a-(b+c)=a-b+a-ctetsdlegesa,b,c esetén.

Al és M1 az 6sszeadas és a szoesszociativitasatA2 és M2 a két miivelet
kommutativitasat, D pedig a szorzasnak az 6sszeadasradiakiributivitasat
mondja ki. Ha egy halmaz a rajta értelmezetés- miveletekkel rendelkezik
a felsorolt tulajdonsagokkal, akktestnek nevezzik. A testek és mas, hasonlé
struktirak altalanos jellendivel az absztrakt algebra foglalkozik.

A rendezésitulajdonsagok & relacio jellemait rogzitik.

01 Tetsdlegesa, b esetén vagp < b, vagyb < a, vagy mindketb.
02 Haa<bésb< a, akkora=h.

03 Haa<bésb<c, akkora<c.

04 Haa< b, akkora+c<b+ec.

05 Haa< bés 0<c, akkorac< bc.

O3 szerint & relaciétranzitiv ; 04 és O5 a rendezés és az 6sszeadas, illetve
a szorzas viszonyarol szol.

A valGs, a raciondlis és az egész szamokon értelmezhetjik az O1-05 tulaj-
donsagokkal rendelkéz relaciét, a komplex szamok azonban nem rendezhe-
tok ilyen médon. Nem tudjuk megéllapitani példaul, hogy-1 = i nagyobb
vagy kisebb-e, mint 0. Az olyan testet, amelynek elemein adott egy, az O1-0O5
tulajdonsagoknak eleget @ relacio,rendezett testneknevezziik. Rendezett
testre példa — tobbek kdzétt — a racionalis és a valos szamok teste.

Ha a valoés szamokra mint a szamegyenes pontjaira gondolunk, a teljességi
tulajdonsag azt mondja ki, hogy a szdmegyenes minden pontjanak megfeleltet-
he egy valés szam. A valés szamegyenesen nincsenek ,rések”. A racionalis
szamok halmaza nem ilyen: a szamegyeyi2s/agym pontjahoz nem talalhat6
megfeleld racionalis szam; az egész szamok kodzott pedig még az 1/2-nek sincs
helye.

De mit értiink azon, hogy a valés szamegyenesen nincsenek ,rések’? A va-
laszhoz pontositanunk kell a teljesség meghatarozasa#l szamot egy valos
szamokbol allé halmaelst korlatjanak nevezzik, h#l a széban forgd halmaz
egyetlen eleménél sem kisebb; a halmaz¥dsrlatai kozil a legkisebbet a hal-
maz legkisebb fes korlatjanak (vagyszuprémumanak nevezziik. AV = 2
szam példaul a negativ szamok egy detsrlatja; mivel az 1 szam szintén féls
korlat, a 2 nem a legkisebb. A negativ szamok legkisebld fledslatja a 0. Azt
mondjuk, hogy egy rendezett tasljes (vagy teljesen rendezet}, ha minden
nemiures, feltbl korlatos részhalmazanak létezik legkisebbdedsrlatja.
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A V/2-nél kisebb racionalis szamok halmazéanak viszont nem léteghi-
sebb fel§ korlatja, elvégre a halmaz tetdeges felé korlatjahoz talalhatunk

Y egy nala valamivel kisebbet, amely mindazonéltal még mindig nagyobb, mint
05k V2. A racionélis szamok rendezése tehat nem teljes. A valos &ké@noas a

| helyzet: ebben a halmazban minden nemures, félibrlatos részhalmaznak
sl 7T £S5 van legkisebb fef korlatja.

|

! Az analizis tbbb tételének bizonyitasa a valés szadmok teljességi tulajdon-

! sagan alapul. llyenek a zart intervallumon értelmezett folytonos fliggvények
0.1L ! széldértékével kapcsolatos tételek, amely@kr 4.1. alfejezetben volt sz6. Az

5

\

T L, Y= x—x3 fuggvénynek példaul van maximumétal] intervallumon, méghozza
01 03 05] 07 091 az 1- 3x? = 0 egyenlet — ebbe az intervallumbaes megoldasax = /1/3
V173 (I. az F.2. 4brat). Ha csupén a raciondlis szamok korében vizsgalodnank, arra

a kovetkeztetésre kellene jutnunk, hogy a fuggvénynek nincs maximuma, el-
F.2. ABRA: Az y = x—x3 fuggvény végre,/1/3 irracionalis szam. A zart intervallumon értelmezett folytonos fiigg-
[0,1] intervallumbeli maximumhelye vényekre vonatkoz6 sz&értéktétel a racionalis szamok halmazan értelmezett
azx=/1/3 pont. flggvényekre nem igaz.

Hasonl6 a helyzet azzal a Bolzano-tétellel is, amely szerintdletges, az
[a,b] zart intervallumon értelmezett folytondsfiiggvény esetén, amennyiben
f(a)- f(b) < 0, akkor van olyarx € [a,b], amelynélf (x) = 0. A raciondlis sz&-
mokon értelmezett folytonos fliggvényekre ez a tétel sem igaizpaz 3x° — 1
fuggvény esetében példai0) = —1 ésf (1) = 2, a fliggvénynek mégsincs raci-
ondlis zérushelye @, 1] intervallumban. (A figgvény értéke csakxz /1/3
helyen lenne nulla, ez azonban irraciondlis.)

Azonositottuk tehat a valds szamoknak a tételeink bizonyitasdhoz sziikséges
tulajdonsagat, ez azonban még nem minden. A pitagoreusok annak idején egy
masik tulajdonsaggal probalkoztak, jelesil azzal, hogy a szamegyenes minden
pontja két egész szadm hanyadoséanak feleltétimetg. A kisérlet kudarcot val-
lott, amikor kideriilt, hogy — példaul —#2 szam nem raciondlis. Honnan tudjuk,
hogy a teljességi tulajdonsaggal nem ez a helyzet? Talan a teljességi tulajdonsag
is olyan, mint az Escher képein lathatd, mindvégig folfelé kanyargo, de a kez-
dbépontba visszatérlépc®: a mérnok hamar rgjon, hogy nincs olyan struktira,
amely megfelelne a ,szemléletes” képnek. Mi biztositja, hogy a valés szamok
elméletében nincs valamiféle rejtett ellentmondas?

Ahhoz, hogy a kérdésre megnyugtat6 valaszt adhassunk, meg kell konstru-
alnunk a valés szamokat, és igazolni, hogy modelliinkben a teljesség mellett az
algebrai és a rendezési tulajdonséagok is teljestilnek. Az egyik lehetséges konst-
rukcio az, amelyben a valos szamokat

a, d1d2d3d4 ce

végtelen tizedes tortekkel reprezentéljuk, ad@gész szam, d;-k pedig 0 és

9 kozotti szamjegyek. Az ilyen sorozatok kdzott vannak, amelyekben bizonyos
jegy utan mar csupa 0 all, masokban egy adott szakasz @itétiégtelen sok-

szor, de olyanok is akadnak, amelyek mindenféle szabdalyszer(iséget nélkildz-
nek. A 200, a Q333... és a 31415926535898. szimboélumok példaul j6l

ismert valos szamokat reprezentélnak. A benniik sz&repmibenlétének pre-

ciz meghatarozasahoz a végtelen sorozatok és sorok elméletére van sziikségink.
A témaval részletesen a 11. fejezetben foglalkozunk; ehelyltt annyit szogezunk
le, hogy aza, d1dodsdy. .. végtelen tizedes tort ,valéjdban” az

végtelen sor.

A végtelen tizedes tortek elméletében persze nem minden ilyen egyszer(.
Igaz ugyan, hogy a rendezési és a teljességi tulajdonsagok fennallasa kdnnyen
igazolhat6, a miveletekre vonatkoz6 azonossagokd@tiése azonban megle-
hebsen nehézkes. Gondoljuk meg: két végtelen sor sszeadasa vagy szorzasa
mar dnmagéban végtelen sok mivelet elvégzését koveteli meg, az osztas értel-
mezésekor pedig kulénosen koriiltekian kell eljarnunk.

Az el preciz valésszam-konstrukciot (1872-ben) megadod Richard Dedek-
ind (1831-1916) masfajta utat kovetett. Vilagos, hogy tdegesx valés szam
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két részre osztja a racionalis szamokatxam nem nagyobbak, és agnél na-
gyobbak halmazara. Ezt a megfigyelést zsenidlisan megforditva Dedekind a ko-
vetked javaslattal allt é: tekintsiik a racionalis szamok efféle ,felszeleteléseit”

a valos szamoknak. Ez éi kuléndsnek tlinhet, a matematikaban mindazonal-
tal gyakoriak az efféle konstrukciok.

Tobb méas megkozelités is létezik, és valamennyi rendelkezik a megkovetelt
tulajdonsagokkal. Ezutan mar csupan egyetlen probléma meril fel6eiian
kell, hogy a kilénb6a konstrukciok ,lényegében” ugyanazok. Ha ugyanis nem
igy van, akkor valasztanunk kellene koziilik. Szerencsére nem ez a helyzet: be-
lathatd, hogy ,lényegében” egyetlen valésszam-struktura létezik.

A valos szamok és a hatarértékek természetével kapcsolatos z(irzavar az ana-
lizis torténetének kezdetén megldadsen sok vitat kavart. Newton, Leibniz és
kovebik a

Ay  f(x+Ax) - f(x)

NGl AX
differenciahanyados hatarértéke helyett két ,végtelen kicsi” mennyiség hanya-
dosardl beszéltek. Az ilyen — ,infinitezimalisnak” nevezett — szamokra ugy te-
kintettek, mint amelyek barmely ,normalis” szamnal kisebbek ugyan, 0-nal
azonban mégis nagyobbak. Hasonl6an: az integralokat

f(x) -dx

alaku infinitezimalis mennyiségek végtelen 6sszegének tekintették. Magat a
Ay/Ax differenciahényadost 1ényegében ugy értelmezték, ahogy mi, a megfe-
lel6 derivaltat azonban nem hatarértékekként, hanem infinitezimalisok hanyado-
saként adtdk meg. A ,végtelen kicsi” mennyiségekkel val6 szdmolas azonban
logikai buktatokat rejt. Ezeket a modern analizis agy keruli el, hogy a derival-
tat a differenciahanyadosoblatarértékeként definialjaz infinitezimalisokra igy
nincs is sziiksége.

Komplex szamok

A komplex szamola + ib alaku kifejezések, amelyekberésb valdés szamok,

azi szimbolum pedig,/—1-et jeloli. A ‘valos’ és ‘képzetes’ szavakhoz fidd
képzettarsitasok okolhatok azért, hogi-1 némileg hatranyosabb megitélés
ala esik, mint — mondjuk +/2. Mar a valés szamok elméletének felépitéséhez
is komoly képzebeibre volt sziikség; ebben a fejezetben ennek az Gtnak a fonto-
sabb allomasait is attekintjiik. A valds szamok utan koveiképés a komplex
szamok bevezetése.

Valos szamok l1épésl [épésre

A szamfogalom kialakulasanak 8lépése az 12,3,... természetes szamok
(pozitiv egész szamok) hasznalata. Bizonyos aritmetikai miveletek ebben a
szamkorben is elvégezitdt gy, hogy az eredményiik is természetes szam. A
pozitiv egész szamok kérébsem az 6sszeadas, sem a szorzas nem vezet ki: ha
tehatm ésn pozitiv egész szadmok, akkor

m+n=p és m-n=q 1)

szintén pozitiv egészek. Alkalmanként ennél tobb is igaz: bizonyésp sza-
mokhoz talalhatunk olyan szadmot, amelyren+n= p. A 3+ n= 7 egyenlet
példaul a természetes szamok korében is megoldhaté+A # 3 egyenlettel
azonban nem ez a helyzet, a megoldastivtbniink kell a szamkart.

Ha a nulla és a negativ szamok is rendelkezéstinkre alinak, akkena=/3
egyenlet is megoldhaté. A

0y —3,-2,-1,0,1,2,3,... )
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egész szamokahagznalo kultirdkban minden mivelt ember meg tudja oldani
azm+ n= p alakd egyenleteket, akdrmelyik bet(t tekintjik is ismeretlennek.

De hidbaismeri emberiink az egész szamok kdrében az 6sszeadas és a szorzas
miveletét, hamar felismeri, hogy a2 n = p alak egyenleteket néha meg tudja
oldani, néha pedig nem. A szamok kdrétram alaku tortekkel kildvitve ezen
a nehézségen felll tud kerekedni. A 0 tulajdonségai persze okozhatnak kisebb
problémakat, de végil is elegehcha csak olyan tortekkel foglalkozik, ame-
lyeknek a nevejie nem nulla. Az igy kapott szamok —raciondlis szamok—
korében mar mind a négy alapmlivelet elvégezhet

1. (a) 6sszeadas, 2.(a) szorzés,
(b) kivonas, (b) osztas.

Egyetlen kivételnullaval nem lehet osztars, nullaval valo osztas értelmet-
len.

Egységnyi oldalt négyzet konnyen szerkesztheinégyzet atléjanak hossza
Pitagorasz tétele szerigf2. Eszerint tehat az

1 X2:2

egyenlet szerkesztéssel (F.3. 4bra) ,megoldhatd” ugyan, a racionalis szamok ko-
rében azonban nem.

Nincs olyan raciondlis szam, amelynek négyzete 2. Ha ugyanis lenne ilyen
F.3. ABRA: Korzbvel és vonalzéval racionalis szam, akkor léteznének olyaésq relativ prim egész szamok, ame-
konnyen szerkeszthetiink irracionalidyekre teljesul
hossz( szakaszt. p* =27, 3)

Mivel p ésq egész szamolp-nek parosnak kell lennie (hapéaratlan, akkor a
négyzete is az, igy nem lehet egy@al 25> paros szammal). Eszerint tehat van
olyan p1, hogy p = 2p;. Ezt a (3) egyenletbe behelyettesitve és 2-vel egysze-
risitve a D? = ¢? egyenletet kapjuk, ami csak ugy allhat fenn,dhparos. Ez
azonban azt jelenti, hogy ésq egyarant oszthato 2-vel, igy nem lehetnek rela-
tiv primek. Az ellentmondés azt mutatja, hog@ nem irhatd fel két egész szam
haryadosaként.

Az x? = 2 egyenletet ugyan nem tudjuk megoldani a valés szamok korében,
képezhetiink azonban olyan racionalis szamokbdl allé sorozatot, amelyre telje-
sul, hogy a tagok négyzetdibalkotott sorozat hatarértéke 2. llyen példaul az

1

17 41 239
iagaz_gaﬁa"' (4)
sorozat. A tagok négyzetei:
1 49 1681 57121
5)

1’25 841’ 28561
Innen mar csupan egyetlen — bar évszazadokig tartd — Iépés arra rajonni, hogy
a racionalis szamkor megfetebdvitéséhez a hatarérték fogalmara van sziikség.
Ha elfogadjuk azt a tényt, hogy minden — a (4)-hez hasonldéan — dékibr-
latos, monoton névekvsorozat konvergens (étrrészletesen a 11. fejezetben
lesz sz0), akkor arra kell kdvetkeztetniink, hogy van olyazam, amely a (4)
sorozat hatarértéke. Mivel azonban a sorozat tagjainak négyaiedéidbsorozat
(5) szerint 2-h6z tart, arra jutunk, hogy a (4) sorozat hatarértéke nem raciona-
lis szam. Ha a racionalis szamok korét&itjik a racionalis szamokbdl allo,
felulrdl korlatos, monoton ndvekvsorozatok hatarértékeivel, akkor megkapjuk
a ,valds” szamokat: a jelit azért tettiik idédjelbe, mert ezek az objektumok
semmivel sem inkabb és semmivel sem kevésbé ,redlisak”, mint barmely mas
matematikai rendszer elemei.

A komplex szamok

A valos szamrendszer felépitése soran a képzelet haromszagyssaerepet
kapott; a természetes szamok bevezetett rendszerénékdrhez haromszor is
Jel kellett talalni” egy-egy struktarat.
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1. Az egész szamok halmazat a természetes szamokbol;
2. araciondlis szamok halmazat az egész szamokbal;

3. a valés szamok halmazat pedig a racionalis szamokbdl konstrualtuk
meg.

A szamstrukturak hierarchiaba ren@édnek, a hierarchia magasabb szintjei
bizonyos értelemben ,magukba foglaljak” az alacsonyabb szinteket. Mindegyik
rendszer Bvebb az éz6nél abban az értelemben, hogy altalanosan elvégezhet
benne olyan mivelet, amely ,korabban” csupan megszoritasokkal volt értelmez-
he®.

1. Az egész szamok halmazan minden
x+a=0 (6)

alaku egyenlet megoldhato, ateoletsdleges egész szam lehet.
2. Araciondlis szamok halmazan minden

ax+b=0 ©)

alaku egyenlet megoldhaté, atoEsb tetsDleges raciondlis szamok lehet-
nek; az egyetlen kikotés, hogy 0.

3. Avalbs szamok halmazan a (6) és (7) alaku egyenleteken kivil az
ax+bx+c=0 (8)

alaku masodfoku egyenletek is megoldhatokaitt 0, és feltessziik, hogy
b%? —4ac> 0.

Felteheben az Olvaso is j0l ismeri a (8) alaku egyenletek megoldasait meg-

ado ,
—b+ vb%—4ac
N ©)

képletet. Valésziniileg azzal is tisztaban van, hogy ba-adac diszkriminans
negativ, ugy a (9) képlet nem adlésmegoldasokat. Az igen egyszer(

x*+1=0

egyenlet megoldasainak nincs helyiik a felsorolt harom ,teremtett” szamrend-
szer egyikében sem.

Sziukség van tehat egyegyedikszamkorre is: ennek elemei az- bi alaku
komplex szamok Az i szimbolumra val6jaban nincs sziikségunk, hasznalata ki-
kiisz6bolhed, amennyiben a komplex szamokat valés szamokbol alkotott rende-
zett paroknak tekintjik. Az ilyen szamparok halmazan értelmeziink egy égyenl
ségrelaciot, 6sszeadast és szorzast a kov@itlezerint. Aza+ bi és az(a, b) je-

I6lést egyarant hasznalni fogju jeldli az (a,b) komplex szanvalds b pedig
aképzetes részét

Definicidinka kovetkedk:

EGYENLOSEG a+ib=c+id Az (a,b) és a(c,d) komp-
pontosan akkor, ha lex szam egyeld, haa=c
a=césb=d. ésb=d.

OsszeabAs  (a+ib)+(c+id) = Az (a,b) és (c,d) komp-
= (a+c)+i(b+d). lex  szdmok  Osszege

az (a+ c,b+d) komplex
szam.

SzZORZAS: (a+ib)-(c+id) = Az (a,b) és(c,d) komplex
= (ac—bd) +i(ad+bc). szamok szorzata a@ac—

bd,ad+ bc) komplex szam.
c(a+ib) =ac+i(bc). Az (a,b) komplex szam-

nak ac valés szammal vett
szorzata aZac,bc) komp-
lex szam.
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Azok az(a,b) komplex szadmok, amelyekbén= 0, minden olyan tulajdon-
saggal rendelkeznek, amellyel a valés szamok is. Az ilyen alaki szamok dssze-
gét és szorzatat példaul a kovetékeppen adhatjuk meg:

(8,0)+ (b,0) = (a+b,0),
(8,0)- (b,0) = (ac,0).

A miiveletek eredménye tehat tjfent olyan szam, amelynek a képzetes része 0. A
(c,d) komplex szamot afa, 0) ,valds szammal” megszorozva azt kapjuk, hogy:

(a,0)-(c,d) = (ac,ad) = a- (c,d).

A (0,0) szam a komplex szamok kérében ugyanazt a szerepet jatssza, minta 0
zéruselena valds szamok kozott, 42,0) komplex szam pedig éppen azt tudja,
amit az legységud a valds szamkérben.

A (0,1) komplex szam figyelemre mélté tulajdonséga, hogy négyzetre emel-
ve olyan komplex szamot kapunk, amelynek képzetes része 0, valos része pedig
—1:

(07 1) : (07 1) = (_170)

A komplex szamok korében tehat van olyan szém (0,1)), amelynek négy-
zetéhez az egységet adva a zéruselemet kapjuk:

(0,1)%+ (1,0) = (0,0),

az Uj szamkorben tehat az
X¥+1=0

egyenlet is megoldhato.

Az Olvaso feltehdien aza + ib jel6lést jobban megszokta, mint a rendezett
parokra hivatkozé szimbolizmust. A mlveletek algebrai tulajdonsagai alapjan
azonban

(a,b) = (a,0) + (b,0) = a(1,0) + b(0,1)

mindig teljesul, aZ1,0) komplex szam az egység(@ 1) komplex szam pedig

az egyseg ellentettjének négyzetgydke,dgyib helyébe(a,b)-t is irhatunk, a
komplex szamok két kiilénb6Zelirdsa kdzott tehat mindig szabad az atjaras. A
definiciéink rAadasul semmiféledgbgokat nem biztositanak &%,0) szamnak

a (0,1) szammal szemben, igy egyiket sem kell a masiknal ,val6sagosabbnak”
vagy ,kevésbé valdsagosnak” tekinteniink. A komplex szamokon végzett algeb-
rai miveletek eredménye mindig egyetlen komplex szammal fejg@#ieel-
végre a szamitasokban megjaeéf helyett mindeniitt-1-et irhatunk. Egy régi
tilalom tovabbra is érvényben marad(@0) = 0+ i0 komplex szammal nem
lehet osztani. Ha azonbant ib # 0, akkor az osztas mar elvégezhet

c+id (c+id)(a—ib) (ac+bd)+i(ad—bc)
a+ib  (a+ib)(a—ib) a?+b? '

A hanyados tehéat egy-+ iy komplex szam, amelyben:

__ac+hd __ad—bc
Tare VT @i

ésitta® +b? £ 0, elvégrea+ib = (a,b) # (0,0).

Az a—ib szamot — amely az osztas soran segitséglinkre volt a theivez
telenitésében” — aa+ ib komplex szamKomplex) konjugéltjanak nevezzuk.
A z komplex szam konjugaltjat altaldbarjeldli, eszerint tehat ha = a+ ib,
akkorz=a—ib.

Amikor tehat a(c+id)/(a+ ib) tort szamlaléjat és nevéjt is megszoroz-
zuk a neved@ komplex konjugéltjaval, akkor a neweképzetes része nullava
valik.
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P(x, y)

'\0

0] X

F.4.ABRA: A z= X+ iy komplex szam
Argand-diagramja-nek aP(x,y) pon-
tot vagy azOP vektort felelteti meg.

www.interkonyv.hu

1. PELDA Mfveletek komplex szamokkal.

(@)
(b)
(©)

(24+3)+(6-2i))=(2+6)+(3—2)i=8+i

(243i)—(6—2i)=(2—6)+ (3— (—2))i= —4+5i
(2+3i)(6—2))=2-6+2-(—2i)+3i-6+3i-(—2i)
=12—4i+18 —6i2=12+ 14i + 6= 18+ 14i
2431 2+3i 642
6—2i_6—2i'6+2i_
12+ 4i + 18i + 6i°

T 36+12—12 —4i2

(d)

6+22 3 LU 11_
420 20 20

Argand-diagramok

A z=x+ iy komplex szamnak két geometriai reprezentacioja is van:
1. azxysikP(x,y) pontja, valamint
2. azorigdbdl & pontba mutat®P vektor.

Az x-tengelyt mindkét esetbevalds az y-tengelyt pedigképzetes tengely-
nek nevezzik. A komplex szamok geometriai reprezentacioit gyakrgand-
diagram néven emlegetjik (F.4. abra).

Az x-et és az-t az abran megadditszdggel és arz szakasszal (tehat polar-
koordinatakkal) is kifejezhetjiik:

X=rcosh, y=rsing,

igy tehat

z=X+iy =r(cosB+ising). (10)

Az r szdmot azx + iy komplex szamabszolit értékéneknevezziky tehat az

origéhdl aP(x,y) pontba mutattﬁTlSvektor hossza. Az abszolut értéket a komp-
lex szamok korében is a megszokott fogapes vonalakkal jeléljik; vilagos,

hogy
VX2 +y2.

A zszam ,polarkoordinatas” megadasaban szérém@zogetz argumentuma-
nak nevezzik, jelolésé = argz. Az argumentum nyilvan nem adhat6 meg egy-
értelm@en: h® megfelel, akkor megfeld + k- 21tis, tetsBlegesk egész szam
esetén.

A zkomplex szam konjugdltja és abszolutértéke kozott fennall a kovigtkez
gyakran hasznélt 8sszefliggés:

r=|x+iy| =

z.2=|7>%
Az Euler-formula
Euler-formulanak nevezzik az
€% = cosB+isind

azonossagot, amelynek alapjan a (10) egyenletet

z=re
alakba irhatjuk. Az utols6 6sszefiiggésnek a komplex szamok szorzatanak, ha-
nyadosanak, hatvanyainak és gydkeinek kiszamitasakor vesszik hasznat. A (10)

egyenlet alapjan a® szam Argand-diagramja aztengely pozitiv iranyaved
szbget bezard egységvektor, amint az F.5. dbran is lathato.
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Yo . Yo .
e =cosf +isinf e =cosf + isinf

(cos 6, sin 0)

(@) (b)

F.5.ABRA: Az €® = cosB + i sin® komplex szam Argand-diagramjai: a szamot
az abra (a) részén egy vektor, az abra (b) részén egy pont reprezentalja.

Szorzas

Két komplex szam szorzdsakor az abszolUtértékeket 6sszesakr@z argu-
mentumokat pedig 6sszeadjuk: ha tehéat a

7= rleiel, 7 = rzeiez (11

szamokra
|z1| =r1, argzy =61, |22| =r2, argz =62,

4o akkor

212 = 11691 . 1,6% — ryr,6(®1762)

Vagyis valéban:

|2122| = r1r2 = |21 - |22], (12)
arg(z1z2) = 61+ 6, = argz; + argz.

Két komplex szadm szorzata tehéat olyan vektorral reprezentéalhatd, amelynek
hossza a szamokat reprezentalé vektorok hosszanak szorzata, irdnyszoge pedig a
vektorok iranyszégeinek dsszege (I. az F.6. abrat). A (12) egyenlet szedft az
F.6.ABRA: Haaz; ész komplex sza- szammal valé szorzas geometriai szempontbol egy origo kozéposzdg,
mok szorzata olyan szdm, amelyreaz 6ramutato jarasaval ellentétes iranyu elforgatasnak felel inve szorozva
|z120| = |z1|-|22| és ardz122) = argzy+ minden vektor 90-kal, —1-gyel szorozva 180kal, —i-vel szorozva 270kal
argz. fordul el sth.

2. PELDA Két komplex szam szorzatanak meghatarozasa.

X
1+V3 Ekkor:

1= 1+
1+ ‘
vi/ ! 1% Legyenz = 1+i ész = v/3—1i. A két szam Argand-diagramjarol (F.7. abra)
A | kiolvashat6, hogy
4 1 \% i 3-1 2= \/Eell'[/4, = 2e7IT[/6.
0
[

1z = 2\/§exp<g— %T> = 2\/§exp<£> -

—1r Zp= V3 - 4
T, T !

— 22 (cos—2 Fi sm—Z) ~2,73+0,73.
F.7. ABRA: Két komplex szadmot szor- 1 1
zaskor az abszolutértékeket Osszeyy expA természetesesf-t jeloli. 0
szorozzuk, az argumentumokat pedig
Osszeadjuk.

Osztés

Ha (11)-berry # 0, akkor

a _ rie% _ "1 (e1-8y)

V) o I’zeie2 ]
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Eszerint tehat

r al . Z
=1 E és ar§<—1> =0;— 6, =argzy — argz.
I |Zz| Vi)

Al
2

Komplex szamok osztasakor tehat az abszolutértékeket osztjuk, az argumentu-
mokat pedig kivonjuk.

3. PELDA
Legyen megink; = 1+i ész = /3—i (mint a 2. példaban). Ekkor:

1+i V2" V2 g 5t . 5T
A 266 7e ~0,7O7<cosl—2+|sm1—2> ~

~ 0,183+ 0,683. O

Hatvanyozas
Tetsdleges pozitiv egész szam esetén a
'= z-2-...-2
——
n darab tényea
szorzat kiszamitasara a (12) formulat hasznéljukz Hae'®, akkor
ndarab tag

—N—
AN — (reie)n — l,nei(e—{— 0+...4+06) — l,neine’ (13)

hatvanyozaskor tehét az abszolutértéket hatvanyozzuk, az argumentumot pedig
szorozzuk.
A (13) egyenletben helyébe 1-et irva De Moivre tételét kapjuk:

De Moivre tétele
(cosB+isinB)" = cosnd + i sinnB (14)

Ha a tétel bal oldalan &ll6 hatvanyt a binomialis tétel szeliszdmitjuk, ak-
kor az egyertiség két oldalanak valos és képzetes részét efyendve simo-t
és co0-t egyarant felirhatjuk sii és co® polinomkifejezéseként.

4. PELDA
Ha a (14) egyenletbem= 3, akkor

(cosB+isinB)® = cos P+ isin3Bd
Az egyenlet bal oldalan a hatvanyozast elvégezve a
c0s’0 -+ 3icos 0sin® — 3coDsi’ O —isin°o

kifejezést kapjuk, amelynek valos része c@s/al, képzetes része pedig siv3
val egyenb:

cosP = cos$ 6 — 3coDsin’o
sin3 = 3co<€0sind — sin6. O
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Gyokvonas

TetsBlegesz = r'® £ 0 komplex és pozitiv egész szam esetén pontosaarab
Wo, W1, . .., Wn_1 Olyan komplex szam létezik, amelyakedik hatvanya éppen
Val6ban, hav = pe® az = re'® komplex szamm-edik gydke, akkor

w'=7z
masképpen:
pneinO( — reie_
Eszerint
p=r

azr szAm kozonséges (pozitimredik gyoke. Az argumentumokrol mindéssze
annyit allithatunk, hogy killénbséguk a2gész szamu tbbbszdrose:

na=0+2km, k=0,+1,+2...

Ebbdl:

a=-—+
n

azz = re'® komplex szamn-edik gyokei tehat:

8, 2T
n

Vrel® = J/r expi (2+k%”), k=0,+1,+2... (15)

Az a benyomasunk tamadhat, hogy — mikdEehetséges értékeinek szama
végtelen — végtelen sakedik gyok létezik. A (15) egyenletben azonban tétsz
, legesk esetén & és ak+ n egész szamoknak ugyanaz a megoldas felel meg, igy
z=rett k helyében darab egymas utan kévetkieggész szamot irva az 6sszes kiiloithoz
L 2m megoldast megkapjuk. A legcélszer(ibb altaldban a kovétkéasztas:

k=0,1,2,....n—1.

~<

Az re'® komplex szanm-edik gyokei tehat mind egy orig6 kézépponti kdrvo-
\ 0 9/ x  nalon helyezkednek el, a kor sugdya, azr szamn-edik (pozitiv) valés gyoke.

Az egyik n-edik gyok argumentuma = 8/n; a gydkok egyenletesen oszlanak

el e kdrvonalon, a szomszéedosak egy-egyrtnagysagu kdzépponti szoget ha-

N _/ 3 taroznak meg. Az F.8. &branza= re'® komplex szam, valamirt harom darab
<—|

Ws harmadik gyokének Argand-diagramja lathato.

5. PELDA Negyedik gyokok.
F.8. ABRA: A z=re'® komplex szam Adjuk meg a—16 négy negyedik gyokét.

harom harmadik gyoke.
Megoldas. Az F.9. dbra a—16 Argand-diagramjat mutatja. A16 ,polaris

y felbontasabant = 16 és = 1. A 16€™ szam egyik negyedik gyokes4. A
tobbit Ggy kapjuk meg, hogy az élsrgumentuméahoz egyszer, kétszer, illetve
WI/ \Wo

haromszor &/4 = 1/ 2-t adunk. Végeredményben azt kapjuk, hogy
7
/ 5 V/16exgmn= 2expi E’B_H,S_n’_n ,
4° 47 4° 4
fo azaz
™
2

213

=13

\

Wo = 2 [cosj—{ﬂsin%] =V2(1+1),

/ [ 3m 3]
Z\g\/ 3 w1_2_cos4 HisinZ| =V2(-1+1i),
Wy =2 cosE'antisinSTTT =V2(-1-i),

F.9. ABRA: A —16 négy negyedik . 7 711:
gyoke. W = 2|cos-~ +isin—- =V2(1-1).
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Az algebra alaptétele

Mit mondhatnank annak, aki igy érvel: szép és jo, most mar tydjagy van
v/—1is — de hol ér véget a szamkdad\itésének folyamata? Vajon (j szimbo-
lumot kell majd bevezetniink &—1, /—1 stb. szamokra is? A valasz: nem.
Mindkét szam kifejezhéta+ bi alaki komplex szamokkal. Mi t6bb, algebra
alaptételeszerint a komplex szamok kérében minden polinom-egyenlet megold-
hatd, és minden polinom lineéris faktorok szorzatara bonthato.

5. TETEL Az algebra alaptétele.
A komplex szamok korében minderedfokud (n > 1),

an? +an 12" 1+ .. +az+a,=0

alaku egyenletnek (amelynek, ay, . .., an—1, a, egyutthatdi komplex sza-
mok ésa, # 0) pontosam darab gytke van, amennyiben aeszeres
gyokoketm-szer szamoljuk.

A tétel bizonyitasat barmely, komplex analizissel foglalkéendkonyvben

megtalalhatjuk.

F.3. Feladatok
Miveletek komplex szamokkal

1. Szorzas. Hatarozzuk meg az(a,b) - (c,d) = (ac —
—bd, ad -+ bc) szamot.

@ (23)-(4-2)

(0) (2,-1)-(-23)

© (-1,-2-(21)
[A szamitogépek igy szoroznak 6ssze komplex szamokat.]

2. Oldjuk meg az egyenleteket €sy valés szamok).

(@) (3+4i)%2—2(x—iy) =x+iy

(b) <1+:>2+11+i

(x+iy
() (3=2)(x+iy)=2(x—2i)+2i—1

A komplex szamok geometriai
abrazolasa

3. Hogyan kaphatjuk meg geometriailag & x+ iy szambol

a kovetked szamokat? lllusztraljuk valaszunkat egy &braval.
@z (b) (=2 (€) —z (d) 1/z

4. lgazoljuk, hogy a komplex szamsikorzaész, pontok ta-
volsagaz; — z|.

Az 5-10. feladatokban abrazoljuk a megadott feltételnek megfe-
leld z= x+ iy pontokat.

5 @12=2 () [4<2 (o) [24>2

6. |z-1/=2 7. |z+1 =1

8. |z+1]=|z—-1 9. [z+i|=1]z—1
10. |z+1| > |7

A 11-14. feladatokban irjuk fel a megadott komplex szamokat
rei® alakban, ahot > 0 és—11< 6 < 1. Rajzoljunk Argand-
diagramot is.

www.interkonyv.hu

11. (1++/-3)? 12. %
14+iv3 . .
13. i3 14. (2+3i)((1-2i)

Hatvanyok eés gyokok

De Moivre tétele alapjan irjuk fel a megadott trigonometrikus
kifejezést sif és co® segitségével.
15. cos®h 16. sin40

17. Hatarozzuk meg 1 kdbgydkeit (harom van).
18.
19.
20.
21.
22.
23.
24.

Hatarozzuk meg négyzetgyokeit (kett van).

Hatérozzuk meg-8i harom kdbgyodkét.

irjuk fel 64 mind a hat hatodik gyokét.

Oldjuk meg a#* — 272+ 4 =0 egyenletet (4 megoldasa van).
Oldjuk meg &+ 223 4+ 2 = 0 egyenletet (6 megoldasa van).
Oldjuk meg az<* + 4x? + 16 = 0 egyenletet.

Oldjuk meg az* + 1 = 0 egyenletet.

Tovabbi példak és feladatok

25. Komplex szamok és sikbeli vektorok. Mutassuk meg,
hogy a komplex szamsikon két szam a paralelogrammaszaballyal
analég modon adhat6 dssze.
26. Konjugaltak és algebrai miveletek. lgazoljuk, hogy a
71 ész, komplex szamok konjugaltjainak 6sszege, szorzata, il-
letve hanyadosa rendre az 6sszeglk, szorzatuk, illetve hanyado-
suk konjugaltjaval egyedl
27. Konjugaltak és polinomok.
(a) Azeldz6 feladatot altalanositva igazoljuk, hogy teisz
leges valosy, . .., a, egyitthatoju

f(z) =an?"+a,12" 1 +.. . +az+ao

polinomfuiggvény ég komplex szam esetéf(z) = f(z).
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(b) lgazoljuk, hogy az (a) részben szei@pblinomfligg-
vényre f(z) = 0 valamelyz komplex szam esetén, akkor
fennall f(2) = 0 is. [Utmutatas:Legyenf(z) = u+iv =0,
ekkor u-nak ésv-nek egyarant nullanak kell lennie. Ezutan
hasznaljuk ki, hogyf (z) = f(z) = u—iv.]

28. Konjugdlas és abszolUtérték. lgazoljuk, hogy tetsile-
gesz komplex szam esetég| = |Z.

29. Hol helyezkedik el @ szam a komplex szamsikon, ha 2?

F.5.

30. Val@s és képzetes rész. Jeldlje Re, illetve Imzazkomp-

lex szam val@s, illetve képzetes részét. Igazoljuk, hogy az alabbi
Osszefliggések tetdlegesz, z3 ész komplex szamok esetén
fennéllnak.

(@) z+z=2Rez (b) z—z=2iImz
(&) |Rez <7
(b) |1zn+2)?= 2>+ 22>+ 2Re(z12)

(© |la+z| < |al+z

Algebrai, geometriai és trigonometriai 6sszefliggések

Algebra

Alapmiiveletek:

ac ac

a(b+c)=ab+ac, b d= bd’

§+E_ad+bc a/b_ad

b d bd ’ c/d b c
El6jelszabaly:

—a a a

—(-a=a b b

Nulla:

A nullaval valé osztast nem értelmezzik.

0
Haa#0, akkorazo, a®=1, 0®=o0.

TetsDlegesa szam eseténa-0=0-a= 0.

Hatvanyozas:

m

ama'=am",

amn’ am/n — \rya_m: (\rya)m

Amennyiben pedig # 0, Ggy

Binomidalis tétel:

n
(a+b)"=a"+na" b+

Specidlis esetek:

am m—n 0 —m 1
Py =a |, a=1 a = an
(n—1) 202

1.2
n(in—1)(n—2)

n—3p3 —1 n
123 a"b°+...+nab" " +b

(a+b)?=a’+2ab+ b
(a—b)? =a®—2ab+b?,

www.interkonyv.hu

(a+b)%=a°+3a%h+3ab? + b°,
(a—b)® =a®—3a?h+3ab? —b°.
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Azonos kitevdjll hatvanyok kilonbsége:
a'—b"=(a—b)(@ 1+ a"Z+a" 3’ + ... +ab 2+ b L),
Specialis esetek:

a’?—b?=(a—h)(a+bh),
a®— b= (a—b)(a®+ab+b?),
a*—b*=(a—h)(a®+a’b+ab’+bd).

Teljes négyzetté alakitas:

Haa # 0, akkor

ax2+bx+c:a<x2+gx)+c:
:a<x2+t—)x+b—2— bz)-i—c:
a  4a? 4a?
:a<x2+9x+b—2>+a<—b—2>+c:
a  4a? 432
=a <x2+9x+b—2>+<c—b—2> =
a  4a?
—_—— —
b 2 5 Vv
(X+2—a) .
—al?+v.

Masodfoku egyenlet megolddképlete:
Haax? + bx+c= 0 (ésa # 0), akkor
(— —PE b? — 4ac
N 2a '
Geometria

A teriletetA, a ©rfogatotV, az alap teriletéB, a keruleteC, a palast teriiletét,
illetve a felszintSjeldli.

Haromszog: Hasonl6 haromszogek: Pitagorasz tétele:

b
a
a’+ b =c?
Paralelogramma: Trapéz: Kor:

a
|
|
h
: A= 7Tr2,
! C=27r

b b

A=bh A:%(aJrh)h
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Ferde hasab és henger: Egyenes korhenger:

7
Al

/ V = Bh

Ferde kip és gula:

\
\
B
Egyenes korkup:

V= %Wr2h

S = 7rrs = a palast teriilete

Trigonometria

— 1

“ :

—————

V= 7r’h
S = 27rrh = Area of side

%

V= 3Bh

GOmb:

V=3ms = dmr?

Definiciok és alapved azonossagok:

. . y 1
szinusz: s ==-=——
zinusz i = =@
koszinusz: co$ = X_ i
r sed

Y 1
tamgens: tH=<=——
0 @ X ctgb
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Azonossagok:

sin(—8) = —sin®
cog—06) = cosh
sif@+cod =1
seéf =1+1g°0
cs@0 =1+ ctg®
sin20 = 2sinBcosh
cos® = cos 0 —sir’

020 — 1+cos®
2
sinzezil_czoSZB

sin(A+ B) = sinAcosB + cosAsinB
sin(A— B) = sinAcosB — cosAsinB
cogA+ B) = cosAcosB — sinAsinB
cogA— B) = cosAcosB + sinAsinB

tg(A+B) = %
tg(A-B) = %
sin(A— T—ZT) = —COsA
cos(A— T—ZT) = SinA
sin(A+ 1_21) = COsA
cos(A+ T—ZT) = —SinA

: . 1 1
sinAsinB = 5 co§A—B)— 5 co§A+B)
1 1
COSACOSB = 5 co§A—B)+ > co§A+B)

. 1. 1.
sinAcosB = > sin(A—B) + > sin(A+B)

. . 1 1
SinA+sinB = 25|n§(A+ B) cos; (A—B)

. . 1 1
SinA—sinB = ZCOSE (A+B) smé(A— B)

1 1
COsA+ cosB = 2cos§ (A+B) cos; (A—B)

1 -1
COSA—CcoSB = —25|n§(A+ B) smE(A— B)
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Trigonometrikus fliggvények:

Szbégmeérés radianban:
Fokokban Radianban
45
V2 ! V2 ]
45 90
1 1
30
2 V3
60 90

1 1
Két jellegzetesh&domszog szogei fo-
kokban és radianban.

y =sinx = cos x
e x T 0 L>x
v

Ertelmezési tartomany: (—oo, o)

(-1, 1]

I
g
— o

DI - —

Ertelmezési tartoméany: (—oe, o0)
Ertékkészlet: [-1,1] Ertékkészlet:

ML \U
i mﬁ%

Ertelmezési tartomany: Minden valds szam, Ertelmezési tartomany: x #+ ig, =5

y = secx

kivéve /2 paratlan szam tobbszorosei
Ertékkészlet: (—oo, o) Ertékkészlet: (=00, —17U I, )
y y
y =cscx y =cotx
] ] X
.m0 w ~f_mV0| 7w 3m2
2 2 2 2 2

Ertelmezési tartomany: x # O, +a, =247, ... Ertelmezési tartomany: x # 0, *ar, +27,...
(=00, =)

Ertékkészlet: (=00, 17U, ®)  Ertékkészlet:
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