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BIBLIOGRAFIAI MEGJEGYZESEK

Most bibliogrdfiai megjegyzések kovetkeznek, amelyekben kisérletet tesziink arra,
hogy a konyvben szerepl6 alapvetd fogalmak és eredmények torténetét nyomon kdves-
siik. Ezek a megjegyzések nem torekednek a teljességre, és gyakran nem az eredeti,
nehezen hozzéférhetd cikkekre hivatkoznak, hanem inkabb tankonyvekre, monografidk-
ra és Osszefoglald jellegfi cikkekre, amelyekben konnyebben megtaldlhatak a sziikséges
eredmények. Ennél b&vebb bibliogréfiai utaldsok és torténeti megjegyzések szerepelnek
példaul a [80], [52] mivekben.

A matematikai statisztika bizonyos alapfogalmai még a mlt szdzad elején sziilettek
meg, Laplace és Gauss nevével vannak ezek kapcsolatban. A miilt szdzad végén Pearson
munkdjival vette kezdetét ezen tudomdny egy intenziv fejlédési periédusa. Ezt A. Wald,
A. N. Kolmogorov, J. Neyman, R. A. Fisher munkdi alapoztdk meg. A Szovjetuniéban
a matematikai statisztika fejlédése mindenekel6tt A. N. Kolmogorov és N. V. Szmirnov
nevével van kapcsolatban.

1. Fejezet

2-4. A Glivenko-Cantelli-tételt 1933-ban igazoltdk (Glivenko nevéhez fiiz6dik a bizo-
nyitas folytonos eloszlds esetén, Cantelli nevéhez az altaldnos eset). '

Az 1.2.2. Tétel bizonyitdsa kozel dll a [54] 28. oldaldn szerepl§ bizonyitdshoz.
Ez specidlis esete annak az dltaldnosabb eljardsnak, amely a vizsgdlt halmazrendszer
,»végesen approximalhatésdgan” alapul. Ez az eljiras teljes alakjdban az I. Fiiggelékben
szerepel, ahol az 1.4.2. Tételt bizonyitottuk. Ettd] fiiggetlen, de hasonlé eljards szerepel
[38]-ban. Az iterdlt logaritmus tételt (1.4.3. Tétel) [45]-ben igazoltak.

6. Az nF;(t) eloszldsar6l sz616 1.6.1. Tétel és az 1.6.2. Tétel Feller konyvében sze-
repel. [28] 2. III. Fejezet 3. pont. A II. Fiiggelékben bizonyitott tételt, amely szerint
Vn(Ey(t) — F(t)) a Brown-hidhoz konvergdl, — 1.6.3. Tétel — Donsker [25] igazolta. Az

1.6.3. Tételnek a II. Fiiggelékben megadott bizonyitdsétdl kicsit eltérd igazolédsa taldlhat
Billingsley [5] konyvében.

7. A XZ(X ) statisztika hatareloszldsardl szo616 4llitdst, amely az 1.7.3. Példdban szerepel,
eldszor K. Pearson mutatta meg (ldsd [18] 454. oldal).

8. Az 1.8.2. Kovetkezmény dllitdsa Kolmogbrov tételét tartalmazza, az 1.8.3. Kovetkez-
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1
mény pedig Szmirnovét. Ez utébbi tételben a / [w® (t)]zdt statisztika eloszldsdnak alakja

0
is szerepel, amelyet mi a bonyolultsdga miatt nem szerepeltettiik (1dsd [71]).

10. Az ebben a pontban vizsgélt stirliségfliggvény-becsléseket Parsen [61] és Rosenblatt
[67] vezették be. Ezen problémakor eredményeinek attekintése és bibliografidja megta-
l4lhaté Rosenblatt [66] 6sszefoglalé jellegli munkdjaban és Csencov [20] kdnyvének 25.
pontjdban.

2. Fejezet

2. Misfajta paraméteres eloszldscsalddok vannak Wilks [77] konyvében. A rendezett
minta elemeinek eloszldsat tiizetesen vizsgalta B. V. Gnyedenko. Az eredmények tel-

jes lefrésat és ezen témakor kiterjedt bibliografidjat meg lehet taldlni H. A. David [24]
konyvében. . -

4. Torténelmileg a momentum-maodszer a becslések konstrudldsanak els§ szisztematikus
moédszere. K. Pearson javasolta 1884-ben.

5. A minimalis X2 tavolsdg médszerét R. Fisher javasolta 1922-ben.

6. A maximum likelihood mddszert specidlis esetekben még  Gauss alkalmazta. Mint
olyan dltaldnos mdédszert, amelynek segitségével becsléseket kaphatunk, 1912-ben R. Fis-
her javasolta egy rovidke feljegyzésében. Késbb, 1925-ben, a [32] klasszikus munkédban
maér a m.Lb. aszimptotikus tulajdonsigait vizsgélta. '

7., 8. A becsések dsszehasonlitdsdra javasolt eljardsok édltaldnosan elfogadottak. A 2.7.3.
Lemma bizonyitdsa [18]-b6l szdrmazik. A hatdsos becslés fogalmdt Fisher vezette be,
1922-ben, a [31] munkdban.

9., 10. A feltételes vérhat érték alapvetS jelent6ségii fogalmdt A. N. Kolmogorov ve-
zette be 1933-ban a [48] klasszikus munkdban. A feltételes eloszlds tulajdonségait rész-
letesen tanulmdnyozza [34], [27], [69].

11. A Bayes-féle eljarast még a mult szdzadban széles korben alkalmazta Laplace. Ezt
az eljardst Fisher részérdl kritika érte, és a jelen szdzad 20-as, 30-as éveiben a silypont a
hatdsos becslésekre €s az aszimptotikusan hatdsos becslésekre tevédott at. Ezutdn, annak
fiiggvényében, hogy egyre inkdbb sikeriilt aldtimasztani a Bayes-féle hozz44ll4s alapvets
szerepét, megint megndtt az érdekl6dés irdnta.

A minimax becslések fogalma a matematikai statisztikdba a jatékelméleti szemlé-
lettel egyiitt 1épett be — ezt Borel (1921) és J. Neyman (1928) fejlesztették ki. A 2.11.1-
2.11.3. Tételt Hodges és Lehmann [39] igazoltak.

12. Az elégséges statisztika alapvetd fogalmdt R. Fisher [31] vezette be 1922-ben. R.
Fisher [31] és késébb J. Neyman taldlt olyan egyszeri feltételeket, amelyek biztositjdk
elégséges statisztika 16tezését, és amelyek alapjdn meg lehet taldlni az alakjukat. Ezt a
feltételt hivjdk Neyman-Fisher-féle faktorizdci6s tételnek — a 2.12.1. Tételben mutattuk
ezt be. A Neyman-Fisher tétel szigord, halmazelméleti bizonyitdsat csak 1949-ben adta
meg Halmos és Savage [37].
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13. Az elégséges o-algebra fogalma tdgabb, mint az elégséges statisztikdé. E két fogalom
egybeesésének sziikséges és elégséges feltételeit tartalmazza [80]. Az elégséges particié
konstrukcidja és a 2.13.1. Tétel Lehmann és Scheffé [51] munkdjéval van Osszefiiggés-
ben, amely a minimélis elégséges statisztikdk 1étezésének feltételeivel és megszerkeszté-
sével foglalkozik. Ezen cikk rovid tartalmat meg lehet taldlni [80]-ban. A 2.13.2. Tétel
bizonyitésa I. Sz. Boriszov nevéhez f(izédik.

14. A 2.14.1. Tételt egymastdl fiiggetleniil bizonyitotta Blackwell [7] (1947), Rao [65]
(1945) [63] (1949) és Kolmogorov [47] (1950). A 2.14.3. Tétel Rao [63] (1949) és
Blackwell [7] (1947) nevéhez f(iz6dik.

15. Exponencidlis eloszldcsalddr6l mar Fisher tett emlitést, [31]. Ezen eloszldscsaldd el-
méleti jelentGségét a 30-as években ismerték fel — Pittmann, Koopman, Darmois. Az
exponencidlis eloszldscsalddot néha ez utébbiak nevével térsijak. A 2.15.2. Tételt Leh-
mann bizonyitotta. ([52] 183. oldal)

16., 17. A Cramer-Rao-egyenlStlenséget informdacids egyenlStlenségnek is szoktdk ne-
vezni. Lényegében Fisher nevéhez fliz6dik [32], habdr a most levezetett alakjdban Fre-
chet [33] (1943), Rao [64] (1945), Cramer [17] (1946) fedezték fel, egymastdl fiiggetle-
niil.

Az egyenlbtlenség teljesiilését megvalsitd regularitdsi regularitasi feltételeket a ma-
tematikai statisztikai kézikonyvek nem mindig tartalmazzdk egészen pontosan. Azokr6l
a feltételekrSl van sz6, amelyek lehet6vé teszik, hogy a paraméter szerinti derivéldst az
integraljel alatt elvégezhessiik. Ennek bizonyitdsa gyakorta problematikus (ldsd pl. [80]),
vagy teljesen hidnyzik (pl. [72]-ben). Szdmos esetben feltételként mondjdk ki [72], ezt

azonban a gyakorlati feladat sordn igen kényelmetleniil lehet csak ellenGrizni.

A konyvben targyalt regularitdsi feltételek egyszeriiek, habar nem a legaltaldnosab-
bak (ldsd [43]). A VI. Fiiggelékben bizonyitottuk, hogy ezen feltételek mellett be lehet
derivélni az integréljel ald. A gondolatmenet A. I. Szahanyenko eredményeire épiil.

2z oz

A Cramer—Rao-egyenltlenség kiilonb6zd dltaldnositdsait illetSen 14sd [80], [20].
Az informécié fogalmét [32]-ben vezették be (Fisher). A 2.16.1A és 2.17.1. Tételek
bizonyitdsa sordn a [80], [43] konyvek szerint haladtunk.

18., 19. Az invariancia fogalmédnak felhaszndldsa Hotellinghez és Pitmanhez f{iz6dik.
Az elmélet kidolgozédsdhoz jelentSsen hozzdjdrult S. Stein. A 2.18.1. Tétel 4llitdsdnak
lényege Pitman munkdja. A bizonyitdsa sordn a [80], [43] munkdkban levd felépitést
hasznéltuk fel. A Pitman-becslés minimax tulajdonsdgét Girschik és Savage bizonyitot-
tak.

20. Ezen pont eredményeit el8szor a szerz6 és A. 1. Szahanyenko vezették le [13] Ele-
sebb feltételek mellett fennallé egyenlGtlenségeket lehet taldlni a [36], [19] munkédkban.

21. A Kullback-Leibler-féle tdvolsdgot a paraméteres esetben Kullback-Leibler-féle in-
forméci6s fiiggvénynek is nevezik. Ugyanehhez a tdvolsdgfogalomhoz jutott el, t6liikk
fiiggetleniil I. N. Szanov, amikor a tapasztalati eloszlds nagy eltéréseinek valGszintiségét
frta le. Az otlet, hogy a Hellinger-tdvolsdgot széles korben fel lehet haszndlni a likeli-
hoodhdnyados tulajdonsdgainak vizsgélatdra, Ibragimov és Haszminszkij [43] konyvébol
szdrmazik. Ezen konyv eredményeire tdmaszkodik a 23. pont alapvet§ tételeinek bizo-
nyitdsa. A 2.21.3. Tétel bizonyitdsat A. I. Szahanyenko lényegesen leegyszer(siteite.
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22. A 2.22.1. Tételt Chapman és Robbins igazoltdk 1951-ben [16], és Kiefer 1952-ben
[46].

23-25. Azon el6addsok anyaga szerepel itt, amelyeket Ibragimov és Haszminszkij [43]
konyvének megjelenése utdn nagyban tokéletesitettiink. Az alapvetd tovabbfejleszés a

Hellinger-tdvolsdg szisztematikus felhaszndldsdval van kapcsolatban — az EgZ 1/ 2(w)
mennyiséget becsiiltiik segitségével. A. I. Szahanyenko javasolta / Eg|(Z3/ Yw)|du -
felhaszndldsdt a sup Z(u) megbecslésére (2.23.1., 2.23.2. Tétel). A m.1.b. aszimptotikus

u
normalitdsat és aszimptotikus hatdsossdgat még Fisher [32] igazolta. Egészen dltaldnos
feltételek mellett bizonyitja a m.L.b. aszimptotikus normalitdsat a [43] konyv.

.z

Az aposzteriori sfirliségfiiggvény (vagy a likelihood-hdnyados) aszimptotikus nor-
malitdsdt S. N. Berstein mutatta ki 1927-ben. A 2.25.4. Tétel bizonyitdsa Bahadur mive
[2]. A m.Lb. aszimptotikus minimax és Bayes-tulajdonsdga konnyen megkaphaté a 2.20
pont eredményei alapjan. A m.L.b. aszimptotikus Bayes-tulajdonsdgét kordbban csak az

7 2

apriori eloszlds stirtiségfiiggvényére vonatkoz6 jéval erdsebb feltételek mellett igazoltak.

A 2.24.1., 2.24.2. Tételek bizonyitdsdt A. I. Szahanyenko javaslatai alapjan tokéle-
tesitettiik.

72

26. A fiiggvények sz€lsGértékének megkeresésére vonatkozé Newton—Ralston-féle nu-
merikus médszer egyik valtozatit tirgyaljuk itt. Ennek részletesebb targyaldsat 14sd [80]-
ban. A 3. Példa Rao [63] konyvébdl szarmazik.

27. A m.Lb. konzisztencidjadnak vizsgdlata a 30-as, 40-es években kezdddott el Doob
[26], Wald [74], Wolfowitz [79] és Cramer [18] munkdival. A [74]-ben a konzisztencidt
biztosité alapvet§ feltételek kozott szerepel (az (Ay), (Ac), (Ap) feltételek mellett) az is,
hogy az fi(x) fiiggvény a Dg osztlyba tartozik, és hogy véges az

/ In fA@) fo(@)u(da)

integral. A [43] monogréfidban olyan feltételek mellett igazoljdk a konzisztencidt, ame-
lyek a

2
[ w0 (Vi@ - Vii@) utdr) =0, ha a0,

ju|<A
konvergencidt hasznédljadk. A 27.1., 27.2. Tételek és ezek Kovetkezményei ennél 4lta-
l4dnosabbak. A bizonyitds médszere [74]-hez 4ll kozel. Az (Ag) és a 2.27.2. feltétel
elegend@ségét A. I. Szahanyenko jegyezte meg.

28., 29. Lisd a 23-27. pontok kommentérjait. A 2.28.1. Példa Wan der Waerden [72]
konyvébdl szdrmazik. Az els6 vdltozathoz képest A. I. Szahanyenko megjegyzései alap-
jan tokéletesithettiik az egyes pontok tartalmat (példaul hozzatettik még a 2.29.5. Tételt). 1

Ezen viltoztatasok alapjdn egyszer(isiteni lehetett a 3. Fejezet 13—15. pontjainak az anya- |
gat. ;

|
30 A szekvencidlis becslésekrl részletesebben pl. [80]-ban lehet olvasni. \

31., 32. Az els6 konfidencia-intervallummokkal Laplace-nal taldlkozhattunk. Még 1812-
ben megmutatta, hogy p-re vonatkozéan meg lehet forditani a p valdszintiség és a megfi-
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gyelt gyakorisdg eltérésének mértékére vonatkozé éllitdst, és igy a p valészintiség lehet-
séges ért€keire kapunk intervallumot. A konfidencia-intervallumok helyes értelmezését
(nem véletlen paraméter esetén) 1927-ben adta meg Wilson.

Val6s paraméter esetén pontos konfidencia-intervallumok szerkesztésére 1930-ban
Fisher [30] javasolt egy dltaldnos mddszert. A konfidencia-intervallumok 4ltaldnos el-
méletét Neyman fejlesztette ki 1937-38-ban, és rdmutatott a hipotézis-viszgalattal val6
Osszefliggésére. A kérdéskor egészen dltaldnos modern elméletét Lehmann [52] konyvé-
ben lehet megtaldlni. Ezt hasznaltuk fel a 3.7. pontban.

A 2.32.1. Tétel és a 2.32.2. Tétel Fisher miive.

3. Fejezet

A statisztikus prébdk els6 ©ndll6 alkalmazdsdval Laplace-nél taldlkozhatunk (18.
szdzad vége). A probak szisztematikus felhasznéldsa a hipotézisvizsgdlatban K. Pearson
munkdjdval kezd6dik — 6 javasolta 1900-ban a x2 probit. Az els§ és mésodfaji hiba
alapvetd fogalmat Neyman és Pearson vezette be 1928-ban — [58]. Ugyanezek a szerzék
vették észre el8szor az ellenhipotézis szerepét a probak értelmes megvalasztdsdban. Ney-
man €s Pearson [57] 6sszegzd jellegti munkdjukban fejlesztették ki az e.l.e.p.-k elméletét.

A hipotézisvizsgdlat elméletének szisztematikus térgyaldsa szerepel Lehmann [52]
konyvében.

1-3. A Neyman—Pearson-féle alaplemmat [57]-ben igazoltdk. A 3.1.1., 3.1.2. Tételeket
Blackwell és Girschik [6] konyvében is meg lehet taldlni. A 3.2.1 Tételt Lehmann [52]
konyve is tartalmazza. A nagy eltérésekrél sz616 3.3.1. Tétel Cramer nevéhez fiizdik
(lasd [11]). Bahadur vezette be a probdk hatdsossdgdnak fogalmit, amelynek alapjit a
prébdk minSségének a nagy eltérések valdszintiségeivel kapcsolatos becslések képezik.
Ezen irdny kutatdsi eredményeinek osszefoglaldsa megtaldlhaté [3]-ban.

A hatdsos 0sszetev6 szerepét mar Fisher észrevette 1925-ben [32]. A kés&bbiekben
a kozeli hipotéziseken alapul6é megkozelitési mdd intenziven fejlédostt — LeCam, Roussas,
Csibiszov (lasd a 3.14., 3.15 pontok komentdrjait).

4. A statisztikai probdk itt targyalt fogalma dltaldnosan elfogadott. (Lasd [18], [52].). Az
e.l.e.p. fogalmit Neyman és Pearson vezette be [57]. A Bayes-féle megkozelitést még
Laplace hasznélta a 19. szdzadban.

5-8. Ezen pontok alaperedményei Lehmann [52] konyvébdl valk. A térgyaldsmédjuk
is hasonl6 ehhez a kdnyvhoz, azonban annyiban eltér attél, hogy itt Bayes-féle megkoze-
lités az alap, és nem az &ltaldnositott Neyman—Pearson-féle lemma (3.5.2. Lemma, 14sd
még [52]). Ez egyszeriibbé és kerekebbé teszi a felépitését. A konfidencia-tartoméanyok
bevezetését illetden 14sd a 2.31., 3.32. pontok kommentérjait.

Pl. Grenander [35] konyvében meg lehet taldlni, hogyan vihetSek 4t az alaperedmé-
nyek sztochasztikus folyamatokra.

9. A 3.9.1. Tétel Hodges és Lehmann tétele [39].

10. A likelihoodhdnyadosnak a matematikai statisztikdban betoltott alapvetS szerepére
mdr Neyman és Pearson ramutatott [58], [57]. A Lh.p.-val kiterjedt irodalom foglalkozik.
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Ezen préba ilyen vagy olyan tulajdonségi aszimptotikus optimalitdsdnak bizonyitdsdra
iranyulé kisérletek vannak a [1], [74], [60], [77], [40] munkdkban.

11. A szekvencialis analizis elméletének kifejldéséhez nagyban hozzdjarult Wald [73].
A £6 eredmények legtomorebb dsszefoglaldsa — amelyet a jelen kdnyvben is kovettiink —
[52]-ben taldlhat6 meg.

12. A Kolmogorov és a w? préba levezetését illetGen ldsd az 1.8. pontot és a hozzaflizott
kommentart. A Kolmogorov-préba bizonyos médositdsait illetSen, melyek az elérhetd
legnagyobb erét biztositjak — 1dsd [15]. A Moran-féle prébat [S5]-ben javasoltdk. Ennek
erejét kozeli hipotézisek esetén [76] és [22] tanulmédnyozza.

13. A Lh.p. aszimptotikus Bayes-tulajdonsdgdt a szerz§ igazolta, [9]. A likelihood-
hényados préba nullhipotézis melletti hatéreloszldsdr6l sz616 eredmények Wilks [78] és

. 'Wald [75] nevéhez fiiz6dnek (ldsd még Wilks [77] konyvét). Az dsszetett hipotézisnek
az dtlagolt hipotézissel val6 felcserélésének Gtletét Wald hasznélta. A Bayes-féle probak
aszimptotikus alakjdt [53] tartalmazza. Ldsd még a 28., 29. pontok kommentdrjait a 2.
Fejezetbol.

14., 15. Az aszimptotikusan optimélis prébdk megszerkesztésével kapcsolatos alap&tle-
tek — kozeli hipotézisek esetén — Wald [75], LeCam, Roussas (ldsd Roussas [68] konyve)
és Csibiszov [21] munkéiban lelhetSek fel. Az alapvet§ eredményeknek a végtelen di-
menzi6s paraméter esetére (sztochasztikus folyamatokra) val6 dtvételének lehetGségeivel
kapcsolatban lasd [14]. A 14, 15. pontok felépitése az idézett munkdkkal csak halva-
nyan fiigg 6ssze. Wald [75] munkdjdban szerepel az az eljdrds amelynek segitségével az
alapvet§ feladattipusokra vonatkozé optimdlis prébdk megszerkesztése sordn a kiindul6 .
A feladatot a normalis eloszldsra vonatkozé B feladatra lehet redukélni - miként a 14.
pontban vizsgdltuk. A 21n R;(X) statisztika Hy hipotézis melletti eloszldséra vonatkozd
3.15.4 Tétel 4llitdsat meg lehet taldlni [77]-ben. Ldsd még a 2. Fejezet 28., 29. pontjaihoz
fizott kommentart.

16.,17. A Xz prébét K. Pearson javasolta, 1900-ban. Ennek kiterjedt irodalma van (lasd
pl. Lancaster [50] specidlis monogréfidjat). A kiilonféle optimalitési tulajdonsdgok vizs-
gélatdra vonatkozéan ldsd [75], [60], [77], [40] és még mdsok. A [10], [23] miivekben
pl. megtaldlhat6, hogy a csoportok szdmdnak novelésével hogyan véltozik a x2 préba
ereje. A 3.16.1., 3.17.2. Példdk Cramer [18] konyvébsl szarmaznak, a 3.17.1. Példa Rao
[63] konyvébdl.

18. Nehéz nyomon kovetni, hogy a statisztikus dontések stabilitdsédnak tanulményozésa
mikor kezd6dott el. A legutébbi kutatdsok alapjit Tukey, Hodges €s Lehmann munkdi
jelentik. Ezen irdny é4tfogé Osszefoglaldsa szerepel Huber [42] konyvében.

Az I-IV. tablazatok 6sszehasonlitdsdndl Bolsev és Szmirnov konyvét haszndltuk.
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