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A. figgelék
Laplace-transzformacio es alkalmazasai

Tételezzik fel hogy af (t),t € [0,) egy olyanfliggvény, amely az alabbi
tulajdonsagokkal rendelkezik:

/]f(t)\dt<oo, IAAER, M wf(t)AS =0,
0

Jeldlje £ azt az integral transzformaciot , amely &) fliggvényhez egy
F(s),se C fuggvényt rendel, azaz : f(t) — F(s),ahol

F(s) = / f(t)esidt, seC. (A1)
0

Az F(s) komplex véltozds fuggvény pozitiv valos, azais) =F(s).
A Laplace-transzformacié inverzét a kovetkkgpp definialjuk ;271 :
F(s)— f(t),
O+ico
f(t) = %T / F(s)€'ds, tc[0,0). (A.2)
O—ico
A (A.1) és (A.2) osszefliggésekkel definialt transzforméacidépapiace-
ésinverz Laplace-transzformaciénak nevezzik, ésLd4 (t)} = F(s), il-
letve L~1{F(s)} = f(t) szimbolumokkal jeldljuk.
A Laplace-transzformacié lineéris, azabitdggvéenyek lineéris kombina-
cidjat Laplace-transzformaltjaik linearis kombinaciéjaba képezi le. Legyen
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256  A.Laplace-transzformacio és alkalmazasai

ap,02 € R, ekkor

L{f1()} = Fa(s), L{f2(t) } = Fa(s) = L{azfu(t) +- a2 fa(t) } =
= CX]_F]_(S) +G2F2(S).
Tovabbi fontos tulajdonsagok, amelyeket a linearis alland6 egyitthatds

differencidlegyenletek megoldasanal (az LTI-rendszerébetl viselkedé-
sének analizisében) hasznalunk fel, a kbvdikez

1. Egy f(t) fuggvény id szerinti derivaltjatLaplace-transzformaltjs-el
val6 szorzatdba képezi Ie.f;{% f(t)} =sF(s)— f(o).

2. Egy f(t) fuggvény id szerinti integréljéLapIace-transzforméltj%-eI
val6 szorzataba képezi Ie{;{g f(t)dt} = %F(s).

3. Az f(t) ésg(t) fuggvények konvolucidjdtaplace-transzformaltjuk szor-
zataba képezi le:

00

L{/g(t _ ) f(t)dt} = G(s)F(s).

0
Az aladbbiakban néhany példak mutatunkaplace-transzformacié koz-

vetlen kiszamitasara.

A.14. PELDA. Legyen ft) = &(t) a Dirac-deltafiggvény. Ekkor

00

L{8(t) = / S(t)e St — e o = 1.
0

A.15. PELDA. Legyen ft) = 1(t) az egységugras figgvény. Ekkor

est} o efst efst
0

L{1t)} = /me—Stdt: [
0

A.16.PELDA. Legyen ft) =€*. A Laplace-transzformalt:

L{eat(t)}:/eate*Stdt:/e*(S*a)tdt: [e ] -

—(s—a s—a
/ / (s—a) |,
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A. Laplace-transzformacio és alkalmazasai 257

A.17.PELDA. Vizsgaljuk a ft) = &“! fiiggvényt.

L{e¥) = / e sldt = / e congy— | €7

—(s—iw)
0 0 0
S+iw S ()

“Zr R iR ' w2

A.18. PELDA. A derivalasra vonatkozé szabalyok alkalmazasaval kapjuk az
alabbi fuggvények Laplace-transzformaltjait:

Legyen ft) =t1(t) az egységsebességugras-fuggveény. (Hp=Ft,t > 0,
akkor & =1,t >0, és mivelL{ & f(t)} = sF(s)— f(0), f(0—) =0, kdvet-
kezik, hogyt = s£{t1(t)}, amib6l kapjuk, hogy

1
S—iw

= L{coxwt} +iL{sinui}.

L{tL)} = é

Hasonloképgkapjuk,hogy
L{t?1(t)} = é
Altalabanpedig
n!

Eltolasi tételek

Legyen

F(s) :/ f(t)eS'dt, seC Re{s}>a.
0
Legyena e C, amelyre Re{s-a} > a. Ekkor

F(s—a) f(t)e (S dt

O ~—— 5 ©~——3

f(t)e Ste?dt = L{e™f(1)}.

Ez azt jelenti, hogy ha egf/(t) fliggvényte*-vel szorzunk, akkor aaplace-
transzformaltjara-val valo eltolast kell elvégezni.
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258 A Laplace-transzformacio és alkalmazasai

A.19.PELDA. Vizsgéljuk a ft) = 1(t — 1) fuggvény Laplace-transzformalt-

jat:
L{11t)} = /ooe—Stdt = [e_:r = t'ﬂle_: —lmi: _les
T
A.20.PELDA.
L{e " cosut} = [ e Me tcoswtdt = /00 e“teStéwzwdt

0

1
2

O —— 5 °——3

e—(a+s—iw)tdt_|_/;e—(a+s+iw)tdt
0

1o (ots—iot 1o (a+stiwt
_ 2 2
| —(0+s—iw) o | (atstio) |
3 3 s+a

cx+s—i(o+cx+s+i(o: (s+0a)2+w?
Ha egy f(t) fuggvényen végzunk eltolast azdigngely mentért id6-

vel jobbra, akkor hasonl6an belathat6, hagyplace-transzformaltjat az s
fuggvénnyel kell szorozni:

L{f(t—1)} = e F(s).

Kezdetiérték- és végértéktételek

Belathato, hogy az it és operatorfliggvényektartomanybeli kezdeti és Un.
végertékei kozott fennallnak az alabbi 6sszefliggések:

lim f(t) = limsF(s),

t—o0 s—0
lim f(t) = lim sF(s
lim f (t) = lim SF(s)

Ezek a tételek igen hasznosal_aplace—inverzlLaplace-transzformaciok
szamitasanal az eredmények eflerése szempontjabal.
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A. Laplace-transzformacio és alkalmazasai 259

Az inverz Laplace-transzformacio kiszamitasa

Az inverz Laplace-transzformaciot az alabbi improprius integrallal definial-
tuk:

1 O+ico
t
(=5 / F(s)é'ds, te[0,m).
O—loo
Legyenek a# (s) figgvénynek egyszeres polusat:= {pi,...,pn}, €s le-
gyeno > Re{p;},i =1,...,n. Ekkor a fenti improprius integrélt helyettesit-
hetjuk egy olyan zart gorbe menti integrallal, amelyet a képzetes tengellyel
parhuzamos, attél bal@tavolsagra halad6 egyenes és &sugaru félkor
alkot. AzF(s) p6lusai ezen a zart gorbén belll helyezkednek el. Belathatd,
hogy aze™ fuggvény polusai mind a jobb félsikra esnek. Ras o, akkor
az integralt az un. rezidumtétellel szamithatjuk ki:

n

f=73 Reg,F(s)€'=§ lim (s— pi)F(s)et.

= S—h
pic? i=
Ha azF (s) raciondlis tortfiggvény, azaz
b(s) MNili(s—2)
a(s) MNiLy(s—pi)’

aholZz={z,...,zn} a zérusok® = {px,..., pn} pedig a pélusok, akkor az
el6z6 6sszefliggés alapjan

F(s)=

)= S lim(s— pIF(S)et = 3 lim 2 e
L s—p Lo s—p Al
= S =y
aholaz s)
v als
M= s p

hatarértékaz a(s) polinom derivaltja az = p; helyen. Ezzel megkaptuk
az un. kifejtési tételt, amely szerint egyszeres pdlusokré& e fliggvény
inverz Laplace-transzformaltja :

b(s)
a’ S)

t‘kpw

f(t)=L7HF(s)}= 21

ahold(s) aza(s)polinoms szerinti derivaltja.
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260 A Laplace-transzformacio és alkalmazasai

A.21.PELDA. Legyen Fs) :é. Az F(s)polusa p=a, b(s) =1, a(s)
a(s) =1. Akifejtési tétellel:

s—a,
f(t) :Ler;‘eSt:ea‘.

Az inverz Laplace-transzformalt kiszamitasa parcidlis tortekre bontas-

sal
Egyszeres polusok eseténfazs) fliggvényt parcidlis tortekre bonthatjuk:

- R

F(S)Z;S_ o

aholR;i =1,...,nazF(s)rezidumai ap;,i = 1,...,n helyeken. Ekkor az
inverz Laplace-transzformalt egyszer(i 6sszeg alakban irhato:

n . R| n .
ft)= lim(s— pj el = § Ret.
(t) 2 SHpi( P o i;R
A22.PELDA. F(s) =22, f(t)=>5e2
st3 f(t)=3e'+3e™

A.23. PELDA. F(s) = (CICEL
. 3
A.24.PELDA. F(8) = oy oios)

o : s+3 t
fO=_m S+ 1-8) 5 v 1750

, : s+3 "
LI P ] g =ty

— 0.2t (e75 — &) 4 0.5t (% + e 51)
= 0.4e 'sin(%) + e 'cos(%).
A gyakran hasznaltaplace-transzformacios 6sszefliggések az A.1. tab-

lazatban talalhatok.
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A. Laplace-transzformacio és alkalmazasai 261

A.l.tablazat. GyakranhasznalLaplace-transzformacids dsszefiiggések

Laplace-transzformalt.(s) ld6fuggvély, f(t),t € [0,0)
1 3(t)
e st 3(t—1)
1 1t
3 v
s 1
Gl 1)1
b (n 11)'
Vs VTt
1 _
sta e
1 1 t
l+SBS 35('[) - @e b
1 tefﬂt
(s+ay
s(sOiLot) 11_ elat .
a
s(sl—ot) N —a T Eea
—at _ ~—pt
&7 1;3_7(13 a_eP )t
—
s(s+af aZ ?(1—’—?;)6
—at —[t
Saw —0 0—Q —B —
Ta)(siP) B=w€ tap€
—at
(SEG 1(1 _lat)e la t
—a
S(st+a) oz Talt g€
1 1 ;te—ﬂt _ ie—ut
S(SIG)Z 1 o’ Coa utz 1 t
TP az®  Tpat® Tt <F‘B—“>Ze
s —at | O _ta—at —pt
SraPEi A
S(E+a)(5+B) aap® " B(%;d)e T @
1 e e e
(s+a)(s+B)(s+Y) B-a)(y—a) " (y-a)(a—B) + (a—y)(B-y)
SHA (A-aje ™, (A-peP | (A-ye
(s+a)(s+B)(s+y) B-a)(y—a) " (y—a)(a=B) " (a=y)(B-y)
1 1.
Szth asmu)t
e ) cosut
S<§Tw2) 1@(1—09@0
32(s2fw2) @1(01 ? sinut)
ot
Sigr e
—Q
(s+02+u? e " cosu
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B. figgelék
Fourier-transzformacio és alkalmazasai

Tételezzik fel, hogy ak(t),t € [0,) olyan figgvéwy, amely mind abszolut,
mind négyzetesen integralhato:

/|f(t)|dt<oo, /|f(t)yzdt<oo.
0 0

Ekkor azt azf integraltranszforméciot, amely &Zt) figgvényhez egy
F(iw), w € R fliggvényt rendeli, azaZ : f(t) — F(iw), ahol

F(iw) = / fe®dt, weR,
0

Fourier-transzformacionak nevezziik. &€iw) komplex valtozos fliggvény
pozitiv valos, azaF (iw) = F(—iw).

Az inverz Fourier-transzforméaciot a kovetkéképp definialjuk: 1 :
F(iw) — f(t),

f(t) :ln/F(iw)ei“tdw, t €[0,).

—00

Az id6fuggvények édrourier-transzformaltjaik kdzott @Parsevaitétel (a
szakirodalombaPRlanchereltételként is szerepel) teremt kapcsolatot, amely
kimondja, hogy ha d(t),g(t) flggvényeknek létezikourier-transzformalt-
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264  B.Fourier-transzformacio és alkalmazéasai

juk, akkor
/Omf(t)g(t)dt:Zln/F(iw)G(—iw)dw.

Ebkdl a tételdl kdvetkezik, hogy
/w|f(t)2dt—l/wF(iu))F(—ico)dw
0 21 ’

ami azt fejezi ki, hogy & Fourier- és az¥ ~! inverzFourier-transzformacio
kolcsondsen egyértelm megfeleltetést hoz létre a fenti tulajdonsagu fliggve-
nyek tere és a komplex véaltozés fiiggvények tere kozott.

A rendszer- és irdnyitadselméletben azt mondjuk, hogpurier-transz-
formacidval attériink az @tartomanybdl a frekvenciatartomanyba, mivel az
w valtozo fizikai értelmezése aa= 21tf [rad] kdrfrekvencia.

A Fourier transzformacioval kapcsolatos ismeretanyag tovabliidsé-
hez javasoljuk a [62] tankdnyv feldolgozasat.

1 Azon fiiggvények terét, amelyekre

L foRa=] £ < e,

L Lebesque-térnek, dzf || -, szamot pedig af fliggvény norméajanak nevezzik. Komplex
valtozos fliggvények esetén azon fiiggvények terét, amelyekre

[ IF (i) oo F [l 55<

Hardy-térnek, d| F ||;, szamot pedig a¥ fuggvény normajanak nevezzuk. Pourier-
transzformacio izomorfia a két tér kozottParsevaitétel pedig azt mondja ki, hogy

I 1l2=1F s -
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C. fuggelék
Matrixszamitas éslinearis algebra

Avi,...,Vh, V; € R,Vi szamokbohlkotott alabbi formaban ésszerendezett
szamn-eseket:
V= |vi,..., V]

sorvektoroknak, & oszlopba rendezett elemeket oszlopvektoroknak nevez-
zUk, jelolésikv € R x --- x R =R".
A v,w € R" vektorok kozott értelmezziik az Un. skalarszorzast:

n
viw= Zlviwi,
i=

aminek geometriai jelentésevavektor vetiilete av vektorra, azaa™w =
|v||w|cosa, ahol|v|,|w| a vektorok abszollt értéke, azpedig a kozottik
lévd szbg.

Az api,...,anm, aj € RYi, j szamokat egyn x n méreti tablazatba ren-
dezve egyA € R™"matrixot kapunk:

ai; ... ain

a1 ... agn
A pu—

3mi ... @mn

Egy A matrix AT transzponaltjat gy kapjuk meg, hogy felcseréljiik a sorait
és az oszlopait.
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266  C.Matrixszamitas és linearis algebra

Matrixok k6zotti miveletekre vonatkozd szabalyok:

= Osszeadas, kivonas. LegyenakB ¢ R"™™ azonos méret(i matrixok.
EkkorC = A+ B =B+ A és aC 6sszeg matrixelemei a megféahatrix
elemek 6sszegével (kiilénbségével) azonosak.

m Szorzas (nem kommutativ). Legyerdek R™™ B e R™*P matrixok.
A szorzatméatrdC = ABe R"*P, elemeicij = 3", & by}, azaz aij elem
azA matrix i-edik soranak ésBmatrix j-edik oszlopanak skalarszorzata.

m  Matrixinvertalas, determinans:
Az A € R™" matrix A~1 inverzét az

AAL=ATIA=
azonossaggal definialjuk, az ennek elegeb ieverz pedig

4, adA
Al=""0
detA’

ahol detA az A matrix determinansa, az aéljpedig az adjungéltja. Az
adjungalt métrixot Ugy képezziik, hogy minden eleméhez hozzarendeljik
a neki megfeld elbjeles aldeterminanst.

Lathatd, hogy az inverz akkor létezik, ha a matrix determinansa nem zé-
rus. Az olyan métrixokat, amelyeknek nem zérus a determindnsa, nemszin-
gularis matrixoknak nevezzik.

C.25. PELDA. Ha A€ R2*2 azaz2 x 2-es méret(i matrix esetén

detA = ajjaz — a0y,

adjA — [ azo —312}
—az1 au1.

C.26. PELDA. Lineéris egyetletrendszerek megoldasa ha A nemszingularis
Ax=0=x=0, Ax=b=x=A"1b

Matrixok sajatértékei és sajatvektorai

Belathatd, hogy a dBtl — A] egy n-edfokd polinom. A det]A-A] =0
egyenlet gyokeit aA matrix sajatértékeinek nevezzik. Az algebra alapté-
tele szerint ennek a polinomnalszamu (altalaban valos és komplex) gytke
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C. Matrixszamitas és linearis algebra 267

van,amiketA; € C,i=1,...,njelélunk. A[Ajl —A]vy =0,i=1,...,negyen-
letben av; vektorokat azA matrix A; sajatértékéhez tartoz6 sajatvektoranak
nevezzuk.

C.27. PELDA. Hatarozzuk meg az

0 00O
A=11 0 2
01 1
matrix sajatértékeit és sajatvektorait. A matrixnak harom sajatértéke van,
mivel
A O 0
det(Al—A) =det|-1 A -2 | =AA-2)A+1)=0
0 -1 A-1

alapjan: A1 = 2, Ao, = —1, A3 = 0. A harom sajatértékhez tartoz6 sajatvek-
torokat az
(A—=Al)v=0

egyenlet alapjan hatarozzuk meg.AQsajatértékhez tartoz, \sajatvektor
szamitasa a kovetkezb:

-2 0 0 V11
(A—)\ll)V]_ = 1 -2 2 Vi2| =
0 1 -1 V13

.
=[-2vi1 Vvi1—2vio+ 2wz Vip— Vi3]

A [—2V11 V11— 2Vio+ 2Vi3 V12—V13] = [O 0 0] métrixegyenlet meg-
oldasa: M1 =0, vio = a és 3 = a tetszdlegewm-val. A vi-hez tartozo
egyik sajatvektor a kovetkezdy ¥ [0 1 1]T. A masik két sajatérték-
hez is kiszamithatjuk a sajatvektorokat. Ah¥z tartozé egyik sajatvek-
tor: v = [0 -2 1]T. A »-hoz tartoz6 egyik sajatvektor a kovetkez6:

vi=1[2 1 —1]T. Azaz sajatvektorokat tartalmazé matrix:

0 O 2
V=[v v v|=1[1 -2 1
1 1 -1
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268  C.Matrixszamitas és linearis algebra

A lineéris algebra alapjai

Az n-elemi vektorokat ugy értelmezhetjik, mint az n-dimenzios euklideszi
tér elemeit A vy, Vo, ...,V vektorok lineérisan flggetlenek, ha; € R ska-
larszamraojvy + ...0nVv, = 0, azaz ha valamenngi; = 0,7 € [1,...,n]. Azt
mondjuk, hogy an linearisan figgetlem; vektor kifesziti azZR" teret.

A v; vektorok linearisan fuggetlenek, ha a @ék alkotott vektorok/ =
[V1,...,Vn] Matrixa teljes rangul, azaangV = n.

Az mx n méretli matrixokat ugy tekinthetjiik, mint az m-dimenziés euk-
lideszi térbl az n-dimenziés euklideszi térre leképdinearis operatorokat:
A:R™— R" azaz har € R™, akkorAv e R".

Ha A matrix rangjarangA=r, akkorA azR" vektorokat az r-dimenziés
R™ térre képezi le, és azt mondjuk, hogy A= R', azazR" az A linearis
operator képtere.

Azokat av € R" vektorokat, melyeket a& matrix zérus vektorba képezi
le, azazAv = 0, azA linearis operator magterének nevezzik Ké&sA-val
jeloljuk. Tehat hav € KerAC R" = Av= 0. Belathatd, hogy &erA al-
tér dimenziéjadimKerA= n—r ésr = rangA. Az eredményeket linearis
egyenletrendszer megoldasanal hasznaljuk.

A lineéris algebra tovabbi tanulmanyozasara javasoljuk a [60] tankdnyvet.

2 Az n-dimenziés euklideszi tér egy linearis vektortér, ahol értelmezve van skalarral vett
szorzas és vektor 6sszeadas. Azamhai, € R ésvy,vo € R", akkoravy +0ov, € R"
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