
A. függelék
Laplace-transzformáció és alkalmazásai

Tételezzük fel hogy azf (t), t ∈ [0,∞) egy olyanfüggvény, amely az alábbi
tulajdonságokkal rendelkezik:

Z ∞

0
| f (t)|dt < ∞, ∃A,α ∈ R, limt→∞ f (t)Aeαt = 0.

JelöljeL azt az integrál transzformációt , amely azf (t) függvényhez egy
F(s),s∈ C függvényt rendel, azazL : f (t) → F(s),ahol

F(s) =

∞
Z

0

f (t)e−stdt, s∈ C. (A.1)

Az F(s)komplex változós függvény pozitív valós, azazF(s) = F̄(s).
A Laplace-transzformáció inverzét a következőképp definiáljuk :L−1 :

F(s)→ f (t),

f (t) =
1
2π

σ+i∞
Z

σ−i∞

F(s)estds, t ∈ [0,∞). (A.2)

A (A.1) és (A.2) összefüggésekkel definiált transzformációpártLaplace-
és inverz Laplace-transzformációnak nevezzük, és azL{ f (t)} = F(s), il-
letveL−1{F(s)}= f (t) szimbólumokkal jelöljük.

A Laplace-transzformáció lineáris, azaz időfüggvények lineáris kombiná-
cióját Laplace-transzformáltjaik lineáris kombinációjába képezi le. Legyen
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256 A. Laplace-transzformáció és alkalmazásai

α1,α2 ∈ R, ekkor

L{ f1(t)} = F1(s),L{ f2(t)} = F2(s)⇒ L{α1 f1(t)+α2 f2(t)} =

= α1F1(s)+α2F2(s).

További fontos tulajdonságok, amelyeket a lineáris állandó együtthatós
differenciálegyenletek megoldásánál (az LTI-rendszerek időbeli viselkedé-
sének analízisében) használunk fel, a következők:

1. Egy f (t) függvény id̋o szerinti deriváltjátLaplace-transzformáltjas-el
való szorzatába képezi le:L{ d

dt f (t)} = sF(s)− f (o).

2. Egy f (t) függvény id̋o szerinti integráljátLaplace-transzformáltja1s-el

valószorzatába képezi le:L{
∞
R

0
f (t)dt} = 1

sF(s).

3. Az f (t) ésg(t) függvények konvolúciójátLaplace-transzformáltjuk szor-
zatába képezi le:

L{
∞

Z

0

g(t − τ) f (τ)dτ} = G(s)F(s).

Az alábbiakban néhány példák mutatunk aLaplace-transzformáció köz-
vetlen kiszámítására.

A.14. PÉLDA. Legyen f(t) = δ(t) a Dirac-deltafüggvény. Ekkor

L{δ(t)} =

∞
Z

0

δ(t)e−stdt = e−st|0 = 1.

A.15. PÉLDA. Legyen f(t) = 1(t) az egységugrás függvény. Ekkor

L{1(t)} =

∞
Z

0

e−stdt =

[

e−st

−s

]∞

0
= lim

t→∞

e−st

−s
− lim

t→0

e−st

−s
=

1
s
.

A.16.PÉLDA. Legyen f(t) = eat. A Laplace-transzformált:

L{eat(t)} =

∞
Z

0

eate−stdt =

∞
Z

0

e−(s−a)tdt =

[

e−(s−a)t

−(s−a)

]∞

0

=
1

s−a
.
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A. Laplace-transzformáció és alkalmazásai 257

A.17.PÉLDA. Vizsgáljuk a f(t) = eiωt függvényt.

L{eiωt} =

∞
Z

0

eiωte−stdt =

∞
Z

0

e−(s−iω)tdt =

[

e−(s−iω)t

−(s− iω)

]∞

0

=
1

s− iω

=
s+ iω
s2 +ω2 =

s
s2 +ω2 + i

ω
s2 +ω2 = L{cosωt}+ iL{sinωt}.

A.18. PÉLDA. A deriválásra vonatkozó szabályok alkalmazásával kapjuk az
alábbi függvények Laplace-transzformáltjait:

Legyen f(t) = t1(t) az egységsebességugrás-függvény. Ha f(t) = t, t > 0,
akkor dt

dt = 1, t > 0, és mivelL{ d
dt f (t)} = sF(s)− f (0), f(0−) = 0, követ-

kezik, hogy1
s = sL{t1(t)}, amiből kapjuk, hogy

L{t1(t)} =
1
s2 .

Hasonlóképpkapjuk,hogy

L{t21(t)} =
2
s3 .

Általábanpedig

L{tn1(t)} =
n!

sn+1 .

Eltolási tételek

Legyen

F(s) =

∞
Z

0

f (t)e−stdt, s∈ C Re{s}> α.

Legyena∈ C , amelyre Re{s−a}> α. Ekkor

F(s−a) =

∞
Z

0

f (t)e−(s−a)tdt

=

∞
Z

0

f (t)e−steatdt = L{eat f (t)}.

Ez azt jelenti, hogy ha egyf (t) függvényteat-vel szorzunk, akkor aLaplace-
transzformáltjána-val való eltolást kell elvégezni.
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258 A. Laplace-transzformáció és alkalmazásai

A.19.PÉLDA. Vizsgáljuk a f(t) = 1(t − τ) függvény Laplace-transzformált-
ját:

L{1(t)} =

∞
Z

τ

e−stdt =

[

e−st

−s

]∞

τ
= lim

t→∞

e−st

−s
− lim

t→τ

e−st

−s
=

1
s
e−sτ.

A.20.PÉLDA.

L{e−αt cosωt} =

∞
Z

0

e−αte−st cosωtdt =

∞
Z

0

e−αte−st e
iωt +e−iωt

2
dt

=

∞
Z

0

1
2

e−(α+s−iω)tdt+

∞
Z

0

1
2

e−(α+s+iω)tdt

=

[

1
2e−(α+s−iω)t

−(α+s− iω)

]∞

0

+

[

1
2e−(α+s+iω)t

−(α+s+ iω)

]∞

0

=
1
2

α+s− iω
+

1
2

α+s+ iω
=

s+α
(s+α)2 +ω2

Ha egy f (t) függvényen végzünk eltolást az időtengely menténτ idő-
vel jobbra, akkor hasonlóan belátható, hogyLaplace-transzformáltját aze−sτ

függvénnyel kell szorozni:

L{ f (t − τ)} = e−sτF(s).

Kezdetiérték- és végértéktételek

Belátható, hogy az id̋o- és operátorfüggvényeks tartománybeli kezdeti és ún.
végértékei között fennállnak az alábbi összefüggések:

lim
t→∞

f (t) = lim
s→0

sF(s),

lim
t→0

f (t) = lim
s→∞

sF(s)

Ezek a tételek igen hasznosak aLaplace–inverzLaplace-transzformációk
számításánál az eredmények ellenőrzése szempontjából.
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A. Laplace-transzformáció és alkalmazásai 259

Az inverz Laplace-transzformáció kiszámítása

Az inverzLaplace-transzformációt az alábbi improprius integrállal definiál-
tuk:

f (t) =
1
2π

σ+i∞
Z

σ−i∞

F(s)estds, t ∈ [0,∞).

Legyenek azF(s) függvénynek egyszeres pólusai:P = {p1, . . . , pn}, és le-
gyenσ > Re{pi}, i = 1, . . . ,n. Ekkor a fenti improprius integrált helyettesít-
hetjük egy olyan zárt görbe menti integrállal, amelyet a képzetes tengellyel
párhuzamos, attól balraσ távolságra haladó egyenes és egyR sugarú félkör
alkot. AzF(s) pólusai ezen a zárt görbén belül helyezkednek el. Belátható,
hogy azest függvény pólusai mind a jobb félsíkra esnek. HaR→ ∞, akkor
az integrált az ún. rezidumtétellel számíthatjuk ki:

f (t) = ∑
pi∈P

Respi F(s)est =
n

∑
i=1

lim
s→pi

(s− pi)F(s)est.

Ha azF(s) racionális törtfüggvény, azaz

F(s) =
b(s)

a(s)
=

Πm
j=1(s−zi)

Πn
i=1(s− pi)

,

aholZ = {z1, . . . ,zm} a zérusok,P = {p1, . . . , pn} pedig a pólusok, akkor az
előző összefüggés alapján

f (t) =
n

∑
i=1

lim
s→pi

(s− pi)F(s)est =
n

∑
i=1

lim
s→pi

b(s)
a(s)

(s−pi)

est ,

aholaz

a′(s) = lim
s→pi

a(s)

(s− pi)

határértékaz a(s) polinom deriváltja azs = pi helyen. Ezzel megkaptuk
az ún. kifejtési tételt, amely szerint egyszeres pólusokra azF(s) függvény
inverzLaplace-transzformáltja :

f (t) = L−1{F(s)}=
n

∑
i=1

b(s)

a′(s)
est|s=pi ,

ahola′(s)aza(s)polinomsszerinti deriváltja.
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260 A. Laplace-transzformáció és alkalmazásai

A.21.PÉLDA. Legyen F(s) = 1
s−a. Az F(s)pólusa p= a, b(s) =1, a(s) =

s−a, a′(s) =1. A kifejtési tétellel:

f (t) = lim
s→a

est = eat.

Az inverz Laplace-transzformált kiszámítása parciális törtekre bontás-
sal

Egyszeres pólusok esetén azF(s) függvényt parciális törtekre bonthatjuk:

F(s) =
n

∑
i=1

Ri

s− pi
,

aholRi , i = 1, . . . ,n azF(s) rezidumai api , i = 1, . . . ,n helyeken. Ekkor az
inverzLaplace-transzformált egyszerű összeg alakban írható:

f (t) =
n

∑
i=1

lim
s→pi

(s− pi)
Ri

s− pi
est =

n

∑
i=1

Rie
pit .

A.22. PÉLDA. F(s) = 5
s+2, f (t) = 5e−2t

A.23. PÉLDA. F(s) = s+3
(s+1)(s+5), f (t) = 1

2e−t + 1
2e−5t

A.24.PÉLDA. F(s) = s+3
(s+1−5i)(s+1+5i)

f (t) = lim
s→−1+5i

(s+1−5i)
s+3

(s+1−5i)(s+1+5i)
est+

lim
s→−1−5i

(s+1+5i)
s+3

(s+1−5i)(s+1+5i)
est

= 0.2ie−t(e−5it −e5it)+0.5e−t(e5it +e−5it)

= 0.4e−tsin(5t)+e−tcos(5t).

A gyakran használtLaplace-transzformációs összefüggések az A.1. táb-
lázatban találhatók.
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A. Laplace-transzformáció és alkalmazásai 261

A.1.táblázat. GyakranhasználtLaplace-transzformációs összefüggések

Laplace-transzformált,L(s) Időfüggvény, f (t), t ∈ [0,∞)

1 δ(t)
e−sτ δ(t − τ)

1
s 1(t)
1
s2 t
1
sn

tn−1

(n−1)!
1√
s

1√
πt

1
s+α e−αt

s
1+βs

1
β δ(t)− 1

β2 e
− 1

β t

1
(s+α)2

te−αt

α
s(s+α) 1−e−αt

α
s(s−α) − 1

α + 1
α eαt

1
(s+α)(s+β)

1
β−α (e−αt −e−βt)

1
s(s+α)2

1
α2 − 1

α2 (1+αt)e−αt

s
(s+α)(s+β)

α
α−β e−αt + β

β−α e−βt

s+A
(s+α)(s+β)

A−α
β−α e−αt + A−β

α−β e−βt

s
(s+α)2

(1−αt)e−αt

1
s2(s+α)

− 1
α2 + 1

α t + 1
α2 e−αt

1
s(s+α)2

1
α2 − 1

α te−αt − 1
α2 e−αt

1
(s+α)2(s+β)

− 1
(β−α)2 e−αt + 1

β−α te−αt + 1
(β−α)2 e−βt

s
(s+α)2(s+β)

β
(β−α)2 e−αt + α

α−β te−αt − β
(α−β)2 e−βt

1
s(s+α)(s+β)

1
α(α−β)e

−αt + 1
β(β−α)e

−βt + 1
(αβ)

1
(s+α)(s+β)(s+γ)

e−αt

(β−α)(γ−α) + e−βt

(γ−α)(α−β) + e−γt

(α−γ)(β−γ)
s+A

(s+α)(s+β)(s+γ)
(A−α)e−αt

(β−α)(γ−α) + (A−β)e−βt

(γ−α)(α−β) + (A−γ)e−γt

(α−γ)(β−γ)

1
s2+ω2

1
ω sinωt

s
s2+ω2 cosωt

1
s(s2+ω2)

1
ω2 (1−cosωt)

1
s2(s2+ω2)

1
ω3 (ωt −sinωt)

1
(s+α)2+ω2

1
ω e−αtsinωt

s+α
(s+α)2+ω2 e−αtcosωt
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B. függelék
Fourier-transzformáció és alkalmazásai

Tételezzük fel, hogy azf (t), t ∈ [0,∞) olyan függvény, amely mind abszolút,
mind négyzetesen integrálható:

Z ∞

0
| f (t)|dt < ∞,

Z ∞

0
| f (t)|2dt < ∞.

Ekkor azt azF integráltranszformációt, amely azf (t) függvényhez egy
F(iω), ω ∈ R függvényt rendeli, azazF : f (t) → F(iω), ahol

F(iω) =

∞
Z

0

f (t)e−iωtdt, ω ∈ R,

Fourier-transzformációnak nevezzük. AzF(iω) komplex változós függvény
pozitív valós, azazF(iω) = F̄(−iω).

Az inverz Fourier-transzformációt a következőképp definiáljuk: F −1 :
F(iω) → f (t),

f (t) =
1
2π

∞
Z

−∞

F(iω)eiωtdω, t ∈ [0,∞).

Az időfüggvények ésFourier-transzformáltjaik között aParseval-tétel (a
szakirodalombanPlancherel-tételként is szerepel) teremt kapcsolatot, amely
kimondja, hogy ha af (t),g(t) függvényeknek létezikFourier-transzformált-
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264 B. Fourier-transzformáció és alkalmazásai

juk, akkor
Z ∞

0
f (t)g(t)dt =

1
2π

∞
Z

−∞

F(iω)G(−iω)dω.

Ebb̋ol a tételb̋ol következik, hogy

Z ∞

0
| f (t)|2dt =

1
2π

∞
Z

−∞

F(iω)F (−iω)dω,

ami azt fejezi ki, hogy aF Fourier- és azF −1 inverzFourier-transzformáció
kölcsönösen egyértelmű megfeleltetést hoz létre a fenti tulajdonságú függvé-
nyek tere és a komplex változós függvények tere között.1

A rendszer- és irányításelméletben azt mondjuk, hogy aFourier-transz-
formációval áttérünk az id̋otartományból a frekvenciatartományba, mivel az
ω változó fizikai értelmezése azω = 2π f [rad] körfrekvencia.

A Fourier transzformációval kapcsolatos ismeretanyag további bővítésé-
hez javasoljuk a [62] tankönyv feldolgozását.

1 Azon függvények terét, amelyekre
Z ∞

0
| f (t)|2dt =‖ f ‖L2< ∞,

L2 Lebesque-térnek, az‖ f ‖L2 számot pedig azf függvény normájának nevezzük. Komplex
változós függvények esetén azon függvények terét, amelyekre

Z ∞

−∞
|F(iω)|2dω =‖ F ‖H2

< ∞,

Hardy-térnek, a‖ F ‖H2
számot pedig azF függvény normájának nevezzük. AFourier-

transzformáció izomorfia a két tér között, aParseval-tétel pedig azt mondja ki, hogy

‖ f ‖L2=‖ F ‖H2
.

.
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C. függelék
Mátrixszámítás éslineáris algebra

A v1, . . . ,vn, vi ∈ R,∀i számokbólalkotott alábbi formában összerendezett
számn-eseket:

vT = [v1, . . . ,vn]

sorvektoroknak, av oszlopba rendezett elemeket oszlopvektoroknak nevez-
zük, jelölésükv∈ R×·· ·×R = R

n.
A v,w∈ R

n vektorok között értelmezzük az ún. skalárszorzást:

vTw =
n

∑
i=1

viwi ,

aminek geometriai jelentése av vektor vetülete aw vektorra, azazvTw =
|v||w|cosα, ahol |v|,|w| a vektorok abszolút értéke, azα pedig a közöttük
lévő szög.

Az a11, . . . ,anm, ai j ∈ R∀i, j számokat egym×n méretű táblázatba ren-
dezve egyA∈ R

m×n mátrixot kapunk:

A =











a11 . . . a1n

a21 . . . a2n
...

am1 . . . amn











Egy A mátrix AT transzponáltját úgy kapjuk meg, hogy felcseréljük a sorait
és az oszlopait.
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266 C. Mátrixszámítás és lineáris algebra

Mátrixok közötti műveletekre vonatkozó szabályok:

Összeadás, kivonás. LegyenekA,B ∈ R
n×m azonos méretű mátrixok.

EkkorC = A±B = B±A és aC összeg mátrixelemei a megfelelő mátrix
elemek összegével (különbségével) azonosak.

Szorzás (nem kommutatív). LegyenekA∈ R
n×m, B∈ R

m×p mátrixok.
A szorzatmátrixC = AB∈ R

n×p, elemeici j = ∑m
l=1ail bl j , azaz aci j elem

azA mátrix i-edik sorának és aB mátrix j-edik oszlopának skalárszorzata.

Mátrixinvertálás, determináns:

Az A∈ R
n×n mátrixA−1 inverzét az

AA−1 = A−1A = I

azonossággal definiáljuk, az ennek eleget tevő inverz pedig

A−1 =
adjA
detA

,

ahol detA az A matrix determinánsa, az adjA pedig az adjungáltja. Az
adjungált mátrixot úgy képezzük, hogy minden eleméhez hozzárendeljük
a neki megfelel̋o előjeles aldeterminánst.

Látható, hogy az inverz akkor létezik, ha a mátrix determinánsa nem zé-
rus. Az olyan mátrixokat, amelyeknek nem zérus a determinánsa, nemszin-
guláris mátrixoknak nevezzük.

C.25. PÉLDA. Ha A∈ R
2×2, azaz2×2-es méretű mátrix esetén

detA = a11a22−a12a21,

adjA =

[

a22 −a12

−a21 a11.

]

C.26. PÉLDA. Lineáris egyetletrendszerek megoldása ha A nemszinguláris

Ax= 0⇒ x = 0, Ax= b⇒ x = A−1b.

Mátrixok sajátértékei és sajátvektorai

Belátható, hogy a det[λI − A] egy n-edfokú polinom. A det[λI− A] = 0
egyenlet gyökeit azA mátrix sajátértékeinek nevezzük. Az algebra alapté-
tele szerint ennek a polinomnakn számú (általában valós és komplex) gyöke
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C. Mátrixszámítás és lineáris algebra 267

van,amiketλi ∈C, i = 1, . . . ,n jelölünk. A [λi I −A]vi = 0,i = 1, . . . ,n egyen-
letben avi vektorokat azA mátrix λi sajátértékéhez tartozó sajátvektorának
nevezzük.

C.27. PÉLDA. Határozzuk meg az

A =





0 0 0
1 0 2
0 1 1





mátrix sajátértékeit és sajátvektorait. A mátrixnak három sajátértéke van,
mivel

det(λI−A) = det





λ 0 0
−1 λ −2
0 −1 λ−1



 = λ(λ−2)(λ+1) = 0

alapján: λ1 = 2, λ2 = −1, λ3 = 0. A három sajátértékhez tartozó sajátvek-
torokat az

(A−λI)v = 0

egyenlet alapján határozzuk meg. Aλ1 sajátértékhez tartozó v1 sajátvektor
számítása a következő:

(A−λ1I)v1 =





−2 0 0
1 −2 2
0 1 −1









v11

v12

v13



 =

=
[

−2v11 v11−2v12+2v13 v12−v13
]T

A
[

−2v11 v11−2v12+2v13 v12−v13
]

=
[

0 0 0
]

mátrixegyenlet meg-
oldása: v11 = 0, v12 = α és v13 = α tetszőlegesα-val. A v1-hez tartozó
egyik sajátvektor a következő: v1 =

[

0 1 1
]T

. A másik két sajátérték-
hez is kiszámíthatjuk a sajátvektorokat. A v2-höz tartozó egyik sajátvek-
tor: v2 =

[

0 −2 1
]T

. A v3-hoz tartozó egyik sajátvektor a következő:

v3 =
[

2 1 −1
]T

. Azaz sajátvektorokat tartalmazó mátrix:

V =
[

v1 v2 v3
]

=





0 0 2
1 −2 1
1 1 −1




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268 C. Mátrixszámítás és lineáris algebra

A lineáris algebra alapjai

Az n-elemű vektorokat úgy értelmezhetjük, mint az n-dimenziós euklideszi
tér elemeit.2 A v1,v2, ...,vn vektorok lineárisan függetlenek, ha∀αi ∈ R ska-
lárszámraα1v1 + ...αnvn = 0, azaz ha valamennyiαℓ = 0, ℓ∈ [1, ...,n]. Azt
mondjuk, hogy azn lineárisan függetlenvi vektor kifeszíti azRn teret.

A vi vektorok lineárisan függetlenek, ha a belőlük alkotott vektorokV =
[v1, ...,vn] mátrixa teljes rangú, azazrangV = n.

Az m×n méretű mátrixokat úgy tekinthetjük, mint az m-dimenziós euk-
lideszi térr̋ol az n-dimenziós euklideszi térre leképező lineáris operátorokat:
A : R

m → R
n, azaz hav∈ R

m, akkorAv∈ R
n.

Ha A mátrix rangjarangA= r, akkorA azR
n vektorokat az r-dimenziós

R
m térre képezi le, és azt mondjuk, hogy ImA = R

r , azazR
r az A lineáris

operátor képtere.
Azokat av∈ R

n vektorokat, melyeket azA mátrix zérus vektorba képezi
le, azazAv = 0, azA lineáris operátor magterének nevezzük, ésKerA-val
jelöljük. Tehát hav ∈ KerA⊂ R

n ⇒ Av = 0. Belátható, hogy aKerA al-
tér dimenziójadimKerA= n− r és r = rangA. Az eredményeket lineáris
egyenletrendszer megoldásánál használjuk.

A lineáris algebra további tanulmányozására javasoljuk a [60] tankönyvet.

2 Az n-dimenziós euklideszi tér egy lineáris vektortér, ahol értelmezve van skalárral vett
szorzás és vektor összeadás. Azaz, haα1,α2 ∈ R ésv1,v2 ∈ R

n, akkorα1v1 +α2v2 ∈ R
n
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