XIII. Figgelék

© Typotex Kiadd

E konyv egyes fejezeteiben kitlizott feladatok koziil néhanynak

tematikus megoldasat adjuk.

Az itt k6z6lt megoldasok az alkalmazott ismeretek vagy modsze-
rek haszndlhatdsagat, hatékonysagat kisérlik meg bemutatni.

I. fejezet 26. feladat:

Jeldlie O a BC, F pedig a B,C, szakasz felez6pontjat, tovabba

BC,-t b, CB,-t ¢ (113. dbra).
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Az 1.23. feladatbdl is tudhatjuk, hogy
1
W = 5 (b + C).

Ha most a b és a ¢ vektorokat —90°-kal elforgatjuk, akkor a b
transzformaltja a BA, mig a ¢ elforgatottja az AC-vel egyenl6 vektor
lesz. Ennélfogva az OF elforgatottja — dsszetevoi transzformaltjanak
ereddjeként — az

(B4 +4C) - , BT = OC = BO.

Ez azt jelenti, hogy az OF meréleges az OC = BO vektorokra és
ezekkel egyenld hosszu, azaz F a BC atmér6ji kordn van, s6t a BC
félkort F felezi is. '

Ha a négyzetek mindegyikét befelé irjuk (114. dbra), ugy fenti
megoldasunkat csak annyiban kell médositanunk, hogy most +90°-
kal fogjuk a b és a ¢ vektorokat elforgatni. Ennek kovetkeztében a
B,C, szakasz F felezOpontja az elobbi F ponttal kériinknek egy, a
BC-re merdleges atmérGjét adja.

5,
114. dbra
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Eredeti allitisunk igaz marad akkor is, ha az AB és AC oldalakra
(kifelé vagy befelé) egymashoz hasonldé rombuszokat irunk a 715.
dbra szerint. Most természetesen — o, illetve + o szoggel kell a b és
a ¢ vektorokat elforgatnunk. Ha az « a 0 és a = kozotti valamennyi
értéket felveszi, akkor az F pontok mértani helye a BC atmérdjii kor,
az atmérd végpontjait kivéve.

115. abra

Ha a 116. dbra szerint az ABC, AC oldalara kifelé, az AB
oldaldra pedig befelé irjuk az egymashoz hasonlé rombuszokat,
akkor a B,C, szakasz F felezGpontja az O kozepli, 04 sugarii kdron
van, hiszen

OF = %(b+c)

G 116. dbra
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most is all, és a B—C?Z, illetve C—B'z vektorokat a szoggel elforgatva a
BA, illetve a CA vektorokat nyerjiikk, 4&m ezek eredjének a fele
éppen az OA. '

I. fejezet 35. feladat:

A pontok szamara vonatkozo teljes indukcioval igazoljuk az
allitas helyességét.
Az n=1-re az O pont legyen az 4, ponttal azonos, igy

1 ‘ —071=0

Tegyiik fel, hogy rogzitett n (= 1)-re igaz az allitas, vagyis bérmely
{44, A,, ..., A,} n elemil ponthalmazhoz talalhaté volt oly O pont,

amelyre
1) ‘ Y 04,=0
i=1
teljesiil.
Tekintsiik az n+ 1 elemii tetsz6leges {4, 45, ..., 4,, A,+,} pont-
halmazt. Ennek {4;, 4,, ..., 4,} részhalmazihoz — az indukcids

feltevés szerint — talalhato oly O pont, hogy az (1) fennall, és igy

n+1

) b—Zi= > 51"'@:“ = 5Zn+1
i=1 i=1
is.

Osszuk fel az OA,, , szakaszt n+1 egyenl0 részre, és jelolje P az
O ponthoz legkozelebbi osztopontot, amelyre tehat
OP:PA,.,=1:n

(117. abra).
Ezzel egyenértékii az

) | nOP =P4,,,
egyenloség. Az igy megvalasztott P pontra
P4, = PO+ 04,
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és emiatt
Y A= Y (PO+0A)+ Py, = 3 PO+ Y. Od+ P,y =
i=1 i=1 i=1 i=1

= nl—’5)+ﬁ,,+1 =0
az (1) és a (2) okan.

n+l

An

117. abra

Megjegyzés: A VIII. fejezet 8.2 szakaszaban definialni fogjuk egy
ponthalmaz silypontjat. Eszerint elébbi feladatunk O pontja az
{4,, 4,, ..., 4,} ponthalmaz (egyetlen) stilypontja. '

IL. fejezet 10. feladat:

‘Az ABCDEF hatszog 4tellenes AB, DE, tovabba BC, EF és CD,
FA oldalparjainak felezOpontjai legyenek rendre F,, F,, G,, G,, H,,
H, (118. dbra). Jelolje még az AC-t a,a BD-th, igy ezekkel CE = aa
és FB = pb a parhuzamossig miatt. (a# —1 és f# —1 a hatszdg
csucsainak kiilonbozbsége miatt.)
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Az 1.23. feladatbdl is tudvalevden

(OFF; = 5 (AB+BD) = > [(AC+ Cly+ BD] = S {1 +oja-+

Q) GG, = 5 @+ D = (ca=
és
®) HH; = 5 @+ Dh = 5[~ AC+ BB+ BB =

l[ at(—1- ﬂ)b]——-[a+(1+ﬂ)b]

N

118. dbra

Mivel — fentiek szerint — Fle; +H,H, = GIG;, ezért ha ezek
kozott van két parhuzamos, akkor a harmadik is parhuzamos ezek-
kel. Ez az eset pontosan akkor kdvetkezik be, ha

allb
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vagy (1+):1=a:(—p),
azaz, ha '
atf+af =0
vagy a vele ekvivalens
@+DB+1) =1
fennall.

A tovabbiakban feltessziik, hogy e két lehetdség egyike sem all
fenn.

Jelolje ekkor P az F\ F, €s GG, egyenesek koz0s pontjat. Legyen
4 és u oly valos szam, amelyekre (1) miatt

“ | ﬁ=zﬁ=§[(1.+a)a+b]
és (2) miatt
5) GiP = uG:G; = 5 (a= ).

Ilyen A, u szémok vannak, hiszen F,F, || F, P és G,G,|| G, P tovab-
A K mazs
b4 sem F, F,, sem pedig G, G, nem a nullvektor, killdnben a||b lenne,

feltételeinkkel ellentétben.
Ha belatjuk, hogy fl_l_l’SllH le, akkor ezzel 1gazoltuk a feladat

allitasanak helyességeét is.
A Iﬁ vektort kétféleképpen fogjuk eldallitani a nem parhuza-
mos a és b vektorok linearis kombinacidjaként. J
Egyrészt, alkalmazva (4)-et is

6 HP=HF+FP = (DB+Th+ §(1+a)a+ b=

Ml+a)

a+ b—-

“Lems I
=SB+ (-9) .

AQ+e)-1 A1
= a+ b
2 2
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Maisreészt, felhasznalva az (5)-ot is

) HP=HG,+GP = %ﬂ+ g(aa—ﬂb) =

1
= —~b+’zﬁa-—@b=
2 2 2

2 2
Mivel ath, ezért az a-nak és a b-nek a (6)-beli, illetve a (7)-beli
egyiitthatoi egyenlok kell legyenek, azaz

b.

€3] Al+a)—1=au é A-1=—-1-Bu
egyszerre kell teljesiiljon. Ezekbdl, az q‘cﬂ+ atf # 0 feltevest is fel-
hasznalva
B . —1
=aﬁ+a+ﬂ 'ﬂ=aﬁ+a+ﬁ

adodik, tehat a (7) szerint

Y L S ST S T I
W—Z[ aﬂ+a+ﬂa+( 1+aﬂ+cx+ﬂ>b]

o 1 N
= m[“ 5(a+(1+ﬁ)b)J = kHle,

a (3) miatt, és igy
H’J ”H1H2,

vagyis P rajta van a H H, egyenesen is.
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III. fejezet 13. k) feladat:

Legyen
57; = e, (cos x; sin x),
Al—A; = e, (cos 2x; sin:2x),
A_ZX; = e, (cos 3x; sin 3x),
A_3;1—: = e, (cos 4x; sin 4x).
Ezeket egymashoz fiizve (119. dbra) az
¢)) e1+éz+e3+e4 =
= 5—/?:(005 x+cos 2x+ cos 3x+cos 4x; sin x+sin 2x+ sin 3x + sin 4x).

Az | x| <= feltehetd a koszinuszfiiggvény 2z-ben valo periddusossa-
ga miatt.

Az i, j alapvektorokat ugy vettiik fel, hogy az i vektort az x-szel
elforgatva e,-et kapjuk. E valasztassal az i-nek 2x-szel, 3x-szel,
illetve 4x-szel valo elforgatottjai rendre az e,, ej, illetve e,, mas

A,

iy

A‘
9) 119. dbra 3 b
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szoval az OA,-nek x-szel torténd elforgatésa az A, 4,-t, az A, 4,-nek
x-szel valo elforgatasa az A_ZZ; vektort, végiil ennek ugyanilyen
forgatottja az A3A4-et adja.

Az (esetleg elfajulo) OA,A;, A;A,A; és A,A3A, haromszogek
egyenlo szarlisdga és egybevagosaga miatt

— 3x
04, iranyszoge 5

OA; iranyszoge 2x

és
— 5x
04, iranyszoge PR

ennélfogva

ox 5x 5x
04 (I 0A,|cos — IOA4I sin ?)
Az (1) miatt egyrészt

— 5x :
104,41 cos 5 = c0s x+cos 2x+cos 3x+ cos 4x,

e

masrészt feladatunk szerint
» — 5x
|OA,] cos — = 0,
2
ami akkor és csak akkor 4ll fenn, ha
5x

cos — =
2

azaz

(SR

Qk+1),
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vagyis
ﬂ r
x = 3 2k+1) (k egész),

vagy ha
|04, =0,

ami csak akkor teljesiilhet, ha
x = g(z_k+ 1) vagy x=nuQk+1),.

hiszen az (esetleg szakassza fajuld) A, A A3 A, rombusz 4, A, € A3
csticsoknal 16vé kiilsé szogei ezekkel egyenlSk (119. c) és d) dbrdk).

B an

\ j
A A\ _
LA 4,0 i

<)

119. gbra

I11. fejezet 24. feladat:
A szinusz-, illetve a koszinuszfiiggvények 27 'periédusﬁak, igy
nem megy az altaldnossag rovasara, ha feltessziik, hogy
0<|a|<m. .

_ Aziranyitott sikban tekintsiik az O kozepii kor egymashoz csatla-
kozb P,P,, P,P,, ..., PP, iveit, melyekhez tartoz6 kozépponti
szOg (elojeles mértéke) a. Vilasszuk a P, P, hir hosszat egységnyi-
nek, és tekintsiik a

PP...=¢ (k=0,1,..n
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egységvektorokat (120. dbra). Ha az i, j alapvektorokat ugy valaszt-
juk meg, hogy i=¢, legyen, akkor e, irAnyszoge ko 1évén,

e, (cos ka; sin ka),

120. dbra
tehat
n n n
€)) Y e = PPy = (Z cos ko; ). sin koc).
k=0 k=0 k=0

—_— o
A P,P,,, iranyszoge En, hiszen a P, PyP,.,, a PP ., ivhez

tartozo keriileti szog a P, P, ivhez tartozo o k6zépponti szog fele, és
—_—> . » ” yor , 2 .

P, P,vektort ugyanolyan iranyu (abszolutértékben z-nél kisebb) for-
gatas viszi a PP, ., vektorba, mint az e, vektort az ¢, ,, vektorba.
fey

> > o _——
(2) POP"+1<|P0P,,+1|COSEH;|P0P,,+1]Sln5n>.

A P,P,P,.  (esetleg elfajuld) haromszogben a szinusztétel miatt

3) \BoP.r|: 1By, | = sin(n+1)g-:sing,
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mivel a PyP;...P,, ivhez (n+ 1) mértékl k6zépponti sz0g tarto-
zik, és ezért a P, pontot nem tartalmazé P,P,., ivhez tartozd
keriileti sz6g az elobbi felének kiegészité szoge, aminek szinusza

o
ugyanakkora, mint az (n+1) 2 -nek. . ' \

Meg kell vizsgaljuk azt az esetet is, amikor el6bbi haromszdgiink
- elfajuls. Ez csak a P,,; és a P, pontok egybeesése, .azaz
(n+ Da = 27k fennforgésaval lehetséges, de a (3) igy is helyes ardny-

part ad.
. - a
_ sin(n+1)—=
Ezzel |PyPy| = 1 miatt | PyP,,,| = ————, tehat (2)-bol
o
sin —
2
. k a . o
sin (n+1) = sin(n+1)=
. 2 o 2 .
@) PyP, . .| ———cosn—-;———sinn—
. 2 oo 2
sin — sin —
2 2

Ama PP, vektor egyértelmiien hatarozza meg az i, j bazisban
koordindtait, ezért az (1) és a (4) egybevetésével

sin(n+1)§
n a
Y cos ke = ————cos - n,

k=0 .o 2
s —
2

és sin 0 = 0 miatt
NN
o . -sin (n ,1)5
Y sinka =) sinka = ——sinn—.
k=0 k

=1 .o 2
S —
' 2
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IV. fejezet 4. feladat:

Nyilvanvald, hogy beszélhetiink a csicsoknak mind a négy oldal-
egyenestol mért tavolsagdsszegérol, hiszen a csucs tavolsdga a ra
illeszked6 oldalegyenestol nulla.

Felhasznaljuk, hogy az AB kezdb- és végpontjanak egy egyenestol
mért (el6jeles) tavolsagainak b—a kiilonbsége (121. a) dbra)

) AB-n’,

ahol n° az egyenesre merdleges egységvektor. Az (1) nem mds, mint
az AB-nak a n° vektorral parhuzamos Gsszetevdjének (eldjeles) hosz-
sza.

a)

121. dbra

Legyenek n,, n,, n,; és n, a feladatbeli négyszog oldalaira merdle-
ges, a négyszog belseje felé mutatd egységvektorok (121. b) dbra),
tovabba a és b a négyszog két egymashoz csatlakozo oldalvektora.
Mivel az a és a b mindkét végpontjara — feltételiink szerint — a
tavolsagosszeg ugyanakkora, e két-két 6sszeg kiilonbsége 0, azaz

aln; +n,+n;+n,) =0
és
b(n, +n,+n;+n,) = 0,

tehdt a nem péarhuzamos a ¢és b mindegyike merdleges az
r, +n,+n;+n, vektorra, és ez csak ugy lehetséges, ha

2) .n,+n,+tny+n, = 0.
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Mivel e vektorok egyenld hossziak, igy egymashoz fiizve (2).
miatt zart négyszoget, mégpedig rombuszt kapunk. A rombusz
szemkoztes oldalai parhuzamosak, igy az eredeti négyszog rajuk

 merdleges, szemkdztes oldalai is parhuzamosak, tehat a négyszog
csak paralelogramma lehet. S

Az ilyen négyszogeknek pedig nyilvanval6an megvan a feladatbe-
li tulajdonsaga. . :

A fenti megoldas mint4jara azt is beldthatjuk, hogy ha egy konvex
n-szdg harom csticsanak az oldalegyenesektdl valo tavolsagosszege
ugyanakkora, akkor minden csicsra ugyanakkora, st az n-szog
minden pontjara is. Azt is belathatjuk, hogy egy ilyen n-szdg oldalai
egy egyenld oldali konvex n-szog oldalaira rendre merdlegesek.

IV. fejezet 15. feladat:

a) Tekintsiik az a(x; 1) és b(J1 —x; |3 +x) vektorokat. Ezek ska-
laris szorzata e miivelet definicidja miatt : '

0y ab = xj1-x+})3+x = |a||b| cos (a, b) =
= [/;2+1l/(ﬁ—x)2,+(|/3+x)2 cos\(a;b) =

= 2)x*+1cos (a; b).

Ha fenti egyenl8ségiinket az adott égyenlcttel egybevetjik, ugy
‘ cos(a,b) =1

kovetkezik, vagyis az a és b egyezd iranyuak. Mivel a#0, ezért van
oly A pozitiv valos szam, hogy

) < fT—x=ix

és ‘

3 - J3+x=4
teljesiil.
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-

Egyenletiinkben szereplé kifejezések értelmezési tartomanya
-3<x<1,
a (2) miatt még ‘
0=<x

is fenn kell alljon. Igy a (2) és a (3) egyenletekbdl nyert
f1-x=x3+x (0=x=1)

egyenlétekkel ekvivalens a négyzetre emeléssel nyert
1-x=x*3+x) (O=x=Z))

egyenlet.
Ebbdl rendezéssel az

x3+3x2+x~-1=0

egyenlet adddik, aminek bal oldala szorzattd bonthaté (x= —1
kielégiti ezt az egyenletet): -

‘ _ (x+1D2+2x—-1) = 0.
Ennek gyokei:
21=—1, x2=—‘/§—1 és x3=V§—l.

; Ezek koziil a 0<x <1 feltételnek csak az x, tesz eleget, ami valdban
megoldasa egyenletiinknek.
b) Legyenek
e (cos x; sin x),

a (sin 7x; cos 5x).

Ezek skalaris szorzatara:

(4) cos x sin 7x+cos 5x sin x = |/sin? 7x +cos? 5x cos (e, a) = ‘/5

all fenn a skalaris szorzat definicioja és egyenletiink feltétele miatt.
" Mivel '

®) 0<sin?7x <1,
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6 - -~ 0=Zcos?5x =1
és | '
- ~ cos (e, a) < 1,
ezért »
8) /sin? 7x + cos?.5x cos (e, a)b <2

igy a (4) csak ugy allhat fenn, ha (5), (6) és (7) mmdegylkeben az
egyenldség all, ha tehat

) ' sin?7x = 1,
(10) cos?5x = 1,
tovabba
ella, (
azaz van oly pozitiv A valds szam, hogy
(11) ' Acos x = sin 7x
és |
(12) Asin x = cos 5x

is teljesiil.
A (9) és a (10) csak akkor all, ha

7% = §(2k+1), keZ
és
5x =nn, nelk

egyszerre teljesiil, azaz ha

5
§(2k+ 1) = 7zn,
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ami a
10k+5 = 14n

egyenlettel ekvivalens. Ennek nincs & és n egészre megoldasa, hiszen
a bal oldalon pératlan, a jobb oldalon paros szam all.
Egyenletiinknek tehat nincs megoldésa.

V. fejezet 12. feladat:

Elég azt igazolnunk a 122. dbra jeloléseivel élve, hogy OF H(ﬁ,
azaz OFx0G = 0.
A négyszodg csucsainak betiizését valasszuk meg ugy, hogy az
- O pontbdl nézve az ABCD koriiljaras pozitiv legyen. Az OA = a,
OB = b, OC = ¢ és OD = d vektorok bevezetésével az

+ b+d
07=a—c, 5a=—a
2 2
vagyis az
~ atc b+d 1
M xS = gaxbrexbraxdtexd =0

teljesiilését elég igazolnunk.

122. dbra
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Az axb+exd=t,

osszegben az AOB és a COD haromszogek ketszeres teriiletvektorait
talaljuk, mig az '

axd+cxb=t,

eredében az Osszetevok az AOD és a COB haromszdgek kétszeres
teriiletvektorai.

A “511 = |t2|9

hiszen az érinténégyszog szemkoztes oldalainak Osszege egyenld,
ugyanakkor a t, és a t, ellentétes iranyuak, mivel az ABCD koriilja-
ras megvalasztisival az axb és ¢xd egyez6 irdnyu vektorokkal
ellentétes irdnytak az a x d és a ¢ x b, mivel az a-t a b-be és c-t a d-be
vivd 180°-nal kisebb forgatas az a x b, illetve a ¢ x d iranyabol nézve
latszik pozitivnak, mig a-t a d-be és a c-t a b-be vivo 180°-nal kisebb
forgatas az el3bbi irdnyokbol nézve negativnak latszik. Ezzel

t,+t, =0,

vagyis (1) fennall, igaz tehét a feladat allitasa.

V. fejezet 20. feladat:

Tekintsiik az _ :
u(a§ b;c) A
ésa
, v(x; 73 2)
vektorokat. Mivel |
uxv(bz—cy; cx—az;ay—bx), .

‘ezért egyenletiink az
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uxXy=u

egyenlettel azonos. Mivel a vektorialis szorzat meréleges a tényezoi-
re, ezért u L u, ami csak u=0, azaz . ,

a=b=c=0

mellett teijesiil.

VI. fejezet 7. feladat:

Az ABC haromszog A csicsara illeszkedo6 e egyenessel parhuza-
mos egységvektor legyen az e, legyen tovabba AB=Dbés AC = ¢
(123. dbra).

123.ébra
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Az e egyenes a B és C csucsoktol akkor és csak akkor van egyenld
tavolsagra, ha a b, illetve a ¢ vektornak az egyenesre merdleges
Osszetevoje egyenld hosszu, ha tehat

lexb| = |exc|.
E két nemnegativ szdm akkor és csak akkor egyenld, ha négyzetiik
is egyenld, vagyis ha
(exb)? = (exc)?,

ami pontosan akkor teljesiil, ha mind a skalaris, mind a vektorialis
szorzat disztributivitasat is felhasznalva

0 = (exb)’—(exc)* = (exb+exc)exb—exc) =
= [ex(b+o)jlex(b—0)]
. Bz a felcserélési-tétel miatt akkor és csak akkor all, ha
0 = {[ex(b+c)]xe}(b—c).
Ennek azonban sziikséges €s elégséges feltétele az, hogy
[ex '(b+c)] xelb—c

le_gxen azaz a b+c = A4 vektornak az e egyenesre meroleges
PA” = [ex (b+c)] x e dsszetevbje az A’ pontra illeszkedd és a BC
egyenesre merodleges S sikban van.

A PA’ P kezdSpontja Thalesz tétele szerint az AA’ Atmérdjii
gombadn is rajta kell legyen, az egyenesen levé P pont tehat a gdmb
és a sik k6zos részén, koron van.

A keresett mértani hely tehit az AP egyenesek halmaza, feltéve,
hogy A és P nem azonosak.

Az A és a P pontosan akkor azonosak, ha az 4’ pontra illeszkedd,
a BC-re merdleges S sik az A pontra is illeszkedik, vagyis ha az A4’
felezbmerdlegese a BC szakasznak ami akkor és csak akkor teljesiil,
ha 4B = AC. Ez esetben PA = A4, vagyis

(bto), =b+tc,
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aminek sziitkséges és elégséges feltétele az

elb+c

fennallasa.

Osszefoglalva: Ha AB = AC, akkor a keresett mértani hely két
egymasra merdleges sik, melyek koziil az egyik a BC szakasz felezo-
merodleges sikja, a masik pedig az A csucsra illeszked6, a haromszog -
szimmetriatengelyére merdSleges sik;

ha AB# AC, akkor a feladatbeli egyenesek mértani helye egy
A csucsu végtelen. kupfeliilet. Ha a BC szakasz felez6pontjat O, az
A csticshoz tartozdé m magassag talppontjanak O-ra vonatkozo tii-
korkepét K jeloli, akkor az S sikbeli K kozepit, m sugaru kor az
elobbi kupnak kormetszete.

VII. fejezet 1. feladat:

' 1
a) Az ABC, t teriilete: EIEX AC).

AB(—4; —12; —6),

AC(—-2; —6; —9).
i k
ABxAC = 12 6= (72; —24;0) = 24(3; — 1;0), -

2 6 9

t = 12)/10. - ,
260 2410 2410 1210

b) m, = =
/ |AB| |16+ 144+36 14 7

c¢) Ha a talppontot C, jeldli, ugy AC1 az AC-nek az Zﬁ-vel
parhuzamos Osszetevoje (124. dbra), azaz
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c AC; = (AB- AC)4B =
_4B-a4c
ST : ~ T T
s . 124. dbra
8+72+54 o 134 402 201\
= -1 -6 = (TS =)
196 | . 49° 497 49
2, . 134 402 201
Ci=O0A+4C; = (5-—; 13— —; -] =
o ! < 49 49 49) ,

. (111 235 201\
\49°49° 49)
d) A koOr Rsugara a harom oldal szorzatanak és a teriilet négysze-
resének hanyadosa: '

R = |AB||AC||BC| _14-11-7 _ 539

agflo  48fl0  24/10°
e) A teriilet és a félkeriilet hanyadosaként ﬁyerjﬁk a beirt kor r
sugarat: ,
| 1210 3)10

"t la+11+7 4
2

f) Ha C, jeloli az AB oldal felezOpontjat, akkor a koriilirt kor
K kézéppontjdba vezetd C,K parhuzamos az AC,—AC vektorral
(125. dbra). A haromszdg tompaszogl, mivel AC - BC = —13<0),
és igy a C csucsnal 1év6 szOg koszinusza negativ, ennélfogva

CTK’MRT—R=5(—3; ~9;20).
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miatt tehat

91 91 1
CK = o = (C~ 40y = (=35 -9;20) =

24y10 " 2410 710

(13 39 13
~\ 80’ 80°12)°

vagyis OC, + C,K adja a K-nak OKX helyvektorat, azaz

13 39 13 227 521 23
K|3——;7—-—=; -3+ =|=|—;—:; - —].
80 80 12 80 ~ 80 12

B = A

126. dbra

125. dbra

Ha I jeldli a beirt kor kézéppontjét, C; e kornek a AB oldalon levd
érintési pontjat, akkor az AIC; derékszogli haromszogben (126.

_ 3)10
dbra) AC3 =s—a=9,IC; =r = W tehat

3

A1=Zﬂ§.
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Az Al egyez0 iranyu az Bﬁ- AC vektorral, igy

tehat

g) Ismert, hogy az ABC, M magassigpontjara (125. dbra)

CM = 2- C,K,
tehat f) alapjan
_, (13 39 13
CM =2 Kcz—_(40,40, 6),

vagyis

M133.319'_6'_7
“\40 740’ 6)°

VIII. fejezet 10. feladat:

Pontnak kérre vonatkozoé hatvanya alapjan (127. dbra)
AC,-AC, = AB, * AB,,
BA, - BA, = BC, * BC,,
CB,-CB, = CA, " CA,,
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127. ébra

és emiatt elGjeles szakaszokra is helyesen

AC, _ 4B,
B A CA°
B4, _ BC,
CiB A4,B’
CB, (4,
» A,C B,C
Ezek szorzataban a tényezéket megfeleléen rendezve
™* (ACB,)(CBA,)(BAC,) = (ABC,)(BCA,)(CAB,)

adodik. A feltétel szerint a CC,, BB, és AA, egyenesek egy ponton
mennek at, tehat (*) jobb oldaldn az 1 &ll, és igy Ceva tétele miatt
az AA,, BB, es CC, egyenesek is vagy parhuzamosak, vagy egy
ponton mennek at.
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IX. fejezet 5. feladat:

Jelolje G az F+ F’ Gsszeget.

1. A G kozéppontosan szimmetrikus (mégpedig a K pontra) kon-
vex sikidom, mert a konvexitast a 9.11 TETEL, a centralszimmetriat
pedig az igazolja, hogy ha az A pont az F-nek, B’ az F'-nek egy-egy
tetszOlegesen valasztott pontja, akkor a .

Kd=a,KB = -b
jeloléssel (128. dbra) a
KA+KB = KC = a+(—b)
adta C pontnak K-ra vonatkozo tukorkepe C’ is pontja G-nek,

hiszen a
KC = ~KC = —a+b
eredo a
KA + KB

ereddvel azonos, ahol 4’ az A-nak,'B pedig a B’-nek képe.

128. dbra
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2. Ha F allando szélességii alakzat, akkor F’ is az, tehat az F-nek
barmely irdnyu d szélessége egyenlé az F’-nek ugyanilyen iranyu
szélességével, kovetkezésképpen a G-nek ilyen iranyu szélessége két-
szer akkora, mint az F d szélessége. (Ha az F alakzat A4 és B pontjat
ugy valasztottuk meg, hogy |4B| = d legyen, gy az ilyen pontok-
ban az O6ket 6sszekotd szakaszra merOleges egyenesek az dllando
szélességii alakzat tamaszegyenesei.)

A KC = BA és |BA| = d miatt tehat |CC'| = 2d.

Az 1. és 2. szerint G kozéppontosan szimmetrikus és allando
szélességii konvex sikidom, ez pedig — mint konnyen belathato6 — azt
jelenti, hogy a G kor.

X. fejezet 19. feladat:

Vélasszuk meg a koordinata-rendszert ugy, hogy parabolank
kanonikus helyzetii legyen (129. a) dbra). Mivel barmely két para-
bola hasonlo, ezért feltehetjiik — az altalanossag megszoritasa nél-
kiil —, hogy a parabola egyenlete

y* = 4x.

HP

i

FO,0) x

U

a) 129. dbra
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) 2 ! ( vz
A parabola P, (Z;l ; y1> és P, (J% ; y2> pontjaban huzott e, illetve

e, érint6k egyenlete

1) A 2<x+ yz)
2
3} . ey yy, = 2’<x+. J;—2> .

Ezek merélegesek, ha ny(2; —y,), m,(2; — ybz) normalvektoraik ska-
laris szorzata 0, azaz ha '

3) 4+y,y, =0

teljesiif. Az e, és e, érintdk kdzos pontjanak koordinétéit az (1) és
(2) kiilonbségeébdl nyert -

1
YOr—r) =3 i-»3)

egyenlet adja. Mivel y, —y, # 0, hiszen a paraboldnak nincs ten-
gelyallasu hurja, ezért el6bbi egyenletiinkbdl

1 .
@ y =501+,
és igy (1)-bél kivonva a (4)-nek y,-szeresét
z 4
y 1
¢ 0= 2x+ == - (i +yw),
2 2
azaz
Yi)2
6 =—=,
© x ==

~ ami (3) miatt az érint6k k6zos pontjanak elsé koordinatajara az
(7 x=-1

egyenletet adja, ami a parabola vezéregyenesének egyenlete.
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Ezzel igazoltuk, hogy a feladatbeli pontok a vezéregyenesen van-
nak. Be kell még latnunk, hogy a vezéregyenes minden pontjabdl a
paraboldhoz merdéleges érintok huzhatok.

Legyen az x= — 1 vezéregyenes egy pontja a Po(—1; y,). Mivel
a vezéregyenes nem érintdje a parabolanak, ezért a P-ra illeszkedo,
a parabolat érinté egyenesnek létezik m iradnytangense, ezért az
ilyennek egyenlete

®) y = m(x+1)+y,.

Ez az egyenes érinti az y*> = 4x egyenletii parabolat, ha a (8)-nak e
parabolaval csak egy k6zds pontja van, és a (8) nem parhuzamos a
parabola tengelyével, azaz m#0, mert csak az érintdnek és a tengely-
lyel egyallasu hurnak van a parabolaval egyetlen k6z6s pontja.

Az :

[m(x+ 1)+).10]2 = 4x

egyenletnek egyetlen gyoke pontosan akkor van, ha az x-ben masod-
foku egyenlet diszkriminansa eltlinik, azaz

®) [2m(m+ y,) — 41> — 4m*(m+ y,)* = 0.
Ez akkor és csak akkor teljesiil, ha
(10) : m*+my,—1 =0,

ha tehat (10) két valos gyokének, m,; és m,-nek a szorzata — 1, ami
a (8) alatti egyenesek merélegességének sziikséges és elégséges felté-
tele.

Megjegyzés: Bebizonyithatd, hogy a parabola fokuszdnak az
érintékre vonatkozo6 tilkkérképeinek mértani helye a vezéregyenes.

Ennek ismeretében, ha a parabola F fokuszinak a P pontbeli e;
érintdre valo tiikkorképét T;jeloli (( = 1,2, ...) (129. b) dbra), akkor
ha P jeloli a két érinté k6zos pontjat, ugy P, PP,, akkor és csak
akkor derékszog, ha T, PT,, egyenesszdg, ha tehat P a vezéregyenes
pontja.
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X. fejezet 23. d) feladat:

Az A4y = lg ;\ = —9 miatt gorbénk hiperbolikus és
0 3 -6 0 3 0
A= 3 8 —13|= 3 8 3=
-6 —13 11 -6 —13 -—15
0 30 - 1
=9 1 8 1|=9(—3-5+2) =28l |

miatt k6zonseges, vagyis hiperbola.
A 10.24 TETEL (10.40) egyenlete szerint, ha a koordinata-rend-
szer kezdSpontja azonos a hiperbola centrumaval, akkor a hiperbola

A
egyenlete az — = —9 miatt
A33

a 6xy+8y*—9 = 0.
A (10.42) formula adta

0-8
. 2) ctg2p = ——= —

W s

alapjan, felhasznalva a III. fejezet 3.4 szakaszanak (16) képletét, a

8
ctgZp+ Sctg(p—l =0

1 .
egyenlet —3 és 3 gyokeinek egyikét valasztva, a

tg>p+1 =
e e sin g
) (U 3j10 )
azonossigbol a sin ¢ = 10 08¢ = = — - vélasztas (2)-t kielégi-

ti, és ezzel a ¢ szoggel elforgatva 1j koordinéta-rendszefﬁnket, a
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koordinatatranszformdciot a VIL. fejezet 7.3 szakaszanak (9") képle-
te irja le. Eszerint az

"0 "
10, 3/
BT &— o 7
helyettesités az (1) egyenletet kanonikus alakra hozza.

Valoban

6 N 6
bxy = E(—3f—ﬂ)(€—3ﬂ) = E(_3£2+8€”+3”2)’

8
8y2 = E(62_6é’7+9’72),

és ebbdl
6xy+8y*—9 = —E2+92—9 = 0,

amit a koordinata-rendszer 90°-os elforgatasaval a megszokott

> 2=
9 n

alakra hozhatunk.

XI. fejezet 19. feladat:

Legyen adott az

1—x
e;: T =3-z, y=2
és az
3
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Az e, és e, egyeneseket Osszekotd, mindkettére merdleges egyenes
(130. dbra), az n normaltranszverzalis v iranyvektora merdleges az
e; egyenes v, €s az e, egyenes v, iranyvektorara, ezért parhuzamos

a
i j ok
3 -1 1

vektorral. Legyen tehat v(1;1; —2)..

_ 51%91
/T'

x

130. dbra

A normaltranszverzalis egy pontjat példaul az e, és a normal- ‘
transzverzalis S sikjanak az e, egyenessel kozos pontja adja. Az S sik !
normalvektora merdleges v,-re is, v-re is, igy parhuzamos a

ij k
vixy=|-2 0 —-1|=(;-5;-2)
1 1 =2f - -

vektorral. Az e, egyenes E,(1;2; 3) pont]a az S siknak is pontja,
tehat az S sik egyenlete:

(x—1)—5(y—2)—2(z—3) =0,
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vagyis
x—5y—2z+15= 0.

Ha az § sik és az e, egyenes E, doféspontjahoz tartozé paramétert
t jeloli, akkor az E, koordinatai:

x = 3t—1,
) : y=2-1t,.
z =1

Az E, be_nne van az S sikban is, kielégiti tehat annak egyenletét,
vagyis

3t—1-52—-9—-2(t—3) =0,

amibdl

tehat

5

amivel az (1) miatt E, ( 6) ennélfogva a normaltranszverzi-

lis egyenletrendszere

XI. fejezet 28. a) feladat:

Vegyiik észre, hogy az x+ 2y + 3z kifejezés négyzete adja egyenle-
tiink elsé hat tagjat, és ugyanennek a kifejezésnek (— 4)-szerese a
kovetkezd harom tag. {gy egyenletiink bal oldala az (x+2y+3z)-ben
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masodfoku kifejezéssé valik, s ezt — ismert modon — szorzatta alakit- |
hatjuk: {
|

,(x+2y+3z)27-4(x+2y+3z)+3 = (x+2y+3z—1)(x+2y+3z-3).
Egyenletiink tehat az ' '

x+2y+3z—1=0
és az '

x+2y+3z—3=0

egyenletii parhuzamos sikok egyesitésének egyenlete. A koordinata-

srss

S &=g (@>0) -

kanonikus alakra jutunk.
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