© Typotex Kiado

A fiiggelék
Csoportok és abrazolasaik

A.1. A csoport definicidja

Egy G halmazt, amelynek elemei kézott az f,g — f - g szorzas mivelete
oly médon van értelmezve, hogy

1. a szorzas nem vezet ki a halmazbdl, f,g € G — f-g € G,
2. létezik az egység elem, e, melyre e - f = f,

3. minden f € G elemhez tartozik inverz, f =%, f- f ! =e,
4. a szorzés asszociativ, f - (g-h) = (f - g) - h,

csoportnak neveziink. Azon csoportokat, amelyekben a szorzas kommu-
tativ, f - g = g - f abelieknek nevezziik.

Egy csoport diszkrét, illetve folytonos attél fiiggéen, hogy milyen to-
pologiaval lathato el. A folytonos Lie csoport dimenzidja a csoport eleme-
ket jellemzé fiiggetlen, folytonos és valos paraméterek minimélis szama.
Az n x n méret nem-elfajuld valoés matrixok halmaza a GL(n) csopor-
tot alkotja, amely n? dimenzios. Ezen beliil az ortogonalis métrixok egy
n(n—1)/2 dimenziés O(n) alcsoportot alkotnak. A nem-elfajulé komplex
n X n-es matrixok csoportja 2n? dimenzios, amelyben az unitér matrixok
az n? dimenziés U(n) alcsoportot adjik meg. Az O(n) [U(n)] csopor-
ton beliil az egységnyi determinansi matrixok az n(n — 1)/2 [n? — 1]
dimenzioja SO(n) [SU(n)] csoportot alkotjak.

A.2. A generator fogalma

Az egység-matrix kellGen kis kornyezetében a logaritmus fiiggvény Tay-
lor-sora konvergal, azaz a méatrixokat az A = e alakban irhatjuk.Tehat
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260 A. Csoportok és abrazolasaik

barmely folytonos csoport egység-elemének egy megfelelGen kicsiny kor-
nyezetében a csoport elemeinek logaritmusa, az elemek generatorainak
linearis kombinacidi, jol definidlt és a csoport dimenzidjaval megegyezs
dimenzi6ju linearis teret alkot. Az O(n) [U(n)] csoport generatorai n X n
méretd anti-szimmetrikus [anti-hermitikus| matrixok. A det A = 1 tulaj-

donséag a
det A = e'rlog4 (A1)

Osszefiiggés alapjan a trB = 0 feltételnek felel meg. Tehat az SO(n) és
az SU(n) csoportok generatorai spurtalanok.

A.3. A Lie algebra

A Lie csoport generatorai algebrat alkotnak az A, B — [A, B] = AB—BA
kommutator mtveletre, mint szorzasra nézve. Az abeli csoportok Lie al-
gebrajaban a kommutator azonosan nulla. Kiilénb6z6 folytonos csopor-
tok, amelyeknek megegyeznek a Lie algebrai, lokalisan, azaz az egység
koriili csoport elemekkel valé szorzas szempontjabol, ekvivalensek, de
globalisan kiilonbozhetnek.

Ado tétel: Barmely Lie algebra bedgyazhato egy alkalmasan vélasz-
tott matrix-csoport Lie algebrdjaba. Tehat mindegyik folytonos csoport
lokalisan egy matrix csoporttal ekvivalens.

A.4. Az abrazolas fogalma

Ha egy G csoport minden g eleméhez tigy rendeliink egy, a V' linearis
téren hato Ulg] : V' — V leképezést megvalosito linearis operatort, hogy
a csoportbeli szorzas miiveletét megérizziik,

Ulf - g1 = ULfU[g], (A.2)
akkor a g — Ulg] megfeleltetést a G csoport V' téren valo dbrazolasanak
hivjuk.

Anti-unitér operator: Az A operator anti-unitér, ha anti-lineéris,

Alciln) + coliha)) = ciAlihr) + 3 Al4ha), (A.3)

tovabba invertalhato, azaz A~' létezik és A hatasa a normét megdrzi,

(DI = (1Al - (A.4)

Bizonyitas nélkiil emlitjiik meg Wigner Jend egyik alapvets tételét: Ha
egy vektortér transzformécioja, |¢) — Uly) megorzi a skalar szorzat
abszolut értékét, [(Up|Ug)| = |(v|¢)|, akkor U unitér vagy anti-unitér.
Egy abrazolas (anti)unitér, ha az dbrazolas operatorai (anti)unitérek.
FEkvivalens abrazoldsok: A G csoport Uy[g] és Us[g] dbrazolasa unitér
ekvivalens, ha létezik egy olyan unitér operator, V, amelyre Uj[g] =
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A.1. tablazat. A fontosabb maéatrix csoportok és tulajdonsagaik

csoport jellemzd tulajdonsag dimenzio
GL(N,C) detA#0 2N?
SL(N,C) detA=1 2N? — 2
U(N) ATA=1=|detAl=1 N?

SU(N) AtA=1, detA=1 N?—1
GL(N) det A#0 N?

SL(N) det A=1 N? -1
O(N) AA=1=detA=+1 IN(N-1)
SO(N) AA=1, detA=1 IN(N —1)

VUs[g]VT. Az unitér ekvivalens abrazolasok megkiilonboztethetlenek a
kvantummechanikaban.

Abréazolasok direkt Gsszege: Induljunk ki egy csoport két abrazolasa-
bol, Uilg] : Vi — Vi, i = 1,2. A g — Uj[g] & Usg] direkt Osszeggel
definialt megfeleltetés a Vi @ Vo téren ad egy abrazolast, amelyet az U
és az Uy direkt Osszegének hivunk.

Invarians altér: Egy abrazolas terének linearis alterét invariansnak ne-
vezzik, ha abbol az dbrazolas operatorai nem vezetnek ki. Az abréazolas
teljes tere és az iires altér nyilvanvaléan invarians, ezek a trivialis invari-
ans terek. Az el6bb emlitett direkt 6sszeg abrazolédsnak két nem-triviélis
alterét ismerjiik, V; és Va-t.

Reducibilis dbrazolds: Az L téren hatoé U abrazolas reducibilis, ha L
felbonthat6 két nem-trividlis invarians altér direkt osszegére, V = Vi dVs.
Ez esetben az eredeti abrazolas direkt 6sszeggé valik, U = Uy @ Us. Egy
mésik megfogalmazasa a reducibilitasnak az, hogy talalunk olyan ba-
zist az dbrézoléas terében, amelyben az dbrazolas matrixai azonos blokk-
diagonélis struktirat mutatnak.

Irreducibilis abréazolas: Azt az abrazolast, amely nem reducibilis, irre-
ducibilisnek nevezziik. Tehat egy abrazolas irreducibilis, ha csupéan trivi-
alis invarians alterei vannak. Ugy is fogalmazhatunk, hogy egy abréazolas
akkor irreducibilis, ha az dbrazolési térnek barmely két eleméhez, [i)1),
|12)-hez talalhato egy csoport elem, g, amelyhez tartozo operator, T'[g]
Osszekoti e két allapotot,

(1] T[glleh2) # 0. (A.5)

Unitér abrazolasok mindig felbonthatok irreducibilis dbrazolasok direkt
Osszegére.
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B fiiggelék
A Dirac-egyenlet

Célunk a szabad feles spint részecske relativisztikusan invarians moz-
gasegyenletének levezetése. (Az egyenlet megoldésaival a 3.4. fejezetben
részletesen foglalkozunk.)

A feles spint elemi részecske a specialis Lorentz-csoport legegyszertibb,
(1,0) vagy (0,1) irreducibilis abrazolasat valositja meg. E két abrazolés
nem ekvivalens, tehat gy tiinik, hogy két kiilonb6z6 feles spintd részecske
leirasara van lehetGségilink. Tovabbi kérdés a diszkrét szimmetridk abré-
zolasa, példaul az elektron allapotan elvégzett tértiikrozés miiveletének
megjelenitése.

B.1. A tértukrozés

Az L = x X p impulzusmomentum axialvektor, hiszen tértiikrozés esetén
nem valt elGjelet. Tehat a tértitkrozést dbrazold P operator feleserélhetd
az impulzusmomentum operatoraval, [P, L] = 0, és ennek kovetkeztében
az SO(3) forgascsoporttal. Ily modon a forgascsoport mindegyik irredu-
cibilis abrazolasaban P az egység-matrix tobbszoroseként dbrazolodhat
csak. Kovetkezményiil azt kapjuk, hogy az "elemi részecskék" jol meg-
hatarozott paritassal rendelkeznek és a forgascsoport irreducibilis abra-
zolasainak megalkotasaval a tértiikrozést is abrazoltuk.

A helyzet elbonyolodik a relativisztikus szimmetridk esetén. Jeldljiik a
v nagysagu boostot végrehajto Lorentz-transzformacié méatrixat Ay-vel,
ekkor a

PAy = A_,P (B.1)

egyenlet azt mutatja, hogy a tértiikrozést nem lehet a specialis Lorentz-
csoport egyetlen irreducibilis abrazolasan beliil elérni, hiszen [P, Ay] # 0.
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Ha egy fermionnak a tiikorben lathato allapota megtalalhaté a ter-
mészetben, akkor ennek a részecskének a leirasahoz a speciélis Lorentz-
csoportnak tobb irreducibilis abrazolaséat kell egytittesen felhasznalnunk.
A legegyszeriibb eset az, amikor egy (1,0) tipusu abréazolas allapota-
inak a tiikorképeit az ezzel azonos dimenzioju (0,1) abréazolasban ke-
ressiik, azaz a tértiikkrozést a két Abrazolas vektorainak a felcserélésével
abrazoljuk. Mivel az SO(3) forgascsoport kétszeresen osszefiiggs topo-
logiaval rendelkezik, a rajta értelmezett hullamfiiggvények kétértéktiek
oly modon, hogy az azonos pontban felvett értékek abszolit értéke meg-
egyezik, azonban elGjeliik ellentétes. Az elGjelkiilonbség alapjan a kiin-
dulési allapot és annak 27-vel valo elforgatottja a fundamentalis csoport
11 (SO(3)) = Zy = {1,—1} &brazolasait szolgéltatjik. Ily modon P2
amely a koordinata vektorok szempontjabdl az egység elemmel azonos, a
hullamfiiggvények terében £1 operatorként abrazolodhat, hiszen a két-
értéki hullamfiiggvény Riemann-feliiletei felcserélédnek két egymésutéani
tértiikrozés alkalmazasa utdn. A forgéscsoport abrazolésai folytonosak,
igy egy irreducibilis altérnek barmely hullamfiiggvényére P? &brazolasa
ugyanaz az elGjel lesz, azaz a tértiikrozés négyzetének lehetséges abrazo-
lasai a kovetkezok:

P =1, (B.2)
vagy

P? = 1. (B.3)
Belathato, hogy e két alternativa csak a semleges feles spini részecskék
esetében vezet megfigyelhetd kiilonbségre. Ilyen részecske hijan a valasz-
tas tetszdleges, a tankonyvekben a (B.3) adbrazolas a jobban elterjedt.

A tértiikrozés abrazolasa céljabol a feles spint részecskék leiraséara a
specialis Lorentz-csoport (1,0) @ (0,1) direkt-0sszeg abrazolasat hasznal-
juk. Ennek a négydimenzios térnek az elemeit, a 1) = (¢, x4) vektorokat
bispinoroknak hivjuk. A z-tengely koriili elforgatésok soran a (2.52) és
(2.53) transzformalodasi szabaly az (2.56) metrikus tenzor felhasznalé-

saval a
¢1 N e—ia/2 ¢1
¢2 eia/2¢2
—ia/2
N R (B.4)
X2 ei/2xy
alakot oOlti. Tehat a tértiikkrozést, amely nem valtoztatja meg a spin ve-
tiiletét a .
Py .y xt
P { (G2) ,(m) (B.5)
2

modon abrazoljuk.
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264 B. A Dirac-egyenlet

B.2. A mozgasegyenlet

Olyan mozgésegyenletet kereslink, amely mind a bispinor térmennyiség-
ben, mind pedig a részecske allapotat jellemzé p* energia-impulzus kvan-
tumszamban lineéaris. Az energia-impulzus vektort célszerti a szokasos
modon, egy 2 X 2-es matrixként kezelni,

p" — ploy, (B.6)

amely a (2.48) transzformacios szabély alapjan egy (1, 1) tipust tenzor,
p®A. Szitkségiink lesz a p’ = pa, tenzorra is, amelyet a

P = (G +po)G")* =p° — po (B.7)

alakban allithatunk el a (2.54) és a G = —G Osszefiiggések alkal-
mazasaval. A p, paa, ¢ és a x4 mennyiségekbdl az Gsszeills indexek
kontrakciojaval alkothatunk kovarians kifejezéseket, példaul p®4x 4. Erre
az (1,0) spinorra a legegyszertibb feltételként a masik hasonld spinorral,
a ¢®-val valo aranyossigot rohatjuk ki,

pxa = mg?, (B.8)

ahol m egy tomegdimenzi6ju aranyossagi tényezd. Hasonldé modon kap-
hatunk még egy masik Gsszefliggést:

Paad” =m'xa. (B.9)

A x — (/o7 x dtskaldzassal e két egyenlet a szimmetrikusabb

(®° + po)x = m¢,
(»° — po)p = my (B.10)

alakra hozhato, melyet a

702(? é) 7;':((703- _gj> (B.11)

Dirac-matrixok bevezetésével a szokasos

(®°v0 + PY)Y = my (B.12)

modon lehet felirni.

Az itt kovetett gondolatmenet a Schrodinger-egyenlet formalis négy-
zetgyokeként elGallitott mozgésegyenletet eredményezi. A levezetésbsl
azt a meglepd kovetkeztetést vonhatjuk le, hogy a specialis Lorentz-
csoport szempontjabol az elektron egy osszetett, az (1,0) @ (0,1) re-
ducibilis abrazolashoz tartozo részecske. Az (1,0) és a (0, 1) irreducibilis
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abrazolasokat a részecske tomege csatolja Ossze. A tomegnélkiili fermio-
nokra, példaul a neutrinokra, (B.10) egyenlet alapjan kétkomponensi
spinor leiras alkalmazhato.

A specialis Poincaré-csoport fényszerd irreducibilis multiplettjeiben
példéul a neutring helicitasat jobb (A = 3), illetve balkezesnek (A = —1)
hivjuk, ha az impulzus irdanya szempontjaboél a spin jobb, vagy balkezes
forgashoz tartozik. A jobb és a balkezes allapotok egymaéastol fiiggetleniil
fejlédnek, a mozgasegyenlet nem keveri Gket Ossze. A mozgasegyenlet
tomegtagja Osszecsatolja a jobb és a balkezes éllapotokat. A jobb- és a
balkezes G.n. kiralis altérre valé vetitést a

1
Pr = 5(1+) (B.13)
és a |
P =51 —7) (B.14)
Dirac-méatrixokkal érjiik el, ahol
. 1 0
Vs = 0N23 =\ g 1 )¢ (B.15)

A térbeli elforgatdsok soran a bispinor két spinor komponense ekvi-
valens médon transzformélodik. Ez a tulajdonsag azt sugallja, hogy a
nemrelativisztikus hataresetben, amikor a "boost"-ok nélkiili alcsoportra
korlatozott szimmetriat reprezentaljuk, a két spinor Gsszege és kiilonb-
sége lesz az alkalmasabb valtoz6. Erre bazisra az

A:%(_ll }) (B.16)

métrixszal attérve, kapjuk meg a Dirac-egyenlet 3.4. fejezetben hasznélt
alakjat.
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C fiiggelék
Az idéfejlédés a
kvantumtérelméletben

A dinamikai iddéfejlédés az allapotvektorokon keresztiil jelenik meg a
Schrédinger-féle kvantummechanikdban. Miutan a térelméletben a tér-
mennyiségek explicit idéfiiggést tartalmaznak, célszertinek tiinik az id6-
fejlédést az allapotokrol egy bézistranszformacioval az operatorokra at-
vinni. Kideriil azonban, hogy az eredményiil kapott operatoregyenle-
tek til bonyolultak ahhoz, hogy a perturbéacidészamitast alkalmazhassuk.
Ezért a kvantumtérelméletben olyan kompromisszum alapjan irjuk le
az 1d6fejlédést, hogy a Hamilton-operator szabad része felelés az opera-
torokban explicit modon felléps idéfiiggésért, masrészt a kolcsonhatasi
Hamilton-operator az allapotokat fejleszti az idében.

C.1. A Schrodinger reprezentacio

A Schrédinger reprezentacioban az allapotvektorok az

ihdo|(t))s = Hl|p(t))s (C.1)

Schrédinger-egyenlet megoldaséval kapott

[9(#))s = U(t,0)[4(0)) (C.2)

modon fejlddnek idGben, ahol
Ulty,t;) = e n(ts A (C.3)

és az Ag operatorok idéfiiggetlenek.
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C.2. A Heisenberg reprezentacio

Az e™/h gperatorral elvégzett bazistranszformécié utan a Heisenberg
reprezentacioba jutunk, ahol a

()i = eF (1)) s (C.4)
allapotok id&fliiggetlenek, az operatorok azonban az
Ap(t) = ent gge wtH (C.5)
id6fiiggést mutatjak, amely az
ihdy A (t) = [An(t), H] (C.6)

Heisenberg mozgasegyenlettel ekvivalens. A Hamilton-operator megegye-
zik a két reprezentacioban.

C.3. A Dirac reprezentacio

A kolesonhatasi reprezentacioban felbontjuk a Hamilton-operatort a Hy
szabad és a Hy kolcsonhatasi tag 6sszegére, H = Hy+ Hq és az operatoro-
kat a szabad, az allapotokat pedig a kolcsonhatasi Hamilton operéatorral
fejlesztjiik idében:

()1 = e ™lp(e))s,
Ar(t) = enttlogge=wtHo, (C.7)

A mozgasegyenletekre

ihOoly(t))r = Harly(t))r,
ihdyAr(t) = [Ar(t), Hor] (C.8)

adodik. Ha [Hy, Hq] # 0, akkor Hy; # Hy és Hyy id6ben valtozik.

C.4. A szérasmatrix

A részecskefizikai folyamatok alapvetd jellemzGje a kezdeti allapotban je-
len nem 1évs gerjesztések, részecskék keltése. Ez tobbféle médon tortén-
het: a fékezési sugarzashoz hasonld | lesugérzassal”, vagy az 4j kvantum-
szamok rejtett megjelenésére kivalo alkalmat nyujtoé parkeltéssel. Ebben
a kvantummechanikai folyamatban a természetes fizikai objektum az a
kelts operator, ami a téridé meghatarozott pontjaban részecske megjele-
nését képes a kezdeti allapotra hatva forméalisan is leirni. (Az alternativ
miivelet az adott részecskefajta eltiinését leir6 eltiintets operator hatésa.)

A szokasos kvantummechanikai targyaldsban az allapot idébeli valto-
zésa az objektum mindségi jegyeinek megmaradasa mellett torténik, ezért
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az a leiras illeszkedik jol a jelenségekhez, amely az allapothoz rendel id6-
beli valtozast, mig a fizikai tulajdonsagok operatorai idéfiiggetlenek. Pl.
egyetlen magneses momentum kiils6 magneses térben torténd precesszi-
Oja sorén, a méagneses térre merdleges méagneses momentum komponens
forgasa jol kovethet§ az allapot bizonyos paramétereinek idfliggését leird
Schrodinger-egyenlet segitségével. Ennek oka az, hogy a precesszio soran
a magneses momentum hordozéja nem alakul at, mondjuk, elektronbol
protonna.

A részecskefizikai kisérletekben a kezdeti allapot (t = —o0) és a vég-
allapot (¢t = +o00) hatarozott kvantumszamu részecskékbdl all:

|Z> = |R1(p7,7S;7,7I3i’}/7;1)’ R (pz7S?7,7 31’Yn)>
1f) = [Ri(P} L o I3 15 V) ooy R (P ST I, V7)), (C9)

ahol az 7 index a kezdeti allapotra utal, amiben n részecske van jelen, mig
f a végallapotbeli részecskéket indexeli. Utobbiak szdéma m. A feltiinte-
tett tulajdonsagok, az impulzus, a sajat impulzusmomentum, valamint
az izospin komponensei és a hipertoltés az erdsen kolcsonhatd részecs-
kékre adnak egy kvantumszam-halmazt. A leptonokra vagy az erGterek
kvantumaira mas, de jellegében hasonl6 valasztas jellemzi a reakcidban
résztvevd allapotokat.

A kezdetibdl a végallapotba sok-sok alternativ eseménysor vihet &t,
amelyek tobbek kozott abban kiilonboznek, hogy egyes részecskék mely
térid6 pontban tiinnek el vagy keletkeznek. Az atalakulast jellemz6 ope-
ratort S-métrixnak hivjak:

[W(ty)) = S[W(E:)) (C.10)

és az id6fliggd, részecskét eltiintetd és keltd operatorokbol épiil fel.

Miutan H,y idéfiiggs, a modositott Schrodinger-egyenlet megoldésa
komplikaltabb, mint volt a Schrodinger-képben. A kiilénb6z8 id&pont-
beli kolcsonhatasi Hamilton-operatorok altaldban nem cserélhetk fel,
ezért a megoldast az infinitezimélis idGintervallumra vonatkozo6 linearis
kozelitésre épitjiik:

9+ A0 = (T — L Hy (A E(0)1. (C11)

Infinitezimalis idGintervallumra az el6z6 kifejezés jobb oldalat exponen-
cializalni lehet:

(T~ L HuU AU ~ e PMONe(),. (C12)
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Véges intervallumra az idéfejlédés eredménye az infinitezimalis transz-
formaciok egymasutani ,végtelenszeri” alkalmazasaval kaphaté meg;:

|\Ij(tf)>l — ef%AtHu(tffAt)ef%AtHU(tfoAt)...ef%AtHu(ti) |\Ij(tz)>l
(C.13)
A fenti végtelen szorzat definidlja az t.n. idérendezett szorzatot, mely-
ben tehat a névekvd idépontokhoz tartozé operatortényezdék balrél szo-
rozzak a korabbi idépontbeli Hamilton-operatorokat tartalmazé részt:

(e = Pt I O g, (C.19)

Ezzel viszont éppen azt az operatort allitottuk el, ami a részecskefi-
zikai reakciok atmeneti valoszintiségi amplitudéjat adja. Ehhez a t; =
—00,ty = +o0 valasztast kell tenni:

S = Fe F ) Mt (C.15)

A perturbativ megoldéast az exponencialis fliggvény hatvanysorba fej-
tésével kapjuk meg. Emogott az az alkalmazasi korlat all, ami feltételezi,
hogy Hir matrixelemei sokkal kisebbek a sorfejtés els6 tagjanak, az egy-
ségoperatornak matrixelemeinél, tehat egynél. A kezdeti |U(t;)) és egy
specialisan kivalasztott |f) végallapot kozotti S matrixelemet Sy;-vel je-
16lve, a sorfejtés elsé harom tagja a kovetkezs:

Sti =g — 5 /o dt'(fI1H1r(t)|¥(=00))1

— kT[22 dty [ dty(f|Hyp(t) Hip(t2)[¥(—00)); + -+ (C.16)

Nyilvan csak az utolsé tagban kell az idérendezést alkalmazni. Az in-
tegrandus 1 és t9 cseréjére mutatott szimmetriajat kihasznalva konnyt
latni, hogy a jobboldal utolsé tagjat meghatarozé operator a kovetkezd
hatarozott sorrendii alakra hozhato:

1 0 11
s / dty / dty Hyp(t) Hy (t). (C.17)
h® /- 00

Nyilvanvalo, hogy barmi valtozassal jaro reakciot csak a (C.16) méso-
dik tagjatol kezdsds rész ir le. Ezekben a reakcidkban a kezdd és vég-
allapotok eredd négyesimpulzusai azonosak. Ezért az S-méatrix altalanos
szerkezetére a kovetkezs felbontas tehetd, ami az abban megjelens T
operator definiciojat adja:

Spi = 6pi +i(2m) 6" (ps — pi) (T4 |T|T5). (C.18)

A megfelel§ Dirac-delta fiiggvény megjelenését az 6sszes konkrét szamo-
las igazolja.
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C.5. A hataskeresztmetszet

Az atmeneti valoszintiséget a kolcsonhatast leird rész abszolut értékének
négyzete adja. Azonnal gondot jelent a Dirac-delta négyzetének értelme-
zése. Ez Fermi nyoman a koévetkezSképpen teheté meg. A Dirac-delta V
térfogat és T idGintervallumbeli Fourier-elGallitasabol indulunk ki:

T/2 . .
@m)16@ (p; — pr) = / P / dteiPr—PxX=i(p)—p9)t (C.19)
v ~T/2

Ha p; = p;, akkor az integral értéke VT'. Ezt éppen a masik J-fiiggvény
biztositja. Igy Fermi javaslata szerint a ¢ négyzetére a kiovetkezs értel-
mezés adodik:

[(2m) 6@ (ps — o)) = (21)'6Y (py — i) VT. (C.20)

A szokésos kvantummechanikai esethez hasonléan az idGegységre jutod
atmeneti valoszintiséget kivanjuk kiszamolni, azaz az S-métrixnak a ki-
szemelt kolcsonhatast leir6 matrixelemét elosztjuk T-vel.

Miutéan a kvantumszamok koziil az impulzus folytonos valoszintiségi
valtozo, a kovetkez6 1épés a végallapotban rogzitett impulzusok koriili
infinitezimalis fazistérfogat-elemmel valo szorzas:

™ dgpl

=1 nh)B (C.21)

(miutén a reakciok a térben barhol azonos eséllyel kovetkeznek be, a fa-
zistérfogat térszerd részét rogton a V térfogattal valo szorzassal vehetjitk
figyelembe).

A hatarozott impulzusa részecskéket sikhullamok irjak le. Egy sik-
hulldm térben homogén részecske-eloszlast ir le, amelynek valoszintiségi
strtisége ) )

p=il(¢* ¢ — ") = 2p°. (C.22)
Ezért a reakcid részecskeszamtol fiiggetlen jellemzése érdekében az id6-
egységre jutd atmeneti valoszintiséget el kell osztani a bejovs és a kimend
részecskék szamaval:

N = Hﬁl(ZP?,fV)szl(ng,iV)- (C.23)

Kozbiilsg Osszefoglalasul kijelenthetjiik, hogy két részecske {itkozésében
a kezdeti allapotbdl a végallapotba torténd atmenetek idSegységre jutod
valoszintiségére a kovetkez§ kifejezést kapjuk:

AWpi o a5 4 orm  Apyy
7 =m0 - p) fpsvin CEIET (C.24)

1
2p?2p3V| T
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A tipikus szoraskisérletben az egyik részecskébdl nyugvo céltargyat
allitanak els, amire a 16vedékrészecskék aramat 16vik ra. Ez esetben be-
vezethetd a hataskeresztmetszet, ami a fluxusegységre vetiti az idSegy-
ségre juto valoszintiséget. A 1ovedékfluxus a V térfogatban vy sebességgel
mozgb részecskéket leird normalt sikhullam allapotban

V3

jo = 7 (C.25)
amivel a differencialis hataskeresztmetszet definicijara
do = =" = — (271)*s®) ) |Te T, 2
(C.26)

irhato.

Feladat. (1) Mutassuk meg, hogy az

I= ((P1p2)2 —P%Pg)l/z (C.27)

relativisztikusan invaridns kifejezéssel megadhaté a hataskeresztmetszet
fenti kifejezésében a |T;|*-et megeléz6 tényezs nevezdje.
(2) Mutassuk meg a

d'p.
(2m)3

Lorentz-invarians kifejezés alapjan, hogy a fazistérfogat-elemet tartal-
mazé utolsé faktor maga is Lorentz-invarians. |

20(p°)8(p* — m?) (C.28)

Az el6z6 feladatok allitasaibol kovetkezik a hataskeresztmetszet rela-
tivisztikus invariancija.
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D fiiggelék
A funkcionalis
Schrédinger reprezentacio

A kvantummechanika és a kvantumtérelmélet formalis hasonlosiga az
.n. funkcionalis Schrédinger reprezentacioban a legnyilvanvalébb.

Induljunk ki egy n-dimenziés térben mozgé els6-kvantalt részecskébdl,
amelynek szokasos kanonikus valtozoi zf, 7, £ =1,---,n,

[2%, 7] = iho™". (D.1)

Az allapotok jellemzésére az |y°)

2 ly’) = v*ly") (D.2)
koordinata sajatallapot segitségével bevezetett
h(z’) = () (D.3)

hullamfiiggvényt hasznaljuk.

A skalar kvantumtérelmélet egy olyan kvantummechanikai rendszer,
amelyben a haromdimenzios tér minden x pontjaban egy fiiggetlen ¢(x)
dinamikai szabadsagi fok talalhato. Tehat az elsé-kvantalt ¢ koordinata
szerepét a ¢(x) térmennyiség jatsza. Az £ index, amely a kiilonb6z6 ko-
ordinata komponenseket kiilonbozteti meg, a térelméletben a folytonos
x valtozoval helyettesitends. Minden ¢(x) dinamikai valtozohoz tartozik
egy m(x) kanonikus impulzus

[¢(x), w(y)] = ihd(x —y). (D.4)
Bevezetjiik tovabba a |®(y)) koordinata sajatallapotot,
¢(x)|2(y)) = 2(x)|2(y))- (D.5)
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D. A funkcionalis Schrédinger reprezentacié 273

A kvantumtérelmélet allapotait a ¢(x)-fiiggs U[p(x)] hullamfiiggvény, a
Schrédinger hullamfunkcional jellemzi,

Up(x)] = (p(x)¥), (D.6)

amelyen a kanonikus operatorok hatasa

P(x)¥[p(y)] = ¢(x)¥[e(y)]
h o
g = -——V . D.7
mOVOW)] = 7 5750 VOO (D.7)
Most bevezetiink egy infravoros és egy ultraibolya levagast oly médon,
hogy a rendszert egy L méretd kvantalasi dobozba tessziik, valamint a
folytonos x tér-koordinatat diszkrét racspontokkal helyettesitjiik,

Xp = an, (D.8)

ahol a a racsallando. A két levagéasi paraméter kapcsolatat a kvantalasi
dobozban taladlhaté racspontok

L3
szama fejezi ki. A racs-regularizalasban a
¢r(n) = ag(xn) (D.10)
és
m(n) = a7 (xy) (D.11)
dimenzidtlan valtozokat vezetjiik be, amelyekre a kanonikus felcserélési
relacio
[¢r(n), 7 (m)] = ihon,m (D.12)
megyegyezik a kvantummechanikai tobbtest-rendszer (D.1) osszefiiggé-
sével.
A dinamikat a
1 1
i = [ x| 3w + 50,0607 + V)| (D13)

Hamilton-operator irja le, amely az ultraibolya levagassal dimenzi6tlani-
tott mennyiségekkel kifejezve

Hy =l = Y| 3a2n)+5 3 (6 (04) = g (0) P+ V(g ()| (D10
n i

alaku lesz.
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274 D. A funkcionalis Schrédinger reprezentacié

Feladat. Bizonyitsa be, hogy a (D.13) Hamilton-operatorral megadott

V(p) = %m2¢2 (D.15)

szabad elmélet vakuumanak hullam-funkcionalja
Tolp(x)] = ef%fdxdW(X)K(x,Y)d)(y)’ (D.16)

ahol a K (x,y) operatort a

K =+vVm?2-V?2 (D.17)
kifejezés definidlja. m
Vezessiik be a
1
Ho(n) = Eﬂf(n) +3¢7 (n) + V(4 (n)) (D.18)

a racson is lokalis operatort. Minden egyes x, pontnél a ¢,(n), 7,(n)
kanonikus par egy kvantummechanikai rendszert hataroz meg, amelynek
Hjy(n) a Hamilton-operatora. Ezek a lokalis rendszerek a

Z¢r n + j)¢r(n) (D.19)

operator altal leirt médon hatnak kolecson a szomszédaikkal, hiszen

H= ZHO ) + Hi(n)). (D-20)

Tehét a kvantumtérelméletet egy olyan N dimenziés Hy kvantummecha-
nikai rendszerként képzelhetjiik el, amely a szomszédos szabadsagi fo-
kokat Osszecsatolo H; Hamilton operatorral jellemezhets. Vegyiik észre,
hogy a (D.20) felbontés lehet6vé teszi nagy csatolasi allandok esetén a
kinetikus energiaban, kozelebbrél a Hi-ben valoé perturbécidszamitast,
rogzitett véges a esetén.

www.interkonyv.hu © Patkés Andras, Polényi Janos



© Typotex Kiado

E fiiggelék
Kvantum anomalia

A klasszikus rendszerek szimmetriait esetenként sérti a kanonikus kvan-
talas eljardsa. Ezt a sajatos kvantum effektust mutatjuk be a kvantum-
mechanikiaban és a kvantumtérelméletben. A kvantum anomalia val6ja-
ban tagabb jelenségkorre utal, mint a szimmetridk jelenléte vagy sérii-
lése. Szokasos hasznalata csak annyiban kapcsoldodik a szimmetridkhoz,
amennyiben a szimmetria kovetkezményei és azoknak esetleges sériilései
kénnyen azonosithatéak. A figyelmesebb vizsgalat arra az eredményre
vezet, hogy a kvantum id&fejlddés szingularisabb médon torténik, mint a
klasszikus esetben, amit gy is megfogalmazhatunk, hogy a kvantum
részecske fraktalis palyakon propagal és ennek koévetkeztében tobb, a
klasszikus mechanikaban levezethets osszefiiggés O(h) korrekeiot tartal-
maz.

Az ilyen jellegti korrekciok harom fajtajara adunk példat ebben a
fliggelékben. Az elsé anomaélia csaldd a kanonikus koordinatdk nem-
linearis transzformacioja esetén jelenik meg. A mésodik anomélia tipus
az id6fejlédést kozvetleniil megjelenits, iddderivaltat tartalmazd operé-
toregyenletekben taldlhatd. Mivel egy szimmetria ismeretében széamos
egzakt klasszikus Osszefliggést és megmaradasi tételt vezethetiink le, eze-
ket az anomalidkat Altaldban a szimmetriak nem-linearis, illetve linearis
megvalositasa esetében talaljuk meg. Az anomaélidk itt bemutatott har-
madik osztilya pedig a levagéas okozta effektusokat tartalmazza. Torté-
nelmi okok miatt, csupan ez utébbiakat nevezik anomalianak, mert fel-
fedezésiik teljesen véaratlan volt. Mivel mindharom jelenségtipus forrasa
ugyanaz, a kvantum propagalas szingularis jellege, ebben a fiiggelékben
egységesen az ,anomalia” jelz6t hasznaljuk leirasuk soran.
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E.1. Anomalia a kvantummechanikaban

Induljunk ki a haromdimenziés térben mozgo szabad részecske

Lo= %58 (E.1)

Lagrange-fiiggvényébdl. A hozzatartozo

_h_2V2

Ho —
0 2m

(E.2)

Hamilton-operatornak az eltolassal és az elforgatéssal szemben tanisitott
invarianciajat a

[Ho,p] = 0
[Ho,L] = 0 (E.3)

kommutacios szabalyok rogzitik. Az
r8inf cos ¢
X = ¢ rsinfsin¢ (E.4)
rcos

polér-koordinatakkal kifejezett

Ly = (2 + 1267 + r* sin” 04?) (E.5)
Lagrange-fiiggvény kvantélasa a megszokottdl eltérd eredményre vezet.
A
br = % =mr,
po = L8 =%,
Py = ‘5(;:—; = mr?sin® 0 (E.6)

kanonikus impulzusok segitségével kifejezett Hamilton-fliggvény a szoka-
SOS

Hy = pyi+ pof + ppoh

2
- VY Py (E.7)
2m  2mr?2  2mr2sin26 .

alakot Olti. Az impulzusokat az

[’rapr] = [071)0] = [¢7p¢] =1h (ES)
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E.2. A szingularis propagalas 277
Heisenberg felcserélési relaciok alapjan eldirt

o hoo )

Pr=San M= Tag Pe= o0 (E.9)
modon abrazolva

[ hQ 2 1 2 1 2

Hy=—5 - [ar + (80 + = 98¢>]. (E.10)

Ezzel az Hamilton-operatorral az a probléma, hogy nem Galilei-invarians,
azaz [p, Ho] # 0, [L, Hy] # 0. Tehat a kanonikus kvantélas eljarasa nem
invarians a nem-linearis koordinéta transzforméciokkal szemben, amelyek
az analitikus mechanikdban megismert kanonikus transzformaciok kozé
tartoznak.

Erdemes felidézni a jol ismert, helyes eredményt,

1

Hy =
sin?

RETL ., 1/ 1 _
—% T—Qar('f' 87-) + 'r'_2 <w8€(81n08‘9) +

98@)}, (E.11)

amely a derivaltak mellé beillesztett (r2,1/r?) és (sinf,1/sin) faktoro-
kat tartalmazza. Ezek a klasszikus szinten trivialis, egyszertisithetd szor-
zofaktorok a Hamilton-operatort a

N _ )
Hy — Hy=Hy+1— (—pr + cot 9p9> (E.12)
2m \r

O(h) rendben modositjak a naiv eredményhez képest és garantaljak a
kivant (E.3) szimmetriat. Vilagos modon itt az operatorok szorzata ren-
dezési probléméjanak egy esetével allunk szemben, amely az operatorok
klasszikus-kvantum megfeleltetését (a korrespondancia elv alkalmazasat)
nem-egyértelmiivé teszi. De miért kell a nem-kommutalé faktorok szorza-
tat egy adott modon megvalasztani és az ennek kovetkeztében felmeriilé
O(h) korrekciot bevezetniink ahhoz, hogy a Galilei-szimmetriat megtart-
suk?

E.2. A szingularis propagalas
Az (E.5) Lagrange-fiiggvényt a tavolsag négyzete

dx? = dz® + dy? + d2? =~ dr® + r?d0? + r? sin® 0d¢? (E.13)

O(A?z) rendjének figyelembevételével kaptuk meg. Az O(A3z) rend ja-
ruléka elhanyagolhato, ha a trajektoria differencialhato,

Ax = O(At), (E.14)
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ami teljesiil a klasszikus egyenleteket kielégits trajektoridkra. A kvan-
tummechanikai propagator,

(x|e”""0ly) = <27:'th> e ), (E.15)

megadja a ¢ = 0 id6pontban az y pontban lokalizalt részecske hullam-
fliggvényét a t idGpillanatban

P(0,x) = d(x —y),

Y(t,x) = (xle 7 0)y). (E.16)
Az (E.15) kifejezést ugy ellendrizhetjiik, hogy meggydzdiink arrol, hogy
kielégiti az

0 i B2 i
ma(ﬂe_ﬁmob’) = —%Vi<x|€_ﬁt}[°|y} (E.17)
Schrodinger-egyenletet és az
(xle 70 y) o = d(x — y) (E.18)

kezdeti feltételt.

Feladat. Bizonyitsa be az (E.15) relaciot. Utmutatas: az egyenldség
baloldalanak matrixelemében az iddfejleszté operator mindkét oldalan
szirja be az egységoperator

3
/%uﬂ)(m (E.19)

spektralfelbontasat. [

Azt talaljuk, hogy a hullamfiggvény idéfiiggése a normalizaléasi fak-
tortol eltekintve olyan, hogy az adott ® faziskiilonbségt tartomanyok!
tavolsaga

2ht D

Ax =/ —— E.2
x=1/= (£.20)

modon fligg az id6tol. Tehat a kezdeti, a Dirac-féle §-fliggvénnyel aranyos
amplitudo a

Ax = O(V At) (E.21)
Osszefiiggésnek megfelelgen folyik szét, ami kellGen kicsi At-re fiiggetlen

az esetleges kolcsonhatastol is. Tehat a kvantummechanikai amplitadé a

I Emlékeztetiink arra, hogy a hullamfiiggvény relativ fazisa interferencia kisérletekkel mérhetd.
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difftzios egyenlethez hasonléan nem-differencialhato, fraktalis trajekto-
riak mentén fejl6dé propagalési jarulékok interferenciajaként képzelhetd
el. Minél jobb id&felbontassal probaljuk kovetni a részecske koordinata-
janak iddfejlédését, annal nagyobb fluktuacidkat taldlunk a sebességben.

A differencidl-geometridban a tér geometriai tulajdonsagait kellGen
sima gorbék alapjan osztalyozzuk. Az alabbiakban megmutatjuk, hogy a
kvantummechanikai részecskék szingularis terjedésiik folytan a koordiné-
tatér tulajdonsagaitél bonyolultabb modon fiiggenek, mint a klasszikus
mechanikaban. Példaul a koordinatédk nem-linearis transzformacioi soran
a Lagrange-fiiggvény 1j alakjanak elGallitasihoz sziikségiink van a

A%x

N hO((At)Y) (E.22)

rend figyelembevételére, amit a differencidlhato trajektoridkra alapuld
klasszikus mechanikédban elhanyagolhatunk.

E.3. Az lto-integral
(E.21) egyik kovetkezménye, hogy az

S = / dtL(x, %) (E.23)

hatésban el6fordul6 integral nem Riemann-tipusi, hanem Ito-integral. A
ketts kozti kiilonbséget jol érzékelteti az egydimenzids klasszikus moz-
gasra trivialisan fenalld

¢ - Fty)
/tif dt% _ /F(ti)f dF = F(x(ty)) — F(z(t;)) (E.24)

azonossag. A Az = O(VAt) jellegt z(t) trajektoridkra ez mar nem tel-
jestl. Induljunk ki az
N

F(z(ty)) = F(a(ti) = Y_[F(z(tj1)) — F(z(t;))] (E.25)

=1

azonossaghol, ahol t, = t;, ty = t;. Allitsuk el6 a jobboldalon allo
fiiggvényértékeket az n € [0, 1] paraméterrel jellemzett

27;7 =z(tj;) + nAjz (E.26)
Aje = alty) - o(t) (E.27)

osztopontok koriili

1
+ (1= )P AZeF" (a]),

1
F(z(tj) = F(z]) —nAjaF'(z]) + §n2A§xF”(m?) (E.28)

F(z(tjy)) = F(z]) + (1 - n)A;zF' (2])
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280 E. Kvantum anomalia
kifejtéssel,
al 1
Fla(ty)) - Z [A 2P (z (5 - n) AZzF" () + O(Ada)]
(E.29)

A jobboldal elsé tagja az (E.24) Riemann-integralnak felel meg. Azonban
a trajektoria szingularis viselkedése miatt az O(A%z) rend nem eltiing,
és (E.20) alapjan az Ito-integralra jellemzs

F(ty) dF(z(t)) 1 2h [t d’F(x(t))
/F L= dtidt +<§—n>ﬁ /t a2 (B.30)

szokatlan eredményre vezet. Azzal a tanulsaggal zarhatjuk ezt az egy-
szerd példat, hogy a kvantumos természetd részecske szingularis, nem-
differencialhato trajektoridk mentén vald propagalasa miatt a nem-line-
aris koordinata transzformécioknal a klasszikus analizisben megszokott
pontossaghoz képest egy renddel tovabb kell a jarulékokat figyelembe
venni. Ez vezet a Hamilton-operator O(h) korrekciojahoz.

Feladat. Vezesse le a Hamiton-operator polaris koordinatarendszerbeli
alakjat az (E.20) egyenlet segitségével. ]

E.4. Az lto-potencial

A kanonikus kvantéalas segitségével megkapott H Hamilton-operator az
ultraibolya médusok fontossaga miatt nem azonos az eredeti

H = H + hU; (E.31)

Hamilton-operétorral. Az itt megjelens O(h) korrekciot Ito-potencialnak
hivjak. Komplikalt rendszernél altalaban nem tudjuk algebrai modszerrel
meghatarozni a H Hamilton-operéator alakjat a nemlinearis transzforma-
ci6 utan. Egyes esetekben azonban a szimmetridn alapulé megfontolasok
segithetnek.

Tegyiik fel, hogy a szabad részecskéhez hasonldéan a G operator egy
olyan

[H,G] =0 (E.32)

szimmetriajat irja le a rendszernek, amely nemlinearisan abrazolddik az
4j koordinatékban. Ez a szimmetria nem valosul meg, ,anomélissa” valik
a kanonikus kvantalas soran,

[H,G] # 0. (E.33)

Az eredeti szimmetrikus elméletet olyan AUr ,ellentagok” bevezetésével
kapjuk meg, amelyek helyreéllitjak a kivant szimmetriat,

[hU7,G] = —[H,G]. (E.34)
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A kvantumtérelméleti szohasznalat (ellentag”) azért is indokolt, mert
a sebességfliggd kolesonhatas altalaban O(h) ultraibolya divergenciakat
okoz a Schrodinger-Rayleigh perturbécioszamitéasban.

Az (E.30) kvantummechanikai Ito-integral sajatos tulajdonsagat és az
ennek kovetkeztében felléps anomaliat a perturbacioszamitéis segitségé-
vel is levezethetjiik. Ekkor olyan kozbensé allapotokra valé integralokat
talalunk, amelyek integrandusaiban a At — 0 limeszt az integralas utan
kell elvégezni. Ezért tiinnek fel a klasszikus, azaz az integrélas el6tt végre-
hajtott hatarérték-képzés eredményéhez képest 4j tagok. Vegyiik észre,
hogy a At paraméter az ultraibolya energia-levigas szerepét jatssza a
kvantummechanikédban, hiszen a Schrédinger egyenletet valojaban, mint
a At — 0 limeszben értelmezett, az idében véges differencia egyenlet-
ként szarmaztatjuk. A levagés eltavolitasa azonban még sebességfiiged
kolesonhatéas hidnyaban, ultraibolya véges kvantumrendszerek esetén is,
a klasszikus fizika szerint nem értelmezhetd, anomélis jarulékokat hagy
maga utédn a propagalas szingularis viselkedése miatt.

E.5. A kvantumtérelmélet

A szinguléris kvantum-propagalés dramaibb kévetkezményekkel jar a ma-
sodkvantélt elméletekben, mint a kvantummechanikdban. Ennek meg-
vilagitasara a kvantumtérelméletnek a kvantummechanikahoz kozelebb
allo formalizmusat, a D fiiggelékben bevezetett funkcionalis Schrodinger
reprezentaciot fogjuk hasznélni.

Induljunk ki a

= | dewQ(x) + %(83-(;5(3())2 +V((x)) (E.35)

Hamilton-operatorral jellemzett elméletbdl, amelynek id&fejleszts opera-
tora '
U(t) = e, (E.36)

A rovid id6 alatt lezajlo folyamatok szempontjabol a potencialis ener-
gia elhanyagolhato a kinetikus taghoz képest, igy a ¢ — 0 limeszben
a térmennyiség dinamikajara a V(¢) = 0 kozelitést alkalmazzuk. A
Hamilton-operéatort a (D.14) racskozelitéssel helyettesitjiik, amelynek a
racsallandojat valasztjuk az idéfejlédés diszkrét 1épésének. Az U(a) id6-
fejleszt operatornak a térmennyiség sajatallapotai kozti matrixelemét a
kvantummechanikai analogia alapjan az ay/m? + p? < 1 normalmodu-
sok (G.14) progatatorat hasznalva, majd az n koordinatékra visszatérve,
d=3raa
. 5 2[(brp () =6ri(0))* = (drf (0+7) ¢y £ ())?]
(sl gty = N1 S
(E.37)
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alakban kapjuk meg, ami a folytonos hataresetben a

T (6 ()| A [ () = N~ Led DS Xl TR (010,

a—0
(E.38)
eredményt adja.
Feladat. Ellendrizze, hogy az (E.38) propagator kielégiti az
UGN :00) = [ ]~ 4 L0000
! nE 2642(x) 27
x(p(x) "2 |¢;(x)) (E.39)
funkcionalis Schrédinger-egyenletet. |

Az (E.37) regularizalt kifejezésbdl leolvashatjuk, hogy az a — 0 ha-
taresetben a térmennyiség nem folytonos,

lim (¢ (n) = ri(n))* = lim (¢rp(n+ ) = gry(n))* = O(a”).  (B.40)

Ez azt jelenti, hogy az eredeti, dimenzids térmennyiség végtelen nagy
szakadasokkal rendelkezik,

lim{(¢(z + ajt) — $(x))*) = O(a™). (E41)
Belathato, hogy a perturbécidészamitasban felbukkané ultraibolya diver-
gencidknak a tér-idé koordinatak szerinti Fourier-transzforméltja éppen
ezt a szingularitast jelzi.
Az ultraibolya levagas eltavolitdsa soran, azaz az a — 0 hatéresetben
az

A= [ drA($(2), 0,9(2)) (E42)

fizikai mennyiségek integraljaiban el6forduld ¢(z) belsé térbeli koordi-
nata az z fliggvényében végtelen nagy szakadasokkal rendelkezik. Igy
(E.42) a Riemann-integraltol az Ito-integralnal radikalisabban eltérd, de
egyel6re még nem ismert integralt tartalmaz. Az ezzel kapcsolatos problé-
makat még akkor sem keriilhetjiik el, ha nem hajtunk végre nem-linearis
transzformaciokat a ¢(z) térmennyiségen, mert a derivaltak erdsen di-
vergalnak. Ezért a masodkvantalt elméletek regularizélasa és renormali-
zalasa elkeriilhetetlen?.

2Erdemes megjegyezni, hogy sebességfiiggd kolcsonhatéas esetén, mint példaul inhomogén
magneses térben mozgo elektronra, az els§ kvantalt rendszerek perturbaciészamitasaban is
divergenciak lépnek fel és hasonl6 1épésekre van sziikség.

www.interkonyv.hu © Patkés Andras, Polényi Janos



© Typotex Kiado

E.6. A mozgasegyenlet 283

A nem-abeli mértékelméletekben egy tovabi komplikacioval kell szem-
benézniink, nevezetesen azzal, hogy a perturbécidészamitas alkalmazésa
soran az altalanositott koordindtak nem-lineéris transzformécidja elke-
riilhetetlenné valik. A probléma a mértékrogzitésbol fakad, ami az egy-
szerliség kedvéért legyen most a

9,4, =0, (E.43)

feltétel. Ezt a feltételt egy, az altalanositott koordinatatérbeli gbrbevo-
nalt koordinatarendszer bevezetésével oldjuk meg. Egy tetsz6leges A, (x)
térkonfiguraciot egy w(z) mértéktranszformacio 3.1.2. alfejezetben tar-
gyalt végrehajtasaval az (B.43) feltételt kielégits alakra hozunk®. Az igy
definialt w(z) mértéktranszformécioé és az eredményiil kapott, az adott
mértékfeltételt kielégité konfiguracioban megmaradt Q szabadsagfokok
egyiittese szolgaltatja a keresett A,(z) — {Q,w(x)} altalanositott ko-
ordinatatranszformaciot. Mivel a nem-abeli mértéktranszformacié nem-
linearis w(z)-ben, az 0j koordinatak nem-linearis moédon képz&dnek. A
mértékrogzités annak felel meg, hogy a fizikai allapotok W[A,] hullam-
funkcionaljat faktorizaljuk a mértékfiigs és a mértékfiigetlen valtozok-
ban, V[A,] = x[w]$[Q] és az (E.43) alapjan x[w]-t lokalizaljuk,

xlw(@)] = ] 8(w(z) - wo). (E44)

Az (E.43) egyenlet lineéaris a mértéktérben, ami lehetéveé teszi, hogy egy-
szertt médon megtalaljuk a szébanforgd nem-linearis koordidtatranszfor-
méaciohoz tartozo korrekcios tagokat. Eredményiil egy O(h) Ito-potenciél
adodik, amit a Faggyejev-Popov szellemterek bevezetésével szokés a per-
turbacidszamitas szempontjabol hasznosithatd alakra hozni.

E.6. A mozgasegyenlet

A kvantum propagalés szingularitdsa nem csak a nem-linearis transzfor-
méciok soran vezet anomaélidhoz, hanem az idéfiiggést meghatarozo, az
idéderivaltat tartalmazd Osszefliggések esetén is. Ezt a mozgasegyenlet
példajan fogjuk megmutatni. Az ilyen jellegli anomalidk abban kiilén-
boznek az fentebb bemutatott, a nem-linearis transzformécidkra vissza-
vezethetd kvantum korrekcioktol, hogy azonosak kvantummechanikidban

31tt jegyezziik meg, hogy w(z) csupan az A, (z) = o(z~!) aszimptotikus viselkedést mutato
térkonfiguraciokra hatarozodik meg egyértelmtien. Az ennél lassabban lecsengé mértéktérkon-
figuraciokra az (E.43) mértékrogzités nem egyértelmi és az t.n. Gribov-maésolatok jelennek
meg a fizikai allapottérben. Az ilyen hosszu hatotavolsagu konfiguraciok, melyek az elmélet
félklasszikus targyalasdban jelennek meg a nem-abeli mértékterek kanonikus kvantalasat a
perturbativ kozelités alkalmazhatosagi teriiletére sziikitik le. A nem-perturbativ kiterjesztés
jelenleg csak a R. Feynman altal kidolgozott palyaintegral modszere segitségével lehetséges.
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és a kvantumtérelméletben, valamint ez utébbi esetében a tér-idé di-
menzi6jatol sem fliggenek. Az anomalia arra vezethetd vissza, hogy a
kvantummechanika azon operédtoregyenletei, amelyek az operatorok idé-
derivaltjat is tartalmazzak, minden alkalommal idérendezett szorzat for-
méjaban allnak els. Ezt a C fliggelékben a Dirac reprezentécioban felirt
szorasmatrix esetére be is mutattuk. Az idérendezett szorzat azonban a
reprezentacié megvalasztasatol és a perturbacioszamitas alkalmazéasétol
fliggetlentl is minden alkalommal megjelenik az id&fejlédést tartalmazo
operatoregyenletekben. Ennek oka az, hogy a késébbi idépontban hato
operatorok sziikségszertien a korabbi id6értékhez tartozd operatorok utan
hatnak az allapotokon.
Induljunk ki a (C.6) mozgasegyenletbdl, amely a

1
H=_—p*+V(x) (E.45)
2m

Hamilton-operatorral leirt rendszer esetén az

Ex(t)= mx(t) —p(t) =0 (E.46)

A(t) = AI?EO At (E.47)
Innen mar csak egy lépés az
0
E(t) =x(t) + 8—XV(x(t)) =0 (E.48)

mozgéasegyenlet. Meglepének tiinik, de ezek az egyenletek nem allnak
fenn az idérendezett szorzatokra. Pontosabban szolva, az FE(t), Ex(t),
Ep(t) operatorokat a T[O(t1) - - - O(ty,)] id6rendezett szorzatba beilleszt-
ve nem minden esetben kapunk zérus eredményt,

TIO(t) -+ O(ta) E(t)] # 0, (E.49)

stb. mert a ¢t id6ben felirt mozgasegyenletben fellépd id6 szerinti derivalt
tartalmaz dinamikai valtozokat a t + At idSpontokban is. Ezt formalisan
ugy is megfogalmazhatjuk, hogy nem mindegy, hogy az idéderivalt az
id6rendezett szorzaton kiviil, vagy pedig beliil hat,

S TIAR)B()) = i (O(ta ~ 1) Al Blts)

+O(tn — 1) Blt)A(t)
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= 7 [ A B(tg)
=T |35, A®a)B(ts

Fo(t — tB)[A(E), B(tp).  (B50)

Mivel a mozgasegyenlet operédtora sziikségképpen tartalmaz idéderival-
tat, az idérendezett szorzatba vald beillesztése anomélis, a kommutatort
tartalmazo O(h) korrekciot von maga utan.

Feladat. Bizonyitsa be a kévetkezs Gsszefiiggéseket:

A Tlpy(ty)ee, (1) -+~ 2, (60)] = Tlu(ty)ae, (0) - - 2, (tn)]

_ih fl 5(t; — tp)okg Tlwey (h) -, (1) - g, ()],
P=

aTler(ta)pe, () - pe, (t)] = Tlax(t2)pe, (t1) - P, ()]
i z 5(t5 = t2)0k0, Tlpes (1) - Be; (£5) -+ peo (ta)],
AL T[AL(ta)B(t) - - Bu(ta)] = TIA(t4) B (1) - - Ba(tn)]

il 3% 80t = L) A(A), By ()T 1A () B (1) Balta)E.51)

ahol a kalap a py;(t;) és a Bj(tj) operatoron azt jelenti, hogy az a tag
hidnyzik a szorzatbdl. [

Egy Q(t) mennyiségre fenallo klasszikus megmaradasi tétel,

% (t) =0 (E.52)

természetes modon idGderivaltat tartalmaz. A mozgisegyenletekhez ha-
sonl6an a megmaradasi tételek esetleges kvantumos sériiléseit is kénnyen
észrevehetjiik, hiszen az (E.52) egyszert és egzakt Osszefiiggés?. Vegyiik
észre, hogy a kvantumtérelméletben az egyidejii kommutatorokrol nem-
csak azt tudjuk, hogy O(h) nagysagrendiiek, hanem azt is, hogy a ko-
ordinata térben lokalizaltak, hiszen a térmennyiség barmely tér-idében
lokalis A és B fiiggvényére teljesiil a

§(ta —tB)[A(xa,t4), B(xp,tB)] = 6(ta — )0 (x4 — x5)C(ts,x4)
(E.53)
egyidejd kommutator, ahol C' szintén a térmennyiségnek egy lokalis ki-
fejezése.

4Az (E.52) megmaradasi tételbsl az el6z6 feladathoz hasonloan levezethetd, az idérendezett
szorzatokat tartalmazé Osszefliggéseket a kvantumtérelméletben Ward-azonossagoknak neve-
zik.
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E.7. A renormalizaciés csoport

Az id6rendezett szorzatokra definialt operator-algebra tehat szamos el-
térést, anomaliat tartalmaz a klasszikus egyenletekhez képest a levagas
koriili szingularis viselkedés miatt. Mely eltérések okoznak véges, a leva-
gastol fiiggetlen energiatartomanyban megjelend moédositast a dinamiké-
ban?

Mint lattuk, a levagas bevezetése még az ultraibolya véges kvantum-
mechanikdban is megtorténik és eltavolitdsa nem mindig marad nyomta-
lan. Az ultraibolya divergenciak jobban hangsulyozzak a levagasi effek-
tusok fontossagat. A tovabbiakban olyan jelenségekrdl lesz szo, amelyet
a levagas okoz, potosabban szélva olyan szimmetriakrol, amelyet a levé-
gas sziikségszeriien megsért és amelyet a renormalizacioé soréan se nyeriink
vissza.

A renormalizaciés csoport modszerével az elmélet operatorait azok ala-
csony energids hatésai alapjan osztalyozzuk. A relevans vagy marginalis
operatorok, melyeket renormalizalhaténak neveztiink, azok, amelyek ala-
csonyabb energia felé haladva egyre fontosabb hatast fejtenek ki. Az irre-
levans operatorok pedig elhanyagolhaté mddon befolyasoljak a levagastol
fliggetlen, véges energiaji dinamikat. Tegyiik fel, hogy a mozgésegyenle-
tek és a szimmetriak segitségével az

Eq[m(z), ¢(z)] =0 (E.54)

a = 1,2, klasszikus egyenleteket vezethetjiik le. Az anomaélia azt je-
lenti, hogy ezek az egyenletek nem é&llnak fent az idérendezett szorzat
segitségével bevezetett algebraban. Ennek kovetkezményét tugy fogjuk
felmérni, hogy a kérdéses mennyiségeket hozzadjuk az eredeti Hamilton-
strtiséghez,

H%%:H+Z%/ﬁ%hm¢my (E.55)

Ha (E.54) valodi operéator-egyenlet lenne, akkor H, go-t6l fiiggetlen vol-
na. Tehat a go-fiiggés teljesen az anomaliabol, az ultraibolya tartomény-
bél szarmazik, és renormalizalhato g, csatolasi allando esetén véges ener-
gian is észlelhetd.

E.8. A skala anomalia

Induljunk ki a skalar elmélet

t — ezt
d(z) — e“P(ex) (E.56)
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dilatécios (nyujtasi) transzforméciojabol. Az ehhez tartozo Noether-aram
oL
30,

A kanonikus csererelaciok segitségével konnyen ellenérizhetd, hogy az
(E.56) transzformacié generatora

D= / dxJ? = / dx(¢(z)m(z) + " Toy). (E.58)

Jp=¢ + 2"T,,. (E.57)

A J aram megmarad6 a klasszikusan skala-invarians elméletben és ezzel
osszhangban a mozgéasegyenlet segitségével

OpJp = m?¢? (E.59)

adodik (a tomeg bevezetése skalat hoz be, amely sérti a skalainvarian-
ciat).
Tekintsiik az

Ey(x) = 0,4 (x) — m*¢? (z) (E.60)
renormalizalhato operatort. A klasszikus elméletben elvégzett variacio-
szamitas az

Es(z) =0 (E.61)

egyenletet eredményezi. A kvantumelméletben egy tjabb dimenziés pa-
raméter, a levagas jelenik meg, amely ennek a dimenzid-analizissel le-
vezetett egyenletnek a valtozasahoz vezet. Ez a valtozas naivan csak az
ultraibolya tartoméanyban, a levagés kozelében tiinik fontosnak. De Fg(x)
relevans operator, az ultraibolya tartoméanyban kifejtett anomélis hatésa
csak er6sodik az alacsonyabb, véges energiajia tartoméanyok felé haladva.
A részletes perturbativ analizis Fg(z)-re h-sal ardnyos eredményre ve-
zet. Tehat az ultraibolya tartomany szingularitasai, amelyek a levagas
bevezetését vonjak maguk utan gy modositjik az elmélet skalafiiggé-
sét, hogy az a véges energiaju tartoméanyban is érezheté marad. Mindez
torténik annak ellenére, hogy a levagassal a végtelenbe tartunk, hiszen
az (E.55) altal megadott rendszer véges energiaju dinamikaja g,-fiiggs.
Az skilafiiggés ilyen anomélidja, amely a 7.2.8. fejezetben bemutatott
dimenzionalis transzmutacioként is megjelenhet, minden ultraibolya di-
vergenciaval rendelkezd kvantumtérelméletben megtalalhato.

E.9. A kiralis anomalia

Tekintsiik a masod-kvantalt ¢(z) elektron-teret egy kiilsé, A, (x) vektor-
potencial hattér jelentlétében. Az elektron térmennyiség

Ty = Py,
Th = yysy (E.62)
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Aramaira az

L = [iy" (0, — ieA,) — My (E.63)
Lagrange-siirtiség alapjan levezethet klasszikus dram-divergencidk a ko-
vetkezbk:
o Jl =0,
OuJy = 2ih My (E.64)

Ezek az egyenlGségek sériilnek az ultraibolya divergenciak kovetkeztében.
Mivel ezek a megmaradési tételek renormalizalhato operatort tartalmaz-
nak, a sériilés hatésa alacsony energian is észlelhetd. Ezt a mechanizmust
a kovetkezd modon érthetjiik meg egyszertibben.

Induljunk az M = 0, tomegtelen elektronok esetébdl, amelyekre hato
kiils6 foton-tér eltiinik negativ t-re. A jobb- és balkezes allapotok nem
hatnak kolcson és a t < 0 idejd vikuumot a negativ energidju sikhul-
lamokhoz tartozé allapotok betoltésével kapjuk meg. Mivel ugyanannyi
jobb- és balkezes allapot van a Dirac-tengerben, a (05 kirélis toltés, amely
a jobb- és a balkezes fermionok szaménak a kiilonbsége a vikuumban,
zérus. Tegyiik fel, hogy a kiils6 foton-tér olyan id&fiiggéssel rendelkezik,
hogy 0 < t < 7 id6pontokban gyenge homogén méagneses teriink van.

Feladat.

1. Ellendrizze, hogy a H homogén magneses térben 1é6vé elektron spekt-
ruma az

(Ex(n,p3))? =p3+ (2n + 1)eH L eH (E.65)

egyenletnek tesz eleget, ahol ps az elektron impulzusanak vetiilete a
magneses tér irdnyara és n egy természetes szam (Landau-szintek).

2. A + elgjel az elektron spin vetiiletének elGjele a magneses tér ira-
nyahoz viszonyitva. Mutassa meg, hogy ez megegyezik az elektron
allapotanak kiralitasaval.

Tehat a jobb- és balkezes elektronok energiajat a mégneses tér a
H,=-uS-B (E.66)

csatolas segitségével ellenkezd elgjellel modositja. Igy a jobb és a balke-
zes negativ energidju Dirac-tenger nem lesz degeneralt, az egyik ener-
gia szintjei felfelé, a masiké pedig lefelé mozdulnak el. Valasszuk tgy a
magneses teret, hogy N jobbkezes allapot jelenjen meg pozitiv energi-
val. Ugyanennyi allapottal lejjebb cstiszik a balkezes elektronok Dirac-
tengere. Természetesen a kiralis szimmetria tovabbra is fennall, a Q5 = 0
kiralis toltés nem valtozik.
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Ez az eredmény azonban azt feltételezi, hogy a Dirac-tenger végte-
len mély, azaz barmelyik allapot szabadon cstkkentheti az energiajat.
Azonban a kvantum propagélasbol fakado ultraibolya divergencidkat a
regularizécio és az azt kovets renormalizacio segitségével tavolitjuk el. Al-
kalmazzuk az energiaban valo levagast, mint regulariziciot, azaz csak a
[—A, A] energia tartomanyba esé elektronéallapotokat tartsuk meg. Ekkor
Az ezt kdvets renormalizacio, azaz az ellentagok bevezetése végessé teszi
az elméletet és a kozbenss allapotokra vett Osszegzés konvergensé valik
az ultraibolya tartomanyban, mikézben A — oo. Ezt a konvergenciat
tehat az ultraibolya tartoméany jarulékainak kell6en erds elnyomaéasaval
biztosithatjuk.

Figyeljiik meg, hogy a ¢ < 0 idejd |0~) vakuum allapot nem a ¢t > 7
|0F7) vakuumba fejlédik. Valoban, az utébbi a negativ energiaji alla-
potok feltoltésével nyert Dirac-tenger, amelynek zérus a kiralis toltése.
Ehhez képest |07) egy magasabb energiaju allapot. Kiilonbozik-e |07) és
|0F7) a kiralis toltés szempontjab6l? Formélisan nem, hiszen a magneses
térhez vald csatolas kiralisan invarians. Azonban

Qs[077) =0 (E.67)

csak tgy kaphatdé meg, ha feltételezziik, hogy a Dirac-tenger felszinén,
az infravords tartomanyban megfigyelhetd toltéshozam a Dirac-tenger fe-
nekén, az ultraibolya tartoményban egy ellentétes folyamattal kompen-
zalodik. Azonban a renormalizacié elnyomja az ultraibolya tartomény
jarulékat és ez a kompenzacié nem jelenik meg a fizikai mennyiségekben,
azaz

Qs5|077) = 2N|0"7). (E.68)

Ezzel a kiralis toltés megmaradésa ,anoméalis” modon sériil. Az ultraibo-
lya tartoményban felléps levagas okozta effektus a Dirac-tenger feltoltése
kovetkeztében vezet véges energiaju fizikai jelenséghez.

Az id6fiiggs kiilsé magneses tér elektromos teret is indukal. Igy nem
annyira meglepd a perturbacidszamitas segitségével levezethets

s i
Oy = 2iM (hrys9p) — 592 "’ Fluy Fpo (E.69)
"anomalia" egyenlet, ahol nemrelativisztikus jeloléssel
1
56““””FM,,FM =E-B. (E.70)

Az (E.69) egyenlet jobboldaldnak els6 tagja a kiralis szimmetrianak az
elektron nullatol kiillonbo6z6 tomegébdl fakado sértését tiikrozi, a masodik
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tag pedig a vakuum jaruléka. A
H = Hy = H+ gy [ dx(@u7% - iM(5) (E.71)

Hamilton operator altal meghatérozott dinamika érzékenyen reagal g,
megvéalasztasara, hiszen B - E a kvantumelektrodinamika renormalizal-
hato, pszeudoskalar operéatora, igy az M = 0 esetben a klasszikus szinten
megfigyelhetd kiralis szimmetriat az ultraibolya kvantum-fluktuéciok az
infravords tartomanyban érezheté modon sértik.
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F fiiggelék
A Feynman propagator

Ebben a fiiggelékben a perturbacioszamitasnal hasznalt Feynman propa-

gatort vezetjiikk be. Miutan a perturbaciészamitas alapjan a propagatort

a szabad rendszerbdl szarmaztatjuk, csupan szabad terekre szoritkozunk.

Ebben a fiiggelékben a skalar tér esetét részletesen targyaljuk, az elekt-

rodinamika propagétorait a 3.7.1. és a 3.7.2. alfejezetekben ismertetjiik.
A skalar térelméletet

L= 5(0u8)" — 5m’d (F.1)

Lagrange-siirtiség jellemzi. Els6 1épésként megmutatjuk, hogy az

Tl(x)p(y)] = O(z° — y°)p(x)b(y) + O(° — 2°)p(y)p(z)  (F.2)

operator valojaban egy komplex szam-fiiggvény, mely a kovetkezs egyen-
letnek tesz eleget:

(0% + m?)iT[¢(2)$(y)] = 6*(z — y). (F.3)

Ebben az egyenletben az idérendezett T szorzat a térkoordinaték szerinti
derivalast nem befolyésolja, csupan az idéderivalast teszi bonyolultta:

Do T[p(2)(y)] = D5 <®(x° —y)p(x)d(y) +O(° ~ x°)¢(y)¢(f£)>

= 000 (0(a° ~ )10 ()6
+O° — 20)60) 00 12)
+3(a® = 1) [9(), 9] (F0)

Az utolso tag eltiinik a kanonikus koordinatak azonos idébeli
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[¢(t,x),d(t,y)] =0 (F.5)
felcserélhetGsége miatt. A maradékot tovabb egyszertisitve
05 T[()d(y)] = O(z° —y")Pood(x)b(y)
+0(y" — 2°)¢(y) 9% ¢ (=)
+0(2” — 4°)[0p0 b (), P(y)]

= T[0p(2)d(y)] —id" (z —y), (F.6)
adodik a
[¢(t7 X)7 ’/T(ta y)] = Z(S(X - y) (F7)
kanonikus kommutéacios relacié alapjan, ahol m(z) = dp¢p(z). A
(05 — 97 + m*)¢(z) =0 (F.8)
mozgésegyenletbdl
Fo¢(w) = (—m® + 37)(x), (F.9)

amit (F.6)-be behelyettesitve a
Do TIp(2)p(y)] = TS} — m*)d(x)p(y)] — 6" (z — y) (F.10)

egyenletet eredményezi. Az (m? — 9?) faktort a T-szorzatbol kiemelve,
megkapjuk az (F.3) egyenletet. Cseréljiik ki a tomeg-négyzetet az m? —
m? —ie infinitezimalis képzetes részt tartalmazé mennyiségre. Ezt az elé-
irast azért alkalmazzuk, hogy a 8% +m? Klein-Gordon operator inverzét

egyértelmten definialjuk. Ekkor (F.3) megoldhato,

IT[$(x) $()] !

_ 4o
= 8ﬁ+m2—i66 (x —y), (F.11)

bizonyitva, hogy iT[¢(x)p(y)] szam, pontosabban disztribuci6, nem pe-
dig operator. Az

iG(z,y) = iT[p(z)¢(y)] = i0[T[¢(z)$(y)]]0) (F.12)
mennyiséget propagatornak hivjak. (Egyezményesen a vakuum allapot-
ban vett matrixelemmel szokas a fiiggvény-jelleget hangsulyozni.)

A propagétor, a mozgasegyenlet Green-fiiggvényét leiro

G(z,y) = ' (z - y) (F.13)

S92+ m?
kifejezés nem egyértelmien definialt a Klein-Gordon operator zérus mo-

dusai miatt. A zérus modusok éppen a klasszikus sikhullam megoldéasai
a Klein-Gordon egyenletnek:

$la) =P, p?=m’ (F.14)
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igy nyilvanvaléan kiilonleges gondot kell a veliik kapcsolatos probléma
megoldasara forditani. A sikhullamok a rendszer aszimptotikus ¢ — +oo
allapotait jellemzik, tehat a veliikk kapcsolatos megfontolds a t — Foo
hatarfeltétellel kapcsolatos.

Ha egy térfogatelemet a t — oo hataresetben vizsgalunk, az abban
eredetileg taldlhatod gerjesztések részecskék formajaban szétsugarzodnak.
A termodinamikai végtelen térfogat hataresetben eltekinthetiink a ré-
szecskéknek a térfogat hatararol vald visszatérésétdl. Igy a ¢ — oo ha-
tarfeltételnek az Osszes gerjesztés, részecske eltiinését szabjuk meg. Ez a
probléma annyira fontos, hogy érdemes két, egymastol kissé kiillonbo6z6
érvelést is bemutatni a megoldéasara. Az egyszeriibb modszer arra a meg-
jegyzésre alapul, hogy az

m? — m? — ie (F.15)

negativ infitezimélis képzetes rész bevezetése a tomeg négyzetében kikii-
szoboli a részecske allapotokat a t — oo hataresetben. Hogy ezt megért-
siik, induljunk ki az
Ut) =e 8 (F.16)
idé6fejleszts operatorbél szabad részecskékre, ahol a Hamilton-operator
sajatértékei az E(p) = /m? + p? tipust egyrészecskés gerjesztési ener-
gidk osszege. Az (F.15) modositas kovetkeztében E(p) és ezzel egyiitt a
Hamilton-operator nem-zérus sajatértékei negativ infinitezimélis képze-
tes részt kapnak és a hozzajuk tartozo sajatvektorokat U(oco) elnyomja.
Egy formélisabb, de bevilagité gondolatmenet alapjan a valds id6ben
lezajlé kvantum folyamatokat a képzetes idére alapozott formalizmusbol
valo analitikus kiterjesztéssel kivanjuk definidlni. Ezt a szokatlan otle-
tet az a megfigyelés sugallja, hogy az U (t) id6fejleszts operator képzetes
idejii analitikus elfolytatésa, Ug(t) = U(—it) = e "1/" az dsszes gerjesz-
tett allapotot eltiinteti a ¢ — oo hataresetben, ha az alapallapot energi-
ajat nullaban rogzitjiik. Mivel az invaridns skalarszorzat x - p komplikalt,
nehezen kovethets fiiggvényeken keresztiil jelenik meg, érdemes az idé
analitikus kiterjesztését az energia hasonld elfolytatasaval egyiitt végezni
oly modon, hogy a skalarszorzat ne valtozzék. A t — —it ésaz F — —iF
Wick-forgatas egyiittese épp ezt éri el, mikozben az z-p = 2%p°—z'p’ Min-
kowski metrika a —2-pp = —(2%p" + 2°p’) euklideszi metrikara valtozik.
Az euklideszi tér-idében nincsen a Klein-Gordon egyenletnek korlatos,
fizikailag elfogadhato megoldéasa, aminek az felel meg, hogy a

Gg(z,y) = /

euklideszi propagétorban eléforduld nevezs sohasem tiinik el. A ¢t — it,
p? — ip? analitikus elfolytatas utan kapott integrandusnak polusai van-

d4p efip(mfy)E
(2m)* pf +m?

(F.17)
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nak a p’ = +w(p) tomeghéjon. Az energia integracios kontirjanak de-
formécioja kovetkeztében a pozitiv energidju polust felfelé, a negativ
energiajut pedig lefelé keriiljiik meg a komplex energia sikon. Kénnyt
belatni, hogy az (F.15) tomeggel definialt Minkowski téridejd propaga-
tor is épp igy keriili meg a poélusokat, aminek kovetkeztében G(z,y) =
iGr(iz®, x,iy°, y).

Tovabbiakban a fenti modszerrel meghatarozzuk az altalanos Lorentz
mértékbeli relativisztikus foton propagatort.

Az (3.229) mértékfeltétellel kiegészitett Lagrange-fiiggvénybdl a

OA" — (1 — N9, A =0 (F.18)

mozgasegyenlet kovetkezik. Ezt kihasznalva, a skalartérre bemutatott el-
jarassal a fotontér propagatorara a kovetkezs egyenletet nyerjiik:

o 0
(] — )\)— p v — "5 (4 _
gy — (1= X g W] OT[47(@) A ()][0) = g6 (z — y).
(F.19)
Ezt az egyenletet Fourier-transzformacioval oldjuk meg. Formalisan a

megoldasra a

k ) v _ v
QT4 @) A" ]0) = i [ e e[S 4 IR0
(F.20)

kifejezést kapjuk. Ha a kg integralt Minkowski térid6ben kivanjuk elvé-
gezni, akkor az integralas tartomanyaban kg = £|k|-nal polust talalunk.
Ezért az integralnak a poélusok kg komplex sikbeli megkeriilését elGirva
adhatunk értelmet. Feynman nyoman a fotonpropagator Fourier elGalli-
tasat a k2 — k? +ie (e > 0) elirassal értelmezziik.

Az integrandus atcsoportosithaté egy, a k, térben transzverzalis és
egy longitudinélis tag Osszegére. Bevezetve a

Kt ) Kt
o D(k) = (F.21)

négyesimpulzus térbeli projektor tenzorokat, a propagétor kifejezésére a

T (k) = g™ =

A% e L 1
OITIA() A @0) = =i [ g™ 091 [T (k) 4+ {22 (h
(F.22)
alakot kapjuk. Lathato, hogy csak a longitudinélis rész fligg az onkénye-
sen vélaszthato A paramétertsl. Nyilvan semmilyen fizikai eredmény nem
fligghet A értékétsl.
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G fiiggelék
Az aszimptotikus
szabadsag

Ebben a fiiggelékben a négydimenzids nem-abeli mértékelméletek aszimp-
totikus szabadsigat mutatjuk meg: kiszdmoljuk a kolcsonhatas erdsségét
jellemz6 futd csatolasi dllandot, ami a nagyenergids tartomanyban nul-
ldhoz tart. Megemlitettiik a 7.1.2. fejezetben, hogy a csupasz csatolési
allando felfoghaté, mint a futd csatolasi alland6 az ultraibolya tarto-
ményban, a levagas kozelében. Ezt a hasonlosagot kihasznalva azt fog-
juk bemutatni, hogy a csupasz csatolasi allandot a (7.11) Osszefiiggésnek
megfelel6 moédon kell nullahoz tartatni mikézben a levagést eltavolitjuk,
hogy a levagési skaldhoz képest infravoros, alacsonyfrekvencias skalan a
fizikai mennyiségek valtozatlanul maradjanak.

Egy szorési folyamat energiajat az aszimptotikus éllapotok energiaja
adja meg. Feltételezve, hogy a szérasamplitudé hasonldé moédon fiige a
szorasi folyamatoknak esetleges tovabbi energia dimenzioju paramétere-
it6l, egy kiilsg forras altal létrehozott tér jelenlétében fogjuk a szoérasi
folyamatokat megvizsgalni. Hogy a parkeltést, ami a kiils§ teret azonnal
ledrnyékolja, elkeriiljiik, egy H* homogén makroszkopikus szinmagneses
teret vezetiink be és az annak jelenlétében kialakuld g(H) fut6 csatolési
allandot fogjuk meghatarozni. Mivel a magneses tér energianégyzet di-
menzioju, a H-t E2-tel helyettesitve kapott g(E?) fiiggvény a csatolasi
allando6 energiafiiggését mutatja.

G.1. A futd csatolasi allandé

Tekintsiik az SU(2) mértékelméletben, az egyszertiség kedvéért fermio-
nok nélkiil, egy adott, kiils6, homogén H® szinmagneses tér jelenlétében a

Z(H) = Tre~#THH) (G.1)

mennyiséget, ahol H (H) a mértékelmélet Hamilton operatora.
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Mivel a (3.84) energia stirtiség
1 3 2
Epot = @/d zH (G2)

potenciélis energidjaban felléps 1/¢% a (G.1) egyenlet jobboldalanak ex-
ponensében megjelens Planck-allandot megszorozza, a g2 szerinti pertur-
bacioszamitas a szemiklasszikus kifejtésnek felel meg, log Z = log Z(9) +
fig? log Z) + ... A vezets rendben, a kvantumfluktuaciok teljes elha-
nyagolasaval a klasszikus mechanika szabalyai szerint

LTV H?

ZO(H) = ¢ (G.3)

adodik. Az exponensben iT'/h egytitthatoja a klasszikus energia, amelyet
a (3.84) képlet alapjan szamoltunk ki.

A perturbacidszamitas kovetkezd rendjében figyelembe kell venni a
kvantumfluktuéiciokat, de azok kolcsonhatasasat elhanyagolhatjuk. Az el-
mélet normalmodusait a 2.6. fejezetben elmondottak alapjan a koleson-
hatéas elhanyagolésaval kapott harmonikus oszcillatorok adjak. Mivel a
kolcsonhatéas a Lagrange-siirtiségbeli térmennyiségekben magasabb hat-
vanyu tagoknak felel meg, a normalmoédusokat a hatasfunkcional kvad-
ratikus része altal meghatarozott harmonikus oszcillatorok adjak. Tehat
a (G.1) kifejezéssel megadott amplitudohoz a vezetd kvantumjarulékot
az adott kiilsg tér jelenlétében felléps harmonikus oszcillator-sereg adja.

Az ilyen, vagy az ennél pontosabb eljarassal kapott amplitudot a

1 __TVH?

ZOmzWH) - =€ R2 ) (G.4)

alakban frva, az abban felléps g?(H) paraméter az adott kiils§ tér jelen-
létében megvalosuld kvantumfluktudciok altal indukalt effektiv csatolasi
allandénak a definiciojat szolgaltatja.

A szabad kvantumfluktuaciok rendjében a Z(H) amplitudo a

Z0H)= ¥ e 7T g c(@n(e) (G.5)
{n(a)}

alakban irhato, ahol n(a) az a kvantumszammal jellemzett normalmo-

dus betoltési szama, e(a) pedig a normalmodus energidja. Bar a (G.5)

kifejezést azonnal kiszamolhatnank, a térelméletekben felléps végteleniil

sok normélmodus a szokasos ultraibolya divergencidkhoz vezet a vég-

eredményben. Ennek a divergencianak a regularizalasa, amely ,technikai”

bonyodalmakhoz vezet, egyszertibb egy, a (G.5) kifejezéssel megegyezd
C

ZW(H) = T (G.6)
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kifejezés esetén, ahol C' a kiils6 H tértdl fiiggetlen allandé és K a hatés
masodik funkcionélis derivaltja az adott magneses térkonfiguracional, az
esetlegesen felléps zérus modusok elhagyasaval. Az ebben a képletben
megjelend, kissé meglepd determinans eredetét a kovetkezSképp érthetjiik
meg. A normalmodusok a (G.2) potencialis energia méasodik funkcionéalis
derivaltjanak, mint a fluktuéciok fiiggvényterében hat6 operatornak a sa-
jatvektorai. Z(1) (H)-ben a fiiggetlen modusok jarulékai dsszeszorzodnak,
lasd (G.5). Tehat a determinans megjelenése bizonyos fokig természetes,
hiszen az épp a sajatértékek szorzata. Amit még tisztazni kell, az egy-
részt az, hogy miért a hatast vettiik a potencialis energia helyett és hogy
miért épp a funkcionalis derivalt inverz négyzetgyoke szerepel a képlet-
ben. Ezekre a kérdésekre tgy talaljuk meg egyszertien a vélaszt, hogy
végigkovetjiik a fiiggetlen modus kozelitést egy harmonikus oszcillatorral
kezdve és a térelmélettel befejezve.

G.2. A harmonikus oszillator

A kvantumtérelmélet normalmodusait harmonikus oszcillatorok alkotjak,
igy elGszor a

mw? ,

H:Q%ﬁ+wum, Ur) = " (@.7)

Hamilton fiiggvénnyel jellemzett harmonikus oszcillatorra szamoljuk ki
haromféleképpen a

G(x1,m9,t) = (wale” 7 |z1) (G.8)

propagatort. A propagator fontos mennyiség szamunkra, hiszen segitsé-
gével a (G.1) mennyiség megfelel§jét, a

Z = Tre vl (G.9)
amplitudot egyszertien megkaphatjuk a

z:/mam%w. (G.10)

modon.
A legegyszeriibb mddszer a propagator formalis kiszamitaséara a spekt-
ralis felbontas,

Gw1,22,) = 3 (o) s (w1 ) e~ 00 5), (G.11)

Valamivel komplikaltabb, de a jelen esetben hatékonyabb eljaras a pro-
pagator altal kielégitett egyenletek megkeresése és megoldasa. Mivel a
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G(z1,z9,t) megoldja az

L0 h?
ZHEG((IIl,(L‘Q,t) = l_%AmQ + U(:Eg)] G(:El,fl,‘z,t) (G12)
Schrédinger-egyenletet a
G((L‘l,(L‘Q, 0) = (5(:51 — (IIQ) (G.13)

kezdeti feltétellel egyiitt, egyszerti behelyettesitéssel meggy&zédhetiink
arrol, hogy a

1 w i mw 2 2
G t) = 57 mnor[(23+27) cos wi—2z1 2] G.14
(w1, 22, ) V2mih/m Sinwt ( )

kifejezés adja a keresett fiiggvényt. Azonban a (G.12) Schrodinger-egyen-
let kvantumtérelméleti megfelelGje nehezebben kezelhet§ az ultraibolya
divergenciak miatt, ezért a térelméletre egyszertibben altaldnosithato
modszert is bemutatunk a propagator elGallitasara.

Irjuk a propagatort a

G(z1, x9,1) = erS@12:0) (G.15)

alakban (az a.n. WKB kozelitésben) és keressiik az S; = ReS és Sy =
ImS fliggvényeket, amelyekre vonatkozd mozgasegyenlet

h 1

S = %AmSQ ta - ((VmSl)Q - (Vm252)2) + Ulz2),
. A 1
$r = ~5 -AnSi+ —Va,5 Vi, 5. (G-16)

A harmonikus oszcillator esetében a (G.14) megoldas alapjan Sy h-to6l
fliggetlen, mig So azzal aranyos. Tehat S; a klasszikus mechanikabol is
szarmaztathatd, hiszen a hullamfiiggvény fazisdra vonatkozd Schrodin-
ger-egyenlet éppen a klasszikus mechanika Hamilton-Jacobi egyenletévé
egyszeriisodik, azaz S1(x1,x2,t) az 1 pontbol kiindulé és ¢ id6 mulva az
x9 pontba érkez6 harmonikus oszcillator trajektoriahoz tartozo klasszikus
hatas.

A propagétor abszolit értékének, amelyet Ss hataroz meg, egy id6-
fliggs, de w -t0l fliiggetlen szorzofaktor erejéig torténd elGéallitasara a ko-
vetkez6 lehet&ség adodik. Induljunk ki a hatas

mwQ

Ky=—-—0}— — (G.17)
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mésodik funkcionalis derivaltjanak a determinansabol. A méasodik deri-
valt, mint operator diagonalis a frekvencia térben az x1 = zo vélasztas

esetén,
< (m [(27mn\? mw?
detk, = - — ) ——. G.18
otk =11 <2 () -5 (G.18)
n=1

Ez a kifejezés divergens, azonban ez a klasszikusan értelmezhetetlen ja-
rulék w-fiiggetlen, azaz megegyezik a szabad részecske esetében talélt
szingularitassal. Ez adja az oOtletet, hogy a szabad részecskéhez tartozo
determinénssal normalizalva tavolitsuk el a divergenciét,

detlC, s ( wt?

detlCy nl;[l b= (27r)2n2> ' (G.19)

sin z s z?
n=

Osszefliggés segitségével a harmonikus oszcillatorhoz tartozé determinans

a
wt

detKy = 22 detkC, (G.21)

w

alakban irhato fel. Osszefoglalva a harmonikus oszcillator propagatorara
kapott eredményeket, a

C(t) ig

G(z1, 72, t) = ————ehSet(T1,22,1) G.22

( 1,42, ) \/m ( )

elgallitast kapjuk, ahol S (z1,z9,t) a klasszikus hatas. Tehat a (G.6)

mennyiségnek a harmonikus oszcillatorra érvényes megfelelGje az xq =
x9 = x pontok kozotti propagator amplitudo,

C(t)

Z(z) = Z0(2) 2V (2) = G(z,z,t) = We,;—'scm,w,t), (G.23)
€AW

Erdemes megkiilénboztetni a kvantumfizikiban megjelens két, az ere-
detét illetGen kiilonb6zd divergenciat. A megszokottabb, amely a szabad-
sagi fokok szaménak minden hatéron tili névelésekor jelenik meg és a
6.2. fejezetben ismertetett modszerrel, példaul a normalmodusok impul-
zusara bevezetett |p| < A fels6 hatarral, azaz az elmélet altal felbontott
a = h/A minimalis tavolsaggal lehet regularizalni. A renormalizalhato
elméletekben a paraméterekre oly médon lehet A-fiiggést elSirni, hogy
a A — oo hataresetben a megfigyelhetd mennyiségek véges, A-fiiggetlen
értékekhez tartsanak. Ett6l eltérGen az E fiiggelékben és a (G.18), (G.21)
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kifejezésekben egy olyan divergencia fordul els, amely egyetlen szabad-
sagi fokhoz tartozik, és a WKB kozelités O(h) rendjében jelenik meg. Az
ilyen igazi kvantum divergenciak a kvantum propagélas fraktal jellegébsl
fakadnak és az Ey,q, maximaélis energia bevezetésével, a 2nhn/t < FEpax
levagéssal regularizalhatoak. Az E,,., — oo hataresetet, amely (G.22)
esetében csupan egy id6fiiggs szorzdfaktor megfelels levalasztésat vonja
maga utan, a szamoléas végén kell végrehajtani. Amennyiben a Hamilton-
operatorban az impulzus és a koordinatafliggs tagok Osszeadddnak, ak-
kor az id&fejlédés unitaritasa kizarja az ilyen divergencidk megjelenését.
Azonban a kanonikusan nem-kommutéld operatorok szorzatanak meg-
jelenése a Hamilton-operatorban altalaban szingularitasokhoz vezet a
t — 0 limeszben a WKB kozelitésben levezetett S fliggvényre vonatkozd
mozgasegyenlet kezdeti feltételében.

Feladat. Ellendrizze a
i e i
Tre vt = Z e~ wtbn (G.24)
n=0

azonossagot a harmonikus oszcillator esetében a (G.22) dsszefiiggésbdl
kiindulva. u

Az anharmonikus oszcillator esetében a Lagrange-fliggvénynek a tra-
jektoridt a masodiknal magasabb hatvannyal tartalmazo tagjai miatt az
itt leirt moédszer nem adja meg az egzakt propagatort. Azonban az S;
és az Sy fliggvényeknek a h — 0 hataresetben mutatott aszimptotikus
viselkedése a (G.15) egyenletek alapjan ugyanolyan, mint a harmonikus
esetben és igy a (G.22) kifejezés a propagator vezet6 rendii WKB koze-
litésének felel meg. Természetesen a képletben elGforduld K funkcionalis
derivaltat az z1 és xo végpontokhoz tartozo klasszikus trajektorianal kell
kiszamolni.

G.3. A kvantumtérelmélet

A kvantumtérelméletben kiszamitandé (G.5) a normalmodusokra vett
(G.24) tipusu tagok szorzatabol all. A térelmélet hatasfunkcionaljanak
mésodik funkcionélis derivéltja, IC, épp a kiilonb6z6 moédusokhoz tartozo
és a (G.22) képletben feltiintett determinansok szorzata. Ugyanakkor a
hatas a fliggetlennek tekintett modusokhoz tartozd jarulékok Osszege.
Ezek alapjan a D fiiggelékben bevezetett Schrodinger reprezentaciobeli

G, o, t] = (gale™ 77 |gn) (G.25)

propagator, amely a ¢ térmennyiségeknek a |¢1) és a |¢p2) sajatallapotai
kozti dtmenet amplituddja a fiiggetlen moédus kozelitésben, a

www.interkonyv.hu © Patkés Andras, Polényi Janos



© Typotex Kiado

G.4. Az SU(2) Yang-Mills elmélet 301

_ C(t) £Sa
g[¢1a ¢2at] \/me ) (G26)
modon irhatd fel, ahol S, a @1 és a ¢o kezdeti és végss konfiguriciok
kozott interpoléld és a klasszikus Euler-Lagrange mozgasegyenletet ki-
elégits idsfiiggd konfiguracidhoz tartozd hatés és K a hatéasnak ezen tra-
jektoridnal vett mésodik funkcionalis derivaltja.

Elsfordulhat, hogy a I operator zérus moédusokkal is rendelkezik, ame-
lyek a (G.26) kifejezést értelmetlenné teszik. Azonban egy eltiing sajat-
érték azt jelenti, hogy a hatas degenerélt a hozzatartoz6 sajatvektor-
nak megfelel konfiguraciés fluktuaciokkal szemben. Ez a degeneraci6 az
egyensulyi allapothoz visszatérité eré gyengeségét jelzi, ezért a kérdé-
ses fluktuacio kiilonleges elbéanast igényel. A megfelels kollektiv valtozok
bevezetésével belathato, hogy a zérusmodusok jarulékai a (G.26) propa-
gator fliggetlen modus kozelitésében csak a ¢1 és ¢o végpontoktol filig-
getlen C(t) egyiitthatot befolyasoljak, és ily modon a detKC determinéns
szamolasanal csupan a nem zérus modusok alterére szoritkozhatunk.

G.4. Az SU(2) Yang-Mills elmélet

Az altalanossédgok utén térjiink ra a (G.26) mennyiség kiszamolasara az
SU(2) Yang-Mills elméletben. Az egyszertiség kedvéért euklideszi téridén
mutatjuk be a szamitést, a valos idére valo Wick-forgatas ugyanis nem
valtoztatja meg az igy kapott futd csatolasi allandot. A szamolas elején
levalasztjuk a gluon térrdl a g csatolasi allandot, Aj; — gAj, hogy a
kolcsénhatasi Lagrange-stirtiség O(g) nagysagrendii legyen O(g°) amp-
litudoju fluktuaciok esetén. Az igy kapott gluonteret felbontjuk az A
kiils6 tér és a B kvantumfluktuécio osszegeként A = A + B. A normal
modusok a By térmennyiség altal leirt harmonikus oszcillatorok lesznek.
A hozzajuk tartozé Lagrange-stirtiség

L(A) = — Pl (A)FS(4)

1 b
= L(A) + 5B (D - D,D,)" B!

v

—ge™ BiB)FS,(A) + L (G.27)
ahol
Fi(A) = 0,45 — 0, A% + ge™ Ab AL (G.28)
az A kiils6 mértéktérhez tartozd térerdsség,
DL =59, + ge"P A, (G.29)
a kiils6 hattéren értelmezett kovaridns derivalt, tovabba
Li = —ge"*(D,B,)" BB - { """ B} By B By (G.30)
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a normalmodusok kolesonhatasaért felelGs kolesonhatasi Lagrange-stird-
ség, amely a fluktuacidkat magasabb rendben tartalmazza.
Valasszuk az
Al = 60y, Ha (G.31)

kiilsG teret, amely a 3-as szin és a z koordinatatengely iranyaba mutato
homogén szinmégneses térnek felel meg. Ekkor egyszert behelyettesi-
téssel kapjuk meg az F%,(A) = H6** (81,02, — 02,01,), L(A) = —H?/2
kifejezéseket. A hatashoz adjuk hozzéa a kiils6 téren értelmezett kovarians
derivaltat tartalmazé mértékrogzits tagot,

A 2
L — L+ §(D#BZ)

1 a 2 ab b
= L(A) + 3B, [D S + (A — 1)DMDU] B

—ge"™BBLFE,(A) + L. (G.32)

Az igy definidlt Lagrange-siirtiség integraljaként kapott hatas B, szerinti
masodik funkcionalis derivéltja a

Ky = —(D*) 6 + (1 = X)(DyDy)® — ge* Fy, (A) (G-33)

operator. Az egyszertiség kedvéért valasszuk a A = 1 Feynman-mértéket.
A IC,‘L’),BZQ = ABj sajatértékegyenlet megoldasai kozil az a = 3 értek-
hez tartozoak H-tol fiiggetlenek. Ezért a (G.6) kifejezésben a jarulékuk
egy konstans, ami a futd csatolasi dlanddé meghatarozasa szempontjabol
elhagyhato. Az a = 1,2 valasztasnal a sajatértékfeltétel

+ignH (02) (62001, — O1v02,) | BY (G.34)

ahol o9 a szinindexekre hato Pauli-méatrix. A megoldasok megalkotasahoz
kiilonvalasztjuk a p = 1,2 és a p = 3,4 eseteket. (A p = 4 irdny az
euklideszi id6hoz tartozik.)

A pu = 3,4 valasztas esetén K diagonéalis a tér-idé vektorindexben
és a sajatfiiggvények a homogén magneses térbeli Schrodinger-egyenlet
megoldasaval kaphatok meg. Az y, z és t valtozoktol valod fiiggés az
exp(iyky + izk, + itks) sikhullamnak felel meg, az z fliggést pedig egy
) = 2gH frekvenciaju és az xg = gk, /gH pont koriil rezgd harmonikus
oszcillator sajatfliggvénye adja meg, ahol ¢ = £1 a norméalmoédus szin-
toltés kvantumszama, amelyet a oo matrix diagonalizalasaval kapunk.
Ennek megfelelGen a spektrum

Mo = k2 + k3 + (2n + 1)gH. (G.35)
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A p=1,2 esetben a téridé vektorindexén hato 4(dg, 61, — 61,02,) matrix
diagonalizaléasabol az s = £1 spin-kvantumszam adodik, és a spektrum a

Ns,qhem = k2 + k3 + (20 + 1 — 25q)gH (G.36)

alakban irhaté.

A nulla tomegt egyes spint részecskéknek csak két helicitasallapo-
tat talalhatjuk a fizikai allapotok kozott. Az idGszerd és a longitudinéalis
modusokat a By = 0 és a D;B; = 0, (i = 1,2,3) mellékfeltételek ki-
rovasaval fogjuk kizarnil. Az els6, By = 0 feltétel egyszertien a pu = 4
normalmodusok elhagyasat jelenti. A térbeli tranzverzalitast a degeneralt
normalmodusok alkalmas linearis kombinacioi hasznalataval lehet elérni.

Egy tovabbi komplikacié adodik a homogén szinméagneses térhez tar-
toz6 vakuum instabilitasabol. Vegyiik észre, hogy a (G.36) sajatérték ne-
gativva valik n = 0 és k2 + k2 < gH esetén, és a megfelels normalmodus
energetikailag instabil. Az igazi, nemperturbativ vikuumot ettsl kezdve
legfeljebb a variaciészamitas segitségével, a vakuumenergia minimalizé-
lasaval lehet megkapni. Sajnalatos médon az energiaminimum koriil erds,
A = 0(g7") kiils6 szinmégneses teret talalunk, amelynek jelenlétében a
kvantumfluktuaciok nem perturbativak. Ezért a stabil vakuumban vég-
teleniil sok normalmodus jelenik meg nagy amplitudéval, azaz az egysze-
rien kezelhets, kevés paramétert tartalmazé variaciés hullamfunkcioné-
lok nem hasznosak a vakuum lefrasara. Mivel az aszimptotikus szabad-
sag felléptének ellendrzéséhez csupan az aszimptotikusan nagyenergidju,
nagy impulzust gerjesztések viselkedésének ismeretére van sziikség, ezért
természetes annak a feltételezésére tamaszkodni, miszerint a vikuum sta-
bilizaldsa csak a véges hullamvektori, k? ~ gH moédusokat érinti. Ez
alapjan ugyanis ez az instabilitds nem fontos, egyszertien elhanyagolhato
az aszimptotikus szabadsag megvalosulasanak szempontjabol.

Térjiink most vissza a (G.1) amplitadora, amelyet a (G.6) fliggetlen
modus kozelitésben a detKC = T'rlog K azonossag felhasznalésaval az

1 1
——log Z(H) = —H?
prloeZ(H) = SH + 5055

1
+§/d2klog(k2 + gH)

gH {1
2

2(= / d’klog(k* — gH)
k2>gH

s [ dklog(k? + 20+ 1)gH)} (G.37)
n=1

1Ugyan a fizikai allapotokra valé megszoritasnak ez a heurisztikus modja elegendd a pertur-
bacioszamités adott rendjében, azonban magasabb rendekben sziikséges a Faggyejev-Popov
szellemtér bevezetése.
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alakban frhatunk fel. A jobboldal els6 két sora az n = 0 esetben az sq =
1 és s¢ = —1 kombinéciok jarulékat tartalmazza az instabil moédusok
elhagyasaval, a harmadik sorban pedig az n > 1 sajatértékek szerepelnek.
A jobboldali szogletes zardjelet szorzd gH-val aranyos szorzofaktor az x
koordinatatengely mentén kialakuld allapotstirtiségbdl ered.

A keresett mennyiség, (G.37) divergal a modusok szaménak végte-
lenbe tartasakor. Ezt a problémat egy regularizalasi eljarassal, azaz egy
ultraibolya levagasi paraméter bevezetésével lehet elkeriilni. A legtermé-
szetesebb levagas a A maximalis impulzus és az E,,, energia bevezetése,
amelyek véges értékeire (G.37) is véges marad. Az impulzus vagy az ener-
giatérbeli levagas azonban sérti a regularizalt elméletnek a (3.38) mér-
téktranszformacioval szembeni invarianciajat. Ezt azért kell minden aron
elkeriilniink, mert a mértékinvariancia elvesztése a toltésmegmaradés és
a Noether-aram (3.23) transzverzalitasanak elvesztéséhez vezet. Ennek
kovetkeztében a j*Af, minimalis csatolas kolcsonhatast létesit a toltés
és a mértéktér longitudinélis komponense, a fizikai és nem fizikai sza-
badsagfokok kozott. A vakuumpolarizacio soran toltés keltGdhet, amely
a vakuum globalis tulajdonsagait megvaltoztatja, infravoros divergenciat
kelt és a perturbéciészamitast alkalmazhatatlanné teszi.

Az ultraibolya médusoknak a mértékinvarians elnyomasa vagy a téridé
kontinuum racsregularizalasaval, vagy pedig a perturbaciészémités diver-
galo kifejezéseinek olyan analitikus elfolytatésa révén érhetd el, amellyel
egy €, esetleg teljesen formalis paraméter nullahoz tartasaval nyerjiik csak
vissza a divergencidkat. Ebben az analitikus regularizdciéban az € jatsza
a levagasi paraméter szerepét. Helyettesitsiik a (G.37) képletben felléps
logaritmikusokat az o — 0 limeszben a

o.¢]
konst. — alogr = ﬁ/{) dss®e " (G.38)

Osszefiigesbdl szarmazo kifejezéssel. A (G.38) képlet helyességérdl ugy
gy6z&dhetiink meg, hogy mindkét oldalnak az  szerinti derivaltjat ossze-
hasonlitjuk. Ez az els§ pillanatban meglepének tiing osszefliggés azért
hasznos, mert az s integralt utolsonak hagyva (analitikus kiterjesztés!)
a (G.37) kifejezésnek az r — oo limeszben felléps divergenciait min-
den s > 0 értékre kikiiszoboltiik. Egyszertien lathato, hogy az eredeti
infravords, illetve ultraibolya divergencidk az s integral s = oo, illetve
s = 0 tartomanyaba képzddnek le. Ezutdn egyszertien bevezetiink egy
levagast a kis s-ekre, mondjuk oly modon, hogy a (0, 00) intervallum he-
lyett csak az (e, 00) tartomanyon integralunk és az igy bevezetett e — 0
mennyiség lesz az 1j ultraibolya levagasi paraméter. Vegyiik észre, hogy
tulajdonképpen két levagasi paraméteriink van, az eredeti, az impulzus
és az energiatérbeli levagas és a most bevezetett € paraméter. Az utobbi a
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mértékszimmetrikus. Az e-t véges értéken tartva, a gondot okozo levagasi
paramétereket eltavolithatjuk és ilymodon az € — 0 limesz is mértékin-
varianssa valik.

Az itt vazolt eljaras elég hosszadalmas, de egyszertien megvaldsithato
az esetlinkben. A (G.38) Osszefliggés alkalmazasaval a (G.37) képletben
az n-re vald 0sszegzés és a k integral konnyen elvégezhets egy tetszdleges,
fixen tartott s értékre. Az igy kapott s integralt két tag dsszegére bontjuk,
az els6ben a 0 < s < 1/gH, a masodikban pedig a 1/gH < s < oo tarto-
ményban integralva. Az ultraibolya divergencidk az els6 tagban vannak,
amelyet az s > e levagéassal regularizalunk. Vigyanunk kell arra, hogy a
A — oo limeszben, az impulzustérbeli levagas véges s-nél valo eltavolita-
sakor ne toljuk el az impulzus valtozokat, hiszen a divergens integralok
ultraibolya végpontjainak jaruléka nem mindig eltting, amit mar nem
latunk a A — oo limesz utan. Az aszimptotikus szabadsag szempontja-
bol a véges integrél elhanyagolhatd és csak az els6, az € — 0 limeszben
divergald és a kiilsg tértsl fliged jarulék ismerete sziikséges. A divergalo
H-figgetlen és véges H-fiiggs tagok elhagyasasa utan és a H — H/g
jelolésre visszatérve az

1
VT log Z(H) = 292H + 9672
eredményt kapjuk, amit a kovetkezSképpen értelmezhetiink. A kiils§ tér
okozta vakuumpolarizacié modositja az energiastirtséget és a (G.3) klasz-
szikus kifejezés helyett a (G.6) energiastirtséget talaljuk a fiiggetlen nor-
malmodus kozelitésben. Ezt az effektust a csatolasi allandonak a (G.4)
parametrizaléssal bevezetett alakjaval vesziik figyelembe,

1 1 11 /H‘1 ds
€

1 11H2 H™' g
2 / @ (G.39)

g2(H) g2 48n2
Ahhoz, hogy a g(H) effektiv kolesonhatasi allando az adott kiilsG tér
skalajan ne fliggjon a mesterségesen bevezetett levagasi paramétertsl, az
elmélet eredeti csatolasi allanddjaval zérushoz kell tartanunk az e — 0
limeszben, a (7.11) osszefliggéssel kvalitativ megegyezésben. Az impul-
zustérbeli A levagas és e egyideji megtartéasaval belathato, hogy az [ ds/s
divergencidnak a 2log A%2/gH tag felel meg, ami a

1 1 11 A?

2(A2) = 22 (i) + 52 log I (G.41)

(G.40)

s .

eredményt adja.

A fentiekben kovetett eljaras altalanositasa SU(N) meértékszimmet-
ridju, anyagtereket is tartalmazéd elméletekre tjabb elvi problémék fel-
meriilése nélkiil elvégezhets, és a (7.11) Osszefiiggéssel megegyezs ered-
ményre vezet.
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