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E. fiiggelék

Az eloismeretek osszefoglalasa

Még a tudomdny ldtszolag legelvontabb, szin-
tisztdn elméleti és matematikai eredményei is
csupdn egy-két lépésre tdavolodtak el a kor-
nyezd vildg torténelem eldtti, primitiven ér-
zéki, antropomorf felfogdsdtol.

Stanistaw Lem: Solaris
(Murdnyi Beatrix forditdsa)

Ebben a fejezetben 6sszefoglaltunk néhdny olyan, a kézépiskolai tananyagon
tdlmutaté konkrét 4llitast, amelyre a konyvben hivatkozunk. Mindegyik téma-
kor esetében megadtunk egy ajanlott bevezetd tankonyvet is. Kivétel a halmaz-
elmélet és logika alapjait bemutaté E.1. szakasz: azt javasoljuk, hogy ezt az
Olvasé tobb izben is fussa 4t, mikozben az algebrdval ismerkedik.

E.1. Halmazelmélet és logika

41 Az aldbbi halmazelméleti fogalmak egy része kozépiskolabdl ismerds, a tobbit
pedig a szovegben menet kdzben vezetjiik be, amikor egyuttal példakat is muta-
tunk rdjuk. Az aldbbi 6sszefoglaléban meg lehet taldlni a tomor definicidkat. Sz6t
ejtiink néhany olyan szabdlyrdl is, amelyek segithetnek abban, hogy elkeriiljiik a
legtipikusabb, tapasztalatlansagbdl eredd logikai hibakat.

A halmaz 6sszességet, kollekciét jelent, olyan dolgot, amelynek elemei van-
nak (mindegyik elem egyszer szerepelhet, és a sorrendjiik nem szdmit). A mate-
matikdban a ,,halmaz” és a ,,halmaz eleme” alapfogalmak, nem definidljuk Sket
(de az 0sszes tobbi fogalmat ezekre vezethetjiik vissza). Azt, hogy h eleme a
H halmaznak ugy jeloljiik, hogy » € H (vagy H > h). A halmazok elemeit
kapcsos zardjelek kozott sorolhatjuk fol, példdul {1, 2, 3} az a halmaz, amelynek

elemei 1, 2 és 3,
xeZ:x*=1)
pedig azokat az egész szdmokat jeloli, amelyek négyzete 1. Itt Z az egész sz4-

mok halmaza, a : jel utdn pedig barmilyen mésmilyen feltételt is irhatunk. Ha
X véges halmaz, akkor az elemeinek szdmét | X | fogja jelolni.

667
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668 E. AZ ELOISMERETEK OSSZEFOGLALASA

Azt mondjuk, hogy a B halmaz részhalmaza az A halmaznak, jelben B C A
(vagy A 2 B), ha B minden eleme A-nak is eleme. Minden halmaznak rész-
halmaza 6nmaga, tovabba a (J-val jelolt iires halmaz, amelynek egyetlen eleme
sincs, ezek a trividlis részhalmazok. Az X-t61 kiilonb6z6 részhalmazokat valddi
részhalmaznak nevezziik.

A halmazok k6zott miiveleteket értelmezhetiink. Az A és B halmazok unioja
(egyesitése) azokbol az elemekbdl all, amelyek A és B valamelyikében benne
vannak, jele AU B. Az A és B halmazok metszete azokbdl az elemekbdl All,
amelyek mind A-ban, mind B-ben benne vannak, jele A N B. Két halmaz disz-
Jjunkt, ha metszetiik az iires halmaz, azaz ha nincs kozos elemiik.

Az A és B halmazok kiilonbsége azokbdl az elemekbdl éll, amelyek A-ban
benne vannak, de B-ben nincsenek benne, jele A — B (vagy néhany konyvben
A\ B). Ennek specidlis esete a komplementum fogalma. Ha A részhalmaza
X-nek, akkor A komplementuma az X — A halmaz, jele A’ (vagy néha A). Ezt
olyankor szokds haszndlni, ha X rogzitett, és ennek a részhalmazait vizsgal-
juk. Két halmaz szimmetrikus differencidjdn azoknak az elemeknek a halmazat
értjiik, amelyek a két halmazbdl pontosan egyben vannak benne. Az A és B
szimmetrikus differencidja tehat (A — B) U(B — A).

Az uni6 miiveletének fontos tulajdonsiga, hogy asszociativ, azaz tetszbleges
A, B, és C halmazok esetén

(AUB)UC = AU(BUC).

Val6ban, mindkét halmazban azok az elemek vannak benne, amelyek A, B és
C valamelyikében benne vannak. Ezt szokds zaréjelek nélkiil, AU B U C-vel
jelolni. Végtelen sok halmaz unidjardl is beszélhetiink, ebben azok az ele-
mek vannak, amelyek a résztvev6 halmazok valamelyikének elemei. Ugyanigy
asszociativ a metszet miivelete is, végtelen sok halmaz metszetét anal6g médon
definialhatjuk.

Masik fontos miiveleti tulajdonsdg a kommutativitds, ami azt jelenti, hogy

AUB=BUA é ANB=BNA.

tetsz6leges A €s B halmazokra. Végiil tetszdleges A, B €s C halmazokra teljesiil
kétféle disztributivitds is:

(AUB)NC = (ANC)U(BNC) é (ANB)UC =(AUC)N(BUC).

Tovabbi fontos, halmazok kozotti miivelet a Descartes-szorzat. Az (a, b)
rendezett pdr abban kiilonbozik az {a, b} halmaztdl, hogy (a, b) esetében szamit
az a és b elemek sorrendje (vagyis a # b esetén (a, b) # (b, a)),ésa = b is le-
hetséges (mig az {a, a} halmaz csak egyelemiinek szamit). Az 6sszes (a, b) pa-
rok halmazat, ahol a € A és b € B, az A és B halmazok Descartes-szorzatanak
nevezziik, és A x B-vel jeloljiik. Nyilvdn A x B elemszdma az A és B elem-
szamanak a szorzata. Ha kett6nél tobb halmaz adott, példaul Ay, ..., A,, akkor
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beszéliink az A x...x A, Descartes-szorzatrdl is, ennek elemei az (a, ..., a,)
rendezett n-esek, ahol a; € A; mindegyik i-re. Az analdg fogalmat végtelen sok
tényezd esetében is hasznélni fogjuk.

Azt, hogy f az A halmazbdl a B halmazba vezetd fiiggvény, dgy irjuk, hogy
f A — B. Ha f(a) = b, akkor alkalmazzuk az f : a +— b jelolést is.
Az f fliggvény értékkészlete azoknak a b € B elemeknek a halmaza, amelyeket
f értékként folvesz, vagyis van olyan a € A, hogy f(a) =b. Az f : A — B
sziirjektiv, ha értékkészlete az egész B (mdsképp fogalmazva f az egész B-re
képez). Az f injektiv (mas néven 1-1-értelmi), ha A kiilonboz6 elemeihez
B kiilonb6z6 elemeit rendeli, vagyis tetszdleges a; # ay esetén f(a;) # f(ay).
Az injektiv fiiggvényeket (kiilonosen algebrai strukturdk kozott a miivelettarto-
kat) szokds bedgyazdsnak is hivni. Az f : A — B bijektiv vagy kolcsondsen
egyértelmii, ha injektiv is és sziirjektiv is.

Ha H véges halmaz, akkor minden f : X — X leképezésre f akkor és
csak akkor sziirjektiv, ha injektiv. Ha viszont H végtelen halmaz, akkor 1étezik
olyan f : H — H leképezés, ami injektiv, de nem sziirjektiv, és olyan is, ami
sziirjektiv, de nem injektiv.

J1 Két véges halmaz nyilvan akkor és csak akkor egyenl6 elemszamu, ha van k6zot-
tiik kolcsonosen egyértelmt megfeleltetés. Ezt a definiciét Georg Cantor végtelen
halmazokra is kiterjesztette, ilyenkor nem elemszamrol, hanem szdmossdgrol be-
széliink. Megszdamldlhatéan végtelennek nevezziik azokat a halmazokat, amelyek
kolcsonosen egyértelmii megfeleltetésben édllnak a pozitiv egész szamok halma-
zéaval. Meg lehet mutatni, hogy az 0sszes egész szamok, s6t az dsszes raciondlis
szdmok halmaza is megszdmlédlhat6an végtelen, de a valds szimoké mar nem az.
Az X halmaz szamossagat | X | fogja jelolni.

Az X halmaz identikus leképezése az az idy fliggvény, amely X mindegyik
eleméhez 6nmagit rendeli. Ha f : A — Bés g : B — A, akkor f és g
egymads inverzei, ha mindegyik ,,visszacsindlja”, amit a masik elvégez, azaz ha
f(g(®)) = b minden b € B-re, és g(f(a)) = a minden a € A-ra. Az f fiigg-
vénynek akkor és csak akkor van inverze, ha bijekcié. A fiiggvények kozott a
legfontosabb mivelet a kompozicié (lasd 2.2.3. Definicid), amely szintén asszo-
ciativ (2.2.4. Gyakorlat).

Egy X halmazon reldciot értelmeziink, ha barmely két elemér6l megmond-
juk, hogy reldciéban dllnak-e. Ilyen példdul az oszthat6sdg vagy a < az egész
szdmok halmazéan. Formailag egy reldcié az X x X egy részhalmaza. Azt, hogy
x és y az R reldciéban 4ll, x R y vagy (x, y) € R jeloli. Az R reléci6

(1) reflexiv,ha x R x minden x € X-re;

(2) szimmetrikus, ha x R y-bél y R x kovetkezik minden x, y € X-re;

(3) tranzitiv,hax R y-bolés y R z-bdl kovetkezik, hogy x R z tetszbleges
x,y,z € X esetén.

Ha mind a hdrom tulajdonség teljesiil, akkor R ekvivalenciareldcio.
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Az ekvivalenciareldciok az X halmaz particidival (vagyis paronként disz-
junkt halmazokra, dgynevezett ekvivalenciaosztilyokra valé felosztdsaival) all-
nak kolcsondsen egyértelmi megfeleltetésben (lasd 4.4.9. Tétel).

A halmazelmélet nevezetes tétele Zorn lemmadja, amit algebrdban is, analizis-
ben is sokat haszndlnak. Mi bizonyitds nélkiil idézziik. Tegyiik fol, hogy X egy
halmaz, és legyen £ egy halmazrendszer az X halmazon (ez azt jelenti, hogy
L elemei az X bizonyos részhalmazai).

E.1.1. Definicié. Egy £ halmazrendszert ldncnak hivunk, ha barmely két L; és
L, elemére Ly C L, vagy L, C L.

Példaul ha minden r valds szamra a H, halmaz az r-nél kisebb valds sza-
mokbdl all, akkor a {H, : r € R} halmazrendszer egy lanc. Az Olvas6t meg-
kérjiik, hogy az éllitas elolvasésa elStt ismételje at a maximalis elem fogalmat
(4.6.4. Definicid).

E.1.2. Tétel [Zorn-lemma)]. Legyen X az X halmaz részhalmazaibol 4ll6 nem
lires halmazrendszer, amely rendelkezik a kovetkezo tulajdonsdggal: barhogyan
is vdlasztjuk ki X egy olyan nem iires L részrendszerét, amelyik ldnc, az L ele-
meinek unidja is eleme az X, halmazrendszernek. Ekkor az X -nek van maxi-
madlis eleme.

A Zorn-Lemma feltételeit kielégitd halmazrendszereket induktivnak nevezik.

J1 Példdul a Zorn-lemma segitségével mutathaté meg, hogy minden vektortérben
van bazis. Ebben a bizonyitdsban X a linedrisan fiiggetlen halmazokbdl 4116 hal-
mazrendszer.

Bertrand Russel az 1900-as évek elején jott ra arra, hogy a halmaz naiv fo-
galméval probléma van, ellentmonddsra, paradoxonokra vezet. Egy példa a ko-
vetkez6. Ha barmit betehetiink egy halmazba, akkor specidlisan beszélhetiink
az dsszes halmazok halmazardl is. Ez persze halmaz, tehit eleme dnmagéanak.
Mir ez 6nmagéban is problematikusnak latszik. Konkrétan ellentmonddsra is
lehet jutni, ha az Osszes olyan halmazok H halmazat tekintjiik, amelyek nem
elemei dnmaguknak (prébédlja meg az Olvasé: abbdl is ellentmondast kap, ha
H eleme 6nmagénak, és abbdl is, ha H nem eleme 6nmagénak).

A kiutat az jelenti, hogy a most kapott ,.ellentmonddst” a kdvetkez6képpen
fogjuk fol: belattuk, hogy azok a halmazok, amelyek nem elemei dnmaguknak,
nem alkotnak halmazt! Tehdt nem minden 6sszességet, kollekci6t tekintiink hal-
maznak. Pontos axiémdkkal lehet szabalyozni, hogy mik is a halmazok, ilyen
példaul a Zermelo—Fraenkel-féle axiémarendszer, amelybdl az egész matema-
tika folépithetd. Ezek az axiémak megengedik a matematikdban megszokott
halmazokat (halmazok unidja is halmaz, egy halmaz 6sszes részhalmaza is hal-
mazt alkot, és igy tovdbb). Vezérl6 elvként taldn azt lehet mondani, hogy ami
tdl ,,nagy” lenne (Osszes halmazok, dsszes csoportok), az nem lesz halmaz.
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Vannak helyzetek, amikor ezekrdl a nagyon nagy ,,nem-halmazokr6l” még-
iscsak beszélni szeretnénk. PéElddul szeretnénk tételeket kimondani, amelyek
minden halmazra érvényesek (vagy minden vektortérben igazak). Az ilyen ese-
tekben nem halmazrél, hanem osztdlyrol, példaul az dsszes halmazok osztaly4-
6l beszéliink. Az osztily pontosan definialt fogalom, amelyb6]l nem kapunk
ellentmonddst a fenti értelemben (feltéve, hogy maga a halmazelmélet is ellent-

monddsmentes). Egy algebrai struktdra (péld4ul egy gy(r(i) alaphalmaza csakis
halmaz lehet, osztily nem.

43 Kurt Godel szenzacios tétele, hogy a halmazelmélet ellentmonddsmentességét
nem lehet bebizonyitani a halmazelmélet axidémarendszerén beliil (ami a jelen-
legi matematik4t magaban foglalja). Altaldban belatta, hogy minden valamire-
val6 axiémarendszerben van megoldhatatlan probléma, amit se bizonyitani, se
megcédfolni nem lehet. Ezek a (logikdhoz tartozd) tételek a huszadik szdzad ta-
l14n legfontosabb eredményei, mert nem valamiféle technikai problémardl, hanem
magardl az emberi gondolkod4srdl, annak a hatédrairdl szélnak.

A halmazelméletbdl sziikséges tudnivaldk ismertetése utdn a matematikai lo-
gikdra tériink. A mindennapi beszédben is haszndlunk logikai miiveleteket. Je-
I6lje A azt a mondatot, hogy ,.esik az es6”, B pedig azt, hogy ,.felhGs az ég”.
Ekkor azt a mondatot, hogy ,.esik az esd és felhds az ég” igy rovidithetjiik:
»A és B”. Hasonldan értjiik azt is, hogy ,,A vagy B”, vagy azt, hogy ,,nem A”
(ez tehét azt roviditi, hogy ,,nem esik az es§”). Ez utébbit —A-nak irjuk.

Az ,,A és B” jelentése egyértelmii: ez akkor igaz, ha A is és B is igaz.
A ,,vagy” miiveletet azonban sokféle értelemben hasznéljuk a kéznapi életben.
Gondoljunk csak az aldbbi mondatokra:

Bz a villamos atmegy a Pet6fi-hidon, vagy a Margit-hidon.”
., Vagy fagyit kapsz, vagy perecet.”

., Vagy eszel, vagy olvasol.”

Ezek egészen masképp kapcsoljdk dssze a két részallitast. Az els6 igaz, ha a
villamos akdrmelyik hidon is d4tmegy, de akkor is igaz, ha mindkettén 4dtmegy.
A mésodik allitds kizdrja azt, hogy a gyerek fagyit és perecet is kapjon, de az
egyiket biztosan megkapja. Tehdt ez az Osszetett llitds akkor igaz, ha a két
részallitas koziil pontosan az egyik teljesiil. A harmadik 4llitds is kizérja, hogy
a két részéllitds egyszerre teljesiiljon, de megengedi, hogy egyik se legyen igaz
(hiszen nem musz4j minden pillanatban vagy enni, vagy olvasni, az 4llitds azt
kivéanja csak, hogy egyszerre ne torténjen a kettd).

A matematikdban zavart keltene, ha nem tudndnk pontosan, hogy a ,,vagy”
sz6t melyik értelemben hasznéljuk. Ezért megallapodunk abban, hogy a ,,vagy”
mindig a fenti legelsd, megengedd értelemben szerepel. Tehdt az ,,A vagy B”
csak akkor hamis, ha A is és B is hamis, kiilonben igaz.
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Az elsd fontos tudnivalé a tagadds szabdlyaira vonatkozik. Ha C azt jelenti,
hogy ,.ez a gyerek lany”, D pedig azt, hogy ,,ez a gyerek sz&ke”, akkor az, hogy

,hem igaz, hogy ez a gyerek lany és széke”

igy roviditheté: —(C és D)”. Ez nem azt jelenti, hogy ,.ez a gyerek nem lany
és nem sz&ke”, hanem azt, hogy ,,ez a gyerek nem lany vagy nem sz&ke”. Gon-
doljunk csak bele: a fent kiemelt mondat a sz6ke fitkra és a barna lanyokra is
teljesiil. Ugyanigy a

»~hem igaz, hogy ez a gyerek ldny vagy sz6ke”

azt jelenti, hogy ,.ez a gyerek nem lany és nem sz6ke”, és nem azt, hogy ,.ez a
gyerek nem lany vagy nem széke”. Ezt az észrevételt dltalanositjadk De Morgan
szabdlyai:

,»C és D” tagadésa ,,—C vagy —=D”,
,C vagy D” tagadésa ,,—C és —=D”.

Nagyon fontos a ,,ha A, akkor B” tipusi mondat is, annyira, hogy erre is
bevezetiink jelolést: A — B-vel fogjuk roviditeni (ezt a miiveletet implikdci-
onak hivjdk). Az A — B akkor hamis, ha A igaz, de B mégis hamis. Err6l
ismét példamondatokkal gy6zhetjiik meg magunkat. Legyen A az az llitas,
hogy az n szam hattal oszthaté, B pedig az, hogy n paros. Az A —> B ko-
vetkeztetés ekkor azt mondja, hogy ,.ha egy szdm hattal oszthat6, akkor paros”.
Ezt igaznak érezziik, hiszen ha egy szambdl 6-ot ki tudunk emelni, akkor 2-t
is. Han = 6, akkor A és B is igaz. Ha n = 2, akkor A nem igaz, de B igaz.
Ha n = 7, akkor sem A, sem B nem igaz, de ez még mindig nem rontja el a
kovetkeztetést. Csak akkor lenne baj, ha taldlndnk egy 6-tal oszthat6 pératlan
szdmot, tehit amire A igaz, de B mégis hamis.

JJ Hamis allitasbol tehat minden kovetkezik! Ha 0 = 1, akkor minden ember
orokké él. Ugyanigy az iires halmazban taldlhat6 minden szdm egyszerre paros

és pdratlan; az iires halmazban taldlhat6 mindegyik haromszog szabdlyos és de-

rékszogti is.

Az Olvasénak érdemes meggondolnia, hogy az A = B ugyanazt jelenti,
mint hogy ,,nem A, vagy B”. Ismét egy példamondattal érvelve: ,ha elmész,
megharagszom” ugyanazt jelenti, mint hogy ,,nem mész el, vagy megharag-
szom”. Azt,hogy A = B, szokds Ugy is mondani, hogy A elégséges feltétele
B-nek, vagy hogy B sziikséges feltétele A-nak.

Egy implik4ciot nem lehet biintetleniil megforditani! Abbdl, hogy A —> B,
altalaban nem kovetkezik, hogy B = A. A fenti példat folytatva: nem igaz,
hogy minden paros szdm hattal oszthatd, hiszen példdul az n = 2 ellenpélda.
Ugyanakkor érvényes a kovetkezs szabdly:

Ha A = B igaz, akkor -B — —A isigaz.
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Példaul igaz az, hogy ,.ha egy szdm pératlan, akkor nem oszthat6 hattal”. Mds-
képp fogalmazva: ha egy implikdciét meg akarunk forditani, akkor mindkét
tagjat tagadnunk kell. Ezt a kontrapozicio szabédlyanak nevezziik.

Ha A — B és B — A is teljesiil, akkor ezt ugy irjuk, hogy A <= B,
és azt mondjuk, hogy A ekvivalens B-vel. Ezt Ggy szokds fogalmazni, hogy
,»A akkor és csak akkor, ha B”, vagy rovidebben ,,A pontosan akkor, ha B”.

Sokszor hallunk ilyesfajta mondatokat is: ,,az osztdlyban van barna gyerek”,
vagy ,,mindegyik fa beteg”. Ezeket a 3 (,,1étezik™) és V (,,minden”) jelek se-
gitségével rovidithetjik. Példaul (Vx)(Iy)(x < y) igy fordithaté le: ,,minden
szamnal van nagyobb szdm”. E két jelet kvantoroknak hivjuk, az els6 az egzisz-
tencialis, a masodik az univerzalis kvantor.

Az ,8s” és a ,,vagy” miiveletekhez hasonldan a kvantorokat tartalmazé alli-
tasok tagadasa is kiilon figyelmet érdemel. A szabdly is hasonlé: ahogy az ,,€s”
és a ,,vagy” jelek kicserélodnek, ugyantigy a kvantorokat is meg kell cserélni,
amikor a ,,nem” miiveletet atvissziik rajtuk. Példaul annak az allitasnak, hogy
,,mindegyik fa beteg”, a tagaddsa az, hogy ,,van olyan fa, amelyik nem beteg”.
Ugyanigy annak, hogy ,,az osztdlyban van barna gyerek”, a tagaddsa az, hogy
,,az osztdlyban mindegyik gyerek nem barna”, vagy kdznapibban ,,az osztilyban
egyik gyerek sem barna”. Altaldban a szabdly a kovetkezd:

(VX)) F (x)” tagaddsa ,,(3x)=F (x)”,
,(3x)F(x)” tagaddsa ,,(Vx)—F (x)” .

Erdemes még megemliteni kétféle bizonyitdsi médszert. Ha azt akarjuk bebi-
zonyitani, hogy A = B, akkor a kontrapozici6 szabélya szerint elég azt meg-
mutatni, hogy —B-bdl kovetkezik —A, vagy masképpen: ha feltessziik, hogy
A és —B is igaz, akkor ellentmonddést kapunk. Vagyis feltessziik a bizonyitand6
allitas tagadasat, és ellentmonddsra jutunk. Ezt indirekt bizonyitdsnak nevezzik.

A masik bizonyitdsi mddszer a teljes indukci6. Ha egy 4llitdst minden pozitiv
egész n szdmra be akarunk latni, akkor elég megmutatni n = 1 esetén, tovabba
annak feltételezésével, hogy n — 1-re igaz, megmutatni n-re is. Praktikusan: az
allitas n-re valé megmutatdsidhoz felhasznalhatjuk, hogy igaz n — 1-re.

A teljes indukci6 azért miikoddik, mert természetes szimok minden nem iires
halmazdban van legkisebb szdm (ez a halmazelmélet axiémarendszerbdl kovet-
kezik). Ezért a teljes indukcidt indirekt bizonyitdssd alakithatjuk a kovetkezd-
képpen. Tegyiik fol, hogy az 4llitds nem igaz. Legyen n a legkisebb olyan szdm,
amire az 4llitds hamis. Ez azt jelenti, hogy az 0sszes n-nél kisebb szdmra mér
igaz. Ellentmondasra kell jutnunk ezekbdl a feltevésekbdl.

Vagyis az indukcids bizonyitds sordn nemcsak n — 1-re, hanem az Osszes
n-nél kisebb szdmra is feltehetjiik, hogy az 4llitds igaz, mikdzben n-re probaljuk
igazolni azt! Példaként érdemes elolvasni a polinomok maradékos osztdsardl
sz016 3.2.1. Tétel bizonyitasat.
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E.2. Véges matematika

Az ajénlott irodalom Elekes Gyorgy és Brunczel Andris [5] tankonyve, illetve
Lovész Lasz16, Pelikédn Jozsef és Vesztergombi Katalin [6] miive.

E.2.1. Tétel. Ha van n targyunk, akkor ezeket
nl=1-2-....a=1)-n=]]i
i=1

kiiléonb6z6 mdédon tudjuk sorba rakni. Az itt szerepld n! szdm neve: n faktoria-
lis. Megallapodads szerint 0! = 1 (ldsd a 2.2.42. Gyakorlatot).

E.2.2. Tétel. Ha van n targyunk, és ebbdl k darabot akarunk kivalasztani (a sor-
rendre valé tekintet nélkiil), akkor ezt

n\ n! _nn—=1...(n—k+1)
k) kln—k)! k!
kiilonb6z6 mddon tehetjiik meg. Az itt szerepld kifejezés az ,,n alatt a k” bino-

midlis egyiitthat6. Megdllapodds szerint ennek értéke nulla, ha k > n, vagy ha
k <0.

E.2.3. Allitas. Egy k elemi halmazbdl egy n elemii halmazba képz6 fiiggvé-

nyek szdma n*.

E.2.4. Tétel. Egy n elemii halmaz 0sszes részhalmazainak szama?2". Han > 1,
akkor a pdros, illetve pdratlan elemszamii részhalmazok szdma egyarant 2"~
(lasd az 1.5.23. Feladat megolddsat).

Hasznélni fogjuk az alabbi két grafelméleti tételt is. A grafokkal kapcsolatos
elemi fogalmakat ismertnek tételezziik fol (ezek csak kevés helyen jonnek az
anyagban eld).

E.2.5. Tétel. Egy n cstcst 0sszefiiggd grafnak legalabb n — 1 éle van, és pon-
tosan akkor van ennyi, ha a graf fa, vagyis nincsen benne kor.

E.2.6. Definici6. A G = (A, B, E) pdros grdf, ha a csticshalmaza a diszjunkt
A és B halmazok unidja, és sem A-n, sem B-n beliil nem megy élI.

Az el6bbi jelolésben E az élek halmazat szokta jelenteni. Konnyd belatni,
hogy egy graf akkor és csak akkor paros, ha minden kore paros hossziisagi. Az
alabbi joval nehezebb, de igen hasznos tétel.

E.2.7. Tétel [Konig-Hall-Ore-tétel]. Legyen G pdros graf. Pontosan akkor 1é-
teznek olyan diszjunkt élek, amelyek az A minden elemét lefedik, ha tetsz6leges
X C A esetén az X-beli pontok B-beli szomszédainak szama legaldbb annyi,
mint az X elemszama.
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E.3. Analizis

Az ajénlott irodalom Laczkovich Miklés és T. S6s Vera [3] tankdnyve.

E.3.1. Tétel. Minden valds egyiitthatés polinomhoz tartozé polinomfiiggvény
folytonos.

E.3.2. Tétel [Bolzano tétele]. Legyen f folytonos fiiggvény az [a, b] zart inter-
vallumon. Ha f(a) < 0 és f(b) > 0, akkor van olyan a < ¢ < b, melyre

fc) = 0.

E.3.3. Lemma. Legyen f valos egytitthatos polinom, melynek féegyiitthatoja
pozitiv. Ekkor van olyan c val6s szam, hogy x > c esetén f(x) > 0 (azaz ,,elég
nagy” x értékekre f(x) mar pozitiv lesz).

Bizonyitds. Legyen f(x) = ayg + ... + a,x", ahol a, > 0. A hiromszog-
egyenl6tlenséget (1.4.3. Tétel) felhaszndlva x > 1 esetén

lag + arx + ...+ ay_1x" ' < (laol + . .. + lay—1])x""".

Ez kisebb, mint a,x", ha még x > (lao| + ... + |a,—1])/ay is teljesiil. Ezért az
ilyen x-ekre f(x) > O. ([

Az alabbi tételt érdemes Osszevetni a 3.3.9. Tétellel, és az azt kovetd meg-
jegyzésekkel.

E.3.4. Tétel. Pdratlan foku valds egytitthatés polinomnak van valos gyoke.

Az algebra alaptételétdl fiiggetlen bizonyitds. Mivel f-nek és — f-nek ugyan-
azok a gyokei, feltehetjiik, hogy f f6egyiitthatdja pozitiv. Az el6z§ lemma
szerint f felvesz pozitiv értéket. Most tekintsiik a — f(—x) polinomot. Mivel
f pératlan fokd, ennek a féegyiitthatéja szintén pozitiv. Az el6z6 lemma szerint
van olyan d valds szdm, hogy —x > d esetén — f(—x) > 0. Vagyis x helyébe
—x-etirvax < —d esetén f(x) < 0. Belattuk tehat, hogy f pozitiv és negativ
értéket is felvesz, és igy Bolzano tétele miatt van valds gyoke. (]

E.4. Szamelmélet

Feltételezziik, hogy az Olvasé ismeri az elemi szimelmélet alapfogalmait (oszt-
hat6sag, egység, legnagyobb kozos osztd, legkisebb kozos tobbszords, prim-
szdm), és a hozzdjuk kapcsol6dé szokdsos jeloléseket (példaul b | c azt jeldli,
hogy b osztéja c-nek, a = b (n) pedig azt, hogy a kongruens b-vel modulo n,
vagyis hogy n | b — a). Ezek megtaldlhatok Freud Rébert és Gyarmati Edit [1]
konyvének elsé fejezetében. E fogalmak részletes elemzésérdl és altalanositasa-
irél szét ejtiink a 3.1. szakaszban is. Most azokat a tudnivaldkat foglaljuk 6ssze,
amelyeket felhaszndlunk majd, az Euler-fiiggvénnyel, a Mobius-fiiggvénnyel és
a kvadratikus maradékokkal kapcsolatban.
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E.4.1. Definicié. Legyen n pozitiv egész. Ekkor a ¢ (n) Euler-fiiggvény megadja
a0,1,...,n — 1 szdmok koziil az n-hez relativ primek szdmit.

TermészetesenhaaO, 1,...,n—1helyettaz 1,2, ..., n szdmok kozott (vagy
barmely m4s teljes maradékrendszerben) szdmoljuk meg az n-hez relativ prim
szamokat, akkor ugyanazt az eredményt kapjuk.

E.4.2. Tétel. Az Euler-fiiggvény multiplikativ, azaz han és m relativ prim pozi-
tiv egészek, akkor o (nm) = ¢ (n)p(m). Innen kovetkezik, hogy ha n kanonikus
alakjan = pi' ... p{*, ahol egyik o; kitevs sem nulla, akkor

o) = (pi" = p"") .. (Pt — PP

Elemi szamelméleti okoskoddsokkal ad6dik a fenti képletbdl az aldbbi két
allitas, amit a konyvben felhaszndlunk.

E.4.3. Allitas. Legyen n pozitiv egész.

(1) A ¢(n) értéke akkor és csak akkor 1, han = 1 vagyn = 2.
(2) A ¢(n) értéke akkor és csak akkor paratlan, han = 1 vagyn = 2.

Azt, hogy az Euler-fiiggvény multiplikativ, most be fogjuk bizonyitani, mert
a bizonyitdsbol egy olyan Osszefiiggés adodik, amire sziikségiink lesz. Ehhez
emlékeztetjiik az Olvas6t néhany definiciéra. A 2.2. szakaszban lattuk, hogy
amikor a 0, 1, ..., n — 1 szamokkal modulo n végezziik a miiveleteket, akkor
egy Z, egységelemes gyfriit kapunk, amelynek az invertalhaté elemei pontosan
azok a 0 < i < n szamok, amelyek n-hez relativ primek. Ezeknek a halmazat
Z, -tel jeloltik. Vagyis Z, elemszdma pontosan ¢(n). A Z, x Z, az olyan
(a, b) rendezett parok halmazit jeloli, amelyekre a € Z,° és b € Z,,. Ennek a
halmaznak az elemszdma tehat ¢ (n)p(m).

E.4.4. Tétel. Tegyiik fol, hogy n és m relativ prim pozitiv egészek. Ekkor Ié-
tezik olyan g : Z,; X Z,, — Z,,, kolcsondsen egyértelmii megfeleltetés, hogy
tetszéleges a,a’ € Z, ésb, b’ € Z,, esetén

glax,a',bx,b)=g(a,b)x,gd,b).

(ebben a képletben x,, a modulo n szorzds miiveletét jeloli, 1dsd 1.1.4. Definicio).
Specidlisan ¢ (nm) = @ (n)p(m).

Bizonyitds. Kényelmesebb a g megfeleltetés f inverzét megkonstrudlni. Ha
c € Z,,,, akkor jelolje a a ¢ szdm n-nel valé osztasi maradékat. Hasonloképpen
legyen b a ¢ szdm m-mel valé osztdsi maradéka, és f(c) = (a, b).

A definici6 szerint 0 < a < n. Megmutatjuk, hogy a €s n relativ primek.
Val6ban, ha volna egy d > 1 k6z6s osztéjuk, akkor a = ¢ (n) miatt d osztana
c-t is, ami lehetetlen, mert ¢ és nm relativ primek. Ezért a € Z,. Ugyanigy

adédik, hogy b € Z,,. Az f tehit a Z,,, halmazt a Z, x Z,, halmazba képzi.

TEXTS DON'T GROW ON TREES!

RUTHORS " RIGHTS AWAREHESS CAMPALGH © Kiss Emil



© Typotex Kiado

E.4. SZAMELMELET 677

Ahhoz, hogy beldssuk, hogy bijektiv, meg kell mutatnunk, hogy f sziirjektiv és
injektiv.

Legyen (a, b) € Z, x Z,,, és tekintsiik az

x=a (n)
xzb(m)}

szimultan kongruenciarendszert. Ennek a kinai maradéktétel szerint van megol-
désa, és ez egyértelmd modulo nm. Ezért pontosan egy olyan ¢ megoldas van,
amelyre 0 < ¢ < nm. Belatjuk, hogy ¢ € Z, , azaz hogy (c, nm) = 1. Te-
gyiik ol ennek ellenkezdjét. Ekkor van olyan g prim, melyre g | ¢ és g | nm.
Ezért vagy q | n, vagy q | m. Az els6 esetben ¢ = a (n) miatt g | a is tel-
jesiil, azaz g koz0s osztéja a-nak és n-nek. Ez lehetetlen, mert a € Z, azaz
(a,n) = 1. A masodik esetben, amikor g | m, a (b, m) = 1 feltétellel keriiliink
ellentmondésba. Tehdt tényleg ¢ € Z,, . A maradékos osztds egyértelmiisége
miatt f(c) = (a, b). Tehét f tényleg sziirjektiv.

Az, hogy f injektiv, a kinai maradéktétel egyértelmiiségi allitdsabol kovet-
kezik. Ha ugyanis f(c) = f(c¢') = (a, b), akkor c is és ¢’ is megoldésa a fenti
szimultdn kongruenciarendszernek. Tehdt ¢ = ¢’ (nm). Mivel 0 < ¢, ¢’ < nm,
ezért ¢ = ¢’. Tehat f bijektiv, és ezzel ¢ multiplikativitasat belattuk.

Legyen g az f fiiggvény inverze. Ha tehét g(a,b) = c és g(a’, b)) = ¢/,
akkor f(c) = (a,b) és f(c') = (a’,b’). Szeretnénk kiszamitani f(c *,, ¢)
értékét, azaz a ¢ *,,, ¢’ szam maradékat modulo n és modulo m. A modulo nm
szorzés definicidja az, hogy az egész szdmok kozott kiszdmitott szorzatot még
redukalni kell modulo nm. fgy viszont ¢ *,,, ¢ = cc’ (n) is teljesiil, tehat
elegendd a c¢’ maradékat kiszamolni. Tudjuk, hogy ¢ = a (n) és ¢’ = da’ (n),
ezért cc’ = aa (n). Igy cc’ maradéka ugyanaz, mint aa’ maradéka, azaz a %, a'.
Hasonl6 szamolassal kapjuk, hogy ¢ *,,, ¢/ mod m vett maradéka b %,, b’. Tehét
f(ckpmc’) = (ax,a’, bx,,b"). Masképp fogalmazva g(a*,a’, bx,b") = c*,nc/,
és ezzel az allitast belattuk. (]

E.4.5. Definicid. A ©(m) Mobius-fiiggvényt a kovetkez8képpen definidljuk: ha
az m pozitiv egész szdm s darab kiilonb6z6 prim szorzata, akkor pu(m) = (—1)°,
egyébként pedig u(m) = 0.

Természetesen (1) = (—1)° = 1, hiszen az 1 nulla darab prim szorzata
(iires szorzat). A Mobius-fiiggvény egy fontos tulajdonsdgat fogalmazza meg a
kovetkez6 allitas.

E.4.6. Allitas. Tetszbleges m pozitiv egészre

1 ham=1,
D uld) =
o 0 ham # 1.
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Bizonyitds. Az allitdis m = 1 esetén nyilvdnval6é. Tegyiik fol, hogy m > 1,
és legyenek py, ..., ps az m szadm kiilonbdzd primosztéi. A u(d) értéke O,
kivéve ha d kiilonbdz6 primek szorzata, azaz p; - ... - py egy rész-szorzata. Ha
paratlan sok primet szorzunk 6ssze, akkor u(d) = —1, ha péaros sokat, akkor
u(d) = 1. Vagyis a fenti 0sszeg értéke akkor lesz nulla, ha a {py, ..., ps}
halmaznak ugyanannyi pératlan elem részhalmaza van, mint péros elemi. Ez
s > 1 (vagyis m > 1) esetén igaz az E.2.4. Tétel miatt. ]

E.4.7. Definicio. Legyen n pozitiv egész. Egy n-hez relativ prim szam akkor
kvadratikus maradék mod n, ha egy alkalmas masik szdm négyzetével kongru-
ens mod 7.

E.4.8. Tétel. Legyen p pdratlan primszam. Ekkor a kvadratikus maradékok
szdma (p — 1)/2. Ha a p prim 4k + 1 alaku, akkor a —1 kvadratikus maradék.
Ebben az esetben egy p-hez relativ prim szdm akkor és csak akkor kvadratikus
maradék, ha az ellentettje az. Ha a p prim 4k — 1 alakud, akkor a —1 nem kvad-
ratikus maradék. Ebben az esetben minden p-hez relativ prim b szdmra igaz,
hogy b és —b koziil az egyik kvadratikus maradék, a masik nem az.

A bizonyitds megtaldlhat6 az [1] konyv 4.1. szakaszdban. Ha az Olvas6 mar
megismerkedett a csoportelmélet alapjaival, akkor a kvadratikus maradékok el-
méletét a kovetkezbképpen szemlélheti.

A kvadratikus maradékok a Z > csoport négyzetelemei. Tegyiik f6l, hogy
p pératlan prim. Ekkor a kvadratikus maradékok szdma azért (p — 1)/2, mert a
négyzetre emelés csoporthomomorfizmus, melynek magja {1, —1}, vagyis két-
eleml. A kvadratikus maradékok tehit egy 2 index{ részcsoportot alkotnak.
Tudjuk, hogy 1étezik primitiv gyok modulo p (4.3.22. Tétel), ennek pontosan
a paros kitevdjti hatvanyai lesznek kvadratikus maradékok. A hatvany rendjé-
nek képlete szerint tehdt azok az r szdmok kvadratikus maradékok, melyekre
(p — 1) /o,(r) paros szam (itt 0, (r) az r rendje Z;—ben).

E.5. Linearis algebra

Altaldban Freud Rébert [2] konyvének terminoldgidjat kovetjiik, azonban a vek-
torokat egyszeriien kisbetlikkel, a matrixokat és a linedris leképezéseket pedig
nagybetiikkel jeloljiik: u, M, A. Az m x m-es egységmatrix E,, (néha csak E),
egy vektortér identikus transzformdcidjinak jele éltaldban I. A T test folotti
k sorbél és n oszlopbdl 4ll6 matrixok halmaza T**". Az M négyzetes matrix
determindnsa det(M), nyoma, azaz a f64tloban 4116 elemek 6sszege (és egytittal
a sajatértékeinek Osszege) tr(M). A V vektortér dimenzidjat dim(V') jeloli.

E.5.1. Tétel [A determindnsok szorzastétele]. Legyen T test, és M, N a T to-
I6tti n x n-es matrixok. Ekkor det(M N) = det(M) det(N). Egy M (négyzetes)
matrix akkor és csak akkor invertalhato, ha determindansa nem nulla. Ha M és N
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négyzetes matrixok, és M N az egységmadtrix, akkor M és N egymds kétoldali
inverzei, vagyis N M is az egységmatrix.

ES.2. Tétel. HaT testt M ¢ T™ ™ N € T"", X € T"™™, O azm X n-es
nullmatrix, akkor példaul az els6 sor szerinti kifejtéssel igazolhatd, hogy

X N

A transzpondlt determindnsra vonatkozo tétel miatt az allitds akkor is igaz, ha a
nulldk nem a jobb f61s6, hanem a bal als6 sarokban vannak.

det [M 0] = det(M) det(N) .

E.5.3. Definicid. Az alabbi determinéns a Vandermonde-determindns:

O Ll

Vi, .o zn) = '
21 n

r ... 1

Ugyanigy hivjuk az ebbdl transzpondldssal, valamint a sorok (oszlopok) sor-
rendjének megforditasaval kaphaté determinansokat is.

E.5.4. Tétel. A fenti Vandermonde-determindns értéke

1_[ (zi —zj) -

1<i<j<n
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