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C. fiiggelék

Szabo6 Endre: Csoportelméleti
kalandozasok

Az Univerzum legérthetetlenebb tulajdonsdga
az, hogy képesek vagyunk megérteni.

Albert Einstein

Ebben a fejezetben megprobaljuk elhelyezni eddigi ismereteinket a csoportel-
mélet egészén beliil. Kideriil majd, hogy nincs egységes, éltaldnos csoportel-
mélet, ehelyett kiilonbdzd specidlis csoportosztdlyokat vizsgalnak (mint példaul
a véges csoportok osztilya), és ezek kozott gyakran meglepd kapcsolatokat fe-
deznek fol. A nagy éltaldnos kérdésekre, mint példdul a széprobléma vagy a
Burnside-probléma, rendre negativ valaszok sziilettek (lasd az 4.10.20. Tételt
és a231. oldalon az apro betlis részt), szinte kiilon tudomannya valt a furcsabb-
ndl furcsabb csoportok gyartdsa. De ezek a furcsasdgok ,kivételek”, a matema-
tikdban gyakran el6fordulé csoportok nem ilyenek. Ha egy sziikebb csoport-
osztalyra szoritkozunk, akkor gyakran kapunk pozitiv vdlaszokat ugyanezekre
akérdésekre. A fejezet végén a fizikdban eléfordul6 csoportokrdl lesz sz6, majd
egy mese keretében elutazunk az Androméda-kodbe!

Jobb, ha az Olvasé bekapcsolja a biztonsagi dvet: ebben a fiiggelékben a
bizonyitdsok sokszor vazlatosak lesznek, nagy 1épésekben haladnak! Hasznos,
ha az Olvasé tudja, mit jelent linedris algebrdban a sajitérték, karakterisztikus
polinom, vektor hossza komplex euklideszi térben vagy az unitér transzforméciod
(lasd a [2] konyvet). Ugyancsak érdemes felfrissiteni analizisbdl a nyilt, zart
és kompakt halmazok fogalmat R"-ben, tovabbd a hatvanysorokra vonatkozé
elemi ismereteket.

C.1. Exponencialis leképezés

Az altalanos linedris csoport (GL(n, C), 4.1.24. Definicié) egy nyilt részhal-
maza az n x n-es (komplex) métrixok vektorterének, amit 2n2-dimenzids valés
euklideszi térnek tekinthetiink. Ezért beszélhetiink GL(n, C)-beli nyilt és zart
részhalmazokrdl, GL(n, C)-bdl indul6 vagy oda érkezé folytonos fiiggvények-
61, GL(n, C)-beli folytonos gorbékrdl. (Egy folytonos gorbe nem mads, mint
egy folytonos fiiggvény a [0, 1] intervallumrél GL(n, C)-be.) Megvizsgaljuk
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590 C. SZABO ENDRE: CSOPORTELMELETI KALANDOZASOK

GL(n, C) zart részcsoportjait és a koztiik haladé folytonos homomorfizmusokat.
Az Olvasét emlékeztetjiik arra, hogy egy euklideszi tér kompakt részhalmazai
pontosan a korlatos zart halmazok.

C.1.1. Definicié. Egy H < GL(n, C) részcsoportot zdrt részcsoportnak neve-
ziink, ha tartalmazza minden GL(n, C)-be es6 hatarpontjat. Azt mondjuk, hogy
H kompakt részcsoport, ha kompakt részhalmaza a matrixok terének. Beldthato,
hogy egy zart részcsoport pontosan akkor kompakt, ha a benne 1év6 matrixok
normdja egy kozos korlat alatt marad. A H részcsoportot dsszefiiggdnek nevez-
ziik, ha barmely két eleme 6sszekothet6 H-n beliil haladé folytonos gorbével.
Végiil H diszkrét részcsoport, ha nincsen torlédasi pontja GL(n, C)-ben.

Els6sorban a komplex matrixokra koncentralunk. Ezzel semmit sem veszi-
tiink: GL(n, R) zart részcsoportja GL(n, C)-nek, tehat a komplex eset maga-
ban foglalja a valdsat is. Természetesen forditva is dolgozhatnank, hiszen az
n-dimenziés komplex vektortér tekinthetd 2n-dimenzids valés vektortérnek, és
igy GL(n, C) zart részcsoportja GL(2n, R)-nek, azaz a valés eset is magdban
foglalja a komplex esetet.

Legfontosabb eszkoziink az exponencidlis fiiggvény €s a logaritmusfiiggvény
lesz. Elevenitsiik fol azt a definici6t, amit a tovdbbiakban a legkdnnyebben
tudunk majd altaldnositani:

n

o X" — (1—y)"
e":ZH x € R, log(y) =—» —— 0<y=<2.
=0

n=1

Mindkét sorrdl beldthatd, hogy konvergens a megadott értelmezési tartomanyon.
A kapott fiiggvények egymds inverzei: ¢!°¢0) = y minden 0 és 2 kozotti y ér-
tékre. A logaritmusfiiggvény — mds definiciéval — értelmezhetd minden pozi-
tiv szdmra, a O-ra viszont nem terjeszthetd ki folytonosan, hiszen ott végtelen a
hatdrértéke. Mi azonban megelégsziink a fenti, szlik értelmezési tartomédnnyal.

A matematikdban gyakran van sziikségiink arra, hogy egy valds szdmokon
értelmezett fliggvényt kiterjessziink komplex szdmokra vagy négyzetes mét-
rixokra. Ez nagyon egyszer(i olyankor, ha az eredeti fliggvényt egy H (x) hat-
vanysorral adjuk meg: az x helyébe komplex szdmot vagy n x n-es maétrixot
irva kapunk egy természetes kiterjesztést. Meg kell vizsgdlni, hogy milyen
x-értékekre lesz a sor konvergens. Tegyiik fol, hogy a H(x) valés hatvanysor
konvergens egy / nyilt intervallum minden pontjaban, €s legyen K az I atmérd
f61€ rajzolt nyilt korlap a komplex szdmsikon. Altalanos elv, hogy a H (x) hat-
vanysor konvergens minden K-ba es6 komplex szamra, és konvergens minden
olyan n x n-es matrixra, amelynek sajatértékei mind K -ba esnek (mindezt nem
bizonyitjuk).
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C.1.2. Definici6. Matrixok exponencidlis fiiggvényére kétféle jelolést is haszna-
lunk. Minden m x m-es matrixra értelmezziik:

S n
exp : C"" — GL(m, C), A et = —.
n!

n=|

Miel6tt belatnank, hogy ez a definicid jogos, lassunk néhany példat: eldszor
komplex szamokkal, azutdn matrixokkal.

C.1.3. Példa. Exponencialis fliggvény komplex szamokra, matrixokra:

i z; . ; \/i \/z
= — —|— —1

et =1, et =—1, ez =i, e ,
2 2
exp | ¢ O] [e* O ex 0 «rf|_ cos(t) sin(t)
Plo [T |0 |’ Pl o= | =sin(r) cos(r)|"

A maétrixokkal valé szdmolds konnyebb, mint elsd pillanatra gondolnénk.
Idézziik 6l a 7.6. szakaszt, kiilondsen a 7.6.6. Tételt. Egy m x m-es matrix
minimélpolinomja legfeljebb m-edfokd, ezért a matrix minden hatvinya kife-
jezhet6 a matrix legfeljebb m — 1-edfokd polinomjaként. Ezért ha a matrixot
egy H(x) hatvdnysorba helyettesitjiik, akkor az eredményt szintén folirhatjuk a
matrix legfeljebb m — 1-edfokud polinomjaként. Ez a polinom kiszdmithato, és
innen az exponencidlis fliggvény értéke is konnyen adddik.

&2 A részletes szadmitdsok helyett inkdbb azt mutatjuk be, hogyan lehet ilyen felada-
tokat a Maple segitségével megoldani.

exp (2+Pi*I) ;exp (PixI) ;exp(Pi/2+I) ;exp(Pi/4+1I);
with(linalg) :

exponential ([[a,0],[0,b]]);

exponential ([[0,t], [-t,01]1);

A program magyardzata: A with(linalg) : parancs aktivdlja a linalg
csomagot — a Maple a ritkdbban haszndlt részeit ilyen csomagokban tartja,
és csak sziikség esetén hivja be a memodridba. A madtrixokat soronként, balrdl
jobbra kell megadni, szogletes zardjelek kozott — példaul [[1,0]1, [0, 1]]
jelenti a 2 x 2-es egységmadtrixot. Az egyviltozés exponential az expo-
nencidlis fliggvény matrixokra — késébb megismerkediink majd ugyanennek a
Maple-fiiggvénynek egy kétvaltozos varidnsaval is.

Linedris algebrdban tr(A)-val jelolik az A matrix nyomdt, azaz a matrix f6-
atlojaban all6 elemek Osszegét. Tudjuk, hogy ez egyenl6 a matrix komplex sa-
jatértékeinek o6sszegével (minden sajatértéket azzal a multiplicitissal kell venni,
amellyel a matrix karakterisztikus polinomjdban szerepel). Tudjuk azt is, hogy
a matrix determindnsa a sajatértékeinek a szorzata. Ezek segitségével az exp(A)
matrix sajitértékeit és determindnsat is konnyen kiszdmithatjuk.
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C.1.4. Tétel. Legyenck A € C™*™ sajatértékei {;, a2, ..., o} (mindegyik
annyiszor félsorolva, amennyi a multiplicitdsa). Ekkor az e® matrix sajatértékei
{e“1, %2, ..., e“m}. Ezért

det(eA) — Y | W — ptitart.dam _ ,tr(4)

Bizonyitds. Irjuk a matrixot Jordan-normdlalakba (l4sd a 7.6. szakaszt)! Ez ha-
romszogmatrix: a f6atléban lesznek a sajatértékei (lasd a 4.11.11. Definiciot).
Egy haromszogmatrix hatvanyai is haromszog alakiak, tehat a sajatértékek egy-
szerlien hatvanyozddnak. U

Igy exp(A) minden A matrixra invertalhat6, hiszen a sajatértékei kozott nem
szerepel a nulla (vagyis az exponencidlis leképezés tényleg GL(m, C)-be ké-
pez). Most ratériink annak indokldsdra, hogy exp(A) definicidja miért értel-
mes. Linedris algebrabdl tudjuk, hogy a v = (v, ..., v,) € C" vektor hosszdt
(a Pitagorasz-tétel mintdjéra) a ||v|| = \/ [v1]?2 + ...+ |vg|? képlet definidlja.

C.1.5. Definicié. Egy B € C"*" mdtrix normdja legyen
IBIl = sup {l|Bw|l : weC", |w| =1}.
Ez azt méri, hogy B maximum mekkordra nyujthat egy egységvektort.

43 Matrixok nagysdganak mérésére sokféle normat haszndlnak, de véges dimenzi-
6ban barmelyik norma segitségével az 0sszes tobbi norma megbecsiilhetd, tehat
mindegy, hogy melyiket vélasztjuk.

A C.1.5. és a C.1.2. Definiciok jogosak: aw — || Bw|| fiiggvény folytonos, igy
van maximuma C" egységgdombjén (hiszen az kompakt halmaz), tehat minden
matrix norméja véges. Azért valasztottuk éppen a C.1.5. Definiciéban megadott
normat, mert errdl azonnal latszik, hogy ||AB|| < ||A| - || B]|. Ezért

oo o0

E:wmn<§:mwﬂ:aw
| ! ’

n=0 n: n=0 n:

tehdt az exponencidlis fliggvény hatvanysora abszoldt konvergens. U

C.1.6. Definicio. A logaritmusfiiggvényt az m x m-es egységmatrix egy kornye-
zetében definidljuk:

o
E— A"
mgm:-}ZLTTL, ha |E—-A| <1.

n=1
C.1.7. Allitas. A logaritmustiiggvény az exponencialis fiiggvény inverze:
et = 4 | ha |E—-A||<1.

Ezért a logaritmustiiggvény az egységmatrix koriili 1 sugard gombét bijektiven
képezi az origénak egy U C C"*" kornyezetébe, és forditva, az exponencialis
fiiggvény bijektiven képezi U -t az el6bbi gobmbbe.
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A logaritmusfiiggvény definicidja azért jogos, mert a hatvanysora szintén ab-
szolut konvergens:

Z IIA"II

n=1
Abszolit konvergens hatvdnysorokkal kénny(i szdmolni: kompoziciéjuk, szor-
zatuk, hidnyadosuk is abszolit konvergens. Ha formélisan egymdsba helyette-
sitjiikk az exponencidlis és a logaritmusfiiggvények hatvinysorat, akkor minden
tag kiesik, tehat a két fiiggvény egymds inverze. Ezzel belattuk a C.1.7. Allitast.

7 z

Hatvanysorok 0sszeszorzdsaval pedig a kovetkez6 4llitast igazolhatjuk:

C.1.8. Allitas. Ha A, B € C"™ " folcserélhetd matrixok, azaz AB = BA, akkor

eA+B :eA'eB.

< ZnAn

n=1

||A||

Specidlisan e” invertilhaté, és inverze e~ 4.

Vigydzat! Az e*t8 = e . eP bsszefiiggést kizarélag folcserélhetd mat-

rixokra haszndlhatjuk! A hatvdnyozds szokdsos azonossdgai nem érvényesek
matrixokra, mert a métrixszorzds nem kommutativ (vo. 2.2.20. Gyakorlat).

C.1.9. Definicid. Legyen A valds vagy komplex n x n-es matrix. Az
R* — GL(n, C), A

leképezés csoporthomomorfizmus (mert A polinomjai folcserélheték egymads-
sal). Az ilyen képlettel megadhaté6 homomorfizmust egyparaméteres részcso-
portnak hivjuk, melynek A a generdtora. Ha A valés matrix, akkor a generalt
egyparaméteres részcsoport képe GL(n, R)-ben van. Az elnevezés arra utal,
hogy itt nem csupén egy részcsoportrdl van sz6, hanem azt ,,paramétereztiik” is.

t—e

J1 Fizikdban gyakori, hogy egy rendszer dllapotanak idSbeli fejlédését egy egypa-
raméteres részcsoport irja le, err6l szol a C.5. szakasz. A C.1.19. Tételben is
Iétfontossdgu szerepet kapnak az egyparaméteres részcsoportok, és ugyanott azt
is beldtjuk, hogy ha G zart részcsoport GL(n, C)-ben, akkor minden R* — G
folytonos homomorfizmus egyparaméteres részcsoport.

C.1.10. Példa. Szamoljunk ki néhany egyparaméteres részcsoportot GL(2, R)-
ben és GL(3, R)-ben, ¢ jeloli a paramétert.

_ -a 0 A _eat O
A= 10 b] e = 0 ebti|
A= [ 01 4 _ | cos() sin(r)
1o ¢ = | —sin(7)  cos(7)
0 a O 1 at %abz‘2
A=1[0 0 b dA =10 1 bt
|0 0 0 0 O 1
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Amint t novekszik, az elsd példa exponencidlis litemben tdvolodik az egység-
matrixtél (majdnem minden egyparaméteres részcsoport ilyen). A mdsodik pe-
riodikus, a harmadik esetben pedig a métrix elemei polinomok. (Vajon mi lehet
ennek az oka?)

Q) Ellenérizziik az el6z6 példat a Maple segitségével:

with(linalg) :

exponential([[a,0],[0,bl],t);

exponential ([[0,1]1,[-1,011,t);

exponential ([[0,a,0],([0,0,b],[0,0,011,t);
A program magyardzata: Most a Maple exponencidlis fliggvényének kétval-
toz6s formajat hasznéljuk: exponential (A, t). Ez az ¢’4 egyparaméteres
részcsoportot szdmolja ki.

Egy zart részcsoport szerkezete bonyolult lehet, az egyparaméteres részcso-
portok azonban mindig nagyon egyszertiek. Ki fog deriilni, hogy a zart részcso-
portok mindig sok egyparaméteres részcsoportot tartalmaznak, és ezek vizsga-
latdval sok mindent megtudhatunk az eredeti csoportrdl.

C.1.11. Példa. A C.1.10. Példak koziil a masodik mutatja, hogy a sikbeli elfor-
gatasok csoportja egyparaméteres részcsoport. Hasonlé médon lathatd, hogy
egy adott tengely koriili elforgatdsok egyparaméteres részcsoportot alkotnak a
térbeli forgatdsok csoportjaban, SO(3)-ban. Lapozzon vissza az Olvasé: amikor
SO(3) egyszeriiségét lattuk be a 4.8.43. Feladat megoldasdban, akkor kulcssze-
repet kaptak ezek a részcsoportok!

Mint mondtuk, 4ltaldban e” - e8 #£ eA+5. Mégis j6 lenne valami kapcsolatot
taldlni a matrixszorzas és az exponencialis leképezés kozott! Bar pontos 0ssze-
fliggés is 1étezik, mi most megelégsziink egy becsléssel. Ehhez emlékeztetjiik
az Olvas6t egy olyan jelolésmddra, amit az analizisben, a szamelméletben és a
kombinatorikdban is haszndlnak. Akkor irhatjuk, hogy f = O(g) egy X halma-
zon, ha van olyan K konstans, hogy | f(x)| < Kg(x) minden x € X-re teljesiil.
Példdul h(x) = 2x3 + 6x2 + 2log(x) — 4./x helyett sokszor elegends és ké-
nyelmesebb azt irni, hogy h(x) = 2x* 4+ O(x?) (hax > 1, vagy ha x — o0).
Az O(g)-t hibatagnak nevezziik, és mindig az egyenléségek jobb oldalan fogjuk
hasznalni.

C.1.12. Definicié. Négyzetes matrixok kozott definidlunk egy 4j miiveletet: a
Lie-zdrojelet. TetszOleges A, B matrixokra

[A,B]= AB — BA.

Ezt a miveletet gyakran hivjdk kommutitornak is — mi megmaradunk a
Lie-zardjel elnevezésnél, hogy megkiilonboztessiik a csoportokban értelmezett
kommutétortdl.
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C.1.13. Tétel [Hausdorff—Campbell-Baker-formula]. Tegyiik fol, hogy az A, B
valds vagy komplex n x n-es matrixok elég kicsik: ||A||, || B|| < 1. Ekkor

1 1 _ L 4
A . B — pA+BHIABIBIABLE-HIABLA | o (max(||A||, 1B])) )

C.1.14. Megjegyzés. Ebben a becslésben n-et konstansnak tekintjiik, ezért nem
jelenik meg a nagy ordéban. A hibatag sziikség esetén pontosithaté:

lAI- 181 0 ((max (1Al 1B1)*)

A jobb oldali harmadfoku kitevd folytathaté: kiegészithet egy végtelen sorra.
Beléthatd, hogy a sor minden tagja az A és B matrixok valamilyen Lie-zardjeles
kifejezése, tehat a matrixszorzas kifejezhetd a Lie-zar6jel segitségével! Alkal-
mazdaskor gyakran elegendd csak az els6-, illetve masodfoku tagokat kiirni, sok-
szor pedig a formula logaritmusat hasznéljik:

e - = M 10 (max (1AL 1BI)),

e . o8 = oATBHABI2 | <max(||A||, ||B||)3>,

A+ B+ 1A, Bl + 5IA, B, Bl — 5IA, B, Al+
4
+0 (max (141, 181)*).
A Hausdorff-Campbell-Baker-formula bizonyitdsa. A becslés mindkét oldalat

kétvaltozos, nemkommutativ hatvanysornak tekintjiik. El&szor azt fogjuk be-
latni, hogy a legfeljebb harmadfoku tagok megegyeznek.

log(e® - €%) = {

2 A szamolast szokds szerint a Maple-re bizzuk:

e := proc (x) expand (l+xX+X&*X/2+xX&*X&*X/6) ;end:
c := proc (x,y) expand (x&*y - y&xx); end:
W := expand(e(a) &* e(b)) -

e(a+b+c(a,b)/2+c(c(a,b),b)/12-c(c(a,b),a)/12):
coeff (W, &=*(a)),coeff (W, &* (b)),

(a
coeff(W,&*(a,b)),coeff(W,&*(b,a)),
coeff(W,&*(a a,a)),coeff(w, &*(a a,b))
coeff(W,&*(a,b,a)),coeff(W,&*(a,b,b)),
coeff(W,&*(b,a,a)),coeff(W,&*x(b,a,b)),
coeff (W, &*(b,b,a)),coeff(W,&*(b,b,b));

A program magyardzata: AMaple szamara & = jeloli a nemkommutativ szorzast,
az expand parancs pedig felbontja a zaréjeleket. A két proc két uj fliggvényt
definidl: e (x) az e* fiiggvény hatvanysoranak eleje, c (x,y) pedig az [x, y]
Lie-zardjelet szamolja. A W lesz a becslés két oldaldnak kiilonbsége: azt kell
beldtni, hogy minden tagja tobb, mint harmadfokd. A coeff fiiggvény segit-
ségével kiolvassuk az Osszes legfeljebb harmadfoku egyiitthatét. Prébélja ki az
Olvas6: mind 0 lesz!
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A hibatagot a haromndl magasabb fokud tagok becslésével kapjuk. Ez ru-
tinfeladat: hasonlé becsléseket végeztiink, amikor belattuk, hogy az exponen-
cidlis és a logaritmusfiiggvények hatvdnysora abszolidt konvergens. A hibatag
pontositdsdhoz azt kell észrevenni, hogy ha az egyenlet mindkét oldaldn elvé-
gezziik a kijelolt miiveleteket, a kapott hatvanysorokbdl azok a tagok, amelyek
csupdn A-hatvdnyt vagy B-hatvdnyt tartalmaznak, kiejtik egymdst — tehdt a
megmaradé tagok mindegyike ,,0szthat6” A - B-vel. Végiil a logaritmusfiigg-
vény hatvdnysordbdl kovetkezik a log(X + Y) = log(X) + O(||Y||) becslés
(feltéve, hogy X egy korldtos halmazban mozog és ||Y|| kicsi). Legyen X a
Hausdorff—-Campbell-Baker-formula jobb oldalan all6 exponencialis tag, Y pe-
dig a hibatag: éppen a C.1.14. Megjegyzés logaritmusos formuldjanak jobb ol-
dalat kapjuk. ([

Sophus Lie kezdett el el6szor komolyan foglalkozni transzforméciécsopor-
tokkal és azok részfélcsoportjaival. O ,.folytonos transzformaciécsoportoknak”
hivta dket, de valdjdban geometriai alakzatok differencidlhaté transzformacio-
ival foglalkozott — a pontos definiciét most mellzziik. Manapsdg ezeket a
csoportokat Lie-csoportoknak hivjak. Noha a Lie-csoport fogalma sokkal élta-
ldnosabbnak tlinik, mégis nagyon kozel 4ll az altalunk vizsgdlt csoportok osz-
tdlydhoz: minden Osszefiiggd Lie-csoportnak van olyan ,.kis” normdlosztdja,
amely szerint vett faktorcsoport folytonosan izomorf GL(n, C) egy zért részcso-
portjaval. (A ,kis” jelzd azt jelenti, hogy az egységmatrix egy alkalmas kornye-
zetében csak egyetlen eleme van a normdlosztonak.) Ezért minden, amit ebben
a szakaszban tanulunk, konnyedén altalanosithaté tetszéleges Lie-csoportokra.
Lie fedezte f6l, hogy érdemes a folyamatos mozgatdsok helyett a pillanatnyi el-
mozduldsokra koncentralni. Ezeket 6 ,,infinitezimalis transzformacioknak”, az
Osszességiiket pedig ,,infinitezimdlis csoportnak™ nevezte. A C.5. szakaszban
latjuk majd, mit jelent ez a szemléletmdd a gyakorlatban. Az infinitezimalis
csoportot ma Lie-algebranak mondjuk, réla szél a kovetkezd két definicio.

C.1.15. Definicié. Egy T test folotti Lie-algebra egy T folotti V vektortérbol
és egy rajta értelmezett, szogletes zardjellel jelolt, kétvaltozés miiveletbdl all,
amelyik mindkét valtoz6jaban linedris, és kielégiti a kovetkezd azonossdgokat:

[x,x] =0, [x, [y, 2l + [y, [z, x]1 + [z, [x, y]] = 0.

C.1.16. Definicio. Az Gsszes n x n-es valos (illetve komplex) matrixok tere
a Lie-zéréjel miivelettel egy n’-dimenziés (illetve 2n2-dimenziés) valés Lie-
algebrat alkot. Ezt a Lie-algebrat gl(n, R)-rel (illetve gl(n, C)-vel) jeloljiik.

Természetesen gl(n, C) tekintheté komplex Lie-algebranak is, de ebben a
konyvben csak valds Lie-algebrakkal foglalkozunk. A gl(n, C) és gl(n, R) je-
I61ésekkel azt hangsilyozzuk, hogy a matrixok terére kifejezetten Lie-algebra-
ként gondolunk — ha pusztan vektortérnek tekintjiik, akkor tovébbra is a C"*"
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és R"™" jeloléseket hasznéljuk. A szorgalmas Olvasé konnyen ellendrizheti
gl(n, C)-ben a Lie-algebra azonossigokat. Erdemes megemliteni Ado tételét:
minden véges dimenzids valds Lie-algebra izomorf valamilyen n-re gl(n, R)
egy részalgebrijaval.

C.1.17. Definicid. A g < gl(n, C) részalgebrat a G < GL(n, C) zart részcso-
port Lie-algebrdjdnak mondjuk, ha van a nullmétrixnak olyan kdrnyezete g-ben,
és az egységmadtrixnak olyan kornyezete G-ben, amelyek kozott az exponenci-
alis leképezés bijekcio.

A C.1.7. Allitas éppen arrél szélt, hogy a teljes GL(n, C) Lie-algebrja nem
mas, mint a teljes gl(n, C), a valés matrixok csoportjaé, GL(n, R)-é pedig a
valés matrixok részalgebrdja, gl(n, R). Lassunk még egy trividlis, de fontos
példat:

C.1.18. Példa. Legyen G a 2 x 2-es unitriangularis matrixok csoportja (lasd
4.11.11. Definici6), g pedig az olyan 2 x 2-es matrixok tere, amelyeknek csak
a jobb felsé sarkdban allhat nullatél kiilonb6zd szdm. Mivel a g-beli mat-
rixok legaldbb mésodik hatvanyai mind nulldk, ezért az exponencidlis leképe-
z€s ebben az esetben exp : g — G, ahol exp(A) = E + A. Ez egy bijek-
ci6, tehat G Lie-algebrdja éppen g. A G csoport izomorf R -szal, g pedig az
egyetlen egydimenzids Lie-algebra: g = R, minden Lie-zardjel nulla. Ezért
R* Lie-algebrdja R, és az exponencidlis leképezés az identitas.

A C.1.17. Definicié nem tul szemléletes, ezért a tovabbi példak el6tt kimon-
dunk egy tételt, amit alternativ definicidként is lehet haszndlni.

C.1.19. Tétel. Egy G < GL(n, C) zart részcsoportnak a Lie-algebrdja pontosan
azokbol az A € gl(n, C) elemekbdl all, melyek altal generdlt egyparaméteres
részcsoport benne van G-ben. Tehdt kblcsondsen egyértelmii megfeleltetés van

G Lie-algebrdjanak elemei, a G-ben 1évd egyparaméteres részcsoportok, és a
folytonos R™ — G homomorfizmusok kozt.

J1 Egy zirt részcsoport Lie-algebrajat , kiviilr6l” definidltuk. Ez azt jelenti, hogy
nemcsak a G csoportot hasznaltuk f6l, hanem a G < GL(n, C) tartalmazast is. Az
R* — GL(n, C) folytonos homomorfizmusokbél kiindulva azonban eljuthatunk
egy olyan definici6hoz, amely mar csak a G csoportot hasznélja, és nem fiigg
a G — GL(n, C) bedgyazastol. S6t, ez a definicié kiterjeszthetd olyan Lie-
csoportokra is, amelyek nem is részcsoportjai egyetlen linedris csoportnak sem.
A nehézséget a Lie-algebra miiveletek definidldsa okozza.

A C.1.19. Tétel bizonyitasat késSbbre halasztjuk, most lassunk példakat. Eh-
hez sziikségiink lesz néhany definiciora, amelyek ismer6sek linedris algebrabdl.

C.1.20. Definicié. Azt mondjuk, hogy az A (komplex elemd) matrix szimmetri-
kus, illetve antiszimmetrikus, ha megegyezik a transzpondltjdval, illetve annak
ellentettjével: A = AT, illetve A = —AT.
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Az A métrix transzpondltjdnak konjugéltjit A adjungdltidnak nevezzik, és
A*-gal jeloljik. Az A métrixot onadjungdltnak, illetve antionadjungdltnak
mondjuk, ha megegyezik az adjungéltjdval, illetve annak ellentettjével: A = A*,
illetve A = —A*. Az A métrix unitér, ha A* = A~ (v6. 4.1.26. Definici6). Vé-
gezetiil az A matrix pozitiv definit, ha minden sajatértéke pozitiv valds szam.

71 A ,pozitiv definit” jelzSt linedris algebrdban kvadratikus alakokra alkalmaztuk.

Konnyt belatni, hogy egy A 6nadjungalt matrix akkor és csak akkor pozitiv defi-

nit a fenti értelemben, ha az (Au, u) kvadratikus alak pozitiv definit, azaz minden
nem nulla u vektorra pozitiv értéket vesz fol.

C.1.21. Példa. Néhany korabbi ismerdsiink Lie-algebrdja:

(1) GL(n, R), illetve GL(n, C): az 0sszes n x n-es valds, illetve komplex
matrix tere.

(2) SL(n, R), illetve SL(n, C): a nulla nyom valds, illetve komplex mat-
rixok tere.

3) O(n), illetve SO(n): az antiszimmetrikus valés matrixok tere.

(4) U(n): az antidnadjungélt komplex métrixok tere.

(5) SU(n): a nulla nyomd, antidnadjungélt komplex matrixok tere.

Bizonyitds. A GL(n, C) és a GL(n, R) csoportok Lie-algebrajat mar kiszamol-
tuk. A C.1.4. Tétel miatt egy nulldhoz kozeli A matrixra pontosan akkor lesz
det(e?) = 1, ha tr(A) = 0. Tekintsiik az inverzre, konjugéltra és a transzpo-
naltra vonatkoz6 elemi azonossagokat:

(eA)_l =4 , e_A = eZ, (eA)T = eAT .
Ezekbdl azonnal adédik, hogy egy nulldhoz kizeli A mdtrixra e* pontosan ak-
kor ortogondlis vagy unitér, ha A antiszimmetrikus vagy antionadjungélt.  [J

A Lie-algebra kiszdmitdsa dltaldban is konnyd. A jelent6sége az, hogy a
Lie-algebraban sokkal kénnyebb szdmolni, mint az eredeti csoportban, és ezért
a Lie-algebra elemzésével sokat megtudhatunk a csoport szerkezetérdl.

C.1.22. Példa. Legyen G < GL(n, C) egy 0sszefiiggd zart részcsoport, mely-
nek g a Lie-algebrdja. Az aldbbi lista mutatja, hogy G nagyon sok tulajdonsiaga
leolvashat6 g-bdl. Az allitasokat nem bizonyitjuk.

e A G csoport minden &sszefiiggd zart részcsoportjdnak Lie-algebrdja
egy részalgebra g-ben, és ez a részalgebra egyértelmiien meghatirozza
a részcsoportot.

e Egy I < g részalgebrat idedlnak hivunk, ha mindeni € I, g € g
elempérra [i, g] € I. Egy Osszefiiggd zdrt részcsoport pontosan akkor
norméloszté G-ben, ha a Lie-algebrdja idedl g-ben.

e Egy Lie-algebra centruma azokbdl az elemekbdl all, amelyeknek bar-
mely elemmel vett Lie-zardjele nulla. A G csoport centrumdnak Lie-
algebrdja megegyezik g centrumadval.
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e Egy Lie-algebriat kommutativnak mondunk, ha barmely két elemének
Lie-zéaréjele nulla. A G csoport pontosan akkor Abel-csoport, ha g
kommutativ.

e A csoportok mintdjara definidlhatok a feloldhat6é és a nilpotens Lie-
algebrdk. A G csoport pontosan akkor feloldhato, illetve nilpotens, ha
g az.

e Egy Lie-algebrit egyszerlinek hivunk, ha nem kommutativ és nincs va-
16di idedlja. A g Lie-algebra pontosan akkor egyszer(i, ha G centruma
diszkrét részcsoport, és minden norméloszté benne van a centrumban.

C.1.23. Tétel [Cartan]. Minden G < GL(n, C) zart részcsoportnak van (egyet-
len) g < gl(n, C) Lie-algebrdja (C.1.17. Definicié). Ha G és g koziil az egyik
csupa valdés madtrixbol all, akkor a mdsik is csupa valés mdtrixbol dll. Ha G
Osszefiiggo, akkor a g részalgebra egyértelmiien meghatdrozza a G csoportot.

Bizonyitds. A C.1.7. Allitas szerint az exponencidlis fiiggvény az egységmatrix
egy kis kornyezetében bijekcié. Tehdt a g részalgebra pontosan akkor lesz Lie-
algebrdja a G részcsoportnak, ha az egységelemnek van olyan U kornyezete,
ahol

efNU=GNU. (C.1)

Tegyiik fol egy pillanatra, hogy van ilyen g részalgebra, és préobaljuk megta-
14Ini az elemeit! Legyen e egy kis pozitiv szdm, és tekintsiik az origd ¢ sugard
kornyezetében azokat a métrixokat, amelyeket az exponencidlis fiiggvény G-be
visz. Elég kis e-ra (C.1) miatt ezek éppen g-nek az e-ndl rovidebb elemei, te-
hat g éppen az 6 tobbszoroseikbdl all. Csak az a problémank, hogy nem tudjuk
elére, milyen kicsire kell valasztanunk e-t. Sebaj, minden e-hoz legyartjuk azt
a g. halmazt, amelyrdl azt reméljiik, hogy maga g lesz, vagyis azon £-ndl nem
hosszabb A matrixok dsszes tobbszordseinek halmazat, melyekre e# € G. Ha
1étezik g, akkor az csak a g, halmazok koziil a legkisebb lehet. Tehét a g. halma-
zok metszete j6 jelolt g-re, csak be kell bizonyitani, hogy valdban részalgebra,
és kielégiti az (C.1) egyenletet.
A tétel bizonyitdsahoz tehat definidljuk gl(n, C) kdvetkezd részhalmazait:

go={1A:AeR AT, Al <e. e Gl g=[e..

e>0

Mivel G zért halmaz, ezért g, zart halmazok egy fogy6 rendszere, tehdt g is
zart, s6t: ha A, € g. olyan métrixok, melyekre lim,_.g A, 1étezik, akkor ez
a hatdrérték is g-ben van. Ezzel a mddszerrel fogunk majd elemeket keresni
g-ben! Ha e? € G, akkor minden ¢ egészre ¢4 € G, tehdt g, minden ele-
métdl legfeljebb ¢ tdvolsagra taldlunk ilyen £A matrixot, azaz g minden eleme
tetszOleges pontossaggal megkozelithetd velilk. A zartsdg miatt tehdt e® € G.
Az vilagos, hogy g zart valos szdmmal szorzdsra; beldtjuk, hogy Osszeaddsra
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is az. Legyenek hit A, B € g tetsz6leges elemek. A kovetkezd hatarértéket a
Hausdorff-Campbell-Baker-formula segitségével szamitjuk ki, ehhez most elég
az elsérendd tagokat kiirni:
, . €A+¢eB+0(?)
li = lim =
e—0 & e—0 &

log(eaAesB)
m —

A+B. (C.2)

Mivel ef4e®B € G, azért log(ef4e®?) /e € gs, ahol
8 = |llog(e**e®®|| < e||All + ¢l BI| + O(e?)

tart nulldhoz, amint ¢ — 0. Tehat a hatdrérték: A + B € ();gs = g. Ehhez
hasonléan a kovetkezd hatarérték mutatja, hogy g zart a Lie-zar6jel miiveletre is.
Ehhez mar a mésodrendd tagok is kellenek, és haromszor is kell haszndlni a
Hausdorff—Campbell-Baker-formulat:

lo cA eB ,—cA _—eB
lim g (e etPe e ) _
e—0 52
log (68A+EB+%SZ[A,B]e—aA—sB—%EZ[A,B] + 0(83))
e—>0 82
A+B—-A—-B ’[A, Bl + O(&?

=1in(1)8( + )js[ 17 0CE) _ 14 Bleg. (©3)

E—> &

Hatra van még a (C.1) egyenlet bizonyitdsa. Azt mar lattuk, hogy ¢ C G, tehat
e®NU C G NU akarmilyen U halmazra. Tegyiik o1, hogy mégsem egyenldk:
tehat valaszthatunk olyan A, ¢ g madtrixsorozatot, amely 0-hoz tart, és mégis
e € G. Legyen B, € g az A,-hez legkdzelebbi elem g-ben (ilyen létezik,
mert g zart), és legyen C,, = A,, — B,,, tovabba D, = C,,/||C,||. A hdromszog-
egyenl6tlenség miatt ||C,|| < ||Anll és ||B.ll < 2||A,ll. Mivel |D,|| = 1
korlatos sorozat, ezért kivalaszthaté egy konvergens részsorozata, legyen en-
nek a hatarértéke D. Mivel minden D, egységnyi tavolsdgra van g-t6l, azért

D ¢ g. Ebbdl fogunk ellentmonddsra jutni. Bevezetjiik a C, = log(e e 5r),

D! = C!/|ICyll és e(n) = ||C!|| jeloléseket. Mivel etre™B € G, azért
C, € gem) és D, € gem)- A Hausdorff-Campbell-Baker-formulabél kovet-
kezik:

ePrer = Pt L O (B, |- IC,I1) = e + O (I Aull - ICall)
e =etre™ + 0 (| A - ICAI),
C, =log(e*e™®) + 0 (| Aull - ICll) = C) + O (Il A4l - ICall) -

Tehét C, és C,, tavolsiga O (|Cy | - | A4 l). Ezért D, és D}, tavolsiga O (|| A, ).
ami nulldhoz tart, és e(n) < ||C,|| + O (||Cn|| . ||An||) is nulldhoz tart. Tehét
a D), sorozatbdl is kivdlaszthat6 olyan részsorozat, amelyik a D matrixhoz tart.
Ebbdl azonban D € g kovetkezne, ami ellentmondds — tehat a (C.1) egyenlet
igaz. Ezzel beldttuk, hogy a kivant g tényleg 1étezik.
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Végiil Cartan tételének utolsé allitasat igazoljuk. A (C.1) egyenlet szerint a
Lie-algebra meghatdrozza a G N U részhalmazt, igy az 4ltala generdlt részcso-
portot is. Konnyen lathatd, hogy ez nyilt részcsoport G-ben, tehat dsszefiiggd
G esetén G N U generdlja G-t. (|

C.1.24. Tétel. Legyenek G < GL(n, C) és H < GL(m, C) zart részcsoportok,
g és b a Lie-algebrajuk. Minden ¢ : G — H folytonos homomorfizmushoz
hozzarendeliink egy ¢’ : g — b leképezést, amit a nullmdtrix kornyezetében a

¢'(A) = log (p(e™))

képlet definidl. Ez linedris, tehat linedrisan Kkiterjesztheto az egész g altérre,
és megtartja a Lie-zardjel miiveletet. Igy ¢’ Lie-algebra homomorfizmus. Ha
G 0sszetiiggd, akkor ¢’-bdl rekonstrudlhatjuk ¢-t.

Bizonyitds. A képlet megad egy ¢’ fliggvényt a nullmatrix egy kornyezetében.
A definiciébdl kozvetleniil 1athat6, hogy ¢'(A - A) = A - ¢'(A). A (C.2) egyen-
let mutatja, hogy ¢’ Osszegtartd, a (C.3) egyenlet szerint pedig megtartja a
Lie-zar6jel miiveletet. Mivel ¢’ linedris, ezért linedrisan kiterjed az egész g-re.
Megforditva:

9(g) = ¥ (0g(2))

az egységmadtrix egy U kornyezetében, és kordbban mar l4ttuk, hogy ha G 6ssze-
fiiggd, akkor G NU generdlja az egész G-t. Tehat ilyenkor ¢’ meghatdrozza ¢-t.
Ezzel belittuk a tételt. U

A C.1.19. Tétel bizonyitdsa. Legyen G < GL(n, C) tetszbleges zart részcso-
port. A C.1.23. Tétel miatt G-nek van egy g Lie-algebrdja. Az C.1.18. Példa
miatt R™ Lie-algebraja R. Legyen @ : RT — G egy folytonos homomorfizmus.
A C.1.24. Tétel ad egy ¢ : R — g homomorfizmust, és konnyen 14athatd, hogy
a ¢(1) € g matrix altal generalt egyparaméteres részcsoport éppen «. Ezzel
belattuk, hogy minden ilyen o egy egyparaméteres részcsoport, és a generdtora
benne van g-ben. Forditva: ha A € g, akkor az A éltal generalt egyparaméteres
részcsoport olyan folytonos homomorfizmus, amelyik az origé egy kornyezetét
G-be képezi. De R*-ban minden kérnyezet generétorrendszer, tehdt az egész
egyparaméteres részcsoport képe G-ben van. (]

Végezetiil bizonyitas nélkiil kimondjuk Cartan tételét.

C.1.25. Tétel. Minden véges dimenzids g Lie-algebrahoz taldlhat6 olyan Lie-
csoport, amelynek Lie-algebrdja izomorf g-vel. S6t, az ilyen Lie-csoportok ko-
zott van egy legnagyobb, amelynek az Gsszes tobbi faktorcsoportja.
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C.2. Az altalanos linearis csoport

Ebben a szakaszban az altalanos linedris csoportra, GL(n, C)-re koncentralunk.
Olyan részcsoportokat keresiink benne, amelyek segitségével jobban megérthet-
jik a szerkezetét. Ugyanez a médszer hasznélhat6 az dltaldnos Lie-csoportok
vizsgdlatara is.

Az U(n) unitér csoport elemei tavolsagtart6 transzformaciok, ezért minden

elem norméja 1. Ezzel belattuk a kovetkezd tétel felét — a bizonyitast hamaro-
san folytatjuk.

C.2.1. Tétel. Az U(n) < GL(n, C) részcsoport kompakt, és minden kompakt
részcsoport konjugdlt az U (n) egy részcsoportjaval.

C.2.2. Definicid. Az U (n) részcsoportot és konjugaltjait a GL(n, C) maximdlis
kompakt részcsoportjainak nevezziik.

C.2.3. Definicio. A sikbeli forgatdsok csoportja, SO(2) ,.kor alakd”. Ezért az
SO(2) csoport m példanyanak direkt szorzatat és az ezzel folytonosan izomorf
csoportokat m-dimenzids torusznak nevezzik, és T -mel jeloljiik.

A C.2.1. Tétel bizonyitasa. Legyen el6szor G < GL(n, C) egy véges részcso-
port. Szokds szerint x-gal jeloljiik G hatdsat a vektorokon, azazhag = A € G
egy matrix és v € C", akkor gxv = Av. Legyen (v, w) a vektorok szokdsos ska-
ldris szorzata C"-ben, azaz v = (vy,...,v,) € C"ésw = (wy,...,v,) € C"
esetén (v, w) = vijw; + ...+ V,w, (ezt csak a szovegkodrnyezet kiillonbozteti
meg a generalt altér és részcsoport hasonld jelolésétdl). A skaldris szorzatra agy
tekintiink, mint egy kétvaltozos fiiggvényre, és kidtlagoljuk a transzformaéltjait:

1
@, w) = (v, )" == ) (g#v, gxw).
Gl =
Ez a kiatlagolt fiiggvény egy uj skaldris szorzas C"-en, amelyre nézve euklideszi
teret kapunk. Az 1j skaldaris szorzat rdad4sul G-invariéns:
1

(g*xv,gxw)* = (hg v, hg *w)" =

E {t = hg helyettesitéssel}
heG

= — ) {txv,t*xw)* = (v,w)*.
Gl
Mais széval minden g € G unitér transzformdcid lett. Az j skaldris szorzas-
hoz is lehet ortonormdlt bizist vdlasztani — tehat a két skaldris szorzds egy
bézistranszformécidval egymasba vihetd. Ezzel belattuk, hogy a G részcsoport
atkonjugalhat6 az U (n) egy részcsoportjaba. Ezt szeretnénk altaldnositani tet-
szbleges kompakt részcsoportra! Az atlagolas analogonja az integralds — ezért
csak a bizonyitds elveit vazoljuk.
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El8szor téruszokra altaldnositunk. Az SO(2) elemei forgatdsok, [0, 2)-beli
szdmokkal adhatjuk meg 6ket. Ezért T™ elemei s = (sy, 82, .. ., S») vektorok,
ahol 0 < s5; < 2m. Legyen ¢ : T — GL(n, C) egy folytonos homomorfizmus.
Bevezetjiik az 4j skaldris szorzast:

2 2 2
(v, w)* = / / .. / {p(s) % v, @(s) * w)dsidsy .. .ds,, .
o Jo 0

Mint kordbban, most is mindegyik ¢ (s) unitér transzformacié lett, azaz a p(T™)
részcsoport alkalmas konjugalassal az U (n) egy részcsoportjaba vihet6.
Térjiink ra az altalanos esetre. Belathat6, hogy GL(n, C) minden zart rész-
csoportjdn van egy olyan mérték, amelyre tetsz6leges X € G nyilt halmaz
mértéke megegyezik mindegyik gX mértékével minden g € G-re. Ezt Haar-
mértéknek hivjdk. Minden folytonos fiiggvényt lehet integrdlni a Haar-mérték
szerint, és ha a részcsoport kompakt, akkor az integral mindig véges lesz. Tehat
a fenti bizonyitds elmondhaté minden kompakt részcsoportra. Ebbdl kdvetkezik
a C.2.1. Tétel. O

Ha A < GL(n, C) kompakt Abel-féle részcsoport, akkor a C.2.1. Tétel sze-
rint konjugdldssal elérhetjiik, hogy A csupa unitér matrixbdl alljon, azaz felte-
hetd, hogy A < U(n). Ezt szeretnénk még egyszeriibb alakra hozni: dimen-
zi6 szerinti indukcidval keresiink olyan ortonormalt bazist C"-ben, amelyben
A minden eleme (egyszerre) diagondlis alakd. Legyen hat o € A olyan matrix,
amelyik még nem diagonalis. Ekkor a-nak van olyan V < C" sajataltere, ame-
lyik nem az egész tér. Mivel « unitér, a V- mer6leges kiegészitd is a-invaridns
altér. Mivel A elemei mind unitérek és folcserélhetSk a-val, azért V és V -+ inva-
ridnsak A minden elemére. Az indukcids feltétel szerint van V-ben és V--ben
olyan ortonormalt bazis, amelyben A minden eleme diagondlis — ezek egyiitt-
véve épp megfelels bazist alkotnak az egész C"-ben. Ezzel belattuk:

C.2.4. Tétel. Legyen Tox < U(n) a diagondlis matrixok részcsoportja. Ez
n-dimenziods térusz, és minden A < U (n) Abel-féle részcsoport Ty.x-ba kon-
jugalhaté. A GL(n, C) csoport minden kompakt, 0sszefiiggé Abel-féle rész-
csoportja legteljebb n-dimenzids torusz, és benne van Ty,,x egy konjugaltjiaban.

Ezért a T,.x konjugdltjait maximalis téruszoknak hivjuk.

Ezeknek a médszereknek szamtalan alkalmazasa van. Lassunk izelitGiil egy
véges csoportokrol szol6 allitast.

C.2.5. Tétel [Jordan]. Létezik egy, csak az n-tol fiiggé N, korldt a kovetkez6
tulajdonsdggal: minden G < GL(n, C) véges részcsoportnak van legfeljebb
N, -indexi Abel-féle normdlosztdja.

Bizonyitds. A 4.12.48. Feladatban megmutattuk, hogy ha a G csoportban van
N-indexii részcsoport, akkor ez tartalmazza G-nek egy legfeljebb N!-indexi
normalosztéjat. Igy az allitast elég normaloszté helyett részcsoportra beldtni.
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Az n dimenzi6 szerinti indukciéval bizonyitunk. Mivel GL(1, C) Abel-cso-
port, ezért N; = 1 megfelels. Tegyiik f6l, hogy n-nél kisebb dimenziéban igaz
a tétel. Jelolje H azon 1-determindnsd matrixok halmazit, melyek egy G-beli
matrix skaldrszorosai — ez a H véges részcsoport SL(n, C)-ben. Tekintsiik azt
a C* xSL(n, C) - GL(n, C) homomorfizmust, melynél (¢, A) — aA. Mivel
G benne van a C* x H részcsoport képében, azért elég H-ban N,-indexd Abel-
féle részcsoportot taldlni. A C.2.1. Tétel szerint feltehetd, hogy H < SU(n).

Minden § < 1 szdmra jelolje Hy < H az egységmitrixtdl legfeljebb & t4-
volsagra 1év6 H-beli elemek altal generalt részcsoportot. Tegyiik fol, hogy
Hs; # {E}, legyen @ € Hj; az E-hez legkozelebbi, E-tdl kiilonb6z6 elem,
B € Hj pedig az E-hez legkodzelebbi a-val nem folcserélhetd elem, ha van
ilyen. Ha A = E — a és B = E — B, akkor vilagos, hogy 0 < || A|], || B]| < .
Az alabbi szamolasban kiesnek a linedris tagok, tovabba a csak A-hatvanyt vagy
csak B-hatvanyt tartalmazo tagok:

0o B = (E+A)E+BYE—A+A>—  )E-B+B—..)=
= FE + AB - (valami) + BA - (valami) ,

tehdt az afa ! ! kommutitor még kozelebb van E-hez, mint «, igy csak E le-
het. Ez ellentmondds, 8 nem létezik — tehdt « benne van Hj centruméban. Az
SU(n) csoportban csak n darab AE alaki métrix van, és ha § kisebb barmely
kettd tavolsaganal, akkor o nem ilyen alakd matrix, tehat van legalabb két sajat-
altere. A H; elemei megdrzik o sajataltereit, ezért Hs részcsoportja legfeljebb
n darab GL(m, C) direkt szorzatanak (ahol m < n). Az indukcids feltétel miatt
van legfeljebb N;'_,-index{i Abel-féle részcsoport Hs-ban.

Belattuk tehat, hogy van olyan csak n-t6l fiiggd §, hogy Hs-nak mar van
egy ,.kis” indexii Abel-féle részcsoportja. Igy elegendé Hs indexét megbecsiilni
H-ban. A Haar-mérték segitségével lehet térfogatot mérni SU(n)-ben. Egy
H; szerinti bal oldali reprezentansrendszer (4.4.19. Definicié) minden eleme
koré 5/2 sugard gombot rajzolunk SU(n)-be. Ezek paronként diszjunktak, tehat
az ossztérfogatuk legfeljebb akkora, mint az SU(n) teljes térfogata. Ez §-t6l és
n-t6l fiiggd felsé becslést ad a [H : Hs] indexre. O

C.2.6. Allitas. Legyen B < GL(n, C) a felsé hdromszogmatrixok részcsoportja
(4.11.11. Definicio). Ekkor a kovetkezok teljesiilnek.

(1) B 0sszefiiggo, feloldhaté (4.13.25. Feladat) és maximadlis az ilyen tu-
lajdonsagii részcsoportok kozott.

(2) Aki mdr tanult topologiat, az belathatja, hogy a GL(n, C)/B faktortér
kompakt, és B minimdlis az ilyen tulajdonsdgu részcsoportok kozott.

(3) A maximalis 0sszefiiggé €s feloldhato részcsoportok ugyanazok, mint
azok a minimdlis részcsoportok, amelyek szerinti faktortér kompakt.

Az ilyen tulajdonsdgti részcsoportokat Borel-részcsoportoknak hivjuk.
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(4) Minden Borel-részcsoport konjugdlt B-vel. Mds széval: minden Borel-
részcsoporthoz taldlhatunk egy olyan bazistranszformdciot, hogy az Uj
bazisban ez a részcsoport megegyezik a felsé haromszdégmatrixok cso-
portjdval.

41 A Jordan-normélalak létezése mutatja, hogy minden csoportelem benne van egy
Borel-részcsoportban, vagy masképp fogalmazva, a Borel-részcsoportok unidja
az egész GL(n, C). Nagyon gyakori, hogy egy csoportelméleti allitast két 1é-
pésben bizonyitanak: geometriai médszerekkel vizsgaljdk a csoport hatdsit a
GL(n, C)/B faktortéren, €s visszavezetik a problémat egy B-re vonatkozé alli-
tasra, ez utobbit pedig csoportelméleti médszerekkel belatjdk. Amig GL(n, C)-
ben alig vannak normadlosztok, addig B feloldhatd, és feloldhaté csoportokra
konnyd indukcids bizonyitdsokat csindlni.

Emlékeztetjiik az Olvasét, hogy egy onadjungélt matrix mindig diagonali-
zalhatd, tovabbi a sajatértékei és a hozzdjuk tartozd sajatalterek egyértelmiien
meghatdrozzak az 6nadjunglt métrixot. Ha az A matrix 6nadjungalt, akkor A2
és e” is az — hiszen egy hatvanysort tagonként lehet konjugélni és transzpo-
ndlni. Egy olyan bdzisban, ahol A diagondlis, A? és e is az, s6t, mindhdrom
matrixnak ugyanazok a sajtalterei is. Tehdt a matrixok kolcsondsen meghaté-
rozzdk egymadst. Ezzel belattuk:

C.2.7. Tétel. Az exponencidlis tiiggvény bijekcio az 0sszes onadjungalt matrix
terébdl a pozitiv definit 6nadjungalt mdtrixok terébe (1dsd a C.1.20. Definiciot).
Ezért minden pozitiv definit 6nadjungdlt matrixnak van egyetlen énadjungdlt
logaritmusa. Hasonl6an: minden pozitiv definit 6nadjungdlt métrixnak van egy-
értelmifen meghatdrozott pozitiv definit dnadjungdlt négyzetgydke.

C.3. Végesen generalt, végesen prezentalt csoportok

Elevenitsiik fol a 4.10. szakasz legfontosabb fogalmait, allitasait. A 4.10.2. Tétel
a szabad csoportokrdl sz6l, a 4.10.13. Tétel pedig arrdl, hogyan adhatunk meg
mads csoportokat generdtorok és definidlé reldciok segitségével.

C.3.1. Definicid. Egy csoport nyilvan akkor végesen generdlt (azaz akkor van
véges generdtorrendszere), ha megadhaté véges szamu generdtor és akdrmennyi
relacid segitségével. Ha még a relaciokbdl is elég véges sok, akkor végesen
prezentdlt csoportrdl beszéliink.

A geometridban sokféle csoporttal taldlkozunk. Madér megismerkedtiink a
transzformdcidcsoportokkal. A geometria médsik — taldn a legfontosabb —
csoportkonstrukcidja a fundamentdlis csoport. Legyen X C R”" egy tetszlle-
ges részhalmaz. Kijeloliink egy P € X bazispontot. Ezek utdn olyan folytonos
utvonalakat vizsgdlunk, amelyek a bazispontbdl indulnak, ugyanoda érkeznek
vissza, és egész uton végig az X halmazban maradnak. Két dtvonalat ekvi-
valensnek tartunk, ha folytonos deforméciéval az X halmazon beliil egymdsba
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alakithaték. (A topolégidban ezeket homotépoknak nevezik.) Az ekvivalen-
ciaosztdlyok halmazét m (X, P)-vel jeloljiik, ez az X fundamentdlis csoportja.
Illetve most még csak halmaz, de csoportot csindlunk bel6le: két tdtvonal szor-
zata az az ttvonal lesz, amelyik el6szor végighalad az egyik uton, utdna pedig a
madsikon; egy ttvonal inverze pedig ugyanazt az itvonalat jarja be, csak forditott
irdnyban. Az egységelem a konstans it: a bazispontbdl indul, de azutdn ott is
marad, ,.helyben jar”. A sziikséges bizonyitdsokat a topologiakdnyvekre hagy-
juk. Ugyanez a definicié elmondhaté minden olyan szitudciéban, ahol beszél-
hetiink folytonos ttvonalakrél és folytonos deformacidkrol, tehat X tetszéleges
topoldgikus tér lehet, nem csak R” részhalmaza. Lassunk néhany példat!

C.1. abra. A térusz és a kett6 nem( feliilet fundamentalis csoportja.

C.3.2. Példa. Egyszerii alakzatok fundamentdlis csoportja:

(1) Pont, egyenes, az egész sik és egy korlap fundamentélis csoportja az
egyelemi csoport.

(2) Korvonal fundamentilis csoportja Z™ .

(3) Gombfeliilet fundamentélis csoportja az egyelemii csoport.

(4) A bal oldali rajzon lathat6 attetsz6 téruszfeliilet fundamentélis csoport-
jat a berajzolt két dtvonal generdlja, kozottik egyetlen relacid van:
aba='b~! = 1. Tehit a csoport éppen Z x Z™.

(5) A jobb oldali rajzon lathaté attetszd feliiletet 2 nemii vagy 2 génuszi
feliiletnek hivjédk. A fundamentdlis csoportjdt a berajzolt négy ttvonal
generdlja, egy reldcidval:

(a,b | aba™'b~ede 'd™ ' =1).

Konnyii bizonyitdsok. Az els6 és a harmadik példdban azt kell 14tni, hogy min-
den tdtvonal folytonosan deformalhaté a ,.konstans it”-ba. A kérvonalon haladé
utvonalakra definidlhaté a koriiljdrdsi szdm: irdnyitjuk a kort, és el§jelesen mér-
jik a megtett utat — amikor ismét a kezdSpontba érkeziink, a megtett it a kor
keriiletének egész szdmszorosa, ez az egész szdm a koriiljarasi szdm. Konnyd
beldtni, hogy két ttvonal pontosan akkor homotdp egymdssal, ha megegyezik a
koriiljarasi szamuk. U

TEXTS DON'T GROW ON TREES!

RUTHORS " RIGHTS AWAREHESS CAMPALGH © Kiss Emil



© Typotex Kiado

C.3. VEGESEN GENERALT, VEGESEN PREZENTALT CSOPORTOK 607

A C.3.2. Példa (4) dllitdasdnak bizonyitdsa. Ha a téruszt felvigjuk az a és b tt-
vonalak mentén, akkor egy téglalapszeri alakzatot kapunk. Az a ttvonalbdl
lesz a ,téglalap” két ,,vizszintes” oldala, b-bdl pedig a két ,.fliggbleges” oldal.
Forditva, a téglalapbdl is eljuthatunk a téruszhoz: elészor két szemkozti oldalt
Osszeragasztunk, igy egy ,.csovet” kapunk. Utdna ezt a csovet karikdba hajtjuk,
és a két végét Osszeragasztjuk, igy jutunk a téruszhoz. A téglalap oldalaibdl
lesznek ragasztds utdn az a és b Utvonalak, ezért a téglalap oldalvektorait szin-
tén a-val és b-vel jeloljiik. Minden téruszon haladé ttvonalat berajzolhatunk a
téglalapra is: csak arra kell figyelni, hogy ha az 1t az egyik oldalon kimegy a
téglalapbdl, akkor a szemkozti oldalon jon vissza. Az is vildgos, hogy az utak
— folytonos deformaciéval — , kiftijhatok™ a téglalap belsejébdl a hatarara. Te-
hat minden utvonal homot6p egy olyannal, ami csak az a, b utakat és inverziiket
(azaz a megforditasukat) ismételgeti néhanyszor. Ezért a és b generaljak a fun-
damentalis csoportot. Példdul, ha korbesétalunk a téglalap hataran, éppen az
aba='b~! utat jarjuk be. De ez a korséta a téglalap belsejében osszehiizhato,
tehdt homotSp a konstans sétdval. Ezzel beldttuk az aba='b~! = 1 rel4ciot.

Miért nem kell tobb relaciét keresniink? Ehhez a ragasztast megismételjiik
egy kicsit elegdnsabban is: elészor a téglalap eltolt példanyaival kicsempézziik
a sikot. Az dbrank szimmetrikus az a és a b vektorokkal val6 eltolasra. Ha
azonositjuk a siknak a I' = a ZT +b Z* < R? részcsoport szerint egy mellék-
osztalyba es6 pontjait, akkor megint a téruszhoz jutunk.

Ugy érdemes erre a képre gondolni, hogy ha a b b by
téruszt ,kitekerjiik mindkét irdnyban”, akkor a a ‘a ‘a
a csempézett sikot kapjuk. A téruszon haladé b b b
utvonalainkat a csempézett sikban is le tudjuk . R . R
rajzolni, s6t, itt folytonosak lesznek. De nem b b b
feltétleniil érkeznek vissza a kiindulépontba: ‘a . . ‘a
csak azt tudjuk, hogy a kezd6pont mellékosz- by b by
talyaba keriiliink.

Ebbél lathat6, hogy a térusz fundamentilis csoportjia I' = a ZT +bZ%. [

C.3.3. Megjegyzés. Az abran vastag vonallal berajzoltuk az s = abababa3b~3
utvonalat. Az tdtvonal korbeér, tehat a fundamentalis csoportban s = 1. Max
Dehn vette észre, hogy a rajzrol tobb is leolvashaté: az titvonal olyan tartomanyt
hatdrol, melyben hat eltolt példdnya van a téglalapunknak. Dehn minden tég-
lalapot megfeleltetett az aba~'b~" reldcié egy konjugéltjanak, és el4llitotta az
s utvonalat e hat konjugélt rel4cid szorzataként — a képletben helyhidny miatt

az A =a~' és B = b~ jelolést, tovabba a g" = hgh™' roviditést hasznéljuk:
(abAB)(abAB)* (abAB)*™ (abAB)** (abAB)’ (abAB)"

(érdemes kovetni a rajzon). Dehn megmutatta, hogy ez a médszer 4ltaldnosit-
hat6é minden végesen prezentilt csoportra.
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A C.3.2. (5) dllitasdnak bizonyitdsa. Tekintsiik a kett6 nemi feliiletet (I4sd a
jobb oldali rajzot a C.1. 4brdn). Inditsunk el egy hangyat a bazispont melldl,
az a gorbe mellett a nyil irdnydban tgy, hogy a gérbe a hangya bal oldaldn
legyen. A hangya szorosan a gorbe mellett haladjon, és amikor visszajut a ba-
zispont mellé, forduljon be (jobbra), é€s kovesse tovabb a kovetkezd gorbét. Ezt
folytassa, mindig a bal labai fel6l kovesse az tijabb €s jabb gorbéket (amilyen
sorrendben felbukkannak), a b4zispontndl mindig forduljon, és soha ne 1épjen
rd egyetlen berajzolt gorbére sem. Ellendrizze az Olvaso, hogy a hangya rendre
aza,b,a ', b, c,d, ¢ és d! gorbék mentén halad, mig végiil visszajut
a kiindulépontba. Ezért ha a kett6 nemt feliiletet a megadott gorbék mentén
felvagjuk, egy nyolcszoghoz jutunk, melynek pereme éppen a hangya 4ltal be-
jart utvonal. Ugyanigy, mint a térusz esetében, most is latjuk, hogy a négy
utvonal generélja a fundamentélis csoportot, és a nyolcszog peremén korbe le-
olvasva a betiiket éppen a C.3.2. (5)-ben megadott relaciét kapjuk. A sik csem-
pézése azonban egy Kicsit triikkkosebb: ragasztis utdn a nyolcszog minden csu-
csa egy pontban taldlkozik, tehat olyan nyolcszoget keresiink, amelyben a szo-
gek Osszege éppen 360 fok, és megfeleld oldalai egyenld hossziak. Euklideszi
geometridban ilyen nincs, de szerencsére a Bolyai-geometridban megrajzolhato.
A (4) pont bizonyitdsidban téglalapunk volt, annak eltoltjaival csempéztiik ki a
sikot, és észrevettiik, hogy az 6sszes felhaszndlt eltolds egy Z* x Z-szal izo-
morf csoportot alkot. Most egy nyolcszoget taldltunk, az & eltoltjai is csempézik
a Bolyai-sikot, jeloljiik most is I'-val az ehhez sziikséges eltolasok részcsoport-
jat. A (4)-gyel ellentétben ez a ' nem kommutativ, elsé pillantdsra nem I4t-
szik, hogy milyen csoportot kaptunk. Az viszont most is igaz, hogy ha az egy
I'-pélyéra es6 pontokat azonositjuk egymassal, akkor visszakapjuk a ketté nem
feliiletet. Kovetve a kordbbi gondolatmenetiinket, a feliileten halad6 utakat most
a Bolyai-sikra rajzoljuk. Ez a trilkkk most is azonositja a fundamentélis csoportot
I'-val, és az is kideriil, hogy a megadott prezenticié helyes, nincs extra relécié
a generdtorok kozt. U

J1 Az el6z6 bizonyitasban kideriilt, hogyan lehet megadni a I csoportot négy gene-
ratorral és egy relaciéval. Mégsem nyilvanvald, hogy mi ez a csoport. Kés6bb a
C.3.19. Tételben l4tni fogjuk, hogy megoldhat6 benne a széprobléma. Bizonyitas
nélkiil megemlitjiik, hogy a I" csoport nagyon sok tulajdonsaga hasonlit a szabad
csoportokéhoz. Példaul minden végtelen index{ részcsoportja szabad.

C.3.4. Megjegyzés. A C.3.2. (4) és (5) bizonyitasdban hasznalt, ttvonalakrdl
sz06106 érvelésiink sokkal 4ltaldnosabban is miikodik! Legyen X egy topoldgikus
tér (ez felel meg kordbbi euklideszi-, illetve Bolyai-siknak) és I az X folytonos
transzform4cidinak egy csoportja (az idézett bizonyitdsokban ezt szintén I'-val
jeloltiik). Tegyiik fol, hogy a I" palydinak nincs torloddsi pontja, és az egység-
elemen kiviil mindegyik transzformécié fixpontmentes. (Mindkét példa ilyen,

z. 2

hiszen egy csempézésben az egy palydn 1évo pontok tdvolsdga nem lehet kisebb,
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mint a csempe legkisebb oldala.) Azonositsuk az egy palyéra es6é pontokat, az
igy kapott teret X/ I"-val szoktdk jelolni. (Kordbban ez volt a téruszfeliilet, il-
letve a kettd nemdi feliilet.) Rogton folmeriil a kérdés: ,,hogy néz ki”, ,,milyen
alakd” ez az X/I" tér? Az X/TI'-beli ttvonalakat most is rajzolhatjuk X-be,
megint azt vizsgdljuk, bezdrulnak-e vagy sem. Ez alapjdn X és X/ I" kapcsola-
tat igy szemléltethetjiik: X-eta I'-beli szimmetridk mentén ,.felcsavarva” kapjuk
X/ T'-t, vagy forditva, a X/ I'-beli hurkok egy részét ,kitekerve” kapjuk X-et.
Ezt precizen is kimondjuk: Az X fundamentélis csoportja azonosithat6 egy nor-
malosztéval X/ I" fundamentdlis csoportjdban, a faktorcsoport pedig izomorf
I"-val. Specidlisan, ha X fundamentélis csoportja az egyelemi csoport, akkor
X/ T" fundamentélis csoportja izomorf I"-val.

C.3.5. Példa. A bekezdés végére latni fogjuk, hogy az el6z6 példdkban sze-
repld ' csoportok diszkrét részcsoportok, el6tte azonban keressiink egysze-
riibb példakat. Nyilvan (Z)" diszkrét részcsoport az R" additiv csoportjdban.
Konnyen megmutathat6, hogy GL(n, C) kompakt részcsoportjaiban (példaul
O(n)-ben és U (n)-ben) minden diszkrét részcsoport véges. Fizikdban, kémi-
dban nagyon fontosak a kristdlyok szimmetriacsoportjai, ezek nem méasok, mint
az AGL(3, R) diszkrét részcsoportjai. A C.2.5. Tétel bizonyitdsdnak mintajara
ezeket viszonylag konnyli meghatirozni. A GL(n, Z) csoport, vagyis az in-
vertdlhat6 egész eleml matrixok részcsoportja diszkrét, ez legkdnnyebben ugy
l4athat6, ha a métrixok nagysdgat most masképpen mérjiik: az elemek abszo-
1t értékének maximumadval. Igy két kiilonbozs egész elemii matrix tdvolsiga
legalabb 1 lesz. A Bolyai-sik egybevagdsdgainak csoportja is bedgyazhat6 zart
részcsoportként GL(3, C)-be, tehdt van értelme ott is diszkrét részcsoportok-
r6l beszélni. Belathatd, hogy a C.3.2. (5) bizonyitdsdban talélt I" részcsoport
tényleg diszkrét.

C.3.6. Példa. Legyen G < GL(n, C) egy zart részcsoport, ' < G pedig egy
diszkrét részcsoport. Elismételjiik a C.3.4. Megjegyzésben latott konstrukciot
X = G-vel. Most a G/TI'" faktortérnek algebrai jelentése is van: I' mellék-
osztdlyainak a tere, de G/ " altaldban csak topolégikus tér, nem csoport! Ha
G izomorf a sikbeli vektorok additiv csoportjaval, akkor I" lehet egyelemd, izo-
morf Z%*-szal, vagy Z" x Z"-szal. (Gondolkodjon el az Olvasé, miért nincs
masféle diszkrét részcsoport.) A G/ I' faktortér ezekben az esetekben rendre a
sik, egy henger, illetve egy toruszfeliilet.

Ezen a példan jol latszik, hogy a diszkrét részcsoportok kozott vannak ,,s0-
vanyak” és ,.kovérek”. Minél ,.kovérebb” a részcsoport, annal ,,kisebb” lesz a
faktortér. Kés6bb fontosak lesznek a ,,nagyon kovér” részcsoportok, ezekrdl
sz6l a kovetkezd definicio:

C.3.7. Definicié. Legyen G < GL(n, C) egy zart részcsoport, ' < G pedig egy
diszkrét részcsoport. A G csoport Haar-mértéke (lasd a C.2.1 bizonyitdsdban)
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ad egy mértéket a G/ I' téren is. Azt mondjuk, hogy I" rdcs G-ben, haa G/ T’
faktortér mértéke véges. Ilyenkor minden rajta értelmezett folytonos fiiggvény
integrélja véges. Fontos specidlis eset: ha G/ I'" kompakt, akkor I" egy réics.

C.3.8. Példa. Legyen G = SL(n,R) és I' = SL(n, Z) az egész elemd, 1 de-
termindnsd matrixok csoportja. Ez is diszkrét részcsoport, de most sokkal ne-
hezebb elképzelni az SL(n, R)/SL(n, Z) faktorteret. Ezért minden geometriai
informécid, pl. a fundamentdlis csoport is, sokat segit a tér vizsgdlatidban. Be-
lathat6, hogy ha n > 2, akkor SL(n, R) fundamentélis csoportja az egyelem
csoport, tehat a faktortér fundamentalis csoportja éppen SL(n, Z). Fontos ész-
revétel, hogy SL(n, Z) ,,nagy” részcsoport, az egész SL(n, R)-ben ,,mindentitt
ott van”, azaz a G-beli métrixok I'-t6] mért tdvolsaga korlatos. Ezért a faktortér
kompakt, tehat SL(n, Z) egy racs.

7 z

A kovetkezd allitas is elemi moédon bizonyithato.

C.3.9. Tétel. Minden X C R" korlatos zart halmaz fundamentalis csoportja vé-

gesen prezentalt. Forditva: minden végesen prezentdlt csoport el6all, mint egy
ilyen X fundamentalis csoportja.

2~ 2

Legyen X egy graf, tehat néhany csucs és az Sket 6sszekotd élek. Most ugy
mérjik a tavolsagot, hogy minden él hosszat egységnyinek vessziik. Minden
folytonos dtvonal konnyen atalakithaté olyannd, amelyik egyenletesen egység-
nyi sebességgel halad, és élek belsejében soha nem fordul vissza. Egy ilyen
atalakitott dtvonalat gy adhatunk meg, hogy felsoroljuk a menet kozben hasz-
nalt éleket. (Segit, ha el6szor elnevezziik €s irdnyitjuk az éleket.) Az utak te-
hat az élekbdl és inverziikbdl alkotott szavak — a 4.10.2. Tétel bizonyitdsdban
éppen ilyen szavakbdl allt a szabad csoport. Tehdt a graf fundamentdlis cso-
portja (akdrhova véalaszthatjuk a bazispontot) részcsoportja lesz az élek altal
generdlt szabad csoportnak. A 4.10.6. Tétel szerint minden részcsoport sza-
bad csoport. Most azonban nem akarunk a Nielsen—Schreier-tételre hivatkozni,
mert azt éppen a grafok fundamentdlis csoportja segitségével fogjuk bizonyitani
(C.3.16. Példa). Ezért nekiallunk egyszertsiteni a grafot. El6szor is elhagyjuk
azokat a komponenseket, amelyek nem tartalmazzak a bazispontot. Ezutdn va-
lasztunk egy feszits fat, azaz egy maximadlis kormentes részgrafot. A részgrafot
Osszehizzuk egyetlen pontba — konnyi 1dtni, hogy ett6l nem véltozik meg a
fundamentdlis csoport. Végiil olyan grafthoz jutottunk, amelynek egyetlen csu-
csa van (ahové 6sszehiztuk a részgrafot), és abbdl indul ki néhdny hurokél.
Mivel csak egy csics van, az éleket akdrmilyen sorrendben lehet kombindlni
— tehdt most mdr a fundamentélis csoport nem csupdn részcsoport, hanem az
élek éltal generdlt teljes szabad csoport. Ezt az utolsé 1épést meg is fordithat-
juk: minden szabad csoportbdl gyarthatunk egy olyan grafot, amelynek egyetlen
csicsa van, és éppen annyi éle, mint amennyi a generdtorok szdma. Tehét:
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C.3.10. Tétel. Egy graf fundamentalis csoportja szabad csoport. Minden szabad
csoport izomortf egy graf fundamentalis csoportjdval. Véges dsszetiiggd grifra:

(fundamentalis csoport rangja) = (élek szdma) — (csticsok szdma) + 1.
C.3.11. Tétel. PSL(2, R)-nek van 2 rangii szabad részcsoportja.

Bizonyitds. Képzeljiik el, hogy a szamegyenest korbe hajlitjuk, és a két vé-
gét a oo pont segitségével Osszeragasztjuk — igy egy korvonalat kapunk. A
4.14.4. Gyakorlatban (és a 245. oldalon, az apré betlis elmélkedésben) kide-
riilt: a PGL(2, R) csoport nem mds, mint a tortlineéris leképezések csoportja,
és ezek éppen a mi korvonalunkon hatnak. Tekintsiik a kovetkezd tortlinedris
leképezéseket:

a(x) = 100x px) = al B=9¢ lap.

x+1°
Az o leképezésnek két fixpontja van: 0 ,taszité”, oo pedig ,,vonzd”, azaz min-
den méas pont 0-tdl tdvolodik és oo-hez kozeledik. Legyen A~ a legfeljebb
1/10 abszolut értékii szamok halmaza, A™ pedig a legalabb 10 abszolut értékii
szamok halmaza. Létjuk, hogy @ az A~ komplementumat teljes egészében az
A™ belsejébe képezi, és forditva, ! az A* komplementumat mindenestiil az
A~ -ba viszi. A B leképezés konjugéltja az a-nak, nem meglepd tehat, hogy na-
gyon hasonléan viselkedik. Mivel (1) = 0 és p(—1) = oo, ezért f-nak 1 a
taszité és —1 a vonzé fixpontja. Legyen B = ¢~ '(A*) és B~ = ¢~ !1(A"),
ezek diszjunktak AT-t6l és A™-t6l, és a konjugéltsdg miatt ezekre is teljesiil:
B teljes egészében B*-ba viszi a B~ komplementumat, 8! pedig B~-ba vi-
szi BT komplementumat. A kovetkezd lemma miatt o €s B szabad csoportot
general. (]

C.3.12. Lemma [Pingpong-lemma]. Legyen G permuticiécsoport az X halma-
zon. Ha taldlunk az «, B € G elemekhez olyan A=, A*, B~, BT C X pdron-
ként diszjunkt részhalmazokat, amelyekre

a(AYUB " UBY) C AT, a '(ATUB UB") C A,
B(BTUA UAT) C BT, B (BTUA UA") C B
teljestil, akkor o és B szabad részcsoportot generdl.

2 2

Bizonyitds. Azt kell beldtnunk, hogy egy egyszertisithetetlen sz6 soha nem lesz
egyenl 1-gyel. Tekintsiik példdul a w = o~ !B%«a egyszerfisithetetlen szot.
Az utolsé a tényezd a négy kivélasztott halmazunkbdl harmat az A*-ba ké-
pez. A B faktor elsd B-ja ezt az AT halmazt mindenestiil B*-ba viszi, majd a
tobbi tizenkilenc B tényezs is B*-ban tartja az eredményt. Végiil az utolsénak
alkalmazott a~! faktor az egész BT halmazt sz&rostiil-bSrostiil A~-ba képezi.
Tehat w hdrom halmazunkat is A™-ba viszi, nem lehet az identitds. Ugyanez
a tulajdonsaga megvan mindegyik egyszerfsithetetlen szénak: az els6 1épésben
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harom halmazunk képe ugyanoda keriil, és a tovabbi 1épésekben sem valnak el
egymadstdl. Ez pedig bizonyitja a lemmat. U

A Pingpong-lemmanak szdmtalan varidnsa van. Az egyik legnevezetesebb al-
kalmazésa a Tits-alternativa. A bizonyitas elég bonyolult, de a csattané ugyanaz,
mint a C.3.11. Tételben: vonz6 és taszit6d fixpontokat keresiink, majd ezek kor-
nyezeteivel pingpongozunk. me, a tétel.

C.3.13. Tétel [Tits-alternativa]. Tetszéleges G < GL(n, C) végesen generalt
részcsoport vagy tartalmaz véges indext feloldhaté normalosztot, vagy pedig
van 2 rangu szabad részcsoportja. (A C helyett barmilyen testet is irhatunk.)

C.3.14. Definici6. Legyen G végesen generalt csoport, X C G pedig egy véges
generdtorrendszer. A csoport Cayley-grdfjdnak a csicsai a csoport elemei. Min-
den g € G elemhez és x € X generatorhoz egy iranyitott él tartozik: a g cstcsot
koti 6ssze a gx csdccesal, €s az élre raragasztunk egy x cimkét. Két csics tdvol-
sdga az Oket 6sszekotd legrovidebb élsorozat hossza — szabad az irdnyitassal
szemben haladni.

A Cayley-graf kozeli rokona a Cayley-reprezentdcidnak (4.5.24. Tétel). Min-
den i € G elemnek megfelel a graf egy transzformdacidja: a csucsokata g — hg
szabdly szerint permutdlja (ez éppen a Cayley-reprezenticid), €s a (g, gx) élet
a (hg, hgx) élbe transzformalja. A graf fiigg a generatorrendszer valasztasatol,
viszont sok-sok geometriai tulajdonsaga csak a csoporton mulik.

C.3.15. Példa. A 4.5.34. Feladat itmutat6jaban megkonstrudltunk egy Cayley-
gréfot, ott a generdtorrendszer az egész csoport volt. A C.3.2. Példa (4) és (5)
pontjait ugy bizonyitottuk, hogy menet kozben megrajzoltuk a fundamentélis
csoport Cayley-gréfjat: a csempézés cstcsait, éleit, és a rdjuk irt cimkéket.

C.3.16. Példa. Legyen F = (a, b) a két elem 4altal generalt szabad csoport, je-
I6lje § a Cayley-gréfjat. Ez egy olyan szertedgazé fa, amelyben minden csics-
bdl négy él indul ki, a, b, a=', b~! cimkékkel. (A grifban azért nem lehet kor,
mert az egy relaciot adna a csoportban.) Legyen H < F egy tetszdleges rész-
csoport! Lattuk, hogy H permutélja § csucsait és éleit. Azonositsuk egymdssal
az egy H-palyan 1évd csicsokat €s az egy H-palydn 1évd éleket, az igy ka-
pott § /H faktorgraf fundamentdlis csoportja — a C.3.4. Megjegyzés szerint
— izomorf H-val. A C.3.10. Tétel miatt H szabad csoport. Ezzel beldttuk a
Nielsen—Schreier-tételt (4.10.6. Tétel).

C.3.17. Példa. Vizsgaljuk tovabb az F = (a, b) szabad csoport Cayley-grafjat.
A gréf csdcsai, amint a 4.10.2. Tétel bizonyitdsdban lattuk, az a, b, a ', b1 be-

tikbdl készitett egyszertisithetetlen szavak. Ha kihagyjuk belSle az 1 csucsot
(azaz az iires szot), akkor négy darabra esik szét: azok a szavak keriilnek egy

TEXTS DON'T GROW ON TREES!

RUTHORS " RIGHTS AWAREHESS CAMPALGH © Kiss Emil



© Typotex Kiado

C.3. VEGESEN GENERALT, VEGESEN PREZENTALT CSOPORTOK 613

helyre, amelyek ugyanazzal a betlivel kezd6dnek. Ha viszont az 1 négy szom-
szédjat is eltavolitjuk, akkor tizenkét darabra esik a graf, az elsd két bet( alapjan.
Mind a tizenkét darabot azonosithatjuk az el6z6 négy valamelyikével: példdul
az ab-vel kezd6d6 szavak halmazit az a~' csoportelem éppen a b-vel kezd6-
déek halmazaba transzformalja. Tehat felvagtuk az F Cayley-grafjat 12 da-
rabra (és még 6t kimaradt elemre), majd a darabokat addig mozgattuk a csoport
elemeivel, mig a Cayley-grafot hdromszorosan lefedtiik (még marad is két {fo-
losleges elemiink). Neumann Janos amendbilis csoportoknak nevezte el azokat
a csoportokat, amelyekben nem lehet ilyen atdarabolast végezni. Egy meglepd
kovetkezmény:

C.3.18. Tétel [Banach—Tarski-paradoxon]. Egy tomér gomb teldarabolhato vé-
ges sok részhalmazra 1gy, hogy a darabokbdl hdrom, az eredetivel egybevago
gomb allithato ossze.

Bizonyitds. A tomor gomb szimmetriacsoportja SO(3). A 4.8.43. Feladat mi-
att ez egyszer( csoport, tehdt nincs nagy feloldhaté6 normdlosztéja. Ezért a
Tits-alternativa szerint SO(3)-ban van egy 2 rangud szabad F részcsoport. (A ki-
vancsi Olvasé megprébdlhatja ezt Tits tétele nélkiil beldtni!) Az F csoportot
két elem generdlja, tehat megszamldlhat6. Minden forgatdsnak egy atmér6n
vannak a fixpontjai, igy az F elemeinek Osszes fixpontja megszdmlalhaté sok
atmérd unidja. Ennek a komplementuméban F minden palyéja izomorf — mint
permuticioreprezentaciéo — a Cayley-reprezentacidval. Ezért minden egyes pé-
lyara miikodik a fenti atdaraboldsos triikkk. A bizonyitds tobbi része mar csak
vacakolds a kimaradt pontokkal. ([

A 231. oldalon, az apro6 betiis részben lattuk, hogy a sz6probléma csoportok-
ban altaldban nem eldonthet6 — bizonyos csoportokban azonban igen. A kér-
déskort eloszor Max Dehn vizsgélta 1911-ben, és belatta:

C.3.19. Tétel [Max Dehn]. Ha G egy zart teliilet fundamentalis csoportja, akkor
megoldhaté benne a széprobléma.

Bizonyitds. A C.3.2. Példdban harom zart feliilettel is taldlkoztunk: a gombbel,
a térusszal és a kettd nemii feliilettel. Az egyelem(i csoportban és (Z™)?-ben
konnyen eldonthetd a szoprobléma, ezért a kettd nemd feliiletre koncentrdlunk,
a fundamentalis csoportjat G-vel jeloljiik. A C.3.2. Példa bizonyitdsaban egy
nyolcszog eltoltjaival csempéztiik ki a Bolyai-sikot, G éppen az ehhez sziiksé-
ges eltoldsok csoportja volt. A C.3.15. Példaban lattuk, hogy G Cayley-gréfja
nem mds, mint a csempézés csucsai €s élei. Legyen w egy generdtorokbdl és
inverzeikbdl allé szorzat. Amint a C.3.3. Megjegyzésben tettiik, most is elké-
szitjiik a w-nek megfelel sétat a Cayley-grafon: valasztunk egy kiindulé csu-
csot, majd sorban olvassuk a w-ben szerepl6 generatorokat, és minden esetben
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a megfelel6 cimkéji élen 1épiink tovabb. Ha pedig egy generdtor inverzét olvas-
suk, akkor az ugyanilyen cimkéji, de forditott irdnyd élen haladunk. Pontosan
akkor lesz w = 1, ha a séta visszaérkezik a kiindul6pontba. Dehn megmutatta:
van egy L hosszisdg a kovetkezd j6 tulajdonsdggal: minden L-nél hosszabb
korsétanak van olyan legfeljebb L hossziisagt szakasza, ami lerovidithetd. (Ez
konny(, ha valaki ismeri a Bolyai geometridt.) A szakasz és a roviditésének
inverze egy 2L-nél rovidebb korsétat alkot. Most mar sejthetd az algoritmus:
csindlunk egy listat a 2L-nél rovidebb korsétakrdl. A lista segitségével addig
roviditjiik a szorzatunkat, ameddig csak lehet. Ha teljesen elfogy, akkor egyenld
1-gyel, ha nem fogy el, akkor nem egyenld vele. Ugyanez a médszer mikodik
az Osszes tobbi zdrt feliiletre is. (]

C.3.20. Megjegyzés. Misha Gromov hiperbolikus csoportoknak nevezte el azo-
kat a csoportokat, amelyek Cayley-grafjadhoz taldlhaté ilyen L hosszisdg. Tehdt
a szoprobléma hiperbolikus csoportokban is megoldhaté. Gromov azt sejtette,
hogy ,,majdnem minden végesen prezentalt csoport” hiperbolikus. Ezt kés6bb
Olsanszkij precizen definidlta, és be is bizonyitotta.

Nilpotens csoportokkal a 4.13. szakaszban taldlkoztunk. Tobbek kozott a
4.13.25. Feladatban kideriilt, hogy az unitrianguldris matrixok (4.11.11. Defi-
nicié) nilpotens csoportot alkotnak. Malcev bebizonyitotta, hogy ez a csoport
bizonyos értelemben univerzalis:

C.3.21. Tétel [Malcev]. Tetszbleges végesen generalt nilpotens csoport vége-
sen prezentalt, és izomorf az unitrianguldris matrixok csoportjanak egy diszkrét
részcsoportjdval (C.1.1. Definicié). Ebbdl az is kovetkezik, hogy végesen gene-
rdlt nilpotens csoportban a széprobléma megoldhaté (mdtrixszorzdssal).

Egy G Lie-csoportban konny( kiszamitani (egy integrallal) az r sugard gomb
térfogatdt. Az eredmény nilpotens csoportokra polinom nagysigrendi, minden
mas esetben a sugar exponencidlis fiiggvénye. Nagy meglepetést okozott, ami-
kor Gromovnak sikeriilt ezt a geometriai karakterizaciot végesen generdlt cso-
portokra atvinnie:

C.3.22. Tétel [Gromov]. Legyen G végesen generalt csoport. Jeldlje y(n) a
Cayley-grat azon csicsainak szdmat, amelyeknek az egységelemtél mért ta-
volsdga legfeljebb n. A G csoportnak pontosan akkor van véges indexti nil-
potens részcsoportja, ha a y fiiggvény feliilr6l becsiilheté egy P polinommal:
y(n) < P(n) minden n-re.

A tétel egyik fele konny(i: Malcev C.3.21. Tétele miatt egy végesen generalt
nilpotens csoport bedgyazhat6 az unitrianguldris matrixok csoportjdba, és ott a
y (n) fliggvény foliilrdl becsiilhetd az n sugard gomb térfogataval (vesse Ossze
az Olvasé a C.2.5. Tétel bizonyitdsdval). A bizonyitds mdésik fele viszont meg-
dobbentd! Induljunk ki egy olyan csoportbol, amelyben y (n) < P(n). Gromov
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elkezdte valtoztatni a Cayley-grafon definidlt tavolsagot: az m-edik 1épésben
a szokdsos tavolsag m-edrészét vette. Igy metrikus terek egy sorozatét kapta.
Definidlt egy hatarérték-fogalmat ilyen sorozatokra, és beldtta, hogy ennek a
bizonyos tér-sorozatnak van hatdrértéke (ehhez is sziikség van a y(n) < P(n)
becslésre!), mégpedig — meglepd médon — egy Osszefiiggd Lie-csoport! Er-
6l a Lie-csoportrdl konnyd latni, hogy egy n sugard gomb térfogata koriilbe-
liil y (n), tehat kevesebb P (n)-nél. Ezért ez a Lie-csoport nilpotens. Ebbdl lehet
visszakovetkeztetni az eredeti csoport tulajdonsagaira.

C.4. Rezidualisan véges csoportok

C.4.1. Definicié. Egy G csoport rezidudlisan véges, ha minden g # 1 elemhez
van G-nek olyan véges faktorcsoportja, amelyben g képe nem az egységelem.

Atfogalmazhatjuk a definici6t: egy csoport rezidudlisan véges, ha a véges
index{i normdloszték metszete {1}. Mdsik atfogalmazds: egy csoport rezidudli-
san véges, ha izomorf véges csoportok direkt szorzatdnak egy részcsoportjaval.
Rezidudlisan véges csoportokban a széprobléma megoldhaté: keresiink olyan
véges faktorcsoportot, amelyikben a kérdéses sz6 nem 1-et ad, és ezzel parhu-
zamosan keresiink olyan 4talakitdst, ami bizonyitja, hogy a sz6 mégis 1-et ad.
A két keresés koziil valamelyik el6bb-ut6bb célhoz ér.

Ko6nnyd mutatni nem rezidudlisan véges csoportot: minden végtelen egy-
szerli csoport ilyen (példdul SO(3), lasd a 4.8.43. Feladatot), és ilyen min-
den nem egyelem(i oszthaté Abel-csoport is (7.7.13. Definici6), példdul a Q,
a Q' /Z" faktorcsoport, vagy a Z,~ kvéziciklikus csoport (7.7.16. Definicid,
lasd a 7.7.19. Feladatot és a 7.7.20. Tételt is).

Végesen generdlt példit nehezebb késziteni. Eddig két ilyennel taldlkoztunk:
a Tarski-monstrum (4.10.20. Tétel) nem rezidudlisan véges, és az a csoport sem
az, amelyikben a széprobléma nem oldhat6 meg (231. oldal, apré betls rész).
Némi munkdval a Z,~ faktorcsoport is bedgyazhat6 egy végesen generdlt cso-
portba. Bizonyitds nélkiil megemlitjik Graham Higman hires példajat:

C.4.2. Példa [Graham Higman]. Legyen G az aldbbi csoport:

G=(x,y,z.t | yxy ' =x% zyz ' =y tz' =22 xx' =17,

Ez a csoport végtelen, és nincs véges faktorcsoportja (tehdt nem reziduélisan
véges). A G csoportnak van egyszer(i faktora — igy létezik végesen generdlt,
végtelen egyszer( csoport.

C.4.3. Probléma. Mdig megoldatlan kérdés, hogy van-e olyan hiperbolikus cso-
port (C.3.20), amelyik nem rezidudlisan véges. Az sem ismert, hogy van-e vé-
gesen prezentdlt Tarski-monstrum (4.10.20. Tétel).
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C.4.4. Tétel. A GL(n, C) végesen generalt részcsoportjai rezidudlisan végesek.
Minden végesen generdlt nilpotens csoport és minden végesen generdlt szabad
csoport rezidudlisan véges.

Az els6 két allitast Malcev bizonyitotta, a harmadikat Neumann Janos €és
Wigner Jend.

Bizonyitds. Legyen G < GL(n, C) tetsz0leges végesen generdlt részcsoport.
A generdtorrendszer véges sok métrixbdl éll, ezeknek 6sszesen véges sok eleme
van, amelyek egy R C C részgyfr(it generdlnak. Vildgos, hogy G < GL(n, R).

2z

Konnyt belatni, hogy R rezidudlisan véges gyt (ennek definicidja analég a
csoportokéval), ezért az R™*" matrixgy(rd is rezidudlisan véges, tehat minden
részcsoportja — koztiik G — is rezidudlisan véges. A C.3.21. Tétel szerint min-
den végesen generalt nilpotens csoport matrixcsoport, tehat rezidudlisan véges.
A C.3.11. Tétel miatt a két elem altal generalt szabad csoport is rezidualisan
véges. Igy a 4.10.8. Feladat miatt a végesen generalt szabad csoportok is rezi-

dudlisan végesek. ([

Erdemes felidézni Magnus bizonyitdsat is. Legyen R az x, y viltozokbdl
alkotott, nemkommutativ hatvanysorok gyfirije, és jeldlje M = (x,y) <R a
maximélis idedlt. Az M' idedl olyan hatvdnysorokbdl 4ll, amelyekben minden
tag legaldbb i-edfokd, ezért N2, M' = {0}. Az (1 — x) és (1 — y) elemek
invertalhaték, példaul (1 — x)~' = 1 + x 4+ x> 4+ ... . Magnus bel4tta, hogy
az altaluk generdlt G = (1 — x, 1 — y) részcsoport (a szorzdsra nézve) szabad.

Tekintsiik az als6 centralis lancot (4.13.21. Definicio):
GV =1G6,G61, G?®=[G6,6"], G? =[G, G7],....

Vildgos, hogy G az 1 + M mellékosztilyban van. Ebb6] azonnal kovetkezik,
hogy G C 1 + M’ minden i-re (Iisd a 4.13.25. Feladat megolddsat), tehét
NG = {1}. Igy elég belatnunk, hogy minden G/G® faktorcsoport rezidu-
dlisan véges. Ezek a faktorok nilpotens csoportok (ez konnyii), Malcev tétele
miatt tehdt rezidudlisan végesek. Erdemes megjegyezni, hogy a G /G faktor-
csoportokat hivjak szabad nilpotens csoportoknak.

Térjiink vissza a Burnside-problémahoz (lasd 4.10.17. Definici6). Burnside
azt kérdezte, hogy véges-e minden olyan végesen generdlt csoport, amelyben
az elemek rendje legfeljebb N. A 231. oldalon mar lattuk, hogy nem: sok N-re
lehet a csoport végtelen. A modern algebra egyik legmélyebb tétele arrdl szol,
hogy a rezidudlisan véges csoportok korében mads a helyzet.

C.4.5. Tétel [Zelmanov]. Ha egy végesen generalt, rezidudlisan véges csoport-
ban minden elem rendje kisebb egy N korlatndl, akkor az a csoport véges.

Ezért az eredményéért Zelmanov 1994-ben Fields-érmet kapott. Valéjadban 6
véges p-csoportok elemszamara adott fels6 korlatot a generatorok szamanak €s
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az elemek maximadlis rendjének fiiggvényében. Ebbdl kdvetkezik a fenti tétel, a
véges egyszerl csoportok klasszifikicidjanak felhasznaldsaval.

Térjlink vissza most a C.3.8. Példdhoz, ott az SL(n, Z) racsot vizsgéltuk. Ez
végesen generdlt matrixcsoport, tehat rezidudlisan véges. Sok szdmelméleti és
csoportelméleti kérdés kapcsan folmeriil, hogy j6 lenne pontosan meghatdrozni
az Osszes véges indexl részcsoportjat. Konnyen készithetiink ilyeneket: min-
den k-ra tekintsiik az SL.(n, Z) — SL(n, Z;) homomorfizmusokat. Ezek képe
véges, a magjukat kongruencia-részcsoportoknak nevezziik.

C.4.6. Tétel. Ha n > 2, akkor SL(n,Z) minden véges indexi részcsoportja
tartalmaz kongruencia-részcsoportot.

A tételt Bass, Lazard és Serre, valamit t6liik fiiggetleniil Mennicke bizonyi-
totta. Azt mar Klein is tudta, hogy SL(2, Z)-ben sok olyan véges indexi rész-
csoport 1étezik, amely nem tartalmaz kongruencia-részcsoportot. Lattuk, hogy
SL(n, Z) réacs, ezért azt reméljiik, hogy ,,sok mindenre emlékszik” SL(n, R)
geometridgjabol. Példaul, PSL(n, R) egyszert (4.14.5. Tétel), ezért reméljik,
hogy SL(n, Z)-nek csak kevés normalosztéja van.

C.4.7. Tétel. Legyen n > 2. Ekkor SL(n, Z) minden végtelen indexdi normal-
osztdja benne van a centrumdban, azaz minden eleme +E.

C.4.8. Tétel [Margulis merevségi tétele]. Tegyiik fol, hogy n > 2. Ekkor min-
den SL(n,7Z) — GL(m, C) homomorfizmus, melynek végtelen a képe, kiter-
jeszthetd egy folytonos SL(n, R) — GL(m, C) homomortfizmussa. Fontos spe-
cidlis eset: SL(n,R) minden diszkrét, SL(n, Z)-vel izomorf részcsoportja az
SL(n, Z) konjugaltja.

Mindkét tételt Margulis bizonyitotta, sokkal dltaldnosabb rdcsokra. A racsok-
kal kapcsolatos munkdit 1978-ban Fields-éremmel, 2005-ben pedig Wolf-dijjal
jutalmaztidk. Matematikdban a ,,merevség” azt jelenti, hogy valami nem ,,de-
formdlhat6”. Mi a rdcs elemeit probaljuk folytonosan mozgatni, vigydzva arra,
hogy menet kdzben részcsoport maradjon: a tétel szerint csak konjugéldssal
mozgathatjuk, ami ,,nem szdmit”. A két tétel dltaldnositdsaiban azn > 2 kikotés
helyett azt kell megkovetelni, hogy a maximadlis térusz (C.2.4. Tétel) legaldbb
kétdimenzids. Ez 1ényeges feltétel, ehhez kapcsolddd példdval mér taldlkoz-
tunk: legyen I" a kettd nemi feliilet fundamentalis csoportja. A C.3.2. (5) Példa
bizonyitdsdban lattuk, hogy I' egy rdcs a Bolyai-sik mozgésainak csoportjdban,
PSL(2, R)-ben (lasd a C.6.9. Allitast). A konstrukcié nem egyértelmd, a ki-
indul6 nyolcszoget mi vélaszthatjuk, folytonosan deformalhatjuk. Kiilonb6zé
nyolcszogek I' mds és mds bedgyazasaihoz vezetnek, amelyek altaldban nem
konjugéltak.
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C.5. Mozgasegyenletek a fizikaban

Eldszor egy egydimenzids mozgast vizsgalunk, egy rugd végén 16g6 test fiiggd-
leges mozgasat. A mozgéas leirdsdhoz a kovetkezd fizikai mennyiségeket hasz-
naljuk: ¢, x, v és a jeloli rendre az 6rainditds 6ta eltelt idSt, a test helyzetét
(milyen magasan van), sebességét és gyorsuldsit. Ezek mindegyike el6jeles
szadm, példaul pozitiv sebesség folfelé haladé mozgést jelent, negativ sebesség
lefelé haladé mozgést, nulla sebesség pedig egy pillanatnyi megalldst. Szo-
kas szerint a ¢ id6t tekintjiik valtozonak, x(¢), v(¢) és a(t) pedig fiiggvények:
ahogy telik az id6, valtozhatnak a test adatai. A mozgds leirasdhoz elegendd
az x(t) fliggvényt megadni, de kideriil, hogy egyszerlibb az x(t), v(¢) part egy-
szerre tekinteni. Ezekhez hozzdvesziink még egy 1-est (ez csak egy triikkk, ami a
szdmolast egyszer(siti), tehat az (x, v, 1) haromdimenzi6s vektorral (és annak
id6beli valtozasaval) fogunk szdmolni. A vektor id6beli véltozasanak iitemét
(azaz a derivaltjat) a (v, a, 0) vektor adja meg. Szemléletesen: ha megadjuk az
(x, v, 1) kiindul6pontot, és minden pillanatban megadjuk a (v, a, 0) pillanatnyi
valtozast, akkor a valtozasokat ,,0sszegezve” meg kell kapnunk a mozgés teljes
lefrasat.

F jeloli majd a testre hatd erdt, és az egyszertség kedvéért feltessziik, hogy
a test tomege m = 1. Lassuk, milyen er6hatdsok érik ezt a testet!

e A rugd huzodereje. A nyugalmi helyzet kozelében ez —kx, ahol k a
rugdéllando.

o A légellendllds. Nagyon lassi mozgas esetén ez jo kozelitéssel —x v,
ahol x az ardnyosséagi tényezd, a hétkoznapi életben el6fordulé mozga-
sokndl azonban inkdbb egy v?-tel ardnyos becslést hasznalnak.

e Graviticids erd. Ez —mg = —g, ahol g a nehézségi gyorsulas.

Gondolja meg az Olvas6, hogy mit jelentenek a negativ elGjelek! Feltételezziik,
hogy a mozgés nagyon lasst, és a kisérlet sordn minden mas hatds elhanyagol-
haté. Lathat6, hogy a testre hat6 erét nem az id6, hanem a helyzet és a sebesség
fliggvényeként tudjuk kényelmesen megadni:

F(x,v) = —kx —xv—g.

Tipikus feladat, hogy adott az (x, vy, 1) kiindulépont és az F(x, v) fliggvény,
hatdrozzuk meg a test pontos mozgdsat. Newton torvénye szerint F = ma,

azaz most a = F(x,v) = —kx — yv — g. Ez az egyenlet jelenik meg az
alabbi matrixegyenlet koz€psd sordban, a masik két sor nem til izgalmas: v = v
és0=0.

v X 0 1 0 X

a| =|v|,valtozasdnak liteme” = | -k —x —g|-|v (C4)

0 1 0 0 0 1
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Nehezitsiik a feladatot: ne csak egyetlen (xg, vg, 1) kiindulépontot vizsgél-
junk, hanem egyszerre az 6sszes lehetséges (x, v, 1) dllapotot. Ezek a haromdi-
menzids tér egy sikjan helyezkednek el, amit dllapottérnek neveziink, és S-sel
jeloliink. Azt vizsgaljuk, hogy egy ¢ idSponttdl kezdve t idS alatt hova fejléd-
nek a kiilonboz6 (x, v, 1) € S allapotok. Igy egy G(r) : S — S folytonos
transzformaciot kapunk. Gondolja meg az olvasé: G(t) nem fiigg a ¢ id6pont-
tol! Viladgos, hogy ha el6szor t ideig varunk, utdna rogton tovabb varunk még
o ideig, akkor pontosan ugyanazt a valtozast tapasztaljuk, mintha egyben vartuk
volna végig a o + t id6t. Ez képlettel:

Go)G(t)=G(o +71). (C.5)

Tehat a T — G(1) leképezés egy csoporthomomorfizmus az S sik folytonos
transzformdcidinak csoportjdba. Ez a csoport sokkal nagyobb, mint az eddig
vizsgélt csoportjaink. Hétha szerencsénk van: a megoldast el6szor egy icipici
részcsoportban, GL(3, R)-ben keressiik. Legyen hat G : Rt — GL(3, R) egy-
paraméteres részcsoport, A € gl(3, R) a generdtora. Irjuk fol a Hausdorff—
Campbell-Baker formulat (Iasd C.1.13.), most csak az elsérendii tagokra lesz

sziikségiink:
X X X
Gr)|v|=expAd) |v|=|v +(rA—|—0(r2||A||2))
1 1 1 1

Nagyon kis 7 értékre a hibatag elhanyagolhat6, tehét a ,,pillanatnyi véltozast”
a TA matrix irja le, a ,,valtozas ilitemét” pedig az A matrix adja meg. Ha ezt
osszevetjiik a (C.4) egyenlettel, akkor kideriil, hogy az

0 1 0
A=~k —x -g|, G(7) = exp(rA)
0 0 0

egyparaméteres részcsoport megoldja a problémankat. A végeredmény elég bo-
nyolult, inkdbb hdrom specidlis esetet nézziink. A testet mindvégig az origdbdl
inditjuk, egységnyi sebességgel felfelé.
1
x=0k=0 = x(t):t—igtz
_ sin(vkr)
Vk

1 —e X
k=0,g=0 = x()=

x=0,g=0 = x@)

Az elsd egy egyenletesen gyorsulé mozgas, a masodik egy periodikus rezgo-
mozgds, mindkett6t tanultuk a kozépiskoldban. A harmadik pedig egy egyre
lassabban emelkedd, hatarértékben az 1/x magassaghoz tarté6 mozgas.
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GJ Ellendrizziik a Maple segitségével:

with(linalg): assume (k,positive): assume(c,positive):
x := evalm(exponential([[0,1,0],[-k,-c,-g],[0,0,011,t)
&* vector ([0,1,11)) [1]:

simplify (limit (subs(c=0,x),k=0));

simplify (subs(c=0,g=0, x));

simplify (subs(k=0,g=0, x));
A program magyardzata: A programban x helyett ¢ betiit haszndltunk. A két
assume parancs tudatja a Maple-lel, hogy c és k pozitiv, ez segitség neki a kép-
letek egyszer(isitésénél. Az &~ jel jeloli a matrixszorzast, az evalm fiiggvény
azért kell, hogy a kijelolt miiveleteket (itt a szorzast) tényleg elvégezze. A szorzas
eredménye az (x, v, 1) vektor, az [1] a sor végén kivalasztja az els6 koordinata-
jat, a keresett x () fliggvényt. A subs parancs a behelyettesitést végzi, a 1imit
pedig hatarértéket szdmol. Azért szamitunk hatdrértéket a k = 0 behelyettesités
helyett, mert az altalanos képlet nevez§jében k szerepel. Végiil a simplify pa-
rancs megprobdlja egyszeriibb alakra hozni az eredményt. Prébdlja ki az Olvasé
ugyanezt simpli fy nélkiil is.

Tehat sikeriilt megoldanunk a problémat, a megoldds azonban csak sziik ke-
retek kozott érvényes. Altaldban nem varhatjuk el az F (x, v) fiiggvénytdl, hogy
linedris legyen, tehat a G(t) transzformdcidk sem lesznek linedrisak. Nagyon
sok esetben mégis 1étezik (és egyértelmii) a folytonos transzformaciokbol allé
G (t) egyparaméteres részcsoport.

Az energiamegmaradds torvénye azt mondja ki, hogy egy V térbeli tarto-
manyban 1évé Gsszes energia két id6pont kzott pontosan annyival valtozik meg,
mint az id6kozben a V hataran keresztiil V-be bejutd, és az onnan eltdvozo ener-
gidk kiilonbsége. E torvény segitségével gyakran elkeriilhetjiik, vagy legaldbb
leegyszer(sithetjlik a mozgésegyenletek megolddsat. Hasonlé megmaraddsi tor-
vények vonatkoznak a lendiiletre, az elektromos toltésre, és még sok mds fizikai

mennyiségre.

C.5.1. Példa. Bolygok, tirhajok mozgéasat a mozgasegyenletek megolddsaval is
meghatdrozhatjuk, de ennél sokkal egyszeriibb Kepler torvényeit hasznalni:
(1) Minden bolygé palyédja ellipszis alakid, amelynek egyik fékuszpontja a
Nap kozéppontja.
(2) A nap kozéppontjat a bolygéval osszekotd szakasz egyenld iddk alatt
egyforma nagysdgu teriiletet surol, azaz a teriileti sebességiik allandé.
(3) Kiilonbozd bolygdk keringési idejének négyzete ardnyos a nagytenge-
lyiik hosszdnak harmadik hatvanydval.
A mésodik térvényben szerepld teriileti sebesség nem mds, mint a bolygé per-
diiletének nagysaga, a palya sikja pedig a perdiilet irdny4t hatdrozza meg. Tehdt
az elsé két torvénybdl kovetkezik, hogy egy bolygé perdiilete nem valtozik a
mozgas soran. Kis szadmoldssal azt is belathatjuk, hogy Kepler elsé két torvénye
egylittvéve ekvivalens a bolygé energidjdnak és perdiiletének megmaraddsaval.
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C.5.2. Példa. A nap kozéppontja, a bolygd kdzéppontja és sebességvektora egy
sikot hatdroz meg. A kiindulééllapot tehat tiikkorszimmetrikus erre a sikra — igy
az egész mozgds is tiikkorszimmetrikus, azaz a bolygé mindvégig benne marad
ebben a sikban.

C.5.3. Példa. Vizsgéljunk egy pontszerti részecskékbdl dll6 rendszert. Newton
harmadik torvénye szerint barmely két részecske egyforma nagysagu, ellenté-
tes irdnyud erével hat egymasra. Valasszunk ki két részecskét, tekintsiik az Sket
0sszekotd egyenes koriili forgatdsokat. Tegyiik fol, hogy a kolcsonhatasukat
leir6 alaptorvények forgdsszimmetrikusak. A szimmetria miatt a két részecske
kozt haté er8k csak az 6sszekots iranydba mutathatnak. Ebb6]l mar nem nehéz
belatni, hogy a két részecske egyforma mértékben, de pont ellenkezd irdnyban
moédositja egymds perdiiletét. Ez barmely részecskeparra fenndll, tehat a ré-
szecskék Osszes perdiilete megmarad.

51 A C.5.2. Példaban az egész fizikai rendszer szimmetrikus volt, és ez a szimmetria
segitett a mozgds megértésében. A C.5.3. Példa gyokeresen mds: a részecskék
helyzete, mozgdsa semmiféle szimmetridt nem mutat, viszont a mozgast leird
alaptorvények szimmetrikusak. Ebb6l a ,.rejtett” szimmetridbol kovetkezik a per-
diiletmegmaradés. A C.5.4. Tételben latni fogjuk, hogy az ehhez hasonlé , rejtett”
szimmetridk mennyire fontosak.

Az energiamegmaradds torvényének fenti megfogalmazasdban szerepel az
»Osszes energia” kifejezés, tehat hasonld torvények csak olyan mennyiségek-
r6l sz6lhatnak, amelyeket értelmes 0sszeadogatni. Ilyen a tomeg, az energia, a
toltés, de nem ilyen példaul a hémérséklet és a nyomads. Az 6sszead6d6é mennyi-
ségeket a fizikdban extenziv mennyiségnek nevezik.

Legyen E egy extenziv mennyiség. Ha egy tetsz6leges V tartomdnyban az
E mennyiségeket 6sszeadjuk, akkor barmely két id6pont kozott pontosan annyi-
val valtozik az 0sszeg, mint az id6kozben V belsejében keletkezd, eltiing, va-
lamint a hataron keresztiil V-be befolyd, és onnan tdvoz6 Osszes E mennyiség
egyenlege. (Ezt hivjak a fizikusok mérlegegyenletnek.) Azt mondjuk, hogy az
E megmaradé mennyiség, ha nem keletkezik és nem is tlinik el, tehat csak a
befoly6 és az eltdvozd E felel az dsszegzett E valtozasaért.

Vildgos, hogy megmaradé mennyiségek linedris kombinicidja szintén meg-
marad6. Az el6bb felsorolt extenziv mennyiségek mind megmaraddk. (De nem
marad meg péld4ul az entrépia, bar egy madsik fizikai térvény miatt soha nem
csokken.) Emmy Noether vizsgilta a mozgédsegyenletek szimmetridit, és egy
nagyon altalanos, alapvet6 Osszefiiggést fedezett fol a szimmetridk és a megma-
radé mennyiségek kozott.

C.5.4. Tétel. Egy fizikai rendszer mozgasat leir¢ alaptorvények szimmetriacso-
portjanak minden egyparaméteres részcsoportjahoz hozzdrendelhetd egy meg-
maradé mennyiség. Ez a hozzarendelés egy injektiv linedris leképezés a szim-
metriacsoport Lie-algebrdjdbol a megmaradé mennyiségek vektorterébe.
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A fizikakonyvekre hagyjuk annak a preciz megfogalmazdsit, hogy mit neve-
zlink , fizikai rendszernek” és ,,alaptérvénynek”. Lassunk néhdny példat. Te-
kintsiink egy olyan fizikai rendszert, amelyben a kdlcsonhatdsokat leiré alaptor-
vények szimmetridi megegyeznek a téridé szimmetridival (ezeket a szimmetria-
kat a kovetkez6 szakaszban vizsgaljuk részletesen). Mivel a szimmetriacsoport
Lie-algebrdja 10 dimenzids (14sd a C.6.8. Példat), ezért tiz fiiggetlen megma-
radé mennyiség tartozik hozz4:

o A térbeli eltoldsokhoz rendelt megmarad6 mennyiség a lendiilet (ez hé-
romdimenzids).

e Az iddeltolashoz (lasd C.6.2. Példa) az energia tartozik.

e Az elforgatasokhoz a perdiiletet rendeljiik (ez is haromdimenzids).

e Végiil a gyorsitasok (lasd C.6.1) kovetkezménye, hogy egy kornyezeté-
tol elzart fizikai rendszer sidlypontja mindig egyenes vonalon egyen-
letesen mozog (ez is megfogalmazhat6 hiromdimenziés megmaradé
mennyiségként).

43 Nagyon fontos elv a fizikdban, hogy a fenti mennyiségek az alapvetd kolcson-
hatdsokban megmaradnak. Ha egy olyan rendszerre bukkanunk, ahol latszélag
sériil valamelyik megmaradasi torvény (és a neki megfeleld szimmetria), akkor
arra gyanakszunk, hogy van még olyan része a rendszernek, amelyet nem vettiink
figyelembe Példdul a magneses tulajdonsagu részecskék kozott haté magneses
erd nem forgdsszimmetrikus: a perdiiletmegmaradds csak akkor érvényes, ha sza-
mitdsba vessziik a részecskék sajat perdiiletét (spinjét) is. Sok elemi részecskét
(példaul a neutrinédt) tgy fedeztek fol, hogy egy iitkdzésben latszélag elveszett
az energia és a lendiilet egy része. Vannak olyan szimmetridk is, amelyek csak
bizonyos kolcsonhatdsoknak szimmetridi, mas kolcsonhatdsok viszont megsér-
tik ezeket a szimmetridkat. Hires példa a térbeli tiikrozés (1asd a C.6.7. Példat):
a hétkoznapi életben majdnem minden folyamat tiikorszimmetrikus (pontosab-
ban: az elektromégneses kolcsonhatds az), de a radioaktiv boml4s megsérti ezt a
szimmetriat.

C.6. A térido szimmetriai

A fizikdban nagyon fontos szerepe van a tér szimmetridinak. A homogenitasi
elv azt mondja ki, hogy a fizikai térvények a tér minden pontjdban egyformak,
vagyis az eltoldsok nemcsak a térnek, hanem az Osszes fizikai térvénynek is
szimmetridi. Az is mindegy, hogy melyik irdnyba néziink: az elforgatdsok, s6t
az 0sszes térbeli egybevagdsdg is szimmetridja a fizikai torvényeknek. Hama-
rosan meglatjuk, hogy mindez csak a jéghegy csicsa: a fizika telis-tele van
szimmetridval!

Galilei sokat foglalkozott a mozgastannal. O ismerte fol a Galilei-féle rela-
tivitdsi elvet: egy test térbeli helyzetér6l, mozgasardl csak relativan, més tes-
tekhez viszonyitva beszélhetiink. Nincs a térben (és az id6ben) kitiintetett pont,
nincs kitlintetett irdny, és azt sem lehet eldonteni, hogy két egymdashoz képest

TEXTS DON 'T GROW ON TREES!
RUTHORS" RIGHTS RWARENESS CAMPAIGH © Kiss Emil



© Typotex Kiado

C.6. A TERIDO SZIMMETRIAI 623

egyenletesen mozgo test koziil melyik ,,41l egy helyben” , és melyik az, amelyik
»tényleg mozog”. J6 hir viszont, hogy a gyorsulds és a forgds ,,abszolut”, azaz
megfigyel6tdl fliggetleniil értelmezhetd, hogy egy test gyorsul-e, forog-e. Pél-
daul egy test akkor mozog egyenletesen, ha a ra hat6 er6k kiegyenlitik egymast.
Az ilyen mozgdst hivjdk inercia- vagy tehetetlenségi mozgdsnak.

Ha az egy helyben allds minden szempontbdl egyenértékli az egyenes vo-
nald egyenletes mozgdssal, akkor kell lennie olyan szimmetridnak, amelyik az
egyiket a masikba transzformalja — vagy még altalanosabban: a kiilonbzo se-
bességli egyenletes mozgdsokat egymadsba transzformalja. Egy ilyen szimmetria
azonban a mozgasrdl szol, tehat a térbeli helyzeten kiviil az id6t is figyelembe
kell vennie. Ezért nem a tér pontjait, hanem a (helyzet, id6pont) parokat, azaz a
vildg eseményeit transzformalja. A lehetséges (helyzet, id6pont) parok Osszes-
ségét téridonek nevezzik.

C.6.1. Példa. Vilasszunk egy x, y, z, t koordinatarendszert (¢ az id6), és legyen
(vi, v2, v3) egy sebességvektor. A téridé most kovetkezd szimmetridjat gyor-
sitdsnak hivjuk:

(X,y,Z,f)'—)(x'f‘Ulf,)"i‘vzt, Z+U3t,t).

C.6.2. Példa. 1582. oktdber 4-én éjjel bevezették a Gergely-naptarat. Tobbek
kozott tiz nappal elcstsztattak az id6koordinatat, masnap oktéber 15-¢ lett. Te-
hat alkalmaztak a vilagra a Galilei-csoport egy elemét:

x,y,z,t) = (x,y,z,t +10).

Egy vektortér nem eltoldsszimmetrikus, mert van egy Kkitiintetett eleme, az
origd. Definidljunk a vektortér alaphalmazéin egy 0j algebrai struktirat: a md-
veletek az Osszes (x, y) — Ax4uwy alaku fiiggvények legyenek, ahol A4+-p = 1.
Ezt az algebrai struktirdt affin térnek nevezziikk. Vilagos, hogy a részalgebrik
pontosan a linedris alterek eltoltjai lesznek, az automorfizmuscsoport pedig az
affin csoport (4.1.25. Definici6). Fontos észrevétel, hogy ha egy legalébb kétdi-
menzi6s valds affin térnek megadjuk az alaphalmazat, és megadjuk, hogy mely
részhalmazok az egyenesek, akkor ez az informacié mar egyértelmiéien megha-
tdrozza az affin strukturat.

51 Ugy érdemes a téridére gondolni, mint egy (hatalmas) tit—id6-grafikonra, ami
nincs bekoordinatdzva. Képzeljiink el egy pontszert 1ényt, és jeloljiik meg a gra-
fikonon az 6sszes olyan eseményt, amelynél a 1énylink jelen van. A megjelolt
események egy vonalat adnak a grafikonon, amely leirja a 1ény mozgasat, életut-
jat. Ezt nevezziik a Iény vildgvonaldnak. Az a tény, hogy a térid6 nincs bekoordi-
ndtdzva, nem csak kotozkodés: komoly gyakorlati kovetkezményei vannak. Mér
a kozépkori haj6zasnal roppant fontos volt, hogy bekoordindtazzdk a Fold fel-
szinét, és érdekes mdédon mar akkor a pontos idémérés valt a helymeghatarozas
alapjavd. Manapsag a GPS-rendszer definidlasa, kiépitése jelenti a téridSkoor-
dinatazas csucsteljesitményét, és most is az idémérés hatarozza meg a rendszer
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pontossdgat. A mai pontossidg mellett mar komoly gondok vannak a definici6-
val is, hiszen egymadstdl tavol levs, egymdshoz képest Gssze-vissza mozgd mii-
holdak ¢6rdit kellene 0sszehangolni, és a radidjeleknek néhany tizedmasodpercre
van sziikségiik ahhoz, hogy az egyiktdl a masikig érjenek. Ilyenkor kozvetle-
niil megtapasztaljuk, hogy egy koordinatarendszer felallitisa micsoda elméleti és
technikai nehézségeket okoz.

Azonban nagyon elSresiettiink. Maradjunk még kis ideig Galilei téridejénél,
vizsgdljuk meg, milyen fizikailag értelmes struktirdja van. Egy mozgds ponto-
san akkor egyenes vonald egyenletes mozgéas, ha az ut-id6-grafikonja egyenes —
tehdt a téridd egyenesei fizikailag mérhetSk, példaul apré prébatestek szabadon
eresztésével. Ezért a térid6 egy négydimenzids affin tér. (Nem vektortér, mert
nincs kitiintetett origd!) Ezen az affin téren a tdvolsag- és idomérés még tovabbi
struktdrat ad: Galilei mozgastandban beszélhetiink két esemény idkiilonbségé-
1ol és egyidejl események térbeli tdvolsagardl. Fontos: a téridének mds belsd
struktirdja nincs! Példaul nem egyidejli események térbeli tdvolsdga sem értel-
mezhetd. (Vajon miért nem?)

C.6.3. Definicié. Galilei mozgéastandban a téridé egy négydimenzids affin tér,
ellatva két fiiggvénnyel: a p és g események kozti id6kiilonbség T (p, q), és
ha egyidejlek, azaz T (p, g) = 0, akkor a térbeli tavolsdguk D(p, q). Ezekt6l
a fiiggvényektdl egy tulajdonsigot varunk el: van inerciarendszer, azaz olyan
(x, y, z, t) koordindtarendszer, amelyben

T(P’CI) =1y —1p,
D(P7 ‘I) = \/(xq _xp)z + (yq - Yp)2 + (Zq - ZP)Z > ha Iy =1.

C.6.4. Definicié. A Galilei-féle téridé szimmetriacsoportjat Galilei-csoportnak
hivjuk. Azokbdl a ¢ affin transzformaciékbdl 4ll, amelyek megtartjdk a T (p, q)
és D(p, q) figgvényeket: T(p(p), 9(g)) = T(p,q), €s ha p, g egyidejliek,
akkor D(¢(p), ¢(q)) = D(p, q).

Ebben a fiiggelékben tigy gondolunk a szimmetridkra, mint a térid6 transzfor-
madcidira, tehat az eseményeket permutéljuk. De ugyanezt masképpen is el lehet
képzelni: az eseményeket nem bantjuk, hanem a sajat néz6pontunkat valtoztat-
juk. Ilyenkor a szimmetridbdl koordindta-transzformacié lesz. A két felfogds
teljesen egyenértékii. Az eltoldsok, a forgatdsok, a C.6.1. Példdban leirt gyorsi-
t4s mind elemei a Galilei-csoportnak. Ez utébbi fejezi ki azt a fizikai feltevést,
hogy az egymashoz képest egyenletesen mozgd megfigyel6k szdmadra a fizikai
torvények ugyanazok.

1905-ben Einstein megalkotta a relativitdselméletet. Mint az elnevezés mu-
tatja, tovdbbra is Galilei relativitdsi elve a legfontosabb alapelv — viszont mér
sem az események iddkiilonbsége, sem pedig az egyidejii események térbeli
tavolsdga nem abszolit, s6t az egyidejliség fogalma sem értelmes. Akarho-
gyan probélnank ezeket definidlni, az eredmény fiiggene a koordinatarendszer-
t6l, vagyis hogy melyik megfigyeld végzi a méréseket. A C.7. szakaszban latni
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fogjuk, milyen érdekesen viselkedik a tér és az id6. Ugyanakkor viszont a ,,fény-
sebesség abszolit”. Ezt matematikailag a Minkowski-tdvolsdg bevezetésével
fogalmazhatjuk meg. A relativitiselméletben csak olyan mennyiségekrdl érde-
mes beszélni, amelyek a Minkowski-tdvolsdg (vagy annak négyzete) segitségé-
vel definidlhatok.

C.6.5. Definicié. Jelolje ¢ a fénysebességet. A relativitaselmélet téridejét Min-
kowski-téridonek hivjuk. Ez egy négydimenzids affin tér, ellitva egy kétval-
tozos fiiggvénnyel: a p és g események Minkowski-tdvolsdgdnak négyzetét
s2(p, q) jeloli. Az s? fiiggvénytél egy tulajdonsdgot vérunk el: valaszthatd iner-
ciarendszer, azaz olyan (x, y, z, t) koordindtarendszer, amelyben

2 (Poa) = ltg = 1) = (xg = xp)* = (g = ¥p)* = (2g = 2p)° .

Vigyazat! Ez a képlet a Minkowski-tdvolsdg négyzetét adja meg, amit min-
den eseményparra definidlunk. A Minkowski-tdvolsdgot azonban csak akkor ér-
telmezziik, ha a négyzete nem negativ! Léthatd, hogy két esemény Minkowski-
tavolsdga pontosan akkor nulla, ha az egyiktdl egyenes vonalban, fénysebesség-
gel utazva éppen elérhetiink a masikhoz. Ez jelenti azt, hogy a ,,fénysebesség
abszolut” (azaz, hogy két esemény Minkowski-tdvolsdgat minden megfigyeld
ugyanakkordnak méri). A Minkowski-tdvolsdg akkor lesz pozitiv, ha fényse-
bességnél lassabban haladva eljuthatunk az egyik eseménytél a masikhoz. Ha
pedig csak fénysebességnél gyorsabb utazassal lehetne odaérni (azaz a val6sag-
ban egyaltalan nem), akkor a két esemény Minkowski-tdvolsdgat nem definial-
tuk (mert a négyzete negativ).

A Minkowski-geometridban a haromszog-egyenl6tlenség forditva érvényes:
ha egy haromszog két oldaldnak van Minkowski-hossza, akkor a harmadiknak is
van, és az legaldbb olyan hosszi, mint az elsé kettd osszege. A 4.1. szakaszban
fizikai jelentést is adtunk a Minkowski-tdvolsagnak: s(p, g)/c az a sajdtidd,
amennyi a p eseményt6l egyenletes sebességgel a g eseményhez utazé 1ények
szamdra menet kozben eltelik. A vildgban izg6-mozgd pontszerd 1ények vilag-
vonala a térid6ben folytonos gorbe. De nem akdrmilyen gorbe: a 1ény soha
nem haladhat fénysebességnél gyorsabban, ami geometriai szemmel azt jelenti,
hogy a vildgvonal barmely két pontjdnak van Minkowski-tdvolsdga. Az ilyen
gorbéknek van ivhossza. Az ivhossz fizikai jelentése a 1ény szamadra eltelt sa-
jatidd c-szerese. A hdaromszog-egyenlStlenségbdl azonnal kovetkezik: ha két
eseménynek van Minkowski-tavolsdga, akkor a lehet6 leghosszabb ut kozot-
tilk az egyenes, mds szdval az oregszik a legtdbbet, aki egyenesen, egyenletes
sebességgel halad a két esemény kozott. Ezt a jelenséget a fizikusok ikerpa-
radoxonnak hivjék. J6 példa erre a C.7. szakasz, ahol hatvan év alatt 6tmilli6
évvel sikeriil lekérozniink az itthon maradottakat.

Ha jokedviink van, és felnéziink az égre, egy sz€ép kék gdmbfeliiletet 1dtunk
beliilr6l. A gombfeliilet minden pontja egy szemiinkbe hullé kék fénysugar.
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Ugy is képzelhetjiik, hogy t6liink végtelen tivolsigra van egy mennyei szféra,
és azt latjuk. Kevésbé romantikusan fogalmazva: egy p eseménybe érkezd fény-
sugarak egy gombfeliilettel paraméterezhet6k. A fénysugarak vildgvonalai pe-
dig Osszedllnak egy hdromdimenzids kippd, melynek cstcsa p, alapja pedig a
mennyei szféra. Ezt a kipot fénykiipnak nevezziik. A fénykipon pontosan azok
az események élnek, amelyek p-t6l mért Minkowski-tdvolsiga nulla. A fény-
kip haromfelé vagja a té€rid6t: a p mdltjara, jovojére, és a p-bdl elérhetetlen
régiora (az itteni eseményeknek nincs Minkowski-tavolsaga p-tol).

C.2. abra. A haromdimenziés téridd.

Mivel négydimenzids rajzot nehéz késziteni, ezért higgyiik azt egy pilla-
natra, hogy kétdimenzids lények vagyunk, és a végtelen Alfoldon, Kecskeméten
éliink. Ezt a haromdimenzids térid6t lathatjuk a C.2. dbra bal felén. Az origéhoz
tartozé esemény a (0, 0, 0), a mi jelenlegi helyzetiink (azaz (x, y) = (0, 0)), a
jelen pillanatban (+ = 0). A hozzéank képest nyugalomban 1év6 1ények vilag-
vonala fiigg6leges egyenes, tehdt a mi sajat vildgvonalunk éppen egybeesik a
t-tengellyel. Az dbra bal oldaldn még két fiiggdleges vildgvonal latszik: egy
szegedi, és egy debreceni bardtunk életitja. Fehér szinnel berajzoltuk azt a fény-
jelet is, amelyet a szegedi (tehat a hozzdnk kozelebbi) bardtunk kiildott nekiink,
és éppen ebben a pillanatban érkezik meg hozzank. Es rajzoltunk egy mdsik
fényjelet, amit mi kiildiink, ebben a pillanatban, debreceni bardtunknak. Ezek
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a fénysugarak a berajzolt (kettds) fénykip alkotéi (pontosabban azok egy sza-
kasza). A ébra jobb felén ezt a fénykipot rajzoltuk le. Az alsé dgén lathatd
azon fénysugarak miltja, amelyek a jelen pillanatban érkeznek a szemiinkbe,
a folsé ag alkotdi pedig olyan fénysugarak jov6beni ttja, amelyek éppen most
indulnak el t6liink valamerre. A kip alatt lathatunk egy kort: a messzir6l érkezd
fénysugarakat gy érzékeljiik, mintha innen jonnének, tehat ez a horizontunk.
Folotte is van egy kor: a tdliink induld fénysugarak oda futnak be. Kordbban
az alsé kort hivtuk mennyei szféranak — de ha az Olvasoé szeretné, nyugodtan
gondolhat a folsore is, egyenértékiiek. Valdjaban ,lenn” és ,fonn” helyett azt
kellene mondanunk, hogy ,,mult”, illetve ,,jov&”.

Az als6 kiip belsejében van a multunk: azok az események, amelyekrdl mar
ebben a pillanatban tudomdsunk lehet. A folsé kip belseje pedig a jovénk:
azok az események, amelyeket még médunkban 4ll befolyasolni. A kip kiilseje
a szamunkra elérhetetlen tartomany: az itt torténd eseményekr6l most még nem
értesiilhettiink, arr6l pedig mar lekéstiink, hogy befolyasolhassuk Sket. Emlé-
kezziink: a Galilei-téridében nincs sebességkorlatozas, csak az origdval ,,egy-
idejli” események elérhetetlenek. — kontrasztként berajzoltuk a bal oldali rajzra
at = 0 sikot. A relativitiselméletben ez a sik ,kinyilt”, a térid6 hatalmas része
elérhetetlenné valt. Rdadasul a + = 0 sik csak ezen a rajzon vizszintes, mas
inerciarendszerekben ferdén all. A térid6 ,,nem tudja”, merre van a vizszintes
meg a filiggbleges, csak a fénykup tartozik hozza a szerkezetéhez.

Galilei mozgastandban az egységnyi id6 mulva bekovetkezd események egy
haromdimenzids affin alteret alkotnak. Mi ennek a megfelel6je a Minkowski-
téridében? Az ,egységnyi id6 mulva” kifejezés a relativitiselméletben értel-
metlen, elészor at kell fogalmaznunk a kérdést. Megkérdezhetjiik, hogy ha
egy adott p eseménybdl elindulva egyenletes sebességgel utazunk, mely ese-
ménybe érkezhetiink egységnyi sajatid6 alatt? Azokhoz, amelyeknek p-t6l mért
Minkowski-tdvolsdga pontosan egységnyi, tehat a Minkowski-térid6 ,,egység-
gombjére”. Vilasszunk egy inerciarendszert. Mérjiik tovdbba az id6t évben, a
tavolsagot fényévben, mert akkor ¢ = 1, és a képleteink egyszeriibbek lesznek.

Az origbtdl egységnyi Minkowski-tdvolsdgra 1évS pontok egy haromdimen-
zi6s forgasi hiperboloidot alkotnak a négydimenzids térben. A C.2. dbra jobb
oldaldn berajzoltuk ennek kétdimenziés megfelelgjét. Ez a hiperboloid két 4gra
szakad: az egyik a jovénkben, a mdsik a multunkban van. Legyen B az egyik
dg. Kideriil: a B metrikus térré tehetd gy, hogy barmely két pont tdvolsdga
csak a Minkowski-tdvolsdguk négyzetétdl fiiggjon. (Ez az 4j metrika egy kons-
tans szorz6 erejéig egyértelmii.) A pontos képlet most nem fontos, az azonban
igen, hogy az igy kapott B tér izomorf a hdiromdimenzids Bolyai-geometridval!
A Bolyai-geometria sikjait, egyeneseit igy kaphatjuk meg, hogy B-t elmetssziik
harom-, illetve kétdimenzids alterekkel. A hiperboloid ,,a végtelenben érinti” a
fénykidpot, amint az a rajzunkon is 14thatd, tehat érdemes azt képzelniink, hogy

TEXTS DON'T GROW ON TREES!

RUTHORS " RIGHTS AWAREHESS CAMPALGH © Kiss Emil



© Typotex Kiado

628 C. SzABO ENDRE: CSOPORTELMELETI KALANDOZASOK

a Bolyai-tér ,hatdra” éppen a mennyei szféra. A sikok f6korokben ,.érkeznek
ki a hatdrra, az egyenesek pedig atellenes pontparban.

C.6.6. Definicié. A Minkowski-térid6 szimmetriacsoportjat Poincaré-csoport-
nak hivjuk. Azokbdl az affin transzformaciokbdl all, amelyek a Minkowski-
tdvolsdg négyzetét megtartjak: s>(¢(p), ¢(q)) = s*(p,q) minden p, g ese-
ményparra. Egy esemény stabilizatorat pedig Lorentz-csoportnak hivjuk.

43 Kordbban, a 4.1. szakaszban is volt mar sz6 relativitiselméletr6l. Ott a Poincaré-

csoport elemeit nem a térid6 transzformaciéiként, hanem koordinatatranszforma-
cidokként kezeltiik.

C.6.7. Példa. Vilasszunk egy inerciarendszert. Az (x,y, z,t) — (x,y,z, —t)
transzformaciot idotiikrozésnek, az (x, y, z,t) — (—x, —y, —z, t) transzfor-
macidt tértiikrozésnek hivjuk. Ezek elemei a Lorentz-csoportnak is, a Galilei-
csoportnak is, és egy Z; x Z; -szal izomorf részcsoportot generdlnak.

C.6.8. Példa. Osszehasonlitjuk a Galilei-csoportot a Poincaré-csoporttal. V-
lasszunk egy inerciarendszert. Mindkét csoportban megtaldlhatok a kovetkezd
részhalmazok.

(1) Az orig6 koriili térbeli forgatdsok részcsoportja (izomorf SO(3)-mal).
Ez mindkét csoportban maximadlis kompakt részcsoport.

(2) A térbeli eltoldsok részcsoportja (izomorf R x RT x R*-szal). Ez a
Galilei-csoportban normélosztd, a Poincaré-csoportban azonban nem.

(3) Az iddbeli eltolasok részcsoportja ((x, y, z,t) — (x, y,z,t + f), lasd
C.6.2. Példa, izomorf R"-szal). Ez a Galilei-csoportban normalosztd,
a Poincaré-csoportban nem. A térbeli eltolasokkal vett direkt szorzata
azonban mindkét csoportban normaloszto.

(4) A gyorsitasok részhalmaza: lasd a C.6.1. Példat, a neki megfelel§ re-
lativisztikus gyorsitasokat a 4.1. szakaszban szdmitottuk ki. A Galilei-
csoportban ezek egy R x RT x R*-szal izomorf részcsoportot alkot-
nak. A Poincaré-csoport gyorsitdsait szintén R>-nel paramétereztiik, de
ezek nem alkotnak részcsoportot.

(5) A tér- és idotiikrozések részcsoportja (C.6.7. Példa, lattuk, hogy ez
Z; X Z;—Vel izomorf).

Mindkét csoport elemei egyértelmien irhaték fol egy térbeli elforgatas, egy tér-

beli eltolds, egy id6beli eltolds, egy gyorsitds, és egy Z; x Z; -beli elem kom-

poziciéjaként (a megadott sorrendben).

41 A Poincaré-csoport Lie-algebrajanak 1étezik egy haromdimenzids linedris altere,
amelyiket az exponencidlis leképezés bijektiven képez a gyorsitdsok részhalma-
zéra. Ez a jelenség anal6g a C.2.7. Tétellel. Ezért az (1), (2), (3), (4) részhalma-
zok adnak négy alteret a csoport Lie-algebrdjaban, és a Lie-algebra éppen ezen
alterek direkt 0sszege. Ennek segitségével konnyen leirhat6é a Lie-algebra. Ko-

rdbban, a C.5. szakaszban mdr lattuk, hogy a Lie-algebra elemei a mozgasegyen-
letekben ,,pillanatnyi hatdsokat” fejeznek ki. A kiilonbozd hatdsok ereddjének a
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Lie-algebraban az 0sszeadas felel meg. Ez az additivitas teszi lehet6vé, hogy a
mozgasegyenletekben a ,.hatdsokat” felbontsuk (1), (2), (3) és (4) tipusi kompo-
nensre, és ezeket egymadstdl fiiggetleniil kezeljiik.

A Lorentz-csoport dnmagaba képezi a fénykipot, ezért természetes médon
hat a mennyei szféran is. Azonositsuk a mennyei szférat a Riemann-féle szam-
gdmbbel (ami nem més, mint a komplex szamsik kibévitve egy végtelen tavoli
ponttal, co-nel). Nem nehéz beldtni, hogy a Lorentz-csoport éppen gy hat ezen
a gdmbon, mint a komplex tortlinedris leképezések csoportja az 4.14.4. Gyakor-
latban, és a 245. oldalon, az apré betiis részben. Igy a Lorentz-csoport egység-
elemet tartalmaz6é komponensét azonosithatjuk a tortlinedris leképezések cso-
portjaval, PSL(2, C)-vel. Mivel a co-nel kibdvitett valds szimegyenes egy f6-
kor a szamgombon, ezért egy rogzitett fokort onmagaba képezd transzformaciok

részcsoportja mindig a PSL(2, R) konjugéltja.

C.6.9. Allitas. A Lorentz-csoport izomorf PSL(2, C)-nek és a C.6.7. Példiban

szerepl6 7 x 7.3 részcsoportnak a szemidirekt szorzatdval. A hiromdimenzids

Bolyai-geometria mozgasainak csoportja izomorf PSL(2, C)-vel, a Bolyai-sik

mozgdsainak csoportja pedig izomorf PSL(2, R)-rel. Végiil a Poincaré-csoport

izomorf a Lorentz-csoportnak €és a téridbbeli eltoldsok csoportjanak szemidirekt
szorzatdval.

41 Az égen a tavoli csillagok nagyjabodl egyenletesen oszlanak el. Ha (irhajoba szal-
lunk, akkor ez a gyorsitas egy tortlinedris leképezéssel hat a mennyei szféran,
vagyis az égbolton. Ez hasonlit a C.3.11. Tétel bizonyitdsdban szerepld o és
transzformécidkhoz: az égbolt irhajoval szemkozti pontja taszitd fixpont, a hita

mogotti pont pedig vonzo fixpont. Kozonséges tirhajoknal ez a hatds nagyon ki-
csi, de példaul a C.7. szakaszbeli utazdson érdekes dolgokat fogunk latni.

Képzeljiink el egy izg6-mozgd merev testet, amelynek egy kijelolt pontjdban
egy pontszer( 1ény iicsorog. Legyen G vagy a Galilei-csoport, vagy a Poincaré-
csoport, attdl fiiggéen, hogy a lénylink Galilei-téridében, vagy Minkowski-tér-
id6ben él. A test pillanatnyi dllapotét a kovetkezd adatokkal jellemezziik: a lény
térid6beli helyzete, pillanatnyi sebessége és a test térbeli dllasa. Ahogy telik az
1d6 (a lény sajatideje), a test dllapota folyamatosan valtozik. Egy id6tartam alatt
bekovetkezett véltozdst megadhatunk példdul dgy, hogy megadjuk a 1ény tér-
iddbeli elmozdulasat, sebességének valtozdsat és a test térbeli elforduldsat és a
test sebességének véltozasat — tehdt a G csoport egy elemét. Rendeljiik hozza
minden 7 sajatidéhoz (amit a 1ény 6rdjardl olvasunk le) azt a y (r) € G transz-
formaciot, amelyik a O sajatid6hoz tartozé kiindul6 allapotot a t pillanatbeli
dllapotba transzformélja. Igy egy G-be rajzolt folytonos gorbéhez jutunk. A
test mozgdsat akkor mondjuk egyenletesen véltozénak, ha egyforma hosszi sa-
jatidészakaszokon ugyanakkora allapotvaltozas torténik — tehat a 1ény minden
pillanatban ugyanakkora hatdsnak van kitéve. Képlettel kiirva:

y@) vt +0) =y 'y(p+o)
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minden 7, p, o valés szdmra. Az egyenletb6l p = 0 helyettesitéssel kapjuk,
hogy az egyenletesen véltozé mozgésok a G-beli egyparaméteres részcsopor-
toknak felelnek meg. Hasonlitsuk ezt dssze a (C.5). egyenletben (619. oldal)
kapott egyparaméteres részcsoporttal. Az egyparaméteres részcsoportok a ge-
nerdtorukkal, G Lie-algebrdjénak elemeivel adhaték meg. Erdemes erre tigy
gondolni, hogy a Lie-algebra elemei fejezik ki az egyenletesen valtozé moz-
gas ,,pillanatnyi valtozadsat”, azaz a mozg6 1ényt érd ,hatast”. Nagyon fontos
észrevétel, hogy a testet érd kiilonbozd hatasok, mint Lie-algebra elemek, egy-
szertien Osszeadodnak.

C.6.10. Példa. Legyen G vagy a Galilei-csoport, vagy a Poincaré-csoport. Va-
lasszunk egy inerciarendszert és egy L térbeli egyenest. Ha a test L irdnyban
egyenletesen gyorsul, nem forog, és a 1ény folyamatosan el6re néz, akkor a ko-
vetkezd hatasok érik: gyorsitas eldre, €s az id6 mildsa. De mit jelent az ,,id6
muldsa”? Most olyan transzformécidkat épitiink, amelyek az origét végiglok-
dosik a lény vilagvonaldn. A pillanatnyi valtozast mindig a 1ény szemszogébol
nézziik: ez az, ami az eddigi Osszes transzforméaci6 utdn még hatra van. Mar-
pedig a 1ény a sajat szemszogébdl nézve nyugalomban van, viszont telik a sa-
jatideje, tehat a sajat kiilon bejaratd koordinatarendszerében éppen a  tengely
irdnyaban mozdul el. Ezt a ,hatast” neveztiik az ,,id6 muldsanak”. Ha folir-
juk az ehhez tartozé egyparaméteres részcsoportot G-ben, akkor megkapjuk az
egyenletes gyorsulds mozgdsegyenletét.

C.6.11. Példa. Legyen G a Galilei-csoport. Valasszunk egy inerciarendszert és
egy K térbeli kort. Tegyiik fol, hogy a 1ényiink a K koron egyenletes kormoz-
gast végez, mikozben folyamatosan el6re néz. Ekkor a kdvetkez8 hatdsok érik:
gyorsitas balra, a haladdsra merSlegesen, forgatés bal felé, és az id6 mildsa. Ha
folirjuk az ehhez tartozé egyparaméteres részcsoportot G-ben, akkor megkapjuk
az egyenletes kormozgés mozgasegyenletét.

C.6.12. Példa. Legyen G a Poincaré-csoport. Alkalmazzuk a testre ugyanazo-
kat a hatdsokat, mint az el6z6 példaban. Barmily meglepd, most a test nem kor-
palydn mozog! Ennek az az oka, hogy a kor sikjdval parhuzamos gyorsitisok a
Poincaré-csoportban nem alkotnak részcsoportot. Ha a testet ér6 hatasok koziil
az elforgatast éppen megfeleléen médositjuk, akkor elérhetjilk a kdrmozgast.
Ennek egyik fontos kdvetkezménye: ha egy porgettyl (giroszkdp) egy korpé-
lyan egyenletesen korbehalad, akkor a forgastengelye elfordul! Ezt a jelenséget

a fizikusok Thomas-precessziénak nevezik.

Folytassuk a mozg6 1ényr6l valé elmélkedésiinket. Tekintslink most egy tet-
szbleges mozgast egy t pillanatban. Képzeljiink el egy olyan egyenletesen val-
toz6 mozgést, melynek sordn a t pillanatban pontosan ugyanabban az dllapot-
ban van a test, mint az eredeti mozgdsndl, és mds o sajatidékre O(|t — o|?)
pontossdggal kozeliti meg az eredeti mozgds dllapotat. Amennyiben van ilyen,
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az ad egy egyparaméteres részcsoportot G-ben, tehat egy A elemet G Lie-
algebrdjaban. Ez az A fejezi ki a testet ér6 pillanatnyi hatdst. Ha jobban be-
legondolunk, akkor azonosithatjuk az A elemet a y gorbe y ()-beli érint6jével.
Nagyon fontos: ha ismerjlik ezeket a pillanatnyi hatdsokat minden t pillanatban,
akkor azokbdl az egész mozgas rekonstrudlhato.

C.7. Utazas az Androméda-kodbe

Kedves Olvasonk!

Ezt a mesét szeretett Tandrunknak, Thiry Gabi néninek ajdanljuk, a sok szép
egyiitt toltott ora emlékére! A mese rolunk szol: a konyv szerzdirdl. Ifjiikorunk
Ota jo bardtok vagyunk, sok-sok beszélgetés, kirdndulds sordn kristdlyosodott ki
benniink a nagy terv. Kalandos utazdsra késziiliink, kériink, hogy tarts Veliink!

Kiss Emil és Szabo Endre

Mindkettonket régéta foglalkoztat a sebességkorlatozas. Miért nem mehetiink
gyorsabban a fénynél? Ez igazsigtalansdg, méltdnytalannak éreztiik. Bezzeg,
ha mehetnénk, meg sem dllndnk az Androméda-kodig! Nagyon csdbité gondo-
lat, de tényleg olyan egyszer{i volna? Egyszer utdnaszdmoltunk. Ha a sebessé-
get nem is, a gyorsulast mindenképpen korlatoznunk kell. A til nagy gyorsulds
hosszi tivon megterheld, s6t, akar haldlos is lehet! Hosszu utazdson a kényelem
nagyon fontos: nem akarunk a foldi nehézségi gyorsuldsndl nagyobb terhelést.
Ez azt jelentené, hogy az {irhajéban pontosan ugy éreznénk magunkat, mintha a
Foldon élnénk.

Ekkora kirdnduldson érdemes az id6t években mérni, a tdvolsagot pedig stil-
szerlien fényévekben. Gondold meg, Olvasénk: a fénysebesség pontosan

fénvé
| fenyév

év

Nagyon praktikus, nem kell a fénysebességgel bajlédnunk! Ezért nem szerepel
a fénysebesség az alabbi (C.6) egyenletben sem. Tehét a tervezett gyorsuldsunk

fényé
¢~ 9.81m/s? ~ 1,030

év?

Ugye, milyen meglep3? Evente nagyjabdl fénysebességnyivel gyorsulunk. Mi-
vel gondolatban fololdottuk a sebességkorlatozast, szaz év alatt elérjiik a fény-
sebesség szdzszorosat. No de milyen messzire jutunk el ezalatt? Ime:

r , 1 fényév . 0 L,
—gt-=—--1,03 - (100 év)° = 5150 fényév.
2 2 év?
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Fantasztikus tempd! Tobb, mint Stezer fényévet tszeliink. Gyorsan follapoz-
zuk a térképet': az Androméda-kod tdvolsiga® nagyjabdl 2,5 millié fényév.
Rossz hir, még a kozelébe se juthatunk! Ennyi id6 alatt még a Tejltrendszer
szomszédos karjét is alig érjiik el. Sovéany vigasz, hogy még ebben a szik tar-
tomdnyban is mintegy hatszdzmilli6 csillag koziil valaszthatunk uti célt. Mar-
pedig szdz évnél tobbet semmiképp nem 4ldozhatunk erre a kalandra! Mar-mér
azt hittiik, végleg le kell mondanunk réla. De amikor a relativitiselmélettel
kezdtiink komolyabban foglalkozni, és a C.6.10. Példit szdmolgattuk, Gjra fel-
csillant a remény. Kideriilt, hogy g nagysagu egyenletes gyorsulassal T sajatidé
alatt eljutunk az

et e 8 =2 est — e‘gf> (C.6)

v,z =——=.0,0,
(.3, 2.9) ( 2g 2g

koordinatdji eseménybe. Lathat6, hogy exponencidlis iitemben tdvolodunk! Ez
nagyszer(, probaljuk ki, mondjuk = 15 évvel. Eredményiil a

(2,49 milli6 fényév, 0, 0, 2,49 milli6 év)

eseményt kapjuk, tehat 2,49 millié fényévnyire jutunk. Gybzelem! Ropke ti-

zenét év alatt eljutunk az Androméda-galaxis kozvetlen kozelébe?, és két héttel

kés6bb mar ott is lesziink. Az is konnyen kiszamolhat6, hogy az 1t elsé felé-
hez tizennégy év és négy hénapra van sziikség, a masodik felét viszont nyolc
és fél hénap alatt letudjuk*! Fantasztikus élmény lesz, ezt nem lehet kihagyni!

Kedves Olvaso, ha van merszed, csomagolj, hamarosan indulunk! Legel&szor

természetesen a mérnokiinkkel kell beszélni: milyen rakétat épitsiink, mennyi

lizemanyag kell, milyen felszerelés? Vajon mennyibe keriil az utazas? A mér-
nok ur erre kapdsbdl tudja a valaszt. Rogton bele is fog a monddkéba:

41 Jelolje m az tirhajé pillanatnyi tomegét, ez folyamatosan fogy az elhasznalt iizem-
anyag miatt. Ezért az Ut sordn a rakéta teljesitményét is fokozatosan kell csok-
kenteni. Az F hajtéerd ardnyos a tomeg-vesztés ilitemével, amit m jelélS, és a
kidraml6 hajtéanyag sebességével, v-vel. Tehdt az elért gyorsulas:

F —mv
a = — =

m m

Erdekes, hogy ugyanez az egyenlet érvényes a relativitaselméletben is!® Manap-
sdg a legnagyobb v-értéket ionhajtémiivekkel érik el: a Deep Space One esetében

!me, egy jO térkép, mindenkinek ajdnljuk: http: //www.atlasoftheuniverse.com/

2 Vajon ez mit jelent? Hogyan mérik le? Mennyire pontos?

3 Tizenst év alatt t5bb millié fényévet bejarunk? Tulléptiik a fénysebességet? Mit is jelent ez
val6jdban?

4 Hogyan lehetséges, hogy az tt elsd fele hiisszor annyi ideig tart, mint a masodik fele?

3 Fizikusok gyakran jelolik ponttal az id6 szerinti derivaltat.

6Az trhajos a gyorsuldst 6nmagdhoz viszonyitva érzi, az lizemanyag is vele egyiitt mozog,
tehat relativ sebességiik nulla!
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ez nagyjabol v = 35000 km/s volt, tehat a fénysebesség 11,7 szdzaléka. Summa
summarum, az egyenlet megolddsa M kezdeti tomeg esetén, a = g gyorsuldssal:

_s _
mE)=M-e vt =M. e 8807,

Roppant fontos, hogy az utazas végén kapott m(7) tomeg ne legyen kevesebb,
mint az utasok Ossztomege! Ebbdl lehet visszaszdmolni a kiindulé M -et.

Ez vildgos beszéd! Legegyszer(ibb, ha azt szdmoljuk ki, mennyibe keriil a fu-
var kilogrammonként. Benyomjuk a szamitégépbe a képletet, behelyettesitiink
m(t) = 1 kg-ot és T = 16 évet (hogy legyen egy kis tartalékunk), és mar l4t-
juk is az eredményt: az egy kilogramm hasznos teher elszallitdsdhoz sziikséges
lizemanyag 1,41 - 10%! kg. Tehat kilogrammonként ennyi xenont kell rendel-
niink. Fel is hivjuk... Egy pillanat! Ez nagyon sok. Lassuk csak a lexikont!

e A Fold tomege 5,98 - 103 kg,
e a Nap tomege 1,989 - 10°° kg,
e a Tejiitrendszer tomegét 6 - 10'!-szeres naptomegnek becsiilik.

Nekiink ez mind nem elég, sok millidrd galaxist kellene eltiizelniink! Ajjaj,
dolgozni kell a hajtém{iveken! A mérnok dr azt igéri, hogy megprébédlnak foton-
hajtémiivet szerkeszteni. Ez eddig még senkinek sem sikeriilt, de mi bizunk
benne, hogy 6 majd legytiri a nehézségeket. Az 1dj hajtémiben a kidramlasi
sebesség v = 1, a fénysebesség, ezért kilogrammonként minddssze 14,3 tonna
{izemanyagra van sziikségiink’. Ez mér igazan barati 4r!

No és mikorra fogunk odaérkezni — kérdezik a kollégdk. De a mérnok ur
elmagyardzza: ennek a kérdésnek semmi értelme, igysem tudjuk dsszehasonli-
tani az itteni 6rdkat az ottaniakkal®. Igaz, igaz, mondjak, és mikorra érkeziink
vissza? Tessék, errol el is felejtkeztiink! J6 volna a kaland végén hazajonni!
A mérnok ur figyelmeztet, hogy ha vissza is akarunk jonni, akkor sokkal dra-
gabb lesz az it. Nem a dupldja? De nem am! Meg is kell allni, és az bizony
draga mulatsdg. Emlékezziink csak vissza: tizennégy év négy hénap alatt tettiik
meg a fele utat, onnant6l kezdve mar fékezni kell! Még egyszer ugyanennyi id6
elteltével éppen az Androméda-kodnél fogunk ledllni. Mindenki elkezd ztigo-
16dni: hatvan év mdlva’ ériink csak vissza? Az nagyon sok id6! Es akkor hatvan
évi lizemanyag kell, ami annyit tesz, mint 6,90 - 10%° kilogramm. A fél Jupitert
magunkkal kellene vinniink!

De a mérnok dr mosolyogva rdzza a fejét. Nem, nem, nem kell annyi tizem-
anyag: hisz az Androméda-kodben tgyis megéllunk nézelédni, majd ott djra
feltankolunk. Harminc évre pedig minddssze 26,3 millidrd tonndra van sziikség

7 Az iizemanyag nem lehet akdrmi, hiszen teljes egészében fotonokkd szeretnénk alakitani. De
ezzel a technikai problémaval most nem foglalkozunk.

8 Az (C.6) egyenletben megadtuk a megérkezés ¢-koordinatdjat is, de ez csak koordindta, nem
érdemes ,.eltelt id6ként” értelmezni.

9 Pér hénapos nézelddést is beleszamitottunk.
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kilogrammonként! Haét ez tényleg drdga, de nem megvaldsithatatlan. A 26,3
millidrd tonna koriilbeliil a Kékes tomegével egyenld, de nagy kar volna a Ké-
kesért! Viszont egy 30 kilométer sugaru kisbolygé elegendd lizemanyag lesz a
10 tonn4s tirhajéhoz.

Es hogy mikorra érkeziink vissza? Ugy 6tmillié év miilva'®. Hiszen egész
uton kozel fénysebességgel repesztiink, és kétszer tessziik meg a 2,5 millié fény-
éves utat. Akkor hit mindenben megegyeztiink, indulhat a visszaszdmlélas!
Mindenki déljén hétra kényelmesen, csatoljuk be a biztonsagi veket! Igy ni!

Az 1t legeleje még megterhel8, hiszen dolgoznak a segédrakétdink, el kell
hagynunk a Fold gravitacids terét, de nagyon hamar visszadll a természetes al-
lapot. Mindenki djra a sajat stlyat érzi. Az els6 néhdny napon még nagy a to-
longas az ablak el6tt, majd amint a Naprendszer kezd elmaradozni, és belevész
a csillagok tengerébe, mar ritkdbban néziink hatra. De ahogy telnek a hénapok,
Uj érdekességek tlinnek fol. Az égbolt képe kezd koriilottiink lassan hétrafelé
kidszni az égen'!. Egyre felttindbb a jelenség, végiil mar a csillagok zéme a
hatunk mogé zstfolédik egy foltba, mig az Androméda-kod, és a mogotte 14t-
hat6 csillagok képe szétteriil, és betdlti az eget, majd 6k is fokozatosan kisznak
hatrafelé. A hatul 1év6 csillagok a vordseltolédds miatt egyre halvdnyabbnak
és vorosebbnek latszanak, az elol 1évok viszont kékebbek és fényesebbek lesz-
nek. A szinjaték, a csillagvdndorlds egészen félutig tart. Az it misodik felében
pedig, amikor fékeziink, a csillagok szépen lassan kdsznak visszafelé, és fo-
kozatosan visszanyerik eredeti sziniiket. Az utunk végén, mire minden csillag
megtaldlja a helyét, vadonatij csillagképeket latunk. Hiszen az ismerds otthoni
csillagok szinte mind a Tejdtrendszer halvany foltjaban rejt6zkddnek mogot-
tiink, mig az eget most az Androméda-kod hozzéank kozeli csillagai népesitik

be. Megérkeztiink!

10 £5 ehhez mindéssze hatvan évig kell utaznunk? Hogyan lehetséges?
W Ezzel a jelenséggel a C.6.9. Allitds uténi apré betiis részben taldlkoztunk.
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