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10. fejezet

Ut6sz6: Mi az algebra?

Ha végigpillantunk a tudomdny torténetén,
beldthatjuk: nagyon valdsziniivé teszi, hogy
a jovd képét az hatdrozza meg, amit ma nem

tudunk, és ami nem ldthato eldre.

Stanistaw Lem: Az Ur hangja
(Murdnyi Beatrix forditdsa)

A cimben foltett kérdésre nagyon sokféle vélasz lehetséges. Aki végigolvassa
ezt a konyvet (és remélhetbleg mas matematika-konyveket is), annak kialakul a
képe az algebrardl. Mégis megkiséreliink egyfajta — sziikségszertien szubjektiv
— Osszefoglalét adni. Ez egyarant sz6l azoknak, akik most nyitjak ki elészor a
konyvet, €s azoknak, aki mar végigragtak magukat rajta. Az aldbbiakat érdemes
tobbszor is elolvasni, hiszen a folsorolt elvek konkrét tudds birtokdban djabb és
Ujabb értelmet nyernek, egyre érthetébbekké valnak.

Kozépiskolai tapasztalatunk az, hogy az algebraban szdmolni szoktunk. Ha
példaul egy geometriapélddt akarunk megoldani, és sikertiil folirni egy egyenle-
tet, akkor ennek megolddsa mar az algebra témakorébe tartozik. Az algebrista
dolga az, hogy az embereknek megkonnyitse a szdmoldsok elvégzését.

A szamolds fogalma egészen 4dltaldnos. A mindennapi életben mondhatjuk
ezt olyankor is, ha el akarjuk donteni, melyik tton haladva jutunk el leggyorsab-
ban a Magas-Tatrdba, vagy hogy bedldozzuk-e a vezériinket egy sakkpartiban a
mattadds érdekében. Az algebrdban szdmoldson els§sorban azt értjiik, hogy mii-
veleteket végziink. Ezek lehetnek a klasszikus miiveletek: 6sszeadds, kivonas,
szorzas, osztds, de mas is, példdul két egész szdm legnagyobb kdzos osztdjanak
a meghatdrozésa.

Miveleteket nem csak szdmokkal végziink. Kozépiskoldban megtanultunk
egyenleteket rendezni, és ilyenkor ismeretlent tartalmazé (formadlis) kifejezé-
sekkel szamolunk. Beszéliink fiiggvények 6sszegérol is, példaul a sin x + cos x
fliggvényrdl. Sziikséges lehet annak kiszdmitasa, hogy a sikon egy tiikrozés
és egy forgatds egymds utdni elvégzése milyen transzformiciét eredményez.
Ilyenkor geometriai transzformdcidkkal végziink miiveletet: az egymds utdn al-
kalmazés, mas néven kompozicio miiveletét. A matematikdban, a fizikdban a
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fentieken kiviil még sok olyan dolgot fedeztek fol (péld4ul vektorokat, tenzoro-

kat, kvaternidkat), amelyekkel szdmolni érdemes.

Amikor sok ember mindenfélével szdmolni akar, az a jo, ha az algebrista
egyszerre tud segiteni nekik, olyan altaldnosan, ahogy csak lehet. Ha valakinek
sok olyan feladatot kell megoldania, amely mind masodfokd egyenletre vezet,
akkor nem érdemes minden egyenlettel az algebristdhoz szaladnia, jobban jér,
ha az algebrista megmutatja neki a megoldéképletet. A linedris algebra a geo-
metriai transzformaciok kompozicidjdnak kiszdmitdsat gy konnyiti meg, hogy
minden sikbeli transzformédcidhoz egy szdmnégyest (igynevezett matrixot) ren-
del, és megadja, hogy a két transzformécié kompozicidjdnak matrixat milyen
szabdlyokkal hatdrozhatjuk meg.

A matematika erds oldala mindig is az volt, hogy sok hasonlé problémat egy-
szerre tudott megoldani, alkalmas médszerek kidolgozasaval. Az ezt el6segitd
egyik alapvetd eszk6z az absztrakcio. Ez azt jelenti, hogy sok hasonlé dolog-
nak megragadjuk a k6zos vondsait, ezekbdl kiindulva valami érdekeset fedeziink
f6l, amit azutan a kiindul6é dolgok mindegyikére alkalmazhatunk (olyanokra is,
amire kordbban nem is gondoltunk).

J1 Amikor az sember rajott, hogy két tigris meg két tigris az négy tigris, de ugyan-
ugy két darda meg két diarda az négy darda, akkor hatalmas lépést tett a szdm
fogalmanak megalkotdsa felé. Az ,.egész szdm” tehdt egy absztrakt fogalom, a
2 + 2 = 4 pedig egy absztrakt tétel. Ez azt is maga utdn vonja, hogy két (r-
hajé meg két tirhajé az négy {irhaj6 (amire az 6sember feltehetéleg nem gondolt).

Hasonléképpen absztrakcié eredménye a masodfoku egyenlet fogalma is, a meg-
oldoképlet pedig egy absztrakt tételnek tekinthetd.

Az absztrakciét a matematika minden dga alkalmazza. Az algebra abban spe-
cidlis, hogy struktiirdkban gondolkodik, és ezek szerkezetét akarja folderiteni.
Ezt el8szor az egész szamok példdjan érzékeltetjiik (amelyek ugyan nem struk-
turdk a sz6 algebrai értelmében, de mint l4ttuk, absztrakcié eredményei).

51 Kozépiskolabol tudjuk, hogy minden egynél nagyobb egész szam egyértelmiien
folbonthatd (pozitiv) primszdmok szorzatira. Ez megadja a szamok ,,szerkeze-
tét”, tehat egyfajta struktiratételnek tekinthet6. Lehet6vé teszi bizonyos kérdések
gyors megvalaszolasat (példaul hogy egy szdmnak hdny osztdja van, mi két szdm
legkisebb kozos tobbszordse). Persze nem minden probléma megoldasaban segit

(példaul azokéban kevésbé, amelyekben Osszeadds is szerepel).

Mi az, hogy algebrai struktira? A szamok szorzasa asszociativ, vagyis bar-
mely hdrom szdmra (ab)c = a(bc) teljesiil. Ez a szabdly érvényes akkor is, ha
fliggvényeket, vagy ha matrixokat szorzunk. Ilyenkor az algebrista a kovetkezot
mondja.

41 ,.Ne foglalkozzunk azzal, hogy miket szorzunk Ossze, csak azzal, hogy a szor-
zasnak mik a tulajdonsagai. Nevezziik el félcsoportnak azt a struktirat, amelyr6l
csak annyit tudunk, hogy az elemeit asszociativ médon Ossze lehet szorozni. Az
én dolgom az, hogy az ilyen struktdrakat vizsgaljam, minél tobbet, mélyebbet
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tudjak mondani réluk, a legjobb esetben teljesen le tudjam irni a szerkezetiiket.
Mivel az elemekr6l semmit sem tettem fol, mindenki tudja majd alkalmazni az
eredményeimet, aki egy asszociativ miivelettel taldlkozik.”

Természetesen nagyon sokféle struktira és tulajdonsdg van, amit ily médon
vizsgdlni lehet. Két olyan fontos feltétel van, amelynek teljesiilnie kell ahhoz,
hogy egy struktirit érdemes is legyen vizsgélni.

e Elég specidlis legyen ahhoz, hogy nemtrividlis eredményeket lehessen bizo-
nyitani.

o Elég dltalanos legyen ahhoz, hogy a kapott eredmények sokféleképpen alkal-
mazhatdk legyenek.

Az algebraban szerepld fogalmak ennek megfeleléen szarmazhatnak az alkal-
mazasokbdl, de eredhetnek abbdl a bels6 sziikségszerliségbdl is, hogy az algeb-
rai vizsgélatokat hatékonny4, attekinthetvé, egyszertivé tegyiik.

Ha egy struktdra szerkezetét teljesen fol lehet deriteni, akkor struktiiratételrdl
beszEliink. Ilyen a véges Abel-csoportok alaptétele, a véges egyszerti csoportok
klasszifik4cidja, a véges testek leirdsa, vagy a Wedderburn—Artin-tétel. Ide tar-
toz6 egyszer(ibb eredmény a ciklikus csoportok és a primtestek osztdlyozdsa is.

Az imént hangsulyoztuk, hogy a vizsgalt struktirdkban csak a miiveletek tu-
lajdonsédgai szamitanak, az elemek mibenléte nem. Ha az elemeket kicseréljiik,
de a miveleteket ,,ugyanigy” végezziik, akkor a két struktirat azonosnak tekint-
jiik. Ezt pontosabban ugy fogalmazhatjuk, hogy a két struktira elemei kozott
van egy olyan kolcsondsen egyértelmd megfeleltetés, amely tartja a mitvelete-
ket. M4s sz6val a két struktira izomorf, a szerkezetiik ugyanaz.

Altalaban két struktira kozott egy ,.szerkezettarté” leképezést homomorfiz-
musnak nevezilink. Ez taldn az algebra legfontosabb fogalma, mert lehet6vé te-
szi, hogy a struktdrdkat ne 6nmagukban, hanem egymdashoz valé viszonyaikban
vizsgaljuk. Az izomorfizmusok fontossdgat mér lattuk. Sokszor el6fordul az is,
hogy egy bonyolult struktiriban foltett kérdés megvalaszoldasahoz elegendd egy
olyan egyszer(ibb struktira vizsgdlata, amelybe a bonyolult struktirabél homo-
morfizmus vezet, azt reprezentdlja.

J1 Példdul ha a kérdés az, hogy az 100000000007 szamot el§ lehet-e allitani két
négyzetszam Osszegeként, akkor minden szadmot reprezentdljunk a néggyel valé
osztasi maradékaval. Osszeg maradéka a maradékok 6sszege, szorzat maradéka a
maradékok szorzata, ezért ez a leképezés ,,szerkezettartd” (tartja az 6sszeadast €s
a szorzdst). Mivel négyzetszdm néggyel osztva nullat vagy egyet ad maradékul,
két négyzetszdm Osszegének maradéka harom biztosan nem lehet, és igy a fenti
szam nem 4ll el6 két négyzetszam Osszegeként.

Homomorfizmusnak tekinthetjiik a mérés aktusit is a természettudoményok-
ban, hiszen a mér6szam a vizsgalt dolog egy egyszerlien kezelhetd reprezen-
tinsa. A mér6szam hozzarendelése ,;szerkezettarté” leképezés, ezt fejezik ki
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a természeti torvények. PéEld4ul ha két bilidrdgolyd osszelitkozik, akkor a to-
megek, a mozgdsmennyiségek Osszeadédnak. Egy fizikai kérdést, mondjuk
azt, hogy a bilidrdasztalon 1év6 golyodk iitkdzések sorozata utdn keriilhetnek-e
egy megadott dllapotba, megvélaszolhatunk negativan gy, hogy kiszdmitjuk a
rendszer energidjat a kezdd és a végsé allapotban. Ha mdas mennyiséget ka-
punk, akkor a végsé dllapot nem johet 1étre. Ez a fenti, négyzetszamokrol sz616
feladat analogonja. A mérések eredményei édltaldban az algebra legfontosabb
objektumainak elemei (szamok, vektorok), és az ezekkel végzendd miiveletek
motivacidja is sokszor a fizikdbol szarmazik (példdul a vektorok Osszeaddsat

levezethetjlik az er6k viselkedésébdl is).

41 Ennél még éltalanosabb elvként magat az absztrakcid folyamatat is homomorfiz-
musnak képzelhetjiik. Amikor elvonatkoztatunk az elemek mibenlététdl, ugyan-

)

olyan egyszer(sitést hajtunk végre, mint az elébbi két példaban, és ez lehetévé
teszi, hogy a lényegre koncentrdljunk. A valds szdmok esetében elhagyhatjuk a
miiveleteket, és csak arra figyelhetiink, hogy mely szdmok vannak egymashoz
kozel”. Ekkor az analizis topologiai szemléletmddjdhoz jutunk. Ha viszont a
rendezést és a tdvolsdgot hanyagoljuk el, és a miiveletekre figyeliink, akkor a va-
16s szamok 0sszességét, mint algebrai struktirat, azaz mint festet vizsgélhatjuk.

wSzerkezettartd” hozzarendelésre fontos példa az invaridnsok fogalma is. Az
invarians olyan dolog, ami egy rendszernek jellemzdje, a rendszer atalakuldsai
soran nem véltozik. Ilyen példaul az energia, a mozgasmennyiség a fizikaban.
Ha gyerekek dobalnak labddkat egymasnak, akkor az valtozhat, hogy kinél ép-
pen hany labda van, de a labddk 0ssz-szama invaridns marad. Az algebridban
az invaridnsok szerepe kiilondsen fontos, ha azt akarjuk megallapitani, hogy két
struktdra izomorf-e.

43 Példaul két vektortér akkor €s csak akkor izomorf, ha a dimenziéjuk megegyezik.
Ezért a vektorterek teljes osztalyozasdhoz sziikséges egyetlen invaridns a dimen-
zi6. Csoportokndl invaridns a huszadrend(i elemek szdma a csoportban, hiszen
izomorfizmusnal ez is meg6rzadik.

Néha olyan szerencsénk van, hogy a megismerni kivant bonyolult struktira-
bdl rengeteg homomorfizmust taldlunk egyszeriibb struktirdkba, eleget ahhoz,
hogy a kiindul6 struktuira szerkezetét ezek teljesen meghatdrozzdk. Példdul egy
pont egy koordinatdjanak kiszdmitdsa homomorfizmus, de ha a pont ,,0sszes”
koordinatdit megadjuk, akkor ezzel a pontot is meghatdroztuk. Ugyanigy egy
részecske allapotat leirhatjuk hat , koordinata” segitségével (harom hely- és ha-
rom sebesség-koordindta). Ha egy algebrai strukturat sikeriil az igy leirt médon
megfognunk, akkor szubdirekt felbontdsrol beszéliink. (Szerencsésebb esetben
direkt szorzatra val6 felbontést kapunk.)

Az algebrédban a fogalmak és a modszerek legaldbb annyira fontosak, mint a
tételek. Egy-egy tételt el lehet felejteni, de az alkalmazott mdédszerek megra-
gadnak, és igy lehet6vé valik, hogy az erre alkalmas problémadkat ,,algebrista”
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gondolkoddsmaéddal tdmadjuk meg. A helyes fogalmak felismerésének maodjat
az alabbi, klasszikus hindu torténet példdzza.

J1 Vak fakirok az erd6ben sétilva taldlkoztak egy éllattal. Az egyik felkialtott: ,,Ez
egy kigy6!”, mikor megsimogatta az ormdnyat. ,,Nem, ez egy fa!”, mondta egy
masik, aki a 1abét tapogatta. A harmadik az 4llat testét falnak érzékelte, a negye-
dik a fiilét papirnak, az 6todik a farkat kotélnek. Amikor azonban este elbeszél-
gettek a tapasztalataikrol, egész jé képet sikeriilt kialakitaniuk az elefantrdl (amit
kordbbi tapasztalataik segitségével ,,mértek” meg).

Azt, hogy egy fogalmat az altalanossag melyik szintjén érdemes vizsgalni,
magatél a fogalomtdl, és a felvetett kérdéstdl fiigg. Ezt ugy kell elképzelni,
mint amikor megismeriink egy hegységet, ahova kirdndulni jarunk. A konkrét
problémdk megoldédsa annak felel meg, hogy le kell kiizdeniink meredek emel-
keddket, bozotos részeket. Eleinte ezeket ki sem tudjuk keriilni. Csak évek so-
rdn jon meg az az attekintési képességiink, hogy mar minden pillanatban tudjuk:
a hegység egészéhez képest hol vagyunk, merre mi van, milyen tavolsagban, és
az hogyan érhet$ el. Ez a megismerési folyamat az egyéni tanuldsra éppen ugy
vonatkozik, mint magdnak a matematikdnak a fejlédésére. A jobb attekintés a
matematikdban sokszor az altaldnossdg szintjének emelkedését jelenti. Mind-
erre fontos példat szolgéltatnak az aldbbiak.

e Elem rendjével el6szor a komplex egységgyokok kapcesan talalkozunk, ami-
kor azt vizsgaljuk, hogy egy komplex szdm mely hatvanyai lesznek 1-gyel
egyenldk. Kidertiil, hogy ezek a ,,j6” kitev6k mindig egy alkalmas egész
szam Osszes tobbszorosei. Ugyanez a jelenség 1€p ol akkor is, ha azt kér-
dezziik, hogy egy geometriai transzforméciot hanyszor kell alkalmazni ah-
hoz, hogy minden pontot 6nmagéba vigyen. Az ,elefant” ebben az esetben
a csoportelméleti elemrend lesz. Az jabb fakir azonban észreveszi, hogy a
linedris transzformécidkndl tanult minimélpolinomnak is vannak a fentiek-
hez hasonl¢ tulajdonsdgai. A végso, ,,még magasabb szintii elefant” tehat az
elemrendnek az a fogalma, ami a modulusok elméletében szerepel.

e A véges Abel-csoportok alaptétele és a Jordan-féle normélalakrdl szol6 tétel
esetében a ,,helyes” (kozos) 4ltaldnossagi szint a f6idedlgyrik f6l6tti modu-
lusok alaptétele.

o A szdmelmélet alaptételét targyalhatjuk kiilon az egész szdmokra, és test f6-

2

Iotti polinomokra. Kozos altaldnositadsként szerepel az euklideszi gyfird, il-

2

letve a f6idedlgylrd fogalma. Ennél is tovabb Iéphetiink, ha idedlok primér
felbontdsait nézziik (Noether-Lasker-tétel), vagy akdr ennek a hdléelméleti
altalanositasat (Kuros—Ore-tétel).

e A direkt szorzat fogalmdnak legéltaldnosabb definicidja a kategériaelmélet-
bdl szarmazik. A direkt szorzat belsd jellemzése altalanos algebrakban kong-

2z o

ruencidkkal torténik. Csoportokban és gy(irikben is médositanunk kell ezen,

sz .z

hogy a normélosztokkal, illetve idedlokkal torténd jellemzést megtaldljuk.
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e A generdlt részstruktira megkaphat6 igy, mint a generdtorokat tartalmazoé
részstruktirdk metszete (ez a teljes halok szintje). Az elemeit le lehet irni
Ugy, mint a generdtoroknak a kifejezésfiiggvényeknél folvett értékeit (ez az
altaldnos algebrak szintje). Konkrét struktirdkban mindig 4j feladat, hogy ez
a leirds milyen formdban lehetséges (linedris kombindcidkkal a vektorterek-
ben, modulusokban, szavakkal a csoportokban, normdlformédkkal a Boole-
algebrakban).

Az algebrai médszerek alapja az, hogy, mint mar emlitettiik, struktirakban gon-
dolkodunk. A teljesség igénye nélkiil megemlitiink néhany tovabbi, tipikus al-
gebrai modszert.

e A direkt szorzatra bontds sordn a struktirdkat egyszeriibb alkotéelemekbdl
allitjuk Ossze. Olyanokbo6l, amelyekben mar konnyebb szdmolni. A szubdi-
rekt szorzat szerkezete nehezebben kezelhetd, de tobb struktdrat bonthatunk
szubdirekt szorzatra, mint direkt szorzatra.

e Hasonl6 fontossagu a faktorstruktiira fogalma is, amely azt teszi lehetdvé,
hogy hasonlé tulajdonsdgui elemeket egymadssal azonositsunk. Példa erre az
a technika, amelynek segitségével a torteket bevezetjiik a hanyadostest nevi
konstrukcio6 révén (és a 2/4 és 3/6 torteket egyenldvé tessziik).

e A reprezentdciok olyan homomorfizmusok, amelyek egy struktirabdl egy
madsfajta struktirdba képeznek, ahol dltaldban mér j6l lehet szdmolni. Példaul
egy csoport elemeihez maétrixokat vagy permutdcidkat, egy Boole-algebra
elemeihez halmazokat rendelhetiink.

o Ennek ellentéteképpen sokszor szabadon épitiink bizonyos objektumokat, és
ezekbdl kapjuk meg a vizsgdlt struktirdt egy homomorfizmus képeként.

e A Gauss-elimindcio egy konkrét algoritmus, amit eredetileg linedris egyen-
letrendszerek megoldédsara fejlesztettek ki. Alkalmas azonban métrixok in-
verzének, determindnsdnak és Jordan-alakjanak, tovabb4 kvadratikus alakok
négyzetdsszeg alakjanak kiszdmit4sara is.

A most lefrt szemléletmdd kiilondsen alkalmas arra, hogy az egyes problémak

megoldasara egy masik teriiletr6l szarmaz6é modszereket alkalmazzunk. Az

ilyen ,,interdiszciplinaris” hozzaallds mindig nagyon megtermékenyitd.

41 Példaul egyenletek megoldasainak vizsgalatara testeket, ezek megértéséhez pe-
dig csoportokat haszndlunk a Galois-elmélet keretében. Hasonl6 fontossagu a

Pontrjagin-dualitds, amely a diszkrét és kompakt topologikus csoportok elméle-
tét kapcsolja Ossze.

Végiil egy 4ltaldnos megjegyzést tesziink a matematikdr6l. A matematika
fejlédése nem olyan egyszeri folyamat, hogy megoldjuk a gyakorlatban, vagy
a mas tudomanyokban folmeriil6 problémékat. Azért nem, mert sokszor el6for-
dul, hogy nem vagyunk elég okosak, és ezért ezeket a problémdkat nem tudjuk
megoldani azonnal. Gyakori tapasztalat, hogy ilyenkor segithet a megolddsban
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a matematika egy madsik teriilete, egy olyan teriilet, amelyet eredetileg egészen
mads célbdl, mas problémdk megoldisa végett fejlesztettek ki. Példaként meg-
emlitjiik az RSA titkositdsi rendszert, amelyet manapsdg dllandéan alkalmaz-
nak, és amely annak kdszonheti a megsziiletését, hogy az emberiség egy masik,
teljesen elvontnak és alkalmazhatatlannak tind problémat vizsgalt: azt, hogy
nagyon nagy szamokat milyen eljarassal lehet gyorsan primtényezSkre bontani.
43 A j6 problémak azok, amelyek 4j, még feltaratlan teriiletekre, 4j jelenségek meg-
értésére vezetnek. A keletkez6 elméletek azutan mar sokszor gyakorlati alkalma-
zasokat is adnak. J6 példa erre, hogy az egyenletek megoldéképletének vizsgalata
a Galois-elmélet kifejlodéséhez vezetett, ennek segitségével értettiik meg a véges
testek szerkezetét, ezeket pedig, szinte vdratlan médon, alkalmazni lehet a hir-
adastechnikdban, pontosabban a kédelméletben.

A matematika most leirt fejlédési folyamata hasonlit ahhoz, ahogy az Elet
terjeszkedik, és egyre djabb teriileteket vesz birtokaba. FEleinte a véletlenen,
példaul mutacidkon, tengerdramlatok szeszélyein mulik, hogy egy-egy organiz-
mus ,,megprobalkozik-e” valami djdonsdggal. Azutdn ,kovet6i” is akadnak,
akik koziil nagyon sok elpusztul. De lassan kidertil az ,,igazsdg”: a helyes stra-
tégia, amivel az 4j koriilményekhez alkalmazkodni lehet. Ugyanigy szdmos
matematikai kisérletet kell tenniink, problémakat megoldanunk, tételt bizonyi-
tanunk, elméletet késziteniink, mig végiil a helyes irdnyra rabukkanunk, és az
elefantot” megtalaljuk.

A matematikdt tehdt nem egy (tétel)gydrhoz vagy csirkefarmhoz érdemes ha-
sonlitani, hanem inkdbb a természethez, ahol minden mindennel 6sszefiigg. Egy-
egy teriilet életképességét nemcsak az eredményei szabjdk meg, hanem az is,
hogy hogyan tud beilleszkedni az egészbe, milyen kapcsolatokat tud terem-
teni. A fejlédést sokszor bels6 torvényszeriiségek szabilyozzik, ezek egy ki-
fejez6dési formdja a matematika esztétikuma. A matematikusok dltal izgalmas-
nak, érdekesnek, szépnek tartott kérdések megvalaszoldsa szdmtalanszor veze-
tett dontd attoréshez. Olyan Otletek meriilhetnek igy fol, amelyekhez mashogy
el sem juthattunk volna. A matematikdt alkalmazni szdndékozok azutdn meg-
latogathatjdk a természetet, és megtaldlhatjak azt az erdei gyiimoélcsét, gombit,
amire éppen sziikségiik van.

Ha kirdndulunk a természetben, akkor meg is erdsodiink. A matematika-
val valé foglalkozas pedig megerdsiti az altalanos emberi gondolkodasnak egy
nagyon fontos fajtdjit: azt, amikor szisztematikusan végig kell gondolnunk va-
lamit. Ez lehet kdznapi dolog, mondjuk butortologatasi stratégia egy zsufolt la-
kasban, de lehet szamitdstechnikai probléma, vagy akar jogi kérdés is. Mindezt
problémamegoldassal, fogalmak, bizonyitdsok megértésével edzhetjiikk. A ma-
tematikanak része a matematikai logika, amely ezt a fajta gondolkoddsmddot
vizsgalja, és teljes megbizhat6saggal kezeli.

TEXTS DON'T GROW ON TREES!
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