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Bevezetés

Te jol tudod, a koltd sose lodit:
az igazat mondd, ne csak a valodit.

Jozsef Attila: Thomas Mann iidvozlése

Mi az algebra? Az algebra abbdl az igénybdl fejlédott ki, hogy a szamitiso-
kat hatékonyan tudjuk elvégezni. Nem csak klasszikus egyenletek és egyen-
letrendszerek megolddsardl van sz6: geometriai és fizikai problémdk megolda-
sakor masféle mennyiségekkel, példaul komplex szdmokkal, vektorokkal, mat-
rixokkal, transzformdcidkkal, tenzorokkal, kvaternidkkal is végziink miivele-
teket, amelyek kozos tulajdonségait az algebrai struktiirdk irjdk le. Ezek on-
all6 vizsgdlata szdmos vdratlan alkalmazdssal szolgélt a kombinatorikdban, az
algoritmuselméletben, s6t a kédelméletben is, ami példdul a mai megbizhat6
elektronikus kommunikaciot teszi lehetévé. A csoportok rendezd elvet adnak a
geometriai vizsgélatokhoz. Azt mondhatjuk, hogy az algebrai struktirdk a ma-
tematika tobb dgdban is az alapvet6 nyelvezet részét alkotjdk. Az Olvasénak
azt tanacsoljuk, hogy lapozzon bele most, és a konyv kés6bbi tanulmanyozasa
sordn is tobbszor a rovid 10. fejezetbe, ahol megkiséreltiik leirni minél kdzért-
hetébben, de mégis valddi példdkra tdimaszkodva azt, hogy véleményiink szerint
mi is az algebra. Ezek a példdk és a mogottiik hizédé elvek remélhetdleg egyre
vildgosabbd valnak majd az anyag elsajétitdsa sordn.

Kiknek szol ez a konyv? A magyar felsGoktatasban a kreditrendszer bevezeté-
sével, a bolognai folyamat eldrehaladtdval a hallgatok szabadsdga nagy mérték-
ben megnovekedett. Ki-ki igényei szerinti mélységben hallgathat kurzusokat,
ahol az anyag mennyisége, felépitése, és igy az el6adds tempdja, részletessége
is kiilonboz6 lehet. Az egységes BSc matematika szak képzése sordn igen kii-
16nboz6 képességli és felkésziiltségii hallgatk igényeit kell egyidejiileg kielé-
giteni. El&térbe keriilt az 6ndllo, otthoni tanulds, tovdbbképzés lehetdsége is.
Ezért sziikségét éreztiik egy olyan tankonyv megalkotdsdnak, amely ezekhez az
igényekhez alkalmazkodik, mind a didk, mind a tandra szdmadra.

A tankonyv mindenkinek sz6l, aki kozépiskolai tanulmdnyai befejeztével be
akar tekinteni az algebrdba. Elsdsorban a leendé matematikatandrok, matema-
tikusok, a matematikat alkalmaz6 szakemberek igényeit tartottuk szem eldtt,
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ideértve példdul a fizika, a kémia, a mérndki tudomdanyok, az informatika, vagy
akdr a kdzgazdasdgtan irdnt érdekldddket is, de haszonnal forgathatjdk a kony-
vet az algebra alapjai (komplex szdmok, polinomok) irdnt érdekl6dd tehetséges
kozépiskolds didkok, tovdbbd mar végzett tandrok, szakemberek is.

Mennyire nehéz elsajatitani az anyagot? Eukleidész 6ta tudjuk, hogy a ma-
tematikdhoz nem vezet kiralyi ut. Ennek ellenére az els6dleges célunk az volt,
hogy e kényv maximalisan érthetd legyen minél tobb érdekl6dd szdmara. Fel-
hasznaltuk az E6tvos Lordnd Tudomanyegyetem Algebra és Szamelmélet Tan-
sz€kének sok évtizedes oktatdsi tapasztalatait: azt, hogy milyen kérdések hang-
zanak el a konzulticidkon, milyen feladatok bizonyultak a legeredményesebb-
nek a gyakorlatokon. Az egyszer(ibb anyagrészeket is magyardzatokkal lattuk
el, bevettiik azokat a hattérszdmoldsokat, részleteztiik azokat a meggondolniva-
16kat, amelyek néha csak hézi feladatként szerepelnek az el6addsokon. Komo-
lyan reménykediink abban, hogy a gyengébb hattérrel indulé hallgatok is képe-
sek lesznek e konyv segitségével felzarkozni, tiljutni a kezdeti nehézségeken.

Hogyan olvassuk a kényvet? A matematikat alaposan meg kell érteni, és csak
azutan lehet megtanulni. Ezt Gigy tehetjiik a legeredményesebben, ha minél tobb
bizonyitast dndlléan magunk taldlunk ki, és ha menet kdzben elgondolkozunk
a dolgokon, miel6tt tovabbhaladnank. Sok olyan konnyd allitds van, amelynek
a bizonyitasat akkor lehet j6l megérteni, ha az Olvasé maga végzi el a részletek
aprolékos végiggondolasat, ,,végigszdmolasat”. Ilyen példaul 1j definicidk egy-
szerl kovetkezményeinek ellendrzése, vagy példak, ellenpélddk megemésztése.

Ezért a konyv forméja szokatlan: egyes részletek, meggondolnivalok Kérdés,
Gyakorlat, vagy akar Feladat form4jaban szerepelnek az ,.elméleti” szovegen
beliil is. Ha valaki nem boldogul egy ilyen Gyakorlattal, vagy ha ellen&rizni
akarja magat, akkor érdemes a megoldast elolvasnia, miel6tt tovabb haladna.
A Kérdésekre mindig a szovegben kovetkezik a vélasz. A Gyakorlatok altala-
ban konnyebbek, a Feladatok nehezebbek. A szokdsosndl nehezebb feladato-
kat a * szimbélum jeloli. A Feladatokhoz dtmutatdst adunk a konyv végén, az
U. Fiiggelékben. Mindegyik Gyakorlathoz és Feladathoz részletes megoldast
készitettiink, amely (képernydn olvashaté és kinyomtathaté pdf formatumban)
az internetrdl letolthetS (a cim az M. fejezetben, a 665. oldalon olvashato). Igy
a konyvben csaknem teljes egészében, megolddsokkal egyiitt megtaldlhaté az
egyetemi gyakorlatokon dltaldban szerepld tdrzsanyag.

Vigydzzunk: a megolddsok elolvasdsa nem helyettesiti az 6néllé gondolko-
dast. Ezen kiviil a megértés és a begyakorlds két kiilonb6z6 dolog! A konyv-
ben szerepld Gyakorlatok és Feladatok elsésorban az anyag megértését segitik.
Ha nem elegendbek a begyakorlasra, akkor a Fagyejev—Szominszkij [7] és a
CzEdli-Szendrei—Szendrei [8] feladatgytjteményekbdl érdemes tovabbi felada-
tokat megoldani, egyéni sziikségletek szerint.

TEXTS DON'T GROW ON TREES!

RUTHORS " RIGHTS AWAREHESS CAMPALGH © Kiss Emil



© Typotex Kiado

BEVEZETES XV

Milyen a konyv stilusa? Nagy hangsulyt fektettiink arra, hogy elmagyarazzuk
a ,,miért’-eket: azt, hogy az egyes fogalmak miért fontosak, miért igy és nem
madshogy definidltuk dket, hogy a bizonyitdsokban miért éppen a leirt 1épéseket
tesszlik, hogyan lehetne masmerre haladni.

Els6sorban az apré betlis részekben szerepelnek mélyebb, eléremutatd vagy
filoz6fiai jellegli megjegyzések is. Noha hangsulyozottan elméleti anyagot tar-
gyalunk, megprébaltunk itt-ott (a teljesség igénye nélkiil) kitekinteni a mélyebb
matematikai elméletek és néhdny alkalmazds irdnyéba is, a fizikétdl a hibajavito
kédolds bemutatdsdig. Ugy gondoljuk, mindez nemcsak az anyag alkalmazasa-
hoz ad segitséget, hanem az ondllo problémamegoldds elsajatitasdhoz is.

Aki a matematikat alkalmazza, azaz modelleket készit, annak a fogalomalko-
tas technik4jat is meg kell ismernie. A fogalmak mogott meghiz6do filozofiat,
az algebrai fogalomalkotdsi médokat, szemléletet egy matematikatanarnak sok-
szor fontosabb ismernie, mint a konkrét eredményeket. A tanar feladata az is,
hogy hidat jelentsen a tudomany és a mindennapok kozott, és ezért fontos, hogy
amennyire lehetséges, attekintést szerezzen az ismeretek mindenkori allasarol.
43 Ha valaki matematikdval foglalkozik, akar tanarként, akar kutatoként, akar alkal-

mazoként, mindig el kell dontenie, hogy a precizségnek mely szintje az, amely

a maximadlis érthetéséget eredményezi sajat maga és a kornyezete szdmara. Ha

nem vagyunk elég precizek, akkor 6sszemoshatunk kiilonb6z6 dolgokat, kima-

radhatnak fontos feltételek, ami hibdhoz, érthetetlenséghez vezet. Ha viszont tdl
precizek vagyunk, akkor a formalizmus mogott elsikkad a 1ényeg, az id6 a kédo-
lassal/dekédoldssal, és nem az emberi gondolkozdssal telik. Az attekinthetSség,

és az ehhez kapcsolddo jo jelolés megtaldldsa minden matematikusnak elséren-

diien fontos feladata minden egyes problémaban, mert hatékonyabb4 teszi a gon-
dolkodast és a kommunikéaciot.

A modern matematikdnak sajatossdga, hogy még az elméleti munkdhoz is
egyre inkabb haszndl szamitdgépes szoftvereket. A célunk nem egy program is-
mertetése, hanem a kedvcsindlds volt. Els6sorban a Maple, illetve a csoportel-
méleti részben a GAP program felhasznéldsabdl adtunk izelit6t. A matematikai
programokrdl részletesebb informdci6 taldlhaté a P. Fliggelékben.

Milyen eloismereteket tételeziink fol? A konyv kiinduldsképpen csak a ko-
zépiskolai anyagra tdmaszkodik. Ahogy azonban haladunk elére, sziikség lesz
mads, elssorban szdmelméleti, kombinatorikai, s kés6bb linedris algebrai isme-
retekre is. Ezek elsajatitdsdban segithetnek az irodalomjegyzékben szereplé mii-
vek, elsésorban Freud Rébert és Gyarmati Edit: Szdmelmélet [1], illetve Freud
Robert: Linedris algebra [2] cimii kdnyve. A szdvegben természetesen mindig
megemlitjiik a sziikséges elGismereteket. A Fiiggelékben kiilon 6sszefoglaltunk
tobb olyan tételt is, amelyre a szovegben hivatkozunk. Azt ajanljuk, hogy az
Olvasé mihamardbb fusson végig a halmazelméleti és logikai alapfogalmakat
tartalmazé E.1. szakaszon. A targyaldsi médot ugy valasztottuk, hogy kezdettdl
fogva a lehetd legjobban el6készitse a legfontosabb absztrakt algebrai fogalmak
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bevezetését. Ezért a konyv elsé fejezeteibe annak is érdemes belepillantania,
aki mdr ismeri példdul a komplex szdmokat vagy a polinomokat.

Milyen anyagot olel fol ez a kényv? A konyv a linedris algebra kivételé-
vel tartalmazza a tudoményegyetemek matematika szakjain tanitott algebra tan-
anyagot. Kivételt csak az elméleti matematikusnak késziils, az algebra irdnt
kiilonosen érdeklédo didkok jelentenek, de Gket is megprébaljuk elokésziteni a
szakirodalom 6n4ll6 tanulmanyozéséra.

Ennek megfeleléen eldszor a komplex szdmokkal, majd a polinomok alap-
vet$ tulajdonsdgaival ismerkediink meg, beleértve az irreducibilis polinomok
vizsgdlatat is. A geometriai transzformdciok kapcsédn bevezetjiik a csoportok
fogalmat. Ebben a fejezetben jutunk a legmélyebbre, a véges Abel-csoportok
alaptételérdl, a véges p-csoportok elméletének alapjairdl, Sylow tételeirdl, per-
mutaciécsoportokrol, szabad csoportokrdl egyarant szét ejtiink, s6t meséliink a
véges egyszer(i csoportok klasszifikaci6jarél is. A Szabé Endre! 4ltal irt C. Fiig-
gelék tovabbi csoportelméleti témakra €s ezek fizikai alkalmazasaira tekint ki.

A gytirtielmélet tirgyaldsakor elsGsorban a szamelmélet alaptételének mé-
lyebb megértésére és a szamfogalom felépitésére szoritkozunk, beleértve Fro-
benius tételét is a szamfogalom lezarasardl, de szé esik roviden a kommutativ
és nemkommutativ gyfirtik elméletének alapjairél, tovabba az alkalmazasokban
fontos Grobner-bazisokrdl is. Eszkozeinket felhaszndljuk testek vizsgdlatdra
is a Galois-elmélet keretében. Alkalmazasként belatjuk, hogy nevezetes geo-
metriai szerkesztések (kornégyszogesités, szogharmadolds) nem végezhetdk el
korzdvel és vonalzdval, €s megvizsgéljuk az egyenletek gyokjelekkel valé meg-
oldhat6saganak kérdéskorét is. A véges testek konstrukcidja moédot ad arra,
hogy a hibajavité kédok elméletének alapjaiba is belekdstoljunk.

A konyv tartalmat annak rendeltiik ald, hogy az Olvasot bevezessiik az algeb-
rai gondolkoddsmodba. Ehhez nyujt példaanyagot a csoportelmélet viszonylag
mély targyaldsa, vagy példaul a féidedlgytird folotti végesen generalt modulu-
sok alaptételének bizonyitdsa, és ennek alkalmazédsa a matrixok Jordan-féle nor-
madlalakjanak kiszdmitasara. Ez a szemlélet indokolja azt is, hogy a konyvben
szerepel egy altaldnos algebrdkrdl szol6 fejezet, amely segit a mar megtanult
anyagot Osszefoglalni, egy szinttel mélyebben attekinteni.

Ugyanakkor nem akartunk belekapni olyan, kiilonben fontos témdkba, me-
lyeket amigy sem targyalhattunk volna kielégit6 mélységben. Ezért nem esik
sz6 példaul projektiv, injektiv modulusokrdl, és a homoldgiaelmélet esetében
is megelégedtiink kommutativ gy{iri f616tt a Hom-csoportok €s a tenzorszorzat
bevezetésével. Konyviink elolvasdsa remélhetdleg elegendd alapot nytjt ezek-
nek a témdknak haladébb tankdnyvekbdl valé 6ndllé elsajatitdsdhoz.

1'Szab6 Endre honlapja: http://www.renyi.hu/ endre
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Ha az Olvaso6t a most elmondottaknal tobb részlet érdekli, akkor azt tanacsol-
juk, hogy a konyv elején taldlhat6 tartalomjegyzékben fussa dt az egyes fejeze-
tek cimeit. Mindegyiknek az elején rovid bevezet6 olvashatd. Kiilon felhivjuk
a figyelmet a fejezetek végén taldlhaté osszefoglalékra, amelyek a legfontosabb
eredményekre valé hivatkozdsokat is tartalmazzédk, és elmondjik, hova jutot-
tunk el. Ezek a vizsgdra késziilésben is hasznosak lehetnek. Igy egyes tételeket
is visszakereshetiink (ebben a targymutato is segithet).

Koszonetnyilvanitas. A rengeteg szakmai segitségért, hasznos tanacsokért, a
sajtohibdk megtaldldsaért, a konyv olvashatébbd tételéért haldmat szeretném
kifejezni kollégdimnak: Agoston Istvannak, Fried Ervinnek, Hermann Péter-
nek, Keith Kearnes-nek, Lakos Gyuldnak, Mayer Gyuldnak, Marki L4szlénak,
Moussong Gébornak, Palfy Péter Palnak, Pelikdn Jézsefnek, Préhle Péternek,
Pyber Lészlénak, Simdnyi Ndndornak, Simonovits Miklésnak, Szabé Csabi-
nak, Szabé Endrének, Téth Imre Péternek, tovabbd tanitvdnyaimnak (a teljes-
ség igénye nélkiil: Bérczi Krist6f, Boros Baldzs, Cséka Endre, Finta Vikto-
ria, Gyenis Zaldn, Hadsz Sdndor, Kmecs Viktéria, Saldt Mété, Strenner Baldzs,
Szabd Mité, Vicze Zsolt), valamint csalddom tagjainak: Vantsé Katalinnak és
Kiss Melinda Flérdnak. Kiilon ki szeretném emelni Freud Rébert rendkiviil
gondos lektori munkdjét, aki a matematikai és nyelvi javitdsok mellett szdmos
megoldési otletet adott az egyes feladatokhoz, és a koncepciok kialakitdsdban is
érdemi részt vallalt. A konyv mindannyiunk kdz6s munkdja, a ,.kirdlyi tobbest”
ez indokolja.

Végezetiil hadd hangsilyozzam, hogy a matematikdval valé foglalkozés a
hasznossaga mellett szérakoztatd, és a gondolkodast fejleszt6 id6toltés is. A fel-
adatmegolddst ugyantigy élvezhetjiik, mintha sakkoznink: EN 2 WL &N E |
bridzseznénk: &OM, vagy zenét hallgatnank. Abban reménykedve, hogy az
Olvasénak is sikeriil rataldlnia a matematika szépségére, sikeres és kellemes
munkdt kivanok néhany arkhimédészi test rajzaval, melyek szimmetridirdl a
csoportelméletben lesz majd sz6.

TS

Budapesten, 2007 tavaszan

Kiss Emil
http://www.cs.elte.hu/“ewkiss
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