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Fiiggelékek

F6. Gyakran el6fordulé hatarértékek

Ez a fiiggelék a 11.1. alfejezet S. tételének (4)—(6) allitdsait bizonyitja.

4. hatarérték: Ha |x| < 1, akkor lim x" =0

n—oo

Azt kell megmutatnunk, hogy tetszbleges € > 0-hoz van olyan N, hogy minden
n> N esetén |x"| < &. Mivel €'/" — 1, és |x| < 1, van olyan N, hogy &'/ > |x].
Azaz

WV =[xV <e. (F.1)

Ez az az egész szam, amire sziikségiink volt, hiszen
|x"| <|¥¥| minden n>N (F2)

Az (F.1) és (F.2) egyenl6tlenségekbdl

x"| < € minden n > N esetén.

n
5. hatarérték: Barmilyen x szamra lim <1 + E) =e*
n

n—oo

n
an:<1+$) .

Ina, zln(l—f-)—c)n :nln(l—i-)—c) — X,
n n

Legyen

Ekkor

ahogy azt L’Hospital szabdllyal megmutatjuk, ahol n ,,szerint” differencidlunk
(4. Tétel)

In(1
limn(l—i—)—C) = lim M
n—oo n n—oo l/n

1
) )
_n~>oa _1/n2 _nﬁool-i-x/n_ ’

A 4. Tétel szerint az f(x) = ¢ fiiggvénnyel

X n
(l—l-—) =a, =" — ¢~
n

x"
6. hatarérték: Barmilyen x szamra lim — =0
n—eo 11!

Mivel
| x|n X" | x|n
- < — AL,

n! —n! = n!’

azt kell megmutatnunk, hogy |x|" /n! — 0. A sorozatokra vonatkozé ,,szendvics
tételt” (11.1. alfejezet 2. Tétel) alkalmazzuk, hogy megmutassuk, x" /n! — 0.
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ElSszor valasztunk egy olyan M szamot, hogy (|x|/M) < 1 teljesiiljon. Az
imént bizonyitott 4. hatarérték-allitas szerint (|x|/M)" — 0. Ha n > M, akkor

" "

n! 1-2-00e M-M+1)(M+2)----- n

(n—M )tényezd
I i 7 N AT
S MMM T oMM T MY\ M)

Azaz

o B0 (1a]Y’
! M)

Mivel MM /M! egy n-t] fiiggetlen konstans és (|x|/M)" nulldhoz tart, ezért
|x|" /n! — 0.

F7 : A vektorialis szorzas disztributivitasa

Ebben a pontban bebizonyitjuk, hogy a vektoridlis szorzds disztributiv a vekto-
rok 0sszeaddsara nézve, azaz

ux (V+w)=uxv4uxw.

A vektoridlis szorzatnak ezt a tulajdonsagat mar kimondtuk a 12.4. alfejezetben.

Bizonyitas: A disztributivitds bizonyitasdhoz felhaszndljuk az u x v vektornak
egy érdekes felirasat. Rajzoljuk fel u-t és v-t egy k6zos O kiinduldsi pontbdl, és
nevezziik M-nek az u-ra merdleges, O-n dtmend sikot (F.10. dbra). Jelljiik v'-
vel a v vektor M-re valé merSleges vetiiletét. Lathat6, hogy v/ hossza |v|sin 6
lesz. Forgassuk el v/-t u koriil 90°-al pozitiv irdnyba, és szorozzuk meg az igy
kapott v’ vektort u hosszaval. A keletkezd |u|v” vektor éppen u x v lesz, hiszen
az irdnya megegyezik u x v irdnyaval (F.10. dbra), és a hossza

[ul[v"| = Ju][V'| = [u][v]sin6 = [uxv].

F.10. ABRA: Az dbrardl leolvashatd, hogy u x v = |u|v".

Vizsgaljuk meg azt a harom mtiveletet, amelyet u x v elééllitasa sordn hasz-
néltunk! Ez a hdrom miivelet az

1. M-re vald vetités,
2. u koriili 90°-os forgatds,

3. |u| skaldrral val6 szorzés.
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F.11. ABRA: A v, w, v+ w vektorok, és merSleges vetiiletiik
az M sikra.

Ha a mfiveletek barmelyikét egy olyan haromszogre alkalmazzuk, amelynek
egyik oldala sem parhuzamos u-val, akkor a haromszogbdl keletkezd alakzat is
egy ilyen haromszog lesz. Induljunk ki egy olyan haromszogbdl, amelynek ol-
dalai v, w és v+ w, és alkalmazzuk egymads utdn a fenti hdrom miveletet (F.11.
abra). Rendre a kovetkezdket kapjuk:

1. Egy hdromszdget, amelynek oldalai v/, W' és (v+w)’, és ezek kielégitik
a kovetkezd vektoregyenletet:

V4w =(v+w).

2. Egy hdromszoget, amelynek oldalai v/, w” és (v +w)”, és ezek kielégi-
tik a kovetkezd vektoregyenletet:

V”"‘W” — (V+W)//.
(A vessz0s és kétvesszds vektorok jelentése ugyanaz, amely az F.10. dbran
volt.)

3. Egy hdromsziget, amelynek oldalai [u|v”, [u|w” és |u|(v+w)”, és ezek

kielégitik a kovetkez6 vektoregyenletet:

[ulv" + fu|w"” = |u|(v+w)".

Az utolsé egyenletben hajtsuk végre a bizonyités elején igazolt |u|v’ =uxv,
|u|w” =u x w, illetve |u|(v+w)” = u x (v+ w) helyettesitéseket, és megkapjuk
a keresett

uxv+uxw=ux (v+w)

Osszefiiggést. O

F8 A vegyes derivaltak egyenloségérol és a kétvaltozos fiiggvények

megvaltozasarol szolo tétel bizonyitasa

A fiiggeléknek ebben a pontjdban bebizonyitjuk a vegyes parcidlis derivaltak
egyenl&ségérdl szolo tételt (14.3. alfejezet, 2. Tétel), és a kétvaltozos fiiggvé-
nyek megvaltozdsarol szolo tételt (14.3. alfejezet, 3. Tétel). Az el6bbi tételt els-
szor Euler publikalta 1734-ben, egy hidrodinamikardl sz616 cikkben.

1. TETEL: A vegyes parcialis derivaltak egyenldsége

Ha f(x,y) és az fi, fy, fx, fix parcidlis derivaltak léteznek egy (a,b)
koriili nyilt tartomdnyon és valamennyi folytonos az (a,b) pontban, akkor

fxy(avb) :fyx(a7b)'
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F.12. ABRA: Az fy(a,b) = fix(a,b)
egyenldség bizonyitdsanak a kulcsa az,
hogy béarmilyen kicsi is R', fi és
fyx felvesz azonos értékeket R’ bel-
sejében (bar nem feltétleniil azonos
pontokban).

Bizonyitds: f,(a,b) és fyc(a,b) egyenlségét a Lagrange-féle kozépértéktétel
(4.2. alfejezet, 4. Tétel) négyszeri alkalmazasaval fogjuk megmutatni. A feltéte-
lek szerint az (a,b) pont belsd pontja egy olyan, az xy-sikban fekvs R téglalap-
nak, amelyen f, fy, fy, fiy és fyx mindegyike létezik. Vdlasszuk h-t és k-t olyan
elegendGen kicsiny szdmnak, hogy az (a+ h,b+ k) pont is R-be essen, és legyen

A=F(a+h)—F(a), (E3)

ahol
F(x) = f(x,b+k)— f(x,D). (F4)

Alkalmazzuk a Lagrange-féle kozépértéktételt F'-re. F folytonos és differencial-
hatd, hiszen f is az, az elsd véltozdja szerint. A kozépértéktétel és (F.3) alapjan

A= hF'(c;) (E5)
egy alkalmas ¢ € (a,a+ h) szammal. Az (F.4) egyenlGséget derivalva
F'(x) = fu(x,b+k) = fe(x,b),
amit felhaszndlva (F.5) igy alakul:
A= h[f(c1,b+k)— fi(c1,b)]. (F.6)

Most alkalmazzuk a Lagrange-féle kozépértéktételt a g(y) = fi(c1,y) fiiggvény-
re. Azt kapjuk, hogy alkalmas d; € (b,b+k)-val

g(b+k)—g(b) =kg'(d1),
vagyis
fx(clvb+k) _fx(clab) = kfxy<clad1)-
Ha ezt behelyettesitjiik az (F.6)-ba, azt kapjuk, hogy
A = hkfxy(c1,d), (ET)
ahol a (cy,d;) pont egy olyan R’ téglalap bels pontja, melynek négy csicsa

(a,b), (a+h,b), (a+h,b+k)és (a,b+k). (Lasd az F.12. dbrét.)
Az (F4) egyenldségbeli definiciot felhasznalva (F.3) igy frhato:

A= fla+h,b+k)— fla+h,b)— fla,b+k)+ f(a,b)
= [fla+hb+k)— fla,b+k)| — [f(a+h,b)— f(a,b)]
=¢(b+k)—9(b), (E.8)

ahol
O(y) = fla+h,y)—f(a,y). (F9)

A Lagrange-féle kozépértéktételt (F.8) egyenletre alkalmazva
A=k¢'(dy) (F.10)
valamely d, € (b, b+ k)-val. (F.9) alapjan
9'() = flathy) = filay), (F11)
amelyet (F.10) egyenletbe beirva azt kapjuk, hogy
A= k[fy(a+h,d2) —fy(a,dz)] .

Végiil alkalmazzuk a kozépértéktételt a szogletes zardjelben szerepld kifeje-
zésre:
A = khfy(ca,da), (F.12)

valamely ¢, € (a,a+ h)-val.
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C(xg + Ax, yg + Ay)

A(xg, Yo)

B(xg + Ax, yg)

F.13. ABRA: A novekedési tételben sze-
repl6 T téglalap. Az dbran Ax és Ay po-
zitivnak van rajzolva, de barmelyik le-
het nulla vagy negativ is.

Az (E.7) és (F.12) egyenletek alapjan

foler,di) = frl(ea, da), (F.13)

ahol mind (cy,d;), mind (c2,d>) az R’ téglalapban fekszik (F.12. dbra). Az
(F.13)-beli egyenlet nem pontosan az, amelyre vagyunk, ugyanis csak azt allitja,
hogy fyy (c1,d1)-beli és fyx (c2,dn)-beli értéke egyezik meg. Viszont az R’ tég-
lalap oldalait alkot6 & és k szamot vélaszthatjuk olyan kicsinynek, amilyennek
szeretnénk. Az a feltétel, hogy fy, és f, folytonos (a,b)-ben azt jelenti, hogy

fxy(cladl) :fxy(a’b)"‘sl €s fyx(CZadZ) :fyx(aab)+827

ahol g, & — 0, ahogy / és k mindketten nullahoz tartanak. Igy 7,k — 0 mellett
megkapjuk, hogy fi,(a,b) = fyx(a,b). O

A tétel kovetkeztetése, azaz fy,(a,b) és fix(a,b) egyenlGsége gyengébb fel-
tételekkel is igazolhatd. Példdul elég feltenni, hogy f, fx és f, léteznek R-ben,
és hogy f,, folytonos (a,b)-ben. Ebbdl kovetkezik, hogy f,. 1étezik (a,b)-ben,
és hogy értéke megegyezik fyy(a,b)-vel.

2. TETEL: Kétvaltozés fiiggvények megvaltozasa

Tegyiik fel, hogy a z = f(x,y) fiiggvény parcidlis derivaltjai 1éteznek egy
nyilt R tartoményon, és hogy f és f, folytonosak az (xo,yo) € R pontban.
Ekkor az f fiiggvény (xo,yo) és (xo + Ax,yo + Ay) kozotti

Az = f(xo +Ax,yo +Ay) — f(x0,Y0)
megvaltozasa felirhat6
Az = fi(x0,y0)Ax + fy(x0,Y0) Ay + €1 Ax + €Ay

alakban, ahol €1, & — 0, ahogy Ax és Ay mindketten nulldhoz tartanak.

Bizonyitas: Vegyiink fel egy olyan R-ben fekvo T téglalapot, amelynek ko-
zéppontja A(xo,Yo0), és legyen Ax, Ay olyan kicsi, hogy az A-t B(xo + Ax, yo)-lal,
és a B-t C(xp + Ax, yo + Ay)-nal 6sszekotd szakasz T belsejében fekiidjon (F.13.
dbra).

Bontsuk fel Az-t Az = Azy + Az, alakba, ahol

Azy = f(xo+Ax,y0) — f(x0,¥0)
az f fuggvény A és B kozotti megvaltozasa, mig
Azy = f(xo+Ax,yo +Ay) — f(xo+Ax,y0)

a B és C kozotti megvaltozds (F.14. dbra).
Az [xp,x0 + Ax] zdrt intervallumon az F(x) = f(x,yo) fiiggvény x differenci-
alhat6 (igy folytonos) fiiggvénye, amelynek derivaltja

F'(x) = fx(x,y0)-

A Lagrange-féle kozépértéktétel szerint (4.2. alfejezet, 4. Tétel) 1étezik egy
¢ € (x0,x0 + Ax) szam, amelyre

F(xo+Ax) — F(xo) = F'(c)Ax,

vagy masképp
J (%0 +Ax,y0) = f(x0,y0) = fi(c,y0)Ax,

azaz
Azi = fi(c,y0)Ax. (F.14)
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z=[f(x,y)

Yo+ Ay

(xo + Ax, yO) N C(x() + Ax, Yo+ Ay)

F.14. ABRA: A z= f(x,y) fiiggvény képe a Py(xo,y0, f(x0,¥0)) pont ko-
riil. A Py, P’ és P pontok azonos zg = f(xo,yo) magassdgra vannak az
xy-sik folott. A fliiggvény, azaz z megvéltozdsa Az = P'S. A

Azy = f(xo+Ax,y0) — f(x0,y0)

megvaltozas, amelyet x-nek rogzitett y = yo melletti xq €s xo + Ax kozotti
megvaltozdsa okoz, P’Q = P'Q'-ként van feltiintetve. Végiil rogzitett
x = xo + Ax mellett a fliggvény

Azy = f(xo+Ax,yo +Ay) — f(x0+Ax, o)
valtozasa, amelyet y-nak az yg és yg + Ay kozotti megvaltozasa okoz,

Q'S-ként szerepel az dbrdan. A fiiggvény teljes valtozdsa Az; és Az
osszege.

Hasonl6an, G(y) = f(xo + Ax,y) derivdlhaté (igy folytonos) az [yo,yo + Ay]
intervallumon, €s

G'(y) = fy(xo+Ax,y).
A kozépértéktétel szerint létezik egy d € (yo,yo + Ay) szdm, amelyre
G(yo+A4y) — G(yo) = G'(d)Ay,
vagy masképp

f(xo+Ax,y0 4+ Ay) — f(xo +Ax,y) = fy(x0 + Ax,d)Ay,

azaz

Az = f(x0 + Ax,d)Ay. (E.15)

Tudjuk, hogy ha Ax és Ay nulldhoz tartanak, akkor ¢ — xg és d — yo. Mivel
fx és f, folytonos (xo,yo)-ban, az

€1 = fr(e,y0) — fx(x0,¥0),

F.16
& = fy(x0 +Ax,d) — fy(x0,30) (10

mennyiségek is nulldhoz tartanak, ahogy Ax — 0 és Ay — 0.
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Végiil, ahogy bizonyitani akartuk,

Az =Az1 +A2
= fule,0)Ax+ fy(xo + Ax,d)Ay it > 1
= [fe(x0,y0) + &1] Ax+ [ fy(x0,0) + &2] Ay (F.16) miatt
= fx(x0,50)Ax + fy(x0,¥0) Ay + €1Ax + £24,
ahol g1,& — 0, ahogy Ax és Ay nulldhoz tartanak. O

A kétvaltozés fiiggvény megvaltozasarol szolo tétel tetszleges, véges sok
viltozos fiiggvényre dltaldnosithatd. Példdul, ha a w = f(x,y,z) hdromvaltozds
fiilggvény parcidlisan differencidlhaté egy (xo,y0,z0) koriili nyilt tartomdanyon,
és az f, fy, f. parcidlis derivaltak folytonosak (xo, yo,20)-ban, akkor

Aw = f(x0 + Ax,yo + Ay, z0 + Az) — f(x0,0,20)
= fildx+ fyAy + f:Az+ €1Ax + Ay + £3Az, (E.17)

ahol €, &,€e3 — 0, ahogy Ax,Ay,Az — 0. (Az (F.17) egyenletben szerepl$ par-
cidlis derivaltakat az (xg,yo,z0) pontban kell venni.)

Az (F.17) egyenl6ség bizonyitdsdhoz Aw-t harom megvaltozds Osszegére
bontjuk:

Awy = f(xo+ Ax,y0,20) — f(x0,Y0,20) (F.18)
Awy = f(xo + Ax,y0 + Ay, z0) — f(xo + Ax, y0,20) (F.19)
Awsz = f(xo + Ax,yo + Ay, zo + Az) — f(x0 + Ax,yo + Ay, 20), (F.20)

és mindegyikre alkalmazzuk a Lagrange-féle kozépértéktételt. A Awy, Awo, Aws
részmegvaltozasok mindegyikében két koordindta rogzitett, és a harmadik valto-
zik. Példaul (F.19) egyenletben csak y valtozik, x értéke xo + Ax-re van rogzitve,
7 értéke pedig zo. Mivel f(xo+ Ax,y,z0) folytonos és differencidlhaté fiiggvé-
nye y-nak, alkalmazhaté ra a Lagrange-féle kdzépértéktétel, azaz 1étezik olyan
y1 € (y0,Y0 +Ay), amellyel

Awy = fy(XO +AxaylaZ0)Ay'

F.15. ABRA: Az u és v vektorok dl-
tal kifeszitett paralelogramma és a ve-
tilete. Az egyenesek, amelyek men-
tén a vetités torténik, merdlegesek a
sikra, azaz parhuzamosak a sik p nor-
malt norméalvektoraval.

Paralelogramma sikra eso vetiiletének teriilete

A fiiggeléknek ebben a fejezetében bebizonyitjuk azt a 16.5. alfejezetben hasz-
ndlt allitast, hogy az u és v oldalvektorok dltal kifeszitett térbeli paralelogramma
p normélvektorid sikra vett merSleges vetiiletének a teriilete |(u x v) - p|. (Ldsd
az F.15. abrat.)

3. TETEL:

Az u és v oldalvektorok altal kifeszitett paralelogramma p normalt (azaz
egységnyi hosszisdgi) normalvektort sikra vett merdleges vetiiletének a
teriilete

A=|(uxv)-p|.

Bizonyitas: Az F.15. dbrdn egy dltaldnos helyzetd, u és v vektorok altal ki-
feszitett paralelogrammat, és a p egységnyi normalvektort sikra valé vetiiletét
lathatjuk. Az abrar6l leolvashatd, hogy

— —
u=PP +u+00Q

' oo Ay — —
=w+PP 00  00=-00

valamely s skaldrral, mivel
—

/
= —_—
W sp- PP — QQ' parhuzamos p-vel
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P(0,0,3)

02,-1,2)

S(1,3,2)

X

F.16. ABRA: Az 1. példdban a PORS
paralelogramma xy-sikra vetitett képé-
nek a teriiletét szamoljuk ki.

Hasonl6an
v=v +1p

valamely 7 skaldrral. Igy
uxv=(d+sp)x (V+tp)
= ' xV)+s(pxVv)+r(u' xp)+st(pxp). (F21)
~——
0

Az egyenlGségben szerepld p x v/ és ' x p vektor merGleges p-re, igy amikor az
egyenlet mindkét oldaldt skaldrisan szorozzuk p-vel, a jobb oldalon az egyetlen
nullétdl kiilonbozs tag (u’ x v') - p lesz. Ezek szerint

(uxv)-p=(u'xV)-p,

vagyis

[(uxv)-p|=|'xV)-p| (F.22)

Az egyenlBség jobb oldaldn szerepld érték az w', v/ és p dltal kifeszitett para-
lelogramma alapd egyenes hasdb térfogata. A hasdb magasséga |p| = 1, azaz a
térfogat numerikusan megegyezik az alaplap teriiletének, a P’Q'R'S’ paralelog-
rammadnak mérészamaval. Tehét (F.22) alapjan:

A P'Q'R'S' paralelogramma teriilete = |(u’ x V') -p| = |(u x v) - p|,

azaz az eredeti, u és v altal kifeszitett paralelogramma p normalt normalvektord
sikra valé merSleges vetiiletének a teriilete |(u X v) - p|. O

1. PELDA: Sikra vetitett paralelogramma teriiletének kiszimolasa
MerbGlegesen levetitjiik a P(0,0,3), O(2,—1,2), R(3,2,1) és S(1,3,2) csticsok-
kal rendelkezd paralelogrammat az xy-sikra. Mekkora a keletkezd vetiilet terii-
lete (F.16. abra)?

Megoldas: Ebben az esetben
— —
u="PQ=2i—j—k, v=PS=i+3j—k és p=k,
1gy

(uxv) p=

S =N
w
—

A keresett teriilet [(ux v)-p| =1|7| =7. O
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