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El6sz6: Torekvések és célok

Negyven évvel ezelStt, segédgépészként eszembe sem jutott, hogy a matematika
hivatisomma valhat, amikor kezembe keriilt Richard Courant és Herbert Robbins
klasszikus mtve, a M7 a matematika? A cimben felvetett kérdésre a szerz8k végil is
nem adtak valaszt, jobban mondva vilasz gyanant megismertettek a matematikaval,
de nem mondtak meg, mi az. Csodalattal és élvezettel faltam a konyvet, de végére
jutva tjra megkérdezhettem magamtél: ,,Valdjaban mi a matematika?”

Ez a koényv gyoSkeresen mas, a megszokottdl eltéré valaszt kinal ugyanerre a
kérdésre. Félredobtam a platonizmust és a formalizmust — bar felismertem az
okokat, melyek fényében (valtakozva) ésszerlinek tinnek — és azt mondtam: a
filozéfia fel6l nézve a matematikat egyfajta emberi tevékenységként kell értelmezni,
tarsadalmi jelenségként, az emberi kultura részeként, mely a torténelem soran alakult
ki és fejl6dott, s csakis tarsadalmi 6sszefliggéseiben valik érthetévé. A humanizmus
az én értelmezésemben mindazon bolcseletek Osszességét jelenti, amelyek a
matematikat human tevékenységnek, az emberi kultdra és tarsadalom termékének és
jellegzetességének tekintik. A ,,tirsadalmi konceptualizmus”, ,,tarsadalmi-kulturalis-
torténelmi” vagy ,tarsadalmi-torténeti filozofia” fogalmakat sajat egyéni nézeteim
szamara tartom fenn, abban az értelemben, ahogy azt a kdnyvben kifejtem.

Ez a koényv elsépré timadds a matematika tradicionalis filozofidja ellen.
Radikalizmusa a matematika filozéfidjara vonatkozik, nem érinti magat a
matematikat. ElGszor volt a matematika, azutin a matematikarol valo bolcselkedés,
és nem forditva. Mik6zben a platonizmust, a formalizmust és a neofregeianizmust
ostorozom, tiszteletben tartom barki jogat arra, hogy ugy matematizaljon, ahogy
kedve tartja. Oszintén sz6lva épp a matematika szeretete és a létrehoz6i irant érzett
héla iratta velem ezt a kbnyvet.

Mindennapos és nyilvanval6 ismeret persze, hogy a matematika emberi
tevékenység, tarsadalmi kézegben miuvelhetS és torténetileg fejlédik. Ezekrdl az
egyszerd megfigyelésekrél azonban altalaban azt gondoljak, hogy nem tartoznak a
targyhoz, ha a matematika mibenlétét firtaté filozofiai kérdésrél van szé. Am a
szocialis és torténeti beagyazddasok nélkiil a matematika filozofidjanak problémaja
megoldhatatlan. Ezen az alapon egy méltanyos leirasnak és elemzésnek mégiscsak
része kell legyen.
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A kényv nem kivan matematikai vagy filozofiai el6ismereteket. A képleteket és
szamitasokat egy killon fejezet tartalmazza Matematikai Gsszefoglalé cimen.

Sokatmondé parhuzam fedezheté fel a matematika jelenkori filozéfidja és a
harmincas évek tudomanyfilozéfidja kézott. A tudomanyfilozéfiat akkoriban az un.
»logikal empirizmus” vagy ,,pozitivizmus” uralta (Rudolf Carnap volt ennek az
iranyzatnak a legkiemelked6bb képviselGje). A pozitivistak dgy vélték, hogy
keziikben van az a metodoldgia, melynek immar minden tudomany alavethet6 (1. 10.
fejezet).

Az 1950-es években aztan észrevették, hogy a tuddsok figyelmen kiviil hagytak a
pozitivista mddszertant. Néhany destruktiv hajlami tudés — Karl Popper, Thomas
Kuhn, Lakatos Imre, Paul Feyerabend — azt ajanlotta, hogy a tudomany
filozéfidjara Ugy tekintsenek, mint a tuddsok aktudlis tevékenységére. Az altaluk
megrajzolt tudomanyképben alapvetS szerepet kapott a valtozas, a névekedés és a
polémia. A tudomanyfilozé6fia atalakult.

A matematika filozéfidjat ez a forradalom nem érintette meg, Azt még mindig
sajat dogmatizmusa uralta. A ,neofregeianizmus” kifejezést Philip Kitcher
honositotta meg a matematika filozofidjaban. A neofregeianusok azt allitottak, hogy
a halmazelmélet a matematika egyetlen olyan fejezete, mely mélté a filozodfiai
vizsgalédasokra. Ez a felfogds a Frege—Russel—Brouwer—Hilbert-féle
fundamentalista iranyzat maradvanya, mely nagyjabdl 1890 és 1930 kozott uralta a
matematika filozo6fiajat. A valodi alapok keresése hattérbe szorult, paradox médon a
matematika filozéfianak koszonhetéen — melynek célja éppen a matematika
alapjainak kutatdsa lenne.

A neofregeianusok nem hagyatkoztak a matematikusok nézeteire és gyakorlati
tapasztalatara. Elszakadtak a matematikusokt6l, a matematika alkalmazoitdl, a
matematikatanaroktél. Néhany utkeres6 megprobalt 4j elveket meghonositani — P.
J. Davis, J. Echeverria, P. Ernest, N. Goodman, P. Kitcher, S. Restivo, G.-C. Rota, B.
Rotman, A. Sfard, M. Tiles, T. Tymoczko, H. Freudenthal, P. Henrici, R. Thomas, ].
P. van Bendegem és masok. Ez a konyv faradozasaik eredményét adja kozre.!

A matematika tanitasa

Az FEgyesiilt Allamok lakossigira éltalaban jellemzé a ,szamiszony”, a
kozépiskolasok, ha csak lehet, keriilik a matematikat, s a féiskolai hallgaték 50%-a
kudarcot vall a matematika elsajatitasaban. A jelenséget kivalté okok koézott
megemlitjiik az iskoldk sz(ikés anyagi lehetGségeit, a televizidzas kovetkeztében
fellépé mentalis elhasznalédast, a matematikat nem szeretd sziilSket.

A sikertelenségnek van azonban egy masik 6sszetevdje is, amely eddig észrevétlen
maradt: s ez a matematika természetének téves értelmezése. Ez a kényv nem szolgal
iskolai osztalyokban elvégzett kisérletek tapasztalataival, Gtleteket sem ad az oktatas

I E kényv el6zménye ,,Some Proposals for Reviving the Philosophy of Mathematics” cimd, 1978-bél
szarmazé cikkem, melyet Gian-Carlo Rota tett k6zzé az Advances Mathematicsben, valamint a Philip J.
Davisszel koz6sen irt A matematika éménye cim@G kényvem 7. és 8. fejezete.
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mindennapi gyakorlatahoz. Annyiban mégis hozzajarulhat az oktatds reformjahoz,
hogy segit a matematikatanaroknak és altalaban az oktatoknak a matematika valodi
természetének megértésében.

Az oktatas helyzetérdl polemizal a The Plight of the Working Mathematician 1.
fejezete valamint a Teaching and Ideology cim@ munka 13. fejezete.

Az Els§ Rész vazlata

A konyv két £6 részre tagolodik. Az elsS rész Ot fejezete egymasra épul. A 6—12.
fejezetekbdl 4ll6 maésodik rész inkdbb torténeti jellegli. Az egyes fejezeteket
6nmagukban is megalld szakaszokra osztottam. A 13. fejezet Gsszegzés és egyben
ismétlés.

A kényvet matematikai jegyzetek és kommentarok zarjak. A fészévegben emlitett
matematikai fogalmak jelentését gyakran a matematikai Gsszefoglaléban targyaljuk
meg bSvebben. Figyelemfelkeltésiil az ilyen fogalmakat a f6szévegben (™) jelzéssel
lattuk el.

Az els6 fejezet egy rejtvénnyel indul: Hany részbdl all egy négydimenzids kockar
Kétséges, hogy vajon létezik-e egyaltalan négydimenzids kocka. A szakaszt elolvasva
az olvaso képes lesz megmondani a négydimenzios kocka alkotéelemeinek szamat.
Ezek utan visszatériink a négydimenzios kocka létezésére vonatkozé kérdéstinkre.
Ez a rejtvény a matematika filoz6fidjaban alapvetd szerepet jatszé problémanak egy
paradigmaja. Milyen értelemben beszélhetiink egy matematikai objektum
létezésérol?

E bevezet6 utan gyors pillantast vetink a modern matematikara, és
megismerkediink a matematikai platonizmussal. Majd a konyv sdlyponti része
kovetkezik: a matematika szocialhistorikus filozéfidja, amit én humanizmusnak
nevezek. Hasonl6, de ujabb keletd filozofiakr6l olvashatunk a 11. és a 12.
fejezetben.

A 2. fejezet a matematikafilozéfia értékelésének kritériumait értékeli. Néhany
standard kritérium foléslegesnek bizonyul majd, mas mell6z6tt kritériumokrol pedig
belatjuk, hogy lényegbevagdak. KésGbb, a 13. fejezetben e kritériumok alapjan
6nmagamat fogom mindsiteni. A 3. fejezet elsé szakasza egy botranyt fed fel: a
gyakorlé matematikusok két egymasnak ellentmondé filozéfia szészoloi!l A
kovetkezd szakaszban végigvezetjiik az olvasét a matematika frontvonalan, de
bejarjuk néhany rejtett Gsvényét is. Aztin megismerkedlink néhany matematikai
mitosszal, hogy aztin a matematika kincseskamrdjanak mélyébdl eléasott
anekdotakkal mindjart porra is zizzuk Gket. Ez a fejezet tandsitani fogja, hogy az
életbdl] vett matematikai tapasztalatok a platonizmus vagy formalizmus ellenében a
humanizmust timogatjak.

A 4. és 5. fejezetben a humanista szemlélet alapjan ujraértelmeziink olyan
megszokott, de vitatott fogalmakat, amilyen a
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bizonyitas,

intuicio,

valszintség,

végtelen,

létezés,

jelentés,

objektum kontra eljaras,
invencié kontra felfedezés.

Mire val6 a sok torténeti vonatkozas?

Nekem az a véleményem, hogy a matematikat torténeti fejlédése mentén kell
megismerni és megérteni. Ezért természetes szamomra az is, hogy a kiillénféle
filozofiakat  torténeti  Osszefiiggésben  vizsgaljam. Latni  fogjuk, hogy a
fundamentalizmus és a neofregeianizmus bélcsGje a vallds, a teoldgia, valamint a
filozofia féiranyanak évszazados 6sszefonddasa.

A mult cserepeit rakosgatva varatlan dolgokra bukkanhatunk. René Descartes
Geometrigjaban megszegi René Descartes hires Mddsgereit. George Berkley és David
Hume kiilén6s aritmetikai és geometriai elképzelések lelkes hivei.

Két, egymastol fliggetlen torténetet beszélink el. Az els6 Puthagoraszig és
Platénig nyulik vissza, s az idealizmus és az abszolutizmus fejlédését kéveti
nyomon, mely iranyzat képvisel6i a matematikat az ember f6lott allonak illetve az
embertél fiiggetlennek mondtik. En ket hivom Tébbségnek. Torténetitkon meg
nem szakadé fonalként huzédik végig a teoldgia és a matematika idealista
filozéfidjanak kolesonds egymasra hatasa.

Ezutan azokat a gondolkoddkat vessziik sorra, kezdve Arisztotelészen, akik a
matematikdt human tevékenységként fogtak fel. Oket ,humanistaknak vagy
kiiléncoknek” hivom. (A kiilénc megjeldlést el6szor Aspray és Kitcher lebilincseld
cikkében olvastam.)

Ehhez a nem éppen megszokott targyalasmédhoz Kurt Godel egy érdekes
megjegyzése is batoritast adott: ,,Hiszem, hogy a lehetséges vilagszemléletek
attekintésének legtobb sikerrel kecsegtet6 modja, ha a metafizikdhoz (vagy
vallashoz) fGz38d6 viszonyuk vagy épp a metafizikatdl valé elhatarolodasuk mértéke
és modja szerint osztilyozzuk OGket. Ilyen moédon két csoportot azonnal
elkilonithetiink egymastol: egyik oldalon 4ll a szkepticizmus, a materializmus és a
pozitivizmus, a masik oldalon a spiritualizmus, az idealizmus, a teoldgia és egyebek...
Ekkor barki megmondhatja, hogy teszem azt az apriotizmus elveit tekintve a
jobboldalon 4ll, az empirizmus pedig a baloldalon.” (Gédel 1995, 375. o.)
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»A fehér him halala”

Ha valaki egy futé pillantast vet az névmutatéra, maris lathatja, hogy az altalam
idézett szerz6k tobbsége fehér férfi, sokan kozilik mar meg is haltak.
Mindazonaltal a fehér férfiak az emberi fajnak csak egy kicsiny hanyadat adjak.

Miért van ez igy?

A miuvészet, a zene, a koltészet, a botanika és az épitészet valamilyen formaban
minden ember és mindkét nem szamara hozzaférhetS. A bevasarlas szamtana és az
épitészet geometrigja is ilyenek. A matematika jelentésérdl és természetérdl vald
disputa azonban ideoldgiai s nem gyakorlati természetl. A nyugati tarsadalmak
meghatirozé egyedei, s egyben ideolégusai azonban fehér férfiak voltak.

Ma ez mar kevésbé igaz. Idézhetném Julia Floydot, Gila Hanna-t, Penelope
Maddyt, Anna Sfardet, Mary Tiles-t. Oriilok, hogy a publikiciok nemek szerinti
megoszlasa a matematika teriiletén is humanizalédott.

Hasonléan 4ll a dolog a szines b6t szerz6kkel.

Beszélek ,,gyakorlé matematikusokrol” és ,,akadémikus filozopterekrdl”, s ezzel
az egyedeket valamiféle statisztikai skatulydkba sorolom. MegengedhetS-¢ az egyedi
kiilénbségek figyelmen kivil hagyasa? Nem is olyan régen a nemzeti killdnbségeket
tartottak érdekesnek és fontosnak. Manapsag tgy gondoljak, hogy a férfi és a ng, az
elit és a hatranyos helyzetl réteg (a fehérek és a szines bériek) kozott
kiilénb6z8ségek a szignifikansak.

Egyes emberek tugy vélik, hogy a matematikus nék ¢és a szines béra
matematikusok a fehér férfiaktdl eltéréen latjak a matematika természetét. En nem
hiszek az efféle kulonbségek létezésében. Ha mégis vannak kilénbségek, akkor én
nem vagyok kompetens ebben a témaban véleményt mondani.

A kényv egyik hidnyossiga, hogy teljesen mell6zi a nem-nyugati matematikat.
Tudjuk, a gérdg tudomanyt féként arab szerzéknek kdszénhetSen ismerhette meg
Euroépa. India és Kina matematikaja fontos tizeneteket hordozott Eurdpa szamara.
Mégis, a g6rogokhéz hasonlitva alig tudunk valamit Indo—Amerika, Afrika, a
Koézel- és a Tavol—Kelet matematikafilozofidjarél. A nem-nyugati matematika
irodalma értékes, de nem filozofikus. A 12. fejezet, amikor Marcia Ascher munkéjat
méltatom, valamelyest enyhiti a kényv tobbi részének Eurdpa-koézpontdsagat.
Sajnos, én nem vagyok képes arra, hogy Mexiké City vagy Beijing levéltari anyagat
atnézzem és leforditsam.

Eltér6 — keleti és nyugati — vallasfilozéfiak eredményezhetnek-e mas
matematikafilozéfiat? S ha igen, befolyasolhatja-e ez a tény magat a matematikat? A
jov6 tudomanya majd biztosan fényt derit ezekre a csodalatos kérdésekre.

Santa Fe, N.M. Reuben Hersh
1996 December
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