
Feladatmegoldások

1.1. feladat. A fogyasztási pálya teljes kisimítása eseténci � 1=3. Mivel
c0 > w0, a hitelkorlát miattc�0 = 1=4, tehátc�1 = c�2 = 3=8.

2.1. feladat. a) Feltevésünk szerint (2.4) és (2.5) számlálója közös. Két
részre (munka-, illetve nyugdíjkorszak) bontva mindkét tört nevezőjét, az
els̋o összeg azonos, a második összeg (2.4)-ben kisebb, mint (2.5)-ben.

b) Ellenpéldánk:

cI
L =

1+1=2�2�1=2
1+1=2�1=2+1=2�1=4

=
12
11

� 1;091;

cN
L =

1+2�1=2
1+1=2+1=4

=
8
7
� 1;143:

3.1. feladat. Legyenϕ a βu ésτw közti arányossági szorzó:βu(1� τw) =

ϕτw. Új rendszerünkbenβu = βw = ϕτ�w. Rendezve:τ�w = τw=(1� τw).
Lásd az M.1. táblázatot.

3.2. feladat. A jelenérték-egyenlet a következő:

L�1

∑
j=0

bj r
� j =

L+S

∑
i=L

xir
�i
:

a)bj = b0, xi = xL. Azaz

xL = b0rL IL�1(1=r)

IS(1=r)
:
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194 FELADATMEGOLDÁSOK

M.1. táblázat.Járulékkulcs a keresetnövekedés és a kamatláb függvényében, %

Reálkamatláb Reálkereset növekedési ütem
100(r�1) 100(Ω�1)

0 2

0 20,0 28,7
2 10,8 16,1
5 4,1 6,7

(Az eredeti világbanki táblázattól való kisebb eltérés oka némileg eltérő modellezés
és a kerekítés lehet.)

b)
L�1

∑
j=0

bj r
� j = ξ

L+S

∑
i=L

wir
�i
:

c) Számszer˝uen: xa
L = 160;8 E Ft, xb

L = 86;4 E Ft, Sb = 17 év, tehát a
hagyományos bankkölcsön a keresetfüggő diákkölcsönhöz képest túl rövid
időre szól, és túl nagy a kezdő törlesztés reálértéke. (Infláció esetén a két
séma közti különbség még nagyobb.)

4.1. feladat. A
τv∑R

i=L liviρ�i

∑D
j=R+1 l jbjρ� j

függvény nyilvánvalóan növekvő függvényeρ-nak, s aρ = 1 helyen az ér-
téke éppen a (várható) befizetések/kifizetések hányadosa.

4.2. feladat. A pontrendszer képletébe behelyettesítve a 4.1. példabelivi �

vRgi�R azonosságot:

bR+1 = α�
2

R

∑
i=L

vi

vi
=

α�
2

vR

R

∑
i=L

vig
R�i

:

4.3. feladat. v(1) = 531 $/hó kereset eseténb(1) = 0;9�531= 478 $. A tény-
leges nyugdíjb= b(1)+0;32� (2000�531) = 948 $/hó.

4.4. feladat. A 4.4. táblázat szerint a referenciakereset 47 E Ft, és ezt a
(4.15) képlet szerint meg kell szorozni a 4.3. táblázat szerintiχ40 = 0;74+
0;015�4= 0;8-cal: b= 0;8�47= 37;6 E Ft.

5.1. feladat. a) Hollandia:b = minfbm;βvvg, bm = βvv, tehátvo = bm=βv.
b) Svájc:b= b�m+β �

v v. c) Ha a két ország keresetei és nyugdíjai makroszin-
ten hasonlók, akkor a svájci minimum nagyobb, mint a holland:b�m > bm; és
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FELADATMEGOLDÁSOK 195

a svájci maximum pedig kisebb, mint a holland:b�m + β �
v vM < bm + βvvM.

(A minimumkeresett̋ol itt eltekintünk.)

5.2. feladat. Legyenτ1 és τ2 0 és 1 közötti valós szám, rendre a vegyes
rendszer tb- és magánpillér járulékkulcsa. Tegyük föl, hogy a tb-rendszer az
eszmei számla rendszerén alapul. A tiszta tb-nyugdíj

b1
R+1 = α

R

∑
i=L

vi (τ1+ τ2)gi+1 � � �gR:

Egy T̄ szolgálati id̋ovel átlép̋o egyén vegyes rendszerbeli nyugdíját a 6.1. té-
telből kapjuk a következ̋o módosítással:

b12
R+1 = α

R

∑
i=L

viτ1gi+1 � � �gR+α
R

∑
i=L+T̄

viτ2ri+1 � � � rR:

Innen már adódik a képlet.

6.1. feladat. a) Legyenwi az i-edik év teljes keresete, s ezután fizetτwi tb-
járulékot a dolgozó. A nyugdíjasbj bruttó nyugdíjat kap aj-edik évben. Az
adózás utáni nettó jövedelemwi(1� τ)� ι(wi(1� τ)), illetve bj � ι(bj).

b) Ha a tb-nyugdíjrendszer bevezetése előtti állapotot nézzük, akkorτwi
a dolgozói-edik évi adómentes megtakarítása, ésι(bj) a bj megtakarítás
felhasználása után fizetett szja.

6.2�. feladat. A 4.4. táblázat (és az előtte ismertetett adat) szerint ennek az
egyénnek a bruttó keresete havi 67,7 E Ft-volt. Valóban, levonva a 10%-
os munkavállalói tb-járulékot és a 6.1. feladatban megadott adatokból szá-
mított éves 812 E Ft-os keresethez tartozó szja-t:t(1) = 0+0;2 �250= 50
E Ft, t(2) = 50+ 0;22 � (300� 250) = 61 E Ft, t(3) = 61+ 0;31 � (500�
300) = 123 E Ft, t(4) = 123+ 0;35 � (700� 500) = 193 E Ft, t = 193+
0;39� (812�700) = 237 E Ft, ebb̋ol levonva az alkalmazotti adójóváírás=
minf50;4 E Ft;0;2�vg = 50;4 E Ft-ot és 0;014�812 EFt= 11;4 E Ft: 175,2
E Ft, elosztva 12-vel: 14,6 E Ft: azazu= 67;7�6;8�14;6= 46;3 E Ft/hó.

A 812 E Ft-os bruttó keresetből 66% a bruttó nyugdíj; 536 E Ft. Az
1998-as szja értelemszerű alkalmazásával ez a 4. sávba esik: az évi adó,
t = 123+ 0;35� (536� 500) = 135;6 E Ft, alkalmazotti adókedvezmény:
50,4 E Ft, tehát az új nettó nyugdíj: 536�135;6+50;4 = 451 E Ft. Havi
értéke: 37,6 E Ft. Összevetve a 4.3. feladat eredményével: a két rendszer
nettó nyugdíja fillérre azonos.

7.1. feladat. E0 = 73;145 év.
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196 FELADATMEGOLDÁSOK

7.2. feladat. a) Behelyettesítve a stabil népesség jellemzőit általános képle-
tünkbe:

X(ν) = ∑k klkν�k

∑k lkν�k :

b) Deriváljuk azX(ν) hányadosfüggvényt, és emeljük ki a számlálóból
1=ν-t.

c�) Tegyük föl, hogyν1 > ν2. Az a) pontban kapott képlet segítségével
igazolni fogjuk, hogyX(ν1) < X(ν2). A kevéssé ismert Csebisev-egyen-
lőtlenség közlése helyett csak a bizonyítás gondolatmenetét alkalmazzuk.
Valóban, felírva a bizonyítandó egyenlőtlenséget, és közös nevezőre hozva:

∑
k

klkν�k
1 ∑

j

l jν
� j
2 <∑

k

klkν�k
2 ∑

j

l jν
� j
1 :

Csoportosítva a(k; j)-s és a( j;k)-s tagokat, és osztval j lk-val, kéttagonként
igazolhatjuk az egyenlőtlenséget:(k� j)(ν�k

1 ν� j
2
�ν� j

1
ν�k

2 )< 0, j < k.

7.3. feladat. a) l1 f1ν�1 = 1 azazν = l1 f1.
b)–d)

Teljes népesség
Idő (t) Gyermek Dolgozó Öreg ν > 1 ν = 2

b) f1 = ν
0 ν2 ν 1 ν2+ν +1 7
1 ν3 ν2 ν ν3+ν2+ν 14
c) vagy f 01 = 1

2 ν3 ν3 ν2 2ν3+ν2 20
3 ν3 ν3 ν3 3ν3 24
d) vagy f 001 = 1=ν

2 ν2 ν3 ν2 ν3+2ν2 16
3 ν ν2 ν3 ν3+ν2+ν 14

8.1. feladat. Mérlegeljük a megfelelően módosított (4.3) egyenletet:

τv

R

∑
i=R�t+1

liρ
�i
t = b

D

∑
j=R+1

l jρ
� j
t ; t = 1; : : : ;R; (4.3�)

ahol

τv

R

∑
i=0

li(νr)�i = b
D

∑
j=R+1

l j(νr)� j
: (4.3��)
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8.2. feladat. Az 1. fajta t̋okésített nyugdíjrendszer költségvetési korlátja – a
gyermekeket elhanyagolva –

R

∑
i=L

wir
�i =

D

∑
j=L

cj r
� j
: (1.1�)

Az 1. fajta tb-rendszer (PAYG1) költségvetési korlátja – a gyermekeket el-
hanyagolva –

R

∑
i=L

wi(νg)�i =

D

∑
j=L

cj(νg)� j
: (1.1��)

A monotonitás miattνg< r esetén (1.1��) szűkebb korlát, mint (1.1�), tehát
ekkor a t̋okésített rendszer jobb fogyasztási pályát tesz lehetővé, mint a tb-
rendszer.

8.3. feladat. Különböz̋o költségvetési korláthoz általában különböző szer-
kezetű fogyasztási pálya tartozik (vö. 11. fejezet).

9.1. feladat. E = S2b=2,Y = 4wT=3, b= βw. Behelyettesítve:
E = S2βw=2, E=Y = 3S2βw=(8wT) = 15=8.

9.2. feladat. a) 2000-ben már az összes nyugdíjjáruléknak körülbelül a 10
százaléka, a GDP-nek a 0,8%-a ment a második pillérbe – ez a Horn-kormány
által vállalt fels̋o korlát. b) A GDP 0;6�0;25�0;08�100= 1;2%-a folyik majd
a második pillérbe.

10.1. feladat. a) Tekintsük a szegényeket: 1� τ = τ , innenτ = 1=2. b) Ha
mindenkiτ járulékkulcsot fizet, akkor a szegények, a közepes jövedelm˝uek
és a gazdag osztályonként rendre 4τ , 2�2τ és 1�4τ járulékot fizetnek, össze-
sen: 12τ . Mivel mindenki azonos nyugdíjat kap,b = 12τ=7. Visszatérve
a szegényekhez:b = 1� τ , azaz 12τ=7 = 1� τ , azazτ = 7=19� 36;8%
szemben az eredeti 50%-kal.

10.2. feladat. Nyugdíj. Szegény:b(1) = b1 + b2, közép: b(2) = b1 + 2b2,
gazdag:b(3) = b1 + 4b2, összesenB = 7b1 + 12b2. Járulék: τ , 2τ és 4τ ,
összesen 12τ . Egyenl̋oség: 7b1 + 12b2 = 12τ . A középen a két nyugdíj
egyenl̋o: b1 = 2b2. A szegény helyettesítési aránya egy:b1 +b2 = 1� τ .
Fokozatos kiküszöböléssel:τ = 13=31, b1 = 12=31 ésb2 = 6=31. b(1) =
18=31� 0;581,b(2) = 24=31� 0;774 ésb(3) = 36=31� 1;161.

11.1. feladat.

U(c0; : : : ;cD) = σ�1
D

∑
i=0

δ i
�

ci

gi

�σ
; ha σ 6= 0; �∞ < σ < 1:
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11.2. feladat. a) Leontief-hasznosságfüggvény esetén hitelkorlát nélkül
U = 1=3, hitelkorláttalU = 1=4.

b) Cobb – Douglas-hasznosságfüggvény esetén hitelkorlát nélkülU = 3 �
log(1=3) =�3log3, hitelkorláttalU = log(1=4)+2log(3=8).

11.3. feladat. Xc = (L+R)=2. Egy korfüggetlen PAYG pálya akkor és csak
akkor hitelez̋o, ha a nyugdíjasszakasz hosszabb, mint a gyermekkor:D�R>

L.

11.4. feladat. A feladat Lagrange-függvényeL (c0; : : : ;cD) = U(c0; : : : ;

cD) + µ ∑D
i=0(wi � ci)r

�i . Az általános burkológörbe-tétel szerintV 0(r) =
�∑D

i=0 µ i(wi � ci)r
�i�1 stb. Tulajdonképpen a 11.2. tétel levezetésében a

konkrét esetben bebizonyítottuk az általánosított burkológörbe-tételt.

12.1. feladat. a) A helytelenül differenciált rendszerben:

β1 = τ�
R1

D��R1
és β2 = τ�

R2

D��R2
:

A helyesen differenciált rendszerben:

β �
1 = τ�

R1

D1�R1
és β �

2 = τ�
R2

D2�R2
: (M.19)

Az átlag tulajdonságai szerintD1 < D� < D2, tehátβ1 > β �
1 ésβ2 < β �

2 .
b) Számszerűsítve: a helytelenül differenciált értékekβ1 = 0;631 ésβ2 =

1; illetve a helyesen számított nyugdíjakβ �
1 = 0;68; β �

2 = 0;75. Az átlagos
nyugdíj a helytelen rendszerbenβ = 0;723; a helyes rendszerben pedigβ � =

0;7 lenne.

12.2. feladat. Rögzítve j-t, a részösszegekre alkalmazható a 12.3. tétel.

12.2. feladat. Vegyük ab̂(R) függvény logaritmikus deriváltját!

13.1. feladat. a) Racionális várakozás
Egyéni életpálya

s0;t rt+1+s1;t+1 = 0: (13.2�)

Gale-féle egyszerűsítés:
s0;t = s(rt+1):

Alapegyenlet:
SR(rt ; rt+1) = s(rt+1)� rts(rt) = 0; (13.3�)

aholr
�1 adott.

b) Naiv várakozások
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SN(rt�1; rt) = s(rt )� rts(rt�1) = 0: (13.4�)

Mindkét várakozásnál ugyanaz a két állandósult állapot létezik, s azrt =

f (rt�1) explicit egyenletnél a lokális stabilitás feltétele a következő: �1<

f 0(rF)< 1. Az implicit függvény tétele szerint

drt+1

drt
=
�∂S=∂ rt

∂S=∂ rt+1
:

14.1. feladat. Bt = ∑D
k=R+1 lkbk;t , Wt = wt ∑R

i=L li stb.

15.1. feladat. Ekkor

2τU = b; (15.1�)

τFr(1+ r) = b: (15.2�)

Érett tb-rendszer:

e0 = 0; e1 =
b
2
; e2 = b; E0 =

3b
2
:

Érett t̋okésített rendszer:

a0 = 0; a1 = τFr; a2 = τFr(1+ r); A2 = τFr(2+ r):

Az átmenet most két id̋oszakra korlátozódik:
A t = 1 időszak elejénG1 = r(b�2τU +2τF) = 2τFr, a1;1 = a2;1 = τFr,

A1 = 2τFr, a rész magánnyugdíjb1 = b=(1+ r).
A t = 2 időszak elejénG2 = r(b�b1�2τU+2τF) = b(2+ r)=(1+ r), s a

többit már tudjuk. Az Olvasóra bízzuk: fusson végig azr = 1 eseten, ahol a
képletek nagyon egyszerűvé válnak.

17.1. feladat. a) k̄: ∑k̄
k=0 nk < 0:5�∑k̄+1

k=0 nk. b) Haν nő, akkork̄ csökken.

B.1. feladat. A (B.3) képletbe helyettesítvec0;t = c1;t+1 és si;t = wi � ci;t
képletet, adódik az egyenletrendszer.

B.2. feladat. Alkalmazzuk azrt = f 0(kt) éswt = f (kt )�kt f 0(kt) összefüg-
géspárt!
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