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A. figgelék
Optimalis nyugdijosztonzeés

Bevezetés

A 12. fejezetben a rugalmas nyugdijkorhatar kérdését tanulmanyoztuk, dnké-
nyesen valasztott jarulékkulcs és nyugdij—szolgaldtificggvény, réviden:
jaradékfiggvénylapjan. Bar a tényleges kormanyzatok is eléggé énkényes
(példaul gyakran valtoz6) szabalyokat iktatnak tdrvénybe, a kozgazdasagel-
méletben jelenleg megkivanjak a normativ modell kidolgozasat. Az 6szton-
zési bonyodalmat aaszimmetrikus informacidkozza: az egyénnek tobb is-
merete van sajat élettartamardél és hasznossagfliiggétnydnt a kormany-
zatnak.

Ebben a fuggelékben aaptimalis nyugdijosztonzeglemezzik, neve-
zetesen azt, hogy milyel(R) jaradékfliggvenyt és mekkomajarulékkul-
csot kell a 12. fejezetben bevezetett modellben érvényesiteni ahhoz, hogy
az egyéni hasznossagmaximumok (transzformaltjainak) 6sszegével definialt
tarsadalmi joléti figgvény is maximalis legyen.

Roviden a torténelmi ézményekdl: Mirrlees (1971) elemezett @&zor
ilyen 0sztbnzési feladatokat az optimalis személyijévedelemadoé-fiiggvény
esetében. A feladat nagyon bonyolult, és mar Sheshinski (1972) is érdemes-
nek talalta a gyakorlatban nagyon fontos linearis személyi jévedelemado-
flggvényt optimalizalni [lasd még Atkinson — Stiglitz (1980, 13. fejezet) és
magyarul Gomori (2001)].

A nyugdijirodalomban éiszér Diamond — Mirrlees (1978) és (1986) vizs-
galt optimalis 6sztonzési modellt. Naluk az egyének életkora és hasznossag-
flggvénye egyarant azonos, viszont véletlentl barmikor megrokkanhatnak,
sot, ugy tehetnek, mintha megrokkantak volna. A sékrkiszamitottak,
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hogy a kormanynak milyen (egyébként bonyolult) 6sztonzési rendszert kell
bevezetnie a maximalis hatékonysag érdekében.

A konyv irasaval egy idben Diamond (2001, 7. fejezet) éséESimo-
novits (2002) is foglalkozott az optimalis jarulékkulcs és jaradékfliggvény
kérdésével. Diamond végtelen (kontinuum) sok tipusu (élettartamu és a
vele korrelalé fogyasztasi rugalmassagu) egypértio sokasagot vizsgalt,

s az egyének két @pontban mehettek nyugdijba: koran vagyd@sE®—
Simonovits (2002) véges sok tipusl egyént feltételezett, akik csak élettarta-
mukban kilénboztek egymastdl, viszont télsges korban nyugdijba me-
hettek. Mindkét cikk meghatarozta az optimalis 0szténzést. Ebben a fug-
gelékben részben bonyolultabb, részben egyszeriibb feladatot oldunk meg:
bonyolultabbat, mert az élettartam és a fogyasztasi rugalmasséagjages
kétdimenzibés eloszlasu lehet; egyszer(ibbet, mert altalanos jaradékfiiggvény
helyett linearist vizsgalunk (Simonovits, 2002).

A nyugdijészténzeési modell

Roéviden megismételjikk a 12. fejezetben bevezetett modell alapfogalmait és
alapgondolatatD = (varhat6 feldtt) élettartamR = szolgalati id, T = ja-
rulékkulcs,b = életjaradékp(a) = dolgozoi hasznossagfuiggvényéb) =
nyugdijas hasznossagfiiggvény, abek 1 — 1 > 0 ésb > 0. Kilonb6d
egyének kilonbdképpen értékelik a szabadig ezért egye paraméterrel
bovitjuk a hasznosséagfiiggvényeketfe,-) ésv(e,-); nagyobbe-hoz na-
gyobbu ésv tartozik. Végull az egyéni életpalya-hasznossag

U(D,e,1,b,R) =u(e,1-1)R+V(g,b)(D —R)
és az egyeéni netto életpalya-jarulék
z(D,1,b,R) = TR—Db(D — R).

Az egyéni optimum feltételét a 12.2.a. tétel adja meg.

E modellt a kovetkedképpen fejlesztjik tovabb. MegadjuKR, €) egyé-
ni jellemzk F (D, ¢) (valészinliség)eloszlasi figgvényét, amely nem feltét-
lendl normalt. Ekkor (ar-t6l ésb-t6l fliggd) az egy idpontban sziiletett
egyénekDl allé korosztaly nettd életpalya-jaruléka

Z[1,b) :/Z(D,s,r,b, R(D,¢))dF -
:/{TR(D,s)—b(R(D,s))[D—R(D,s)]}dF, '
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és az aggregalt egyensulyi feltétel a kovetkez
Z[t,b] =0. (A.2)

Egyébként a stacionaritasi feltevés miatt a korosztalyi nettd életpalya-jarulék
egyenb a tarsadalom keresztmetszeti egyenlegével.

LegyenU*(D, ¢, 1,b) a(D, €)-tipust egyémaximalis hasznossagadott
T jarulékkulcs édsb jaradékfiiggvény esetén. A legegysHas tarsadalmi
joléti fliggvényaz egyéni hasznossagmaximumok aggregalt értéke:

an:/bwoggmmﬁ (A.3)

Az altalanos esetben az aggregalditelz egyéni hasznossagmaximumokat
egy Y skalar-skalar noveldvés konkav fliggvénnyel transzformaljuk:

Wum:/wwwaaummﬁ (A3)

Az irodalomban (példaul Atkinson — Stiglitz, 1980 vagy Varian, 1999, 584—
589. 0.) harom fontos specialis esetet szoktak vizsgalnitilitarista: ¢ =

1, 2. Cobb-Douglas-fuggvényy(U*) = logU*, feltéve, hogyu* > 0

és 3. Rawls-féle fuggvény: az egyéni optimumok minimunvdr,b] =
min, ,,U*(D, €,T,b).

E harom specidlis eset kozos altalanositagdls*) = ¢~1U *? fliggvény-
csalad,p < 1 valés szam. (A harmadik esetbenéelgtasra nincgy fliggvé-
nylnk, ha azonbap — —o, akkor hataresetben a Rawls-fiiggvényt kapjuk.)

Felvetdik a kérdés, hogy nem kellene-e az egyéni hasznossagfliggvényt
az élettartammal elosztva sulyozni a tarsadalmi joléti fliggvényt. Ha a népes-
ségre vonatkozé stacionaritasi feltevésre gondolunk, akkor lathatjuk, hogy
nem kell/szabad sulyozni. Egyébként a tb-nyugdijaknal sem csokkentik a
ndi életjaradékot azért, mert &k varhatéan tovabb élnek, mint a férfiak.

A kormanyzatnak olyam jarulékkulcsot é®(-) jaradékfuggvényt kell va-
lasztania, amelynél az (A.3) tarsadalmi jéléti fliggvény maximalis az (A.1)—
(A.2) korlat mellett.

Stacionarius népességet tételeziink fol, ezért a korosztalyi hosszmetszeti
adatok megegyeznek az aggregalt keresztmetszeti adatokkal.

Ebben a fiiggelékben az egyszeriiség kedvéért linearis jaradékfiiggvénye-
ket vizsgalunk:

b(R) =y+aR, (A.4)

ahol y a nulla szolgalati ilh6z tartozé jaradék é&s az egy szolgalati évért
jaré tobbletjaradék. Ekkor a 12.2. tétel 5. kdvetkezményeként adddik a ko-
vetked egyéni optimumfeltétel:
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A.1. tétel. Jol viselkedé U hasznossagfuggveny, (A.4)-beli linedy [a-
radékflggveény és jarulékkulcs esetén az optimaligR €) szolgalati idb—
élettartamfliggvény kielégiti a kbvet@egyenletet:

u(e,1—1) —Vv(e,y+aR) +w(g,y+aR)a(D—R) = 0. (A.5)
Most a kbvetkea 6sszefliggések allnak:
u *(Da 1,0, y) = mRaXU (Da £,7,0,Y, R)a

és az (A.3)-beli, figgvényen definidlt funkcionala

V(r,a,v)=/U*(D,s,r,a,v)dF

kozbnséges haromvaltozés figgvényre egyszerlisodik, amelyet az (A.1) és
(A.2) korlatok mellett kell maximalizalni.

Egy absztrakt feladat

A megoldast attekinthébbé teszi a kdvetkézabsztrakt feladat elemzése. A
kormanyzati befolyast egm;-dimenziosq vektor irja le. Tegyik fol, hogy
minden egyent egins-dimenziosp parameétervektor jellemez, amelynek el-
oszlasfuggvénye€ (p). Az egyén hasznossagdp,q,e), a(p,q) paraméter-
par és an-dimenzidse egyéni dontés sima fliggvénye. Feltesszik, hogy az
optimalise(p,q) dontésfuggvény kielégiti az éiendlU/(p,q,e(p,q)) =0
feltételt, és a maximumeérték

U*(p,a) =U(p,q,e(p,q)). (A.6)

Legyen a tarsadalmi joléti fliggvény

V(a) = [ w(U* (p.c) dF(p). (A7)

Legyeng(p,q,e) az egyén egyenlegfiiggvénye. Ekkor teljesil egy aggregalt
korlat is:

[ o(p.ae(p.a)dF(p) 0. (A8)

Ekkor igaz az
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178 A. OPTIMALIS NYUGDIJOSZTONZES

A.2. tétel. Ha a kormanyzat maximalizélja az (A.7)-bel{¢y tarsadalmi
joléti fuggvényt az (A.8) korlat mellett, akkor létezik olyaskalar, amelyre

/{w’(U*(p,q))Ué(p,Q) + 10y (P, 0, €(p,q))—
— HGa(p, 0, (P, 4))Uge(P, ) "Ugg(p, @) }dF(p) =0,

ahol UZ, és U rendre nx mg és nx n matrix, —1 pedig egy inverz matrixra
utal.

Megjegyzés. 1. Az egyenletrendszernek; + 1 ismeretlene és ugyanennyi
egyenlete van, tehat tipikusan a feladat meghatarozott.
2. A sziikséges feltétel elégségessége is vizsgalhat6 dleletkintink.

Bizonyitas. Felirjuk a feladat Lagrange-fliggvényét:

Z(q) =/{W(U*(p,q))+ug(p,q,e(p,q))}dF(p),

és vesszik g vektor szerinti derivaltvektorat:

240 = [ (p.a)Y; (pa)+
+ Hdqy(p,9,€(p,q)) + uge(p,a,e(p,a))€;(p, )} dF (p).

Az utolsé egyenletben felhasznaltuk a teljes derivalt képletét. Alkalmazva a
burkolég(jrbe-tételtLQ;’ =Ug) és azimplicit figgveny tételéty(p,q,e) = 0-
ra, adodik az optimum sziikséges feltétele (vo. Sydsater —Hammond (1995)
18. fejezet.) O

Optimalis jarulékkulcs és linearis jaradékfuggvény

Mivel nagyon nehéz éaltalaban megoldani az optimalis nyugdijésztonzésre
vonatkoz6 feladatot, ebben a fliggelékben (és a 12. fejezetben) a linearis
(A.4) jaradékfuiggvények kozott keressiik az optimalisat.

Leforditva az absztrakt feladatot a nyugdijosztonzés nyelyete(D, €),
q=(1,a,y) ése=R, azazmp =2, Mg =3 ésn=1,9g=TR—- (y+aR)-
(D-R).

Az A.2. tétel specialis eseteként adodik az
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A.3. tétel. Ha a1 jarulékkulcs és az (A.4) linearis jaradékfliggvény optima-
lis, akkort, a, y ésu az (A.1)—(A.2) egyenlet mellett kielégiti az

/{—w’U’aR+ MR+ u¢u;/QrdF =0,

J{WWROD-R)~HRD-R)-

~ HP[aViR(D — R) + (D — 2R)]/Q} dF =0

J{WW%(D~R)— p(D~R) — pg[avi(D — R) — ] /Q} dF =0
egyenleteket is, ahol

¢ =1—-aD+2aR+y, Q=a’,(D—-R)-2aV;

ésRD,¢,1,0a,y) kielégiti az (A.5) egyéni optimalitasi feltételt is, tovaliha
a ésu pozitiv.

Megjegyzés. A Lagrange-médszer alkalmazasanal megszokott helyzet all
elé: négy ismeretleniink és négy egyenletiink van, amely tipikus esetben
megoldhaté.

Bizonyitas. Konkretizaljuk az A.2. tétel egyenleteil; = ¢.

U; = —UuR,
g =R
Uk, U5
H—r — _UIIT = 63’,
RR
U, =wR(D -R),
gla = _R(D - R)a
R — _Ugg _ avi,R(D—R)+Vv,(D—-2R)
“ 0 Uks Q ’
U)I/ = \/b(D - R)a
U
gy =-D + Ra
R — Ury  —avp(D-R +V,
" Uk Qo
Behelyettesitve e képleteket az altalanos feltételbe, adodik a specialis fel-
tétel. O
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180 A. OPTIMALIS NYUGDIJOSZTONZES

A.l. példa. Tegyuk fol, hogy a 12. fejezet CRRA-hasznossagfliggvényét te-
kintjiik, ésy(U) =U. Ekkoru,(e,a) = eA9(1=8at¢-1 és\. (g,b) = b1,

tehat az egyenletek viszonylag kénnyen programozhatok, s a 12.3. tablazat
adja a linearis optimum egyéni jelleiz O

Megkockaztatunk egy sejtést az optimalis mechanizmustervezés tapaszta-
latai alapjan:
A.l. sejtés. Az optimalis lineéris jaradékfiiggvény meredeksége kisebb, a ja-
rulékkulcs pedig nagyobb, mint a naiv 6sztdnzésben.

Kovetkeztetések

Az optimalis mechanizmustervezés elméletét alkalmazva, adlébgegy-
szer(ibb modellben meghatéroztuk az optimalis lineéris jaradékfliggvényt és
a hozza tartoz6 jarulékkulcsot. Elhanyagoltunk tébb nagyon fontos ténye-
z6t: a kereseti életkor fliggését és heterogenitasat, a munkaba lé&fési id
kiilbnboDségét, végll, de nem utolsésorban, az adérendszer hatasat. Ebben
a végletekig lecsupaszitott modellben is érdekes eredményeket kaptunk. To-
vabbi kutatasnak kell tisztaznia a kapott eredmények robusztussagat. Amit
mar ma is megtudtunk, hogy az ugynevezett tisztességes (vagy naiv) jara-
dékflggveény biztositasmatematikailag nem tisztességes.
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B. fliggelék
Egyuttéld nemzedékek

A 13. fejezetben az egyiittékorosztalyok modellcsaladjat kdrvonalaztuk,
meglehesen nagyvonallan. Ebben a fliggelékben e modelicsalad legegy-
szer(ibb esetét, agyuttélé nemzedélatkvizsgaljuk részletesebben. A mo-
dellcsalad roviditése az angdverlapping Generationalapjan OLG: s ben-

ne a mindenkori fiatalok és a mindenkordgkk dinamikus cserekapcsolat-
ban vannak egymassal. @&skor a cseregazdasagot vizsgaljuk, majd beve-
zetjik a bke segitségével folytatott termelést, végil a nyugdijrendszerekre
alkalmazzuk az alapmodellben nyert eredményeket.

Egy OLG-cseregazdasag

Modigliani — Brumberg (1954&letciklugnodellje utan Samuelson (1958) vi-
szonylag kordn megkisérelte egyiittélé nemzedékéRLG) kélcsbnhatasat
modellezni. A kérdéskor azonban csak Diamond (1965) 6ta valt a matemati-
kai kbzgazdasagtan szerves részévé. Ma mar a makrodkonémiaban az OLG
szinte elmaradhatatlan. Ezt a térhéditast tikrozi a legtdbb emels saak-
robkondmiai tankdnyv (Blanchard — Fischer, 1989; Azariadis, 1993), amely-
ben az OLG-modellcsalad$zerepet jatszik. A nyugdijmodellekre vonat-
kozik Myles (1995) 13. fejezete. A jelen attekintés Simonovits (1998b)
B. figgelékének roviditett valtozata.

A gazdasag sok, tobbé-kevésbé egyforma teibdles fogyasztobal all,
akiket egy-egy reprezentativ terrieds fogyasztd képvisel. Ezért a makro-
okondémiai folyamatok minden @zakban egy vagy két aktor optimalizala-
sabol vezethék le.

Minden iddszakban az ék6 idészakban sziletett egyéneknek fejenként
v utdda sziiletik, s minden ut6d kétisizakig él.
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A kulonb6 modellek eltérnek egymastdl abban, hogy adottnak veszik-e
a jovedelmeket, vagy sem (csere- vagy tefigakdasag), romlandé-e a ter-
mék, vagy sem. Ennek megfaden az egyuttél két nemzedék kulonféle
cserekapcsolatban all egymassal.

Gale (1973) nyoman ebben az alfejezetben az OLG-modellcsalad segitsé-
gével egyzart cseregazdasag vizsgalunk. Nem foglalkozunk a termeléssel,
eltekintlink a termelékenység névekedékéts adottnak vesszik a keresete-
ket. At-edik idészakban ,sziiletett” (munkaba Epegyén jovedelme fiatal-
és oregkoraban rendre, ésw, (idében allando), fogyasztasa rendgg és
Cirr1- A kereseteket normalvaw, +w; = 1. A {cy,Cpq 4} fogyasztasi
palyak egyutteséprogranmak nevezzik. Vezessik beveegtakaritascét:

St =W — G-

A zart cseregazdasagban a termékek romlandésaga miatt nincs makro-
szintll megtakaritds. Ezért egym,c“ L1} Programotmegengedetek ne-
veziink, ha az 6sszfogyasztas minddisihkban egye@laz 6sszkeresettel,
azaz ha az 6sszmegtakaritas nulla:

Vst +51; =0. (B.1)

A neoklasszikus k6zgazdasagtanban megszokott médon a fogyasztast egy
jOl viselkedd (konkav, nemcsokkénés altalaban differencialhat6) hasznos-
sagfliggvény maximalizalasabdl vezetjiuk le. Az egyszer(iség kedvéért le-
gyen a hasznosséagflggveny additiv:

U (CO7t’ Cl7t+1) = U(CO,t) + V(Cl,t-i-l)' (B.2)

Gyakran felteszik, hogy az @dzaki hasznossagfiiggvények csak egy skalar-
szorzéban, teszamitolasi tényehén kilonbdznek egymastél. Esetiinkben

v(c) = du(c), 0<o<1

CRRA-hasznossagfiiggvény esetén mgsj = 0~c, g # 0 vagy spe-
cialisanu(c) = logc (o = 0) Cobb —Douglas-hasznossagfliggvéNgagyon
egyszeri és sok esetben realisztikussantief-hasznossagfugvény (c, .,

C1 ty1) = Min{cy ,C; 1} Ekkor a feltételes optimumot @ , = ¢; t,+1
egyenbség hatarozza meg.

Egyebre adottnak vessziik taedik iddszakr; kamattényezét (= 1+
kamatlab). Fdltesszik, hogy a megtakaritasok és a tartozasok a kamatté-
nyed szerint kamatoznak, és az életpalya-megtakaritas nulla:

Miy15; +S1041 =0 (B.3)
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Egy palyatversenyzdi palyd@ak neveziink, ha alkalmas kamatlabpalya men-
tén minden szerefloptimalis életpalya-megtakaritasa nulla.

A megengedett versenfizpalyakategyensulyi palyakak nevezzik.

Lassuk, hogyan mkoddik a modell! (B.3)-bal klfejezzuls1t 1-€t, és a
keresetek hozzdadaséaval kapott fogyasztaspart behelyettesnjuk (B.2)-be. A
belH maximum a kdvetkéz elHrendi feltételldl hatarozhaté meg:

UI(CQt) = rtJrl\/(Cl,t+1)- (B.4)

Eztanw;-k segitségével kifejezzidg, -t €ss, ; ,-t mintr, , flggvenyet. Le-
gyensy, =s(ry, ), ekkors,; ; = —r,, 181y ;), ezek eltételes megtakari-
tasi fuggvényekAkarcsak Gale, miis révidre zarjuk a feladatot, s féltesszik,
hogy e fiiggvények idben valtozatlanok. Behelyettesitve%;: S(ry, 1) €s

St = —rs(r;) fuggvényeket a (B.1) megengedettségi feltételbe, adddik egy
implicit egyenlet:

S(resfey 1) = vs(ry, 1) —ris(ry) = 0. (B.5)

Azért, hogy kozelebb hozzuk az altalanos fogalmakat és tételeket, id
ként megszakitjuk az okfejtést, és a legegyszerlibb hasznossagfiiggvények
esetén példakon és feladatokon szemléltetjik az elmondottakat.

B.1. példa. A Cobb—Douglas-esetben a feltételes fogyasztasi és megtaka-
ritasi figgvények

-1
Wy t+wWyr

W,0 — W.
CO(r)_ 1+0 2= 1

és s(r)= 110

O

B.1. feladat. Mutassuk meg, hogy a Leontief-esetben a feltételes fogyasz-
tasi fliggvények
() = 2 — g, (1)1
0 1+r s

A feltételes fogyasztasi figgvényeket behelyettesitve a (B.1) megenge-
dettségi feltételbe, adddik a kamatlab-dinamika. Nem biztos azonban, hogy
az implicit differenciaegyenletnek van megoldasa, s ha van, akkor egyér-
telmli az allanddsult allapottdl tavolabbi kezdeti értékekre.

B.2. példa. A Cobb —Douglas-hasznossagfiiggvény esetébes 0, azaz
u = 0) a (B.5) feltétel az
W,
r =
L Wy o+ Owg — vowgr
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differenciaegyenlethez vezet. O

Kildnleges szerepet jatszanalstacionarius megtakaritasi palyaknas
szoval, allandésult allapotok ahol az egymast kov@tnemzedékek tagjai-
nak megtakaritasa palyaja azonos @so6 index anegengedefelzé angol
megfelebjére feasiblg utal:

St =S%F ©5 Sy =SiF

Talalkozni fogunk egy specialis allandésult allapottal, ahol nincs csere,
jelzbje autark A 5 also index az altalanosaliiegyensulyozofielz6 angol
megfelebjére palanced utal:

Sp=0 és s5=0

Ismert, hogy az optimalis palya nem feltétlen(il stacionarius. Az optimalis
allandésult allapotot viszorgranyszabalypélydak nevezziik, s angol meg-
felelojével @olden rulg megegyeaen also indexszel utalunk ra.

Behelyettesitéssel:

Vsoe+Sie=0, (B.1°)
reSop+S =0 (B.3%)
Osszevonassal adodik — re)(Cor —Wo) = 0, azaz korabbi megallapoda-
sunknak megfeléen a
B.1. tétel. (Gale, 1973, 1. tétel.) Az OLG-cseregazdasagban kétféle allan-
dosult allapot létezik: a) az aranyszabaly vagy b) az autarkia:
u'(wp)
V(W)

re=VvV vagy %,B:O’ rg =

Megjegyzés. Vegyuk észre, hogy az aranyszabaly esetén £]B@tségve-

tési feltétel egybeesik a (B Llmegengedettségi feltétellel. Ezért optimalis
az aranyszabaly! Bevezetjik a kovethieanegkilonboztetést. Egy OLG-
cseregazdasag aranyszabalyat attol déggdosiak vagyhitelezdek vagy
szimmetrikusak nevezziik, hogy az aranyszabaly-allapotban a fiatalok tdl-
koltekeznek vagy megtakaritanak vagy éppen egyensulyban vannak:

Se < 0, G > 0, S6 = 0.

Gale (1973) klasszikus, samuelsoni és egybeasdell6l beszél, a ma-
gyar nyelvii irodalom kordbbanfatalos azérett és aszimmetrikugelz6t
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alkalmazta, azonban@lyben részesitjik Augusztinovics korabbi, szemlé-
letesebb, és e kdnyv 13. fejezetében alkalmazott elnevezésparjat. A tovabbi-
akban a rovidség kedvéért gyakran eltekintiink a szimmetrikugesett

B.3. példa. Diszkontalt Cobb—Douglas-hasznossagfiiggvény esetében az
aranyszabaly fogyasztaspar

. _ Wytwvt . 0+ (1-vYh
06— 145 7 B 146
és az autark kamattényez W
1
rg = .
ow,

O

Az aranyszabaly milyensége (hitetezagy ados) az autark kamatténgez
és a népességnovekedési tédyeiszonyatdl flgg.
B.2. tétel. (Gale, 1973, 2. tétel.) Az OLG-cseregazdasag aranyszabdlya ak-
kor és csak akkor adds (hitelez6), ha az autark kamattényez6 nagyobb (ki-
sebb), mint a népességnovekedési tényez”

rg>Vv (vagy Iz<Vv). (B.6)

Bizonyitas. Mivel rg # v, ¢ nem elégiti ki (B.8)-t, tobbe kerul annal:
rgSe +Si6 < 0. (B.I)-et kivonva, adodikrg — v)s, g > 0, amely a defi-
niciokkal egyutt (B.6)-ot adja. O

B.4. példa. Cobb—Douglas-illusztracio. A B.2. tétel igazsaga koénnyen lat-
hat6 a B.1. példa valamint a B.1. tétel segitségével. Valahan) = (W, +
w,v 1) /(1+3) > w, ésrg =w, /(3w,) > v ekvivalens. O

Végul megfogalmazhato a

B.3. tétel. (Gale, 1973, 3. tétel.) Az OLG-cseregazdasagban az autark alla-
pot akkor és csak akkor Pareto-optimalis, ha az aranyszabdly adés.

Bizonyitas. a) Ha az aranyszabaly hitelézakkorc, g > w,. gy a{wy,w; }
palya javithato, mert attérhetiink{eg } palyara. ’

b) Ha az aranyszabdly adds, akkor tekintsiink egy o{y%[g, C1y L1} Pa-
lyat, amely legaldbb olyan j6, miqw}. Ekkor a B.2. tétel bizonyitadséban
alkalmazott elv szerintgs,; +5;;,; < 0. Behelyettesitve a (B.1) feltételt
(t+1)-re: vsye, g +Syq = 0, rendezessel adodik, hogys,, < Vsy;, -
Ismételvet = 0,1,2,...,(T — 1)-re ad6dikris,, < vis,r <w,. A (B.6)
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egyenbtlenseg szerintg > v, €ss,, > 0, azazT — c-nél ellentmondast
kapunk. O

Emlékeztetiink arra, hogy a hagyomanyos altalanos egyensulyelméletben
(Arrow —Debreu, 1954) az egyensuly altalaban Pareto-optimalis. Itt viszont
azt latjuk, hogy az egyensuly nem mindig Pareto-optimalis. A legkézen-
fekvdbb magyarazat az, hogy most végtelen sok termék és végtelen sok fo-
gyaszto szerepel, s ez okozza a galibat. Mélyebbre tekintve azonban az igazi
bonyodalom abbdl ered, hogy bizonyos piacok hianyoznak: példaul csak az
egyuttéé nemzedékek kereskedhetnek egymassal.

Termel6 OLG-gazdasag

Miutan attekintettiik a cseregazdasagrol szél6 legfontosabb tételeket, raté-
rink a termedgazdasag vizsgalatara. Blanchard —Fischer (1989) 3.1. alfe-
jezete alapjan ékz6r a decentralizalt egyensulyt tanulmanyozzuk, amelyet
0sszehasonlitunk a centralizalt egyensullyal is. A fogyasztasi oldal valto-
zatlan, a kereseteket azonban most a terméléabgyarazzuk. Foltesszik,
hogy a fiatalok dolgoznak és megtakaritanak, az éregek pedig nyugdijban
vannak és felélik megtakaritasaikat. Azaz az aranyszabaly h’ﬁteﬂsvym =
w; ésw, , = 0. Erdemes lesz a fogyasztéi oldalt az Uj jeldlésekkel folirni.

A decentralizalt piacgazdaséagonos fogyasztokbdl és vallalatokbadl All.
Legyenr, at-edik iddszak kamattényépe. Egyt-edik idbszakban sziletett
fogyasztd mérlegegyenletei a kbvetkkz

CottS =W ©S Cpp1=Tl 1S

Az egyszeriliség kedvéért most ismét foltessziik, hogy az eg§szakbk
hasznossagfliggvényei csak a leszamitolas miatt killdnbdznek egymastal:

U(CoysCrrp1) = U(Coy) +0U(C . q), ahol 0<d<1 (B.2)
Az optimumfeltétel most
U (Coy) = ey 10U (Creiq)- (B.4)

A (B.4') feltételdl adddik az optimalis fogyasztas.

A t-edik idoszak fiatalkori megtakaritasa= w; — c,;. Helyettesitéssel
levezetheh a fiatalkorimegtakaritasi fuggvénys = s(\}vt,rt +1), ahol 0<
sy < 1, 5, azsfuggvényw szerinti parcidlis derivaltja.
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Tegylik fol, hogy a hagyomanyos termelési fliggvényfelsid homogén
linearis, a szokasos konkavitasi feltételekkel! Legkea egy bre jut6 Bke,
és f(k) az egy bre jutd termelési fliggvény” < 0 < 'l Elhanyagoljuk a
technikai haladast, s féltessziik, hogy eg¥siziak alatt attke megsemmisiil.
A vallalatok viselkedését, nevezetesefk) bért ésr(k ;) kamattényedt,
a szokdasos profitmaximalizalasi feltétel hatarozza meg:

fk) =k f'(k) = w, (B.7)
(k) =, — L. (B.8)

Mivel a ndvekw népességre jutdke a netté megtakaritasbol szarmazik, az
arupiaci egyensuly feltétele
W, rt+1)

Ky1= S(f (B.9)

Ha nem tételeznénk ol, hogy éke egy idszak alatt megsemmisiil, akkor
vk, = (1— )k +5 egyenlettel dolgoznank, ahgl az egy idszakra jutd
tbkekopas. E furcsa feltevég (= 1) vélhebleg a képletek egyszerlisitését
szolgalja.

Most mar félirhatjuk a modell dinamikajat:

siw(k), (k1))

kt+1: v
azaz
_ s{f(k) —ke{f (k) + 1}, f'(kya) +1]
1= . .

Az implicit fuggvény tetele szerink, , ak; fliggvenyeként kifejezhét
ki1 = @(k). Az emlitett tétel szerint

di.y S (kk (k)
dk ~vos(k)fi(k) (B.10)

ahol § azs fuggvényr szerinti parcidlis derivaltia. AZ"” < 0 egyenbt-
lenség miatt a szamlalé pozitiv. Ha> 0, akkor a nevez is pozitiv, azaz
dk,/dk > 0, @ novek\b. Allandésult allapotol beszéliink, h =k =
.- =K°. Ekkorg, ; =¢ =---=¢°.

Az elmondottakat foglalja 6ssze a

B.4. tétel. A termel6gazdasag OLG-modelljének dinamikajat a (B.9) azo-
nossag hatarozza meg. Az OLG-modellben létezhet egy, tobb vagy nulla al-
landosult allapot.
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Az egyszerliség kedvéért tegylik fol, hogy egyetlen allandésult allapot Ié-
tezik. A stabilitds még ilyenkor is bonyolult kérdés. Ismét szemléltetjik az
elmondottakat.

B.2. feladat. Legyenf(k) = Ak, 0 < a < 1. Bizonyitsuk be, hogy ekkor
W = A(1— a)k® ésr; — 1= Aak?~1, valamint

_O0A(l-a), 4 4
kt+1—mkt =Kk,

azaz az allanddsult allapkt = k1/(1=a))

Az altalanos egyensulyelmélet alapgondolata szerint mégha el is vonat-
koztatunk az érdekeltségi és informacios problémaktéeraralizalt gazda-
sdgsem képes jobb teljesitményre, mint a decentralizalt gazdasag. Nézzik
meg, hogy all a kérdés esetiinkben! Mitratérnénk a centralizalt optimum
kérdésére, érintjik az optimalis névekedés irodalmabdl ismert éHaz el
alfejezetben mar a cseregazdasag esetére taglalt aranyszabalyt. Allanddsult
allapotbanc = f(k) — (v — 1)k, ezért
= 3k=

Ismert, hogy az allandosult fogyasztas maximalisyha 1 = f'(k°) =
v — 1. a kamatlab azonos a népesség ndvekedési ltemével. Hasonléan,
dc/dk > 0, haf'(k) > v — 1, azaz telitettség esetéfkekivonassal novel-
het a fogyasztas.

Hogyan fest a centralizalt optimuiihegymast kovet, de csak paronként
egyuttéb nemzedék esetén? Legyéregy tarsadalmi joléti fliggvény:

0 f'(k)—v+1. (B.11)

V =03u(Cyp) + % &MU (G Crp);
t=

ahol 8* a tarsadalmi leszamitolasi egyutthaté. Ha a tefve/ésbé tdrdik
a jovovel, mint a jelennel, akkad* > 1. Ha egyforman t@dik minden nem-
zedékkel, akkow* = 1. Végll ha figyelembe veszi a nemzedékek méretét
is, akkord* = 1/v. Az (j, nemzedékek kdzti mérlegegyenlet

ke + (k) = Vg +Cop +V ey

Kiejtve c,,-ket, adodik a centralizalt optimum élendl feltétele:

Cyy ! U'(cy) — 8 vl (cy,) =0, (B.12)
k —U (Cy_q) + 8" M1+ f/()]U () = 0. (B.13)
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Kombinélva a két egyenletet:
u’(co,t_l) =[1+ f’(kt)]5u’(cl7t). (B.14)

Osszehasonlitva a centralizalt optimum (B.14) kévetkezményét a decentrali-
zalt optimum (B.4) feltételével, adddik a jol ismert 6sszefuggés, tudniillik,
a decentralizalt és a centralizalt optimum azonos, ha a kamatlab mirien id
szakban egyefila Hke hatarhozadékéaval: (B.7)

Vizsgaljuk meg az optimalis allandésult allapotot, abibEsk® a megfe-
leld értékek. Behelyettesitve (B.12)—(B.13)-ba:

u(eg) = (r°)~tvi(c), (B.12)
1+ f'(K°) = vro. (B.1%°)

(B.13°) és (B.7) egyiitt adja a kovetk@megallapitast.
B.5. tétel. (Mbdositott aranyszabaly.) A centralizalt OLG-optimumban a
kamattényaz ‘egyend”a népességnovekedeési tényez6 és a leszamitolasi té-
nyez6 szorzataval:
r°=vo*.

Miel6tt megemlitenénk a kovetk@zétellinket, vegylk a kévetkéhely-
zetet. Tegylk fol, hogy aA ésB varos elég tavol fekszik egymastdl, és
elég kozel egy jo gyorsforgalmi uthoz! A&bdl aB-be leggyorsabban ugy
juthatunk el, ha minél hamarabb rahajtunk a gyorsforgalmi Utra, és minél to-
vabb maradunk rajta. (Magyar példaval élve: Székesfehérvarrol mehetnénk
kdzvetlenll a 70-es Uton Siéfokra, de érdemes mirélelkatérni az M7-re
€s minél kéébb letérni réla.) Edkészitésiink utan mar kimondhat6 a

B.6. tétel. (Gyorsforgalmi ut.) Adott kkezdeti €s Kk végallapot, valamint
elegend6 hosszu T id6horizont mellett az OLG-beli optin{&is palya az
id6 nagy részében az allandosuttdlapot kozelében halad.

Mar emlitettiik, hogy bizonyos esetekben az OLG-modellben lehetséges
adinamikus inefficiencigazaz legalabb egy nemzedék jéléte novéihigy,
hogy a tébbié nem cstkken (v6. a B.2. tétel).

Legyenc, = ¢y, + v*lcl,t az egy gyermekre és a hozza tartozo féismil
jutéd fogyasztas, és® az allandoésult allapotbeli érték. Ezzel visszavezettilk a
kérdeést a (B.11)-ben emlitett klasszikus feladatra, és belattuk a cseregazda-
sagra vonatkozo B.2. tétel termdghzdasagra vonatkozé megféjét.

B.7. tétel. Dinamikus inefficiencia. A termelOLG-gazdasag allandosult
fogyasztasa novelhetokekivonassal, ha az allandésult allapotbelké na-
gyobb, mint az aranyszabaly érték: % k.
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A gyakorlatban nem szabad megfeledkezni a termelékenységndvekedés-
rél sem. Jelenleg még nyitott kérdés, hogy a valésagban lehetséges-e ilyes-
fajta tulfelhalmozas, de kicsi a valosag¥ge (Blanchard — Fischer, 1989, 3.
fejezet).

Nyugdijrendszer és tkefelhalmozas

Ebben az alfejezetben a tarsadalombiztositasi (réviden tb) kérdéseket tanul-
manyozzuk a termélOLG-modell segitségével. Egyébként az OLG-nek ez
az egyik leggyakoribb alkalmazasa. Most Blanchard — Fischer (1989) 3.2. al-
fejezete szolgdl az ismertetés alapjaul. Szikségunk lesz 3 @#nmum-
feltétel Uj alakjara, amelyet a megtakaritas behelyettesitésével nyerink:

U (W —§) =r 10U (r,s). (B.15)

Eddigi jeloléseink mellé vezessik be a kdvethet: Tw; ésh, egy fiatal
személy tb-hozzajarulasa, illetve egpaszemély nyugdijataedik iddszak-
ban.

Felidézzik a dkésitett és a felosztd-kirovd nyugdijrendszer alapfogal-
mait. Az el$ rendszerben a fiatalokéek takarékoskodnak oregkorukra:
by = rytw,_;, @ masodikban az allam az éregek mindenkori nyugdijat a fia-
talok megaddztatasabol fedebj:= viw;. A tokésitett rendszer optimalitasi
feltételei a kdvetkeldk:

U((1-T)W —§) =T 10U [r 4 (5 +TwW)], (B.16)
§+TW = VK. (B.17)

A (B.16)—(B.17) egyenletpart 6sszevetve (B.15)—(B.8)-cal, adddik a

B.8. tétel. Ha a tb-hozzajarulas nem haladja meg a tb nélkili rendszer meg-
takaritasait ¢w; < vk, ,), akkor a tkésitett rendszer bevezetésénéldk-
tozatlan marad, ezért ez a nyugdij nincs hatassal az OLG-beli teljes t6kefel-
halmozasra.

A feloszt6-kirovo rendszer optimalitasi feltételei a kdvetiez
U((1-T)W —§) =T 10U[r 1§ +VTW], (B.18)
§ = th+1'

Az egyén szempontjabol a tb-megtakaritdsok hozamal helyettv —
1. Csupasz modelliinkben a feloszté-kirovd rendszer akkor és csak akkor
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elénytsebb, mint aoKésitett, ha a népesség ndvekedési té@pyargyobb

a realkamat-tényez6né8.5. tétel: Aaron-elv). Tovabbi kérdés: hogyan hat
a feloszté-kirovd rendszer bevezetése a megtakaritasokra? Kédewéi
Tegyuk fol, hogytw, = Tw,_ , és differencialjuk (B.18)-at:

ds U +vup

d(twy)  ug+ruj’

aholu, ésu, azu fuggvénynek a (B.18) egyenlet bal, illetve jobb oldalan
szerepb helyen vett értéke. A megtakaritds tehat mindenképpen csokken.
Az, hogy a relativ csokkenégls /d(Tw;)| kisebb-e, mint 1, attdl fugg, hogy

v < r teljesil-e. Hasonl6an igazolhat6 a

B.9. tétel. A PAYG bevezetése lassitja az OLG-beli tbkefelhalmozast vala-
mint csokkenti az allandésult tékeéllomanyt. Ha v, akkor a PAYG be-
vezetése kedvez az els6 nemzedéknek a tobbi karara. Ha azoaban r
akkor mindenki nyer, mert csokken (esetleg megszinik) a dinamikus ineffici-
encia. Ha r= v, akkor a felosztd-kirovo rendszer ekvivalen®késitettel,

igy bevezetése k6zémbos.

Megjegyzés. Figyeljuk meg, hogy a feloszté-kirovo rendszer targyalasanal
mindvégig foltettiik, hogy minden nemzedék hajlandd dzehemzedék
tb-koltségeit fedezni. Szé szerint véve ehhez (megszamlalhatéan) végtelen
sok nemzedékre van sziikség, ugyanis, ha lenne egy utolsé nemzedék, an-
nak nem lenne érdeke fizetni az utolsdtélnemzedék koltségeit stb., azaz
alanc megszakadna. Természetesen itb @ugéneket feltételeztink, s elte-
kintettlink a csaladon beluli kétirany tAmogatasoktél. A kérdést részletesen
targyalja Blanchard — Fischer (1989) 3. fejezete.

B.5. példa. A kolozsvari Caritas tevékenysége is a népesség végességeén bu-
kott meg 1994 kdzepén: negyedév alatt a pénz megnyolcszorozasat igérte,
amely még az akkori évi 300 (negyedévi kortlbeltil 40) %-os inflacié mellett
— azonos nagysagu betétekkel szamolva — a rés#tvexamanak negyedé-
venkénti majdnem meghatodszorozédasat igényelte18l-5,7. Az 1997
elején dicstelenil véget @malban pilotajaték mar egy egész nemzet gazda-
sagi és tarsadalmi rendjét rengette meg.

Ez a gondolatmenet hasonlit ahhoz a matematikai paradoxonhoz, melyet
a végtelen szobaszamu, telthdzas szallodardl szoktak elmondani. Minden
szoba egyagyas, minden szobaban van vendég. Megérkezik egy Uj vendég,
azt elszallasoljak az 1. szobaban, annak korabbi lakojat atkuldik a 2. szobaba
stb. Ebben az értelemben egy ilyen szalloda sohasincs tele. O
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Tanulsagok

Az OLG- (egyuttéd nemzedékek) modellcsalad sikerrel magyarazza meg a
dinamikus gazdasag olyan jelenségeit, amelyek az apak és filk (anyak és la-
nyok) egymasra utaltsagaval kapcsolatosak. Az egyszektoros optimalis n6-
vekedéselmélet egyes tételei (példaul az aranyszabaly) érvényesek marad-
nak, masok (példaul a stabilitas) érvényiket vesztik. Adndift aranysza-

baly kdvetkezményeként adddik, hogy a feloszto-kirovéd rendszer mikor jobb

a tbkésitett rendszernél. Az OLG-cseregazdasagban elméleti tisztasagukban
tanulmanyozhaték egyes jelenségek (adés versus litatanyszabaly; cik-

lus és kdosz). Az OLG-termilazdasagban pedig mind &kefelhalmo-

zas, mind a kamatlab endogén. Ugyanakkor az OLG-modellcsaladban na-
gyon megszorité az a feltevés, hogy mindebdsizhkban csak két korosztaly-
nemzedék (dolgozoké és nyugdijasoké) él egyitt. Emiatt az elemzési alapi-
dbszak hossza eleve nagyon hosszu, mondjuk 30 év, az ezen beliili mozgasok
nem is értelmezhéek. Csak két irredlis kbvetkezményt sorolunk fel. 1. A
munkaban és a nyugdijban téltotthekak egyforma hosszi. 2. Ner-n

nek a szolgalati idivel a keresetek. Sajnos, az OLG-modellek hivei gyakran
elfeledkeznek modellcsaladjuk megszorito feltevébeds tulzott magabiz-
tossaggal vonnak le gyakorlati kbvetkeztetéseket e modell segitségével.

TEXTS DON’T GROW ON TREES!
AUTHORS’ RIGHTS AWARENESS CAMPAIGN

© Simonovits Andras





