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Az elmult évtizedekben a matematika — az informatikahoz, fizikdhoz, bio-
I6giahoz és mas természettudomanyokhoz hasonléan 6nallé szakmava valt;
a matematika hagyomanyos —@dsrban miiszaki és orvosi jellegli — alkal-
mazasi teriiletei egyre nagyobb mértékben egésziiltek ki pénzigyi és koz-
gazdasagi alkalmazasokkal, amelyekben a matematikai statisztikanak kulcs-
szerepe van, példaul a biztositétarsasagok és bankok kockazatelemzésének
megalapozasaban.

Ez az igény, tovabba a hallgatoi létszam nodvekedése tette sziikségessé
egy szakmailag atfogd, ugyanakkor a gyakorlati alkalmazasokra kdzvetle-
ndl rAmutaté egyetemi tankdnyv megirasat. Két, latszdlag egymasnak el-
lentmondé célt allitottunk magunk elé: egyrészt édhatkalmazasorientalt
betekintést szeretnénk adni a matematikai statisztika ma ismeretes legfon-
tosabb mddszereibe, masrészt szeretnénk kielégiteni azokat a matematikai
precizitast igényd olvasokat is, akik nem szivesen fogadnak el bizonyitas
nélkuli allitasokat. A kényv mindazok szamara olvashat6, akik alépfedt
sofokd matematikai ismeretekkel (linearis algebra, valés analizis, valoszini-
ségszamitas) rendelkeznek. A tételek mondanivaléjat illusztralé példak és
a gyakorlatban kdzvetlenil hasznosithaté ismeretek jol elvalnak a mélyebb
matematikai megfontolast igériylbizonyitasoktél, igy efs olvasaskor az
utébbiak elhagyhatok. Ez a targyalasi mod |éhétteszi, hogy kdnyviinket
kilbnb6d matematikai élképzettséqgli, a fdisktatas kilonbdz szintjein
tanul6 hallgatok tankényvként, a gyakorld statisztikusok pedig kézikényv-

ként hasznaljak.
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Konyvink cime is a fenti kefisséget kivanja kifejezni: a hangsuly —
megfeleb elméleti megalapozottsdggal — a mddszereken (kovetkeztetése-
ken) van, de egyben ramutatunk a matematikai statisztika Iényegére, amely a
véletlen jelenségek természetére vonatkozé minél mélyebb kovetkeztetések
levonaséban rejlik. Wald Abraham, magyar szarmazasi matematikus talalo
kifejezésével élve: a matematikai statisztika feladata az, hogy megmutassa,
hogyan viselkedjink véletlen kériilmények kozott.

A statisztikus rendelkezésére csupan kisérleti megfigyelések allinak, és
ezek alapjan kell — a valészinliségszamitas eszkdzeivel — minél tdbbet kide-
ritenie a hattérben allé véletlen jelenség termésakggéldaul, hogy milyen
eloszlasbdl szarmaznak a megfigyelések, becsiini a paramétereket, adott
esetben dontéseket hozni, vagy egy tébbdimenziés adatrendszer struktlra-
jat feltarni). Ténylegesen ugyan konkrét mérésekkel dolgozunk, de soha-
sem szabad elfelejteniink, hogy a keziinkben tartott adatsor a véletlen mive.
Ezért méréseinket ugy kell kezelni, mint a vélett#ritiggd mennyiségeket,
azaz valészin{iségi valtozokat. Ez a kdrlilmény gyakran paradoxonhoz ve-
zet: példaul, ha a tapasztalati korrelacios egyttthato értékére 0,6-et kapunk,
az 10 megfigyelés esetén lehet pusztan a véletlen jatéka, mig 100 megfigye-
lés esetén valodi kapcsolat meglétére utal.

Az ismertetett anyag az élszerbdnek a Budapesti Miiszaki Egyetemen, a
masodik szerinek a Szegedi Tudomanyegyetemen évek 6ta tart@tiéba-
ira épll. A szerak nosztalgiaval gondolnak azokra abkte, amikor Rényi
Alfréd, Vincze Istvan és Prékopa Andras ma mar beszerezhetetlen tankony-
vei és jegyzetei alltak a matematikus hallgatok rendelkezésére. E klasszikus

mivek jelentik szamukra az anyag magasfokl, egzakt és mégistééthet
adasanak idealjat. Ezeket szeretnék kiegésziteni a modern eredményekkel.

A matematikai statisztika,& a valdszinliségszamitas is, viszonylag Uj
tudomany. Ez utdbbi sziletését Pascal és Fermat 1654-ben valtott leve-
leitél dataljak, ezekben a levelekben oldottak meg ad ekmtrivialis —
szerencsejatékokkal kapcsolatos — valoszinlségszamitasi feladatot. Nincse-
nek arrol feliegyzések, hogy az antik gérégok akarcsak atlagot is szamoltak
volna. A matematikai statisztikai vizsgalédasokat a gyakorlati sziikségsze-
rliség hivta életre a XVIIl. szazadban, ugyanakkor John Arbuthnote-ot a tar-
sadalmi jelenségek iranti elvont érdé@tés késztette, hogy statisztikai pro-
baval dontse el, vajon torvényszerlii-etk s férfiak szama kozotti eltérés.
Thomas Bayest nagyhatasu tételének megfogalmazasakor filozofiai kérdé-
sek motivaltak. Biztositétarsasagok alakultak, az iparbarosdigellefr-
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zése, a mebgazdasagban terméshozamok dsszehasonlitasara volt sziikség,
a gyogyaszatban kezelések hatasossagat kellett vizsgalni, kialakult az orvosi
biometria (Galton, Watson). Laplace, Gauss és Csebisev koruk legkiemelke-
ddébb matematikusaiként statisztikai problémakkal is szembesiltek (példaul
Gauss a kisbolygok palyajanak kiszamitasakor), és azokat a feladatok altal
igényeltnél Iényegesen altalanosabban oldottak meg. A kdzvetlen gyakorlat-
bél szarmazo feladatok megoldasara kidolgozott aldpwveidszerre példa a

V. Gosset altal a s6rok mirségvizsgalatara bevezetett Student alnéven pub-
likalt t-préba. A statisztika rendkivili tarsadalmi hatasat bizonyitja Florence
Nightingale munkasséaga, aki képzett matematikus volt, és tébbek kozott az
0 jol rendszerezett adatai inspiraltak Henri Dunant-t a Nemzetkdzi Voroske-
reszt megalapitasara. A XX. szazaddislében az angol iskola (K. Pearson,

R. A. Fisher, J. Neyman) és az orosz iskola (Bernstein, Glivenko, Kolmo-
gorov, Szmirnov) munkassaga volt kiemelke@s természetesen a magyar
szarmazasi Wald Abrahamé, aki kidolgozta a jatékelméletben is hasznéalatos
dontésfiiggvények elméletét, szekvencialis eljarasat pédiceiek elledr-
zésére hasznaltakd mar az amerikai iskolahoz tartozott, akarcsak a szintén
magyar szarmazasl Neumann Janos és Lukaés Jéavabbi képvisdk:

E. L. Lehmann, H. Scheffé, C. Stein, a svéd H. Cramér, a francia L. Le Cam
és D. Dugué). 1987-ig élt Kolmogorov, napjainkban is él még C. R. Rao.
Szamos ma élés alkoto statisztikus nevét kellene még megemliteniink.

Néhany sz6 a konyv egyes fejezeteinek tartalmarol.

Az 1. fejezetben a sziikséges matematikdisehereteket foglaljuk 6ssze.
A lineéris algebra paragrafus a vektorok és matrixok statisztikai alkalmaza-
sok szempontjabdl fontos tulajdonsagait targyalja: Hilbert-térbeli vetitések,
matrixok spektral- és szingularis felbontdsanak optimumtulajdonséagai és az
optimum mibenlétére vonatkozé szeparacios tételek. Ezen eredmények nagy
részét meglep médon a XX. szazadban fogalmaztak meg. Feltételezziik,
hogy az Olvasé ismeri a valdszinliségszamitas mértékelméleti alapjait. Ezért
a masodik paragrafusban csak a feltételes varhaté érték Kolmogorov-féle de-
finicibjanak és a tagabb értelemben vett feltételes eloszlas létezésének kér-
déseit részletezziik. A valdszinliségszamitasi 6sszefoglal6 tartalmazza a sta-
tisztikdban leggyakrabban&brdulé — a normalis eloszlasbél szarmaztatott
— eloszlasokI(, x2,t, F) slrliségfiiggvényeinek levezetését. Itt bizonyitjuk a
mintaatlag és a tapasztalati szérasnégyzet fiiggetlenségét, tovabbé a Fisher—
Cochran-tételt is.
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A 2. fejezetben a statisztikai alapfogalmakat ismertetjik. Bizonyitjuk a
matematikai statisztika egyik alaptételének szamito Glivenko—Cantelli-tételt,
betekintést adunk a rendezett mintadk elméletébe és a Kolmogorov—Szmirnov-
tételkdrbe. Az elégségesséq, teljesség, exponencidlis eloszlascsalad fogal-
maira a kovetkez fejezetekben tAmaszkodni fogunk.

A 3., becsléselméleti fejezetben @srban pontbecslésekkel foglalko-
zunk. Ezek tulajdonsagainak, és a tulajdonsagok alapstatisztikakra valo al-
kalmazésainak ismertetése utan bizonyitjuk a Cramér—Rao- és a Rao—Black-
well-Kolmogorov-tételt, majd példakon illusztraljuk kévetkezményeiket. A
pontbecslési médszerek kdzil a maximume-likelihood-, momentum- és Bayes-
modszereket ismertetjik. Az intervallumbecslések (konfidenciaintervallu-
mok szerkesztése) mar atvezetnek benniinket a hipotézisvizsgalat fejezethez.

A 4. fejezetben a hipotézisvizsgalati alapfogalmakat egy gyakorlati példa
segitségével vezetjik be. A Neyman—Pearson-féle likelihood-hanyados ala-
pa dontési eljarast kiterjesztjik dsszetett hipotézisek vizsgalatara és ismer-
tetjik a likelihood-hanyados préba fogalmat. Ezaltal az Olvasot képessé
tesszik paraméteres probak konstruélasara, tovabba a konkrét paraméteres
prébakat is ezekbe a konstrukcidkba illesztjiik be (-, F- és relativ gya-
korisagok 6sszehasonlitasara, valamint a korrelacios egyttthat6 szignifikan-
cigjara vonatkozé probak). A nemparaméteres probaknal mar nem taglal-
juk — az itt sokkal nehezebben atlathatd — optimalitasi kritériumoka, (
Kolmogorov—Szmirnov- és rangstatisztikakon alapul6 prébak). Részletesen
targyaljuk viszont a Wald-féle szekvencidlis eljarast és bizonyitjuk a Wald—
Wolfowitz-tételt.

A tobbvaltozds statisztikai médszereket elméletileg megalapozé 5. feje-
zet szorosan kapcsolédik adebekhez. A tébbdimenziés normalis elosz-
las ekvivalens definicidival és a tdbbdimenzids centrédlis hatar-eloszlastétellel
inditjuk a fejezetet, ezek alapjan bebizonyitjukastatisztika hatareloszla-
sara vonatkoz0, az @06 fejezetben mar felhasznalt tételt. Kitériink a kor-
relaciés matrixok geometriai tulajdonsagaira és a tdbbdimenziés normalis
eloszlasfuggvényt kozefitalgoritmusokra. A paraméterek maximum likeli-
hood becslése atvezet benniinket a Wishart-matrix strliségének meghataro-
zasdhoz, majd a sajatértékek egyuttes slrliségének ugyanezen logika alapjan
tortérd kiszamitdsahoz. Ezutan a becsléselméleti és hipotézisvizsgalati fo-
galmakat altalanositjuk a tobbdimenzids esetre. A tdbkitében ennek a
fejezetnek a végén feladatok is talalhatok, ugyanis szamos olyan apr6 allitas

www.interkonyv.hu © Bolla Marianna, Kramli Andras



© Typotex Kiadd

Elész6 11

van, amelyekre a tovabbi fejezetekben hivatkozunk, bizonyitdsuk azonban
egyszerl szdmolasi gyakorlat, amit az Olvasora bizunk.

A 6. fejezetben vezetjik be a klasszikus tobbvaltozés statisztikai médsze-
reket, amelyek tdbbdimenzids normalis hattéreloszlasbdl kiinduld un. linea-
ris modszerek (a kovarianciamatrix alacsony rangu kozelitésein alapulnak).
Céljuk strukturafeltaras gkomponensanalizis), dimenzidcstkkentés (fak-
toranalizis), szérasfelbontas (varianciaanalizis) és predikcié (regresszi6ana-
lizis). Részletesen targyaljuk a legkisebb négyzetek modszerét és a Gauss—
Markov-tételt. A kanonikus korrelacidéanalizis feladatat optimumkeresés-
ként fogalmazzuk meg, és a faktorok szamara vonatkozo hipotézisvizsga-
latnal kihasznaljuk, hogy egy tébb célvaltozds regresszidéandlizian szé.

A 7. fejezet az utébbi 50 évben kidolgozott osztalyozasi modsz@rekr
szol. A korrespondancianalizist tipikusan kategérikus valtozok, konting-
enciatablak vizsgalatara fejlesztették ki, ezt a kanonikus korrelaciéanalizis
diszkrét analogonjaként targyaljuk matrixok szinguléris felbontasanak segit-
ségével. A diszkriminanciaanalizis targyalasaban — a kdnyvben altalanosan
kovetett elvbl eltében — a bayes-i megkozelitést alkalmazzuk. A klasz-
teranalizis szerteagaz6 modszedeinkabb csak izel@t adunk. A dimen-
zibcsokkentéshez hasznélatos tobbdimenzids skdlazas mbddszerének linearis

algebrai hatterét viszont részletesen ismertetjik.

A 8. fejezetben algoritmikus modellek cimsz6 alatt azokat az Ujonnan be-
vezetett eljarasokat targyaljuk, amelyek nem a klasszikus modelleken alapul-
nak, hanem éppen ezek hianyossagait és a szokasostol (bigmyos vagy
cenzoralt) adatstruktira altal felvetett numerikus nehézségeket szeretnék ki-
kiiszobolni. Leo Breiman [Br] cikkében arr6l szdmol be, hogy gyakorlati
statisztikai problémakkal szembesiilve a klasszikus apparatus n@hdt cs
mondott. Foglalkozunk a Kaplan—Meier becslésekkel, a tébbdimenziés ki-
szobmodellekkel (ezen belll probit- és logitanalizissel), a hianyos adatokra
kidolgozott EM-algoritmussal, tovabba az altalanos regressziés problémara
alkalmazhaté ACE-algoritmussal. Az Ujramintavételezési eljarasokat (jackk-
nife, bootstrap) egy-egy jellerdzéldan illusztraljuk. A fejezet végén rovi-
den ismertetiink hdrom, Magyarorszagon jelenleg elterjedt statisztikai prog-
ramcsomagot. Az utolsd paragrafusban betekintést adunk a nagyon nagy
mintak kezelését leh@té te\d, napjainkban kidolgozott, véletlenitett linea-
ris algebrai médszerekbe.

Az irodalomjegyzék a klasszikus kdnyveken és a feldolgozott cikkeken
kivul a torténeti hiiség kedvéért az egyes tételek eredményeinek eredeti kdz-
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léseit is tartalmazza, ahol ez fellelitetFeltétlendl ki kell emelniink H. Cra-
mér [Cr], E. L. Lehmann [Le], C. R. Rao [Rao] és S. Zacks [Za] konyveit;
ezekl®l vettiik at a statisztikai tdrzsanyag mar klasszikussa valt bizonyita-
sait. A linearis algebra statisztikaban alkalmazott tételeinek bizonyitasaban
Bhatia [Bh] kbnyvére tAmaszkodtunk. Az utébbi 50 évben kidolgozott mad-
szerek ismertetéséhez az eredeti dolgozatokon kivil ézsekrd [BM1]
[BM2] és [BM3] cikkeit is felhasznaltuk. Kiemeljik még, hogy a Wishart
s(rliségfliggvényt Olkin szellemes, 2002-ben publikélt [Ol] dolgozata alap-
jan szamitjuk ki.

A jelolések a szokasosak, ha attol dt¢eldlést hasznalunk, azt magya-
razzuk. A tételeket és allitasokat az egyes fejezeteken belll paragrafuson-
ként szamozzuk (a definiciokat, példakat nem). Az azonos fejezeten belili
hivatkozasnal csak a 3.2. Tétel jeldlést hasznéljuk, ha példaul az 5. feje-
zet 4. paragrafusaban hivatkozunk ugyanezen fejezet 3. paragrafusanak 2.
tételére. Ha viszont ugyanerre a tételre egy masik fejezetben hivatkozunk,
akkor az 5.3.2. Tétel jel6lést hasznaljuk. Az olvasé tajékozodasat meg-
kdnnyitend konyvink végén kdzreadjuk a 4. fejezet hipotézisvizsgélatai-
hoz sziikséges tablazatokat, mig a nevezetes eloszlasokat és paramétereiket
flggelékben foglaljuk dssze.

Végul kdszonetet mondunk Aratd Matyasnak és Tusnady Gabornak, akik
felkeltették bennink a matematikai statisztika iranti vonzalmat, és akiknek
1960-70-es években tartotbabasait kbnyviink részben koveti. Kdészonet-
tel tartozunk tovabba kollégainknak: Friedl Katalinnak, Major Péternek, Mi-
chaletzky Gyoérgynek, Méri F. Tamasnak és a konyv lektordnak, Székely J.
Gaébornak értékes megjegyzéseikért.

Kbszonettel tartozunk tanitvanyainknak, Felszeghy Bélintnak, Racz Ba-
lazsnak és Rath Balazsnak, a Budapesti Mliszaki Egyetem, valamint Ambrus
Gergelynek, Balogh Ferencnek, Krauczi Evanak, Sziics Gabornak és Variju
Péternek, a Szegedi Tudomanyegyetem hallgatéinak szamos hasznos észre-
vételukeért.

Budapest — Szeged, 2005. februar Bolla Marianna — Kramli Andras
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