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A magyar kiadas szerkeszt6jének eloszava

Az 1950-60-as években a Nem elemi feladatok elemi tdrgyaldsa cimii kotet
orosz kiaddsban nagyobbik batydm két baratjanak is megvolt. (Az 1954-es
kiadas arlapja 10 rubel 15 kopejkat kozol, és ez az 1961-es pénzreform 1
nulla levagasat és az akkori arfolyamot figyelembe véve koriilbeliil 13 forint
lehetett, azaz 4 kg kenyér dra.) Kisebbik batyam is hamarosan beszerezte
e legendés kotetet, és 1962 koriil én mar abbdl okosodtam. A szerzok, a
két Jaglom, kivalé matematikusok voltak, és a Csencov—Skljarszkij—Jaglom
versenyfeladatokat a Typotex is kiadta.

Hosszas keresés utan nemrégiben az egyik orosz nyelvii példanyt vég-
re sikeriilt megszereznem, és félve vettem a kezembe: nem csalt-e meg az
emlékezetem: valéban olyan jé-e a konyv? Azonnal ellendriztem magam, és
kivételesen nem csalédtam: valéban remekmiivel dllunk szemben. (Ezt ala-
tamaszthatja a Wikipédia informécidja is, amely szerint a jelen kotet angol
forditasat a Holden Day, San Francisco jelentette meg 1964/1967-ben, és a
kizarolag klasszikus miiveket kiadé Dover is megjelentette 1987-ben.)

A kotet sikeresen elkeriili a kozépiskolai matematika oktatdsaban mu-
tatkozo két végletet: 1) a szabatossdghoz ragaszkodva megall a gorogoknél,
2) a modernséghez ragaszkodva zagyva médon prébalja elmondani az Gjabb
matematikai eredményeket. Nem elemi feladatokrol van sz6, de elemi tar-
gyaldsban. Sokan azt gondolhatjak, hogy ez az egész fabodl vaskarika. Nem
elemi feladatokat nem elemi eszkozokkel kell megoldani.

A tagado valaszt egy konkrét feladaton keresztiil probalom megvilagita-
ni. Mennyi az y = 1/z alakd hiperbola alatti teriilet 1 és = kozott? F(x)-
szel jelolve a meghatdrozandé fiiggvényt, a valaszt az 1670 koriil felfedezett
Newton—Leibniz-formula adja: F(x) = Inx, hiszen annak derivéltja 1/z.
Igen, de ezt az eredményt mér 1650 el6tt ismerte Saint Gregoire (és késébb
Fermat). Hogyan johettek ra az 6sok erre a fontos eredményre? Masképp,
de 50 év tavlatabdl is pontosabban emlékeztem, hogyan talilta meg egy
harmadik médszerrel, elemi eszkozokkel a szerzéparos a hiperbola alatti te-
riiletet. Legyen a teriilet az a és a b pozitiv valds szamok kozott G(a, b), azaz
F(z) = G(1,z). El6szér belattatjék az Olvaséval, hogy G(ca,cb) = G(a,b),
ahol ¢ > 0. Ebbdl mar a teriiletfiiggvény additivitasa miatt kovetkezik, hogy
G(1l,zy) = G(1,2) + G(z,zy), azaz F(xy) = F(z) + F(y). Ekkor mar csak
a nevezetes (19. szézadi) Cauchy-féle transzformalt fiiggvényegyenletet kell
megoldani: F(z) =Inz.

A nagyszerii didaktikai érzékli szerzék azonban az ilyen nehéz felada-
tok megoldasat a II. részre hagyjék. Bemelegitésként kombinatorikai és
valoszintiség-szamitasi feladatokkal teszik probara az olvasék képességeit.
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Nem konnytiek a probak, de aki tul jut rajtuk, az nehezebb feladatokat is
képes lesz megoldani.

A forditas és a szerkesztés sordan igyekeztiink a lehetd legkevésbé véltoz-
tatni az eredeti szovegen. De a szerzék takarékos CF jelolése helyett a bi-
nomidlis egyiitthatonak a magyar és a nemzetkozi irodalomban szokéasos
jelolését alkalmaztuk. Néhany ponton felfrissitettiik a szoveget: példaul
céltalan lett volna elhallgatni, hogy az 1954-ben még megoldatlan négyszin-
sejtést 1976-ban megoldottak. Néhany hidnyossagot labjegyzetben pétol-
tunk: példaul a 155. feladatnal megjegyeztiik, hogy a szerzok altal kozolt
elemi megoldéds Fermat-t6l szarmazik és Arkhimédesz eredeti otletét koveti;
vagy a teljesség kedvéért az Osszes fontosabb szereplé matematikus sziiletési
és haldlozédsi évszamat megadtuk. Szamos nyilvanvalé elirdst javitottunk,
a fontosabb esetben e mdédositdsokat labjegyzetben jeloltiik. (Végiil is ha-
romféle labjegyzetet szamoztunk folyamatosan: a szerzokét, a forditéét és
a szerkeszt6ét.) A mai olvass, aki méar nem hasznal logaritmustablét, meg
lesz lepve, hogy a szamolastol fiiggetleniil is a szerzék mennyi helyen szere-
peltették konyviikben a tizes alapu logaritmust, az lg-t. Mai szemmel nézve
ez hiba, de nem ,, javitottuk ki”. A szoveg végén szerepld hivatkozasi jegy-
zékben szerepl6 orosz forrdsok jelenleg Magyarorszagon elérhetetlenek. Ahol
tudtuk, ott kozoltiik az angol forditdsukat.

Kotelességemnek érzem megjegyzeni, hogy a forditas végére érve, 2014
szeptemberében Mezei Istvantol véletleniil megtudtam, hogy az 1968 utéan a
konyv feladatainak zome mas felosztasban t6bbszor megjelent magyar nyel-
vii egyetemi jegyzetben FElemi matematika IV. és V. cimmel Hortobdgyi
Isvan szerkesztésében. A 1V. kotet Bevezetése megemliti, hogy ,a jegyzet 1.
M. JAGLOM és A. M. JAGLOM Nyeelementarnije zadacsi v elementarnom
1zlozsenyiji c. konyvén alapul, amely a Matematikai Kor Konyvtara sorozat-
ban jelent meg (Moszkva, 1956). ... Felhasznéltuk Lérincz Istvan és Zsido
Zoltan mat.-fiz.-abr. geom. szakos, Bodrogi Gorgy és Mezei Istvan mat.-fiz.
szakos tanarjelolteknek a fenti konyv egyes részleteirdl készitett forditdsait.”
(Mi az 1954-es kiadast hasznaltuk!)

Ha tudtuk volna, hogy e ma mar alig fellelhet6 jegyzet Jaglom—Jaglom
konyvének magyar nyersforditasa, akkor engedélyt kértiink volna a kozremii-
kodoktol, hogy forditasunknal a kordbbi magyar széveget felhasznalhassuk.
fgy azonban csak az utélagos elismerésre van médunk. Megjegyezziik még,
hogy a magyar nyelvii jegyzet helysziike miatt kihagyta a torténeti utalaso-
kat.

Természetes, hogy a konyvben targyalt anyag egy része magyarul mar ko-
rabban hozzaférhet6 volt, példaul a szamelméleti feladatok egy része Freud—
Gyarmati (2000)-ben, az analizis feladatok jelent8s része szamos méas konyv-
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ben, példaul Laczkovich-T. Sés (2005) és (2007)-ben, a valészintiség-szami-
tasi feladatok példaul Rényi (1966)-ban és diszkrét matematikai feladatok
példaul Lovasz—Pelikdn—Vesztergombi (2010)-ben.

Utoljara, de nem utolsésorban szeretném felhivni az Olvasé figyelmét egy
hasonlo jellegli, de magasabb szinten irédott miire, a magyarul is kiadott
Poélya—Szeg6: Valogatott tételek és feladatok az analizis korébél (1922) kor-
szakalkoté mire. Mindkét mii gy akarja bevezetni az Olvasét a kitlizott
témakorbe, hogy gondosan adagolja az informéaciokat.

A koriilbeliil 510 oldalas konyv el6szor a 170 darab feladatot kozli, majd
tobb szaz oldalon a részletes megoldasokat, végiil a valaszokat és az utmutata-
sokat. Remélem, az Olvasé tetszését is megnyeri a mii.

Budapest, 2014. oktéber

Simonovits Andras



A szerzok eloszavabdl

Az elemi matematika vdlogatott feladatai €s tételei a Matematikai szakko-
ri konyvtar elsé hirom kotetében kaptak helyet.! A munka folyamatédban
azonban kideriilt, hogy a negyediknek szant kotet jelentésen kiilonbozik az
el6zoktol, és a fenti cim rosszul illik ra.

A konyvtar elsé koteteitdl ez a konyv alapvetoen a feladatok témakoré-
ben tér el. Ha az elsé kotetek rendszerint a feladatok téméjaban az elemi
matematikdra korldtozédnak, amelyet a kozépiskoldban tanitanak (szdm-
tan, algebra, mértan), akkor a jelen konyv zome olyan matematikai teriile-
tekhez tartozik, amelyeket csak fels6fokt képzésben tanitanak: valészintiség-
szamitas, projektiv geometria, topoldgia, integralszamitas, szamelmélet. Eze-
ket az elemi matematika valogatott feladatainak és tételeinek nevezni na-
gyon erdltetett lett volna. Ugyanakkor egyik szerepl6 feladat megoldasa
sem kovetel meg olyan ismereteket, amelyek a kozépiskoldas matematika ke-
reteit meghaladnék (kivéve néhdny rovid magyardzatot, amelyeket a konyv
a megfeleld feladatok elétt kiilon megad). Emellett e faladatoknak mind
a megfogalmazdsa, mind a megoldasa teljesen elemi. Masképp fogalmazva:
a kivalogatott feladatok zome a magasabb (nem elemi) matematika elemi
kérdéskoreibe tartozik, ezt vettiik figyelembe a cimadasnal is.

A konyv célja, hogy megismertesse az olvasét matematikai tények, esz-
mék és mddszerek egész sordaval. A feladatgytijtemény formét azért valasz-
tottuk, hogy a teljes anyagon 0sztonozziik az aktiv és 6nall6 munkat.

A konyv olvasésa elétt sziikséges megismerni a konyvhoz irt Haszndlati
dtmutatot. A konyv matematika irant lelkesedd felsobb osztédlyos iskolasok,
alsébb évfolyamos féiskolai és egyetemi hallgatok, a matematikat oktatok
és altalaban e tudomany osszes kedvelGje szamara késziilt; felhasznalhaté az
iskolai és egyetemi (f6iskolai) matematikai korok munkajaban.

A konyv két részének célja kozos, és a két rész ugyanannak az olvasokozon-
ségnek sz0l, de eltérd jellegli. Az elsd, a Kombinatorikai és valdszintiség-
szamitasi feladatok cimi rész 100 feladatot tartalmaz, amelyek bar a felada-
tok megfogalmazasdaban és a megoldasok médszerében lényegesen kiillonboz-
nek, azonos kérdést vetnek fel. E feladatok a matematika egy viszonylag
szlik, a kozépiskolas tananyagban csak csekély mértékben szereplo dgdhoz, a
kombinatorikdhoz tartoznak. Az elsé rész feladatai tobbnyire nem kiilono-
sebben bonyolultak és kozel dllnak az iskolai feladatokhoz; kivételt képeznek
az utolsé ciklus feladatai, amelyek valdszintiségek kiszamitasat tlizik ki. Ezek
kozt szamos igen nehéz feladat szerepel.

'E koétetek magyarul is megjelentek. A szerkesztd megjegyzése.
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A masodik, a Feladatok a matematika kiilonbozé teriileteirél cimii rész
igen valtozatos tartalmu. Az itt sszegylijtott feladatok f6leg a fels6bb mate-
matika targykorébe tartoznak — elsGsorban ez indokolja a konyv cimét. Azt,
hogy a matematika mely agahoz tartoznak az egyes feladatok, valamint az
adott g részletesebb megismerését lehetévé tevo kiegészito irodalmat a cik-
lusok elején 1évo rovid bevezetés tartalmazza. A masodik rész feladatciklusai
tobbnyire nem kapcsolédnak egyméshoz. Az elsé részben a szerzék igyekez-
tek tobbé-kevéshbé teljes képet adni a kombinatorika elemi moédszereirdl, a
masodik rész, jellege miatt, nem tarthat igényt ilyen teljességre.

Szamos feladat a modern tudomanyban fontos szerepet jatszé klasszi-
kus tételek bizonyitdasat tlzi ki; igy pl. a 132. és 166. feladat allitasai a
kivalo orosz matematikus, P. L. Csebisev legmélyrehatobb eredményei kozé
tartoznak. Mas feladatok matematikai folyéiratokbdl, néha azok legfrissebb
szamaibdl szarmaznak. Egyes feladatokat a Moszkvai Allami Egyetem isko-
lai matematikai korének foglalkozasain és a moszkvai iskoldsok matematikai
olimpidin tiiztek ki (a matematikai olimpidkon kitiizott feladatok sorszama
a haszndlati utmutaté végén szerepel).

A konyv els6 részét A. M. Jaglom, a méasodik részt a két szerzé egyiitt
allitotta Ossze; a végso szerkesztés a két szerzo kozos munkaja. Egyes felada-
tokat V. G. Boltjanszkij, E. B. Dinkin, M. I. Grajev, V. G. Kamenomoszt-
szkaja, N. I. Korobov, Ja. A. Szmorogyinszkij, V. A. Uszpenszkij, és N. N.
Csencov kozolt a szerzékkel; az utébbi, valamint G. M. Andelszon-Velszkij és
M. M. Bongard részt vettek egyes feladatok megoldasédnak kidolgozasaban.
A Gosztehizdat matematikai szerkesztéségének munkatarsai, A. Z. Rivkin és
V. A. Szolodkov szamos megjegyzésiikkel elGsegitették a konyv jobbd tételét.
A szerzék héldsak mindazoknak, akik valamilyen formaban el6segitették a
konyv 1étrejottét.

A. M. Jaglom
I. M. Jaglom



Hasznalati atmutaté a konyvhoz

A konyv tartalmazza a feladatok szovegét, a feladatok megoldasat és a vég-
eredményeket a megoldasokhoz vezetd utbaigazitassal kiegészitve. A legtobb
feladat esetében javasoljuk az Olvasénak, kisérelje meg 6nallé megoldésu-
kat. A feladat megoldasa ellenérzéseként javasoljuk a koényvben szereplo
végeredménnyel valé Osszehasonlitdst; ha az eredmények eltérdek, kisérletet
kell tenni a hiba megtalaldsara; ha az eredmények azonosak, hasznos a meg-
taldlt megoldéast Gsszehasonlitani a kényvben megadottal. Ha nem sikeriil
onalléan megtaldlni a megoldast, meg kell nézni a konyv végén taldlhatod
utmutatét (vagy a végeredményt, ami szintén segithet a helyes megoldés
megtaldldsdban). Ha ez sem segit, meg kell ismerkedni a kényvben szerep-
16 megoldassal. Szem el6tt kell tartani, még a feladat sikertelen megoldasi
kisérlete is hasznos: lehet6vé teszi, hogy elmélyedjiink a felvetett probléma
lényegében, és jobban megértsiik a konyvben kozolt megoldést.

A konyv hasznédlatdnak fentebb leirt mdédja azonban nem minden fel-
adatra javasolhatd. A konyv sok nehéz feladatot tartalmaz, ezt a nehézség
novekve sorrendjében egy, kettd, vagy harom csillag jelzi. A két vagy harom
csillaggal jelzett feladatok gyakran a legkivalobb matematikusok kiemelked6
eredményei (ilyen a 132. és a 166. feladat); aligha lehet arra szamitani, hogy
ezeket a feladatokat az olvaso teljesen 6nalléan megoldja. Ezért a nehezebb
feladatok esetében tandcsolhaté a konyv végén talalhatd dtmutatas el6zetes
megismerése; még ebben az esetben is a megoldds megtalaldsa altaldban igen
nehéz lesz.

A konyvvel (kiilonosen annak méasodik részével) nem kell feltétleniil fel-
adatgytjteményként foglalkozni, lehet gy tekinteni, mint matematikai téte-
lek gytjteményét, amelyek tobbnyire bonyolultabbak, mint azok, amelyek
Steinhaus (1983) kit{ing konyvében talalhatdk, de attdl eltéréen részletes
megoldédsokkal ellatott feladatok formdajaban szerepelnek. A konyv ilyen jel-
legli hasznélatakor a megoldast a feladat megismerése utan azonnal elemezni
kell. A konyv egyes részei ugy irédtak, hogy azokat legcélszeriibb ilyen mé-
don olvasni (ilyen a masodik rész 18-20. ciklusa, az els6 rész 51-52. és
81-82. feladata, valamint a legtobb harom csillaggal megjelolt feladat; ki-
sebb mértékben az elso rész 6.1. és 6.3. ciklusa vagy a méasodik rész 16.
ciklusa).

A konyv els6 része egyszeriibb a méasodikndl, ezért a kozépiskolas Ol-
vasonak érdemes a konyvet az els6 résszel kezdenie. Javasolt tovabbd az
els6 rész feladatait a konyvben szereplé sorrendben megoldani, kdvetve a
ciklusok sorrendjét (esetleg kihagyva azokat a ciklusokat, amelyek az Olvasé
szaméra kevésbé érdekesnek tiinnek). Természetesen nem feltétleniil sziiksé-
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ges egy ciklus osszes feladatat megoldani, mielott attérnénk a kovetkezore.
Az els6 rész utolsé ciklusaban van néhany feladat, amelyek megoldasa a ma-
sodik részben szerepl6 feladatokban megfogalmazott tételekre tamaszkodik;
az Osszes ilyen feladat haromcsillagos, és a hozzajuk tartozé utbaigazitas
utal a megolddsukhoz felhaszndlandé eredményekre. A konyv elsd része
felhasznalhato a kombinatorikaval és valdszintiség-szamitasi alkalmazasaival
foglalkozé iskolai és egyetemi vagy fGiskolai szakkorok munkajaban. Ennek
soran hasznos lehet a konyvben hivatkozasként szereplo kiegészité iroda-
lom. A szakkorok szamaéara a kovetkezé munkarend javasolhaté: a kénnyebb
feladatokat a szakkor tagjai onalléan oldhatjak meg, a nehezebbek pedig
elméletinek tekinthetok: elemzésiik a konyv alapjan torténik és a szakkor
osszejovetelein keriil el6adasra.

A konyv masodik részének felépitése az els6étdl eltér. Az egyes ciklu-
sokban kevesebb feladat van (néha csak egy); az egyes ciklusok a legtobb
esetben egymastol fiiggetlenek. Még egyes ciklusokon beliil is a feladatok
altaldban fiiggetlenek egymastol; csak a 16-20. ciklusokban tdmaszkodik a
feladatok megoldésa az el6z6 feladatok eredményeire. A mésodik rész sza-
mos feladata (pl. a 102-103., 105-107., 109., 111-112., 115-116., 117., 118.,
122., 123-124., 128-129., 130-135., 142-145.) képezheti egyetemi és fois-
kolai szakkori el6adas targyat; gyakorlott vezeto képes ezeket a feladatokat
iskolai szakkor munkajédban is felhasznédlni. A szakkoér munkdjaban hasznos
lesz az egyes feladatciklusok elején megadott kiegészité irodalom.

Kitiintetett jelleggel bir a maésodik rész utols6 harom feladatciklusa.
Ezek egymassal szorosan Osszefiiggenek: a 18. ciklus néhdny feladatdnak
megoldasa épit a 19. ciklus feladatainak eredményeire (az sszes ilyen fel-
adatot egy csillag jeloli); a 19. ciklus Osszes feladata a 18. ciklusban ki-
fejlesztett geometriai médszerek alkalmazasaval oldhatd meg; a 20. ciklus
feladatainak megoldasa gyakran a két eloz6 ciklus feladatainak eredményére
tamaszkodik. Kovetkezésképpen a 18-20. ciklusok egy egységet alkotnak. E
ciklusok nagy és fontos elméleti anyagot tartalmaznak, és a konyv egyik leg-
nehezebb részét alkotjik; elemzésiik specidlis matematikai szakkor munkaja
lehet.
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A moszkvai matematikai olimpidkon kittizott feladatok fel-
adatszamai

Az olimpidkat két forduléban szoktak megrendezni: az els6 valogatd jellegii,
a masodik a tulajdonképpeni verseny:

Kezd6 olimpia| I. fordu-| II. fordu{| Halad6 olim-| I. fordu-| II. fordu-
16 16 pia 16 16
VI (1940) - 14, 33a || I. (1935) - 4, 25
VIII (1945) - 60a I1. (1936) - 15
IX (1946) - 102 III. (1937) - 45
X (1947) 18 - IV. (1938) 1 11a, 43
XIIT (1950) | — 52a V. (1939) - 43a?
VI. (1940) 2 13
VIII. (1945) - 60b
IX. (1946) - 103b
X. (1947) 47a 108a,
113
XI. (1948) - 24
XII. (1949) - 88a
XIII. (1950) - 101

25 gombre
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I. rész. Kombinatorikai és
valoszinliség-szamitasi

feladatok

Az ebben a részben kozolt feladatokat a kérdésfeltevés egyesiti: szinte min-
den kérdés arra keresi a valaszt: mennyi, vagy hanyféleképp? Ezeket a
feladatokat gyakran kombinatorikainak nevezziik.

1. Bevezetd feladatok (1-10)

1. A térben adott 4 pont, amelyek nem fekszenek egy sikon. Hany olyan
sikot lehet fektetni, amely e pontoktdl egyenld tavolsagra fekszik?

2. Adva van a térben 5 nem egy sikon és nem egy gombfeliileten 1évo
pont. Hany, az adott 5 ponttdl egyenld tavolsagra 1évo sik vagy gomb van?

[Az M pont és az O kozéppontu ¥ gomb tdvolsiga az M A és az M B
két szakasz koziil a rovidebb, ahol az A és B pontok az MO egyenes és a X
gémb metszéspontjai.]®

3. Hény gomb érinti egy adott 1" tetraéder Gsszes lapjat?

4. Hat adott szinnel hanyféleképpen lehet a kocka lapjait szinezni, ha
egy-egy laphoz csak egy szin hasznalhaté és két kocka szinezése akkor kii-
16nb6z6, ha forgatdssal nem hozhatdk egymassal fedésbe?

5. 30 munkasbdl hanyféleképpen alakithaté 3 brigad, amelyek mindegyi-
ke 10 f6bél all?

6. Egy cukraszddban 11 kiilonféle siitemény van. Hanyféleképpen valaszt-
haté 6 egyforma vagy kiillonb6z6 siitemény?

7. Egy 11 tagbdl all6 bizottsadg pancélszekrényben 6rzétt anyagon dolgo-
zik. Hany zar kell a pancélszekrényre és hany kulcsot kell kapnia a bizottsig

3Tekintsiik azokat a szakaszokat, amelyek az M pontot a X gombfeliilet valamelyik
pontjaval 6sszekotik. Beldthatd, hogy koziiliik az M A és az M B révidebbje a legrovidebb.
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egy-egy tagjanak ahhoz, hogy a pancélszekrényt csak akkor lehessen kinyitni,
ha a bizottsag tagjainak tébb mint fele jelen van?

8. Egy kor mentén 1-t6l 1000-ig sorjaban felirjuk a szamokat. Majd
az elsével kezdve minden 15-6diket dthizzuk (tehdt az 1,16,31,..., stb.
szamokat). A kovetkez6 fordulokban a mar athuzott szamokat is tekintetbe
vesszitk. Az eljarast addig folytatjuk, amig csak a mar csak a kordbban
athuzott szamokat hiiznank at jra. Hany szdm marad athuzatlanul?

9. A szamokat felirjuk sorrendben 1-t61 10 000 000 000-ig. Koziilitk mely
szamokbol lesz tobb, amelyek felirasaban az 1 szdmjegy szerepel, vagy ame-
lyek felirasdban az 1 szamjegy nem szerepel?

10. Az 6sszes szamot felirjuk 1-t61 222 222 222-ig. E szamok felirdsdban
hényszor fog el6fordulni a 0 szamjegy?

2. Szamok felbontasa tényezok szorzatara és tagok
Osszegére (11-31)

A kovetkezd feladatok koziil egyesek megoldasa soran hasznosak bizonyulnak
a kovetkez6 jelolések.

Az [z] jel, (olvasva "egész rész x” a legnagyobb x-nél nem nagyobb egész
szémot jeloli. Igy pl. [1,5] = 1, [10,85] = 10, [5] = 5, [-8,2] = —9 stb. (a
tovabbiakban az [z] jelet csak pozitiv z-ekre fogjuk alkalmazni).

Az (z) jel (olvasva "az z-hez legkozelebb all6 egész”) az x-hez legkozelebb
allé egész szamot jeldli. fgy pl.

(5,4) =5, (8,73) =9, (6) = 6, (—2,8) = —3 sth.

A (z) szdm [x]-szel vagy [z] + 1-gyel lesz egyenld attdl fiiggden, hogy
az x — [z] kiillonbség kisebb vagy nagyobb egykettednél. Abban az esetben,
ha z — [z] = 0,5, megallapodés szerint az (x) = [z] egyenldséget fogadjuk
el (a tovdbbiakban a (z) jelet csak olyan esetekben fogjuk hasznélni, ha
x — [z] # 0,5, igy nem meriilhet fel kétség, hogy az (x)-et [x]-szel vagy
[x] + 1-gyel tekintsiik egyenl6nek).

A tovéabbi feladatok megfogalmazasaban az n szdm mindig pozitiv egé-
szet jelent.

11. a) Hény 1000-nél kisebb egész szam van, amely nem oszthaté sem
5-tel, sem 7-tel?

b) Hény szam van ezek koziil, amely nem oszthaté sem 3-mal, sem 5-tel,
sem 7-tel?

12.% 56 700 000-hez hany néla kisebb relativ primszam létezik?

13. Hény 10000-nél kisebb pozitiv egész szdm létezik, amelyre a 2% — 2
kifejezés nem oszthato 7-tel?



