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ELOSZO

Mi lehet a mentség egy tjabb kényvre, amely Godel nemteljes-
ségi tételeit a miivelt nagykozonség szamara kivanja megvilagi-
tani? A kovetkezé: nincs olyan konyv, amely a tételt nem csupan
matematikai — tobbek kozott a bizonyitaselméleti — szempontbdl
mutatja be, de sorra veszi azt a meglehet6sen sokféle 4lldspontot
is, amelyeket a tételek matematikan kiviili jelent6ségével kapcso-
latban fogalmaztak meg.

A konyv jelents részben azon alapul, hogy sokat olvastam
és kommentédltam a Godel tételeivel kapcsolatos megjegyzése-
ket. Amikor internetes forrdsaimat megneveztem, az URL-eket
nem adtam meg, ezek ugyanis gyakran eltinnek. Amennyiben
a szoban forgd passzusok még fellelhetSk az interneten, egy ke-
resd segitségével az Olvasé konnyen megtalalhatja Sket.

J6 néhany esetben azoknak a megjegyzéseknek, amelyeket
az internet alapjan (alkalmanként kissé szerkesztett véltozatban)
idézek, nem adtam meg a forrasat. Ezek gyakran el6forduld, so-

kak altal képviselt nézeteket és érveket reprezentalnak.
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Amikor koszonetet mondok azoknak, akik a konyv megira-
sdban segitettek, azokkal kell kezdenem, akik az interneten koz-
zétették Godel tételeivel kapcsolatos véleményiiket, és akik nél-
kiil ez a kényv valésziniileg nem is jelent volna meg. Sokat segi-
tettek tovabba Andrew Boucher, Damjan Bojadziev, Alex Blum,
Jeff Dalton, Solomon Feferman, John Harrison, Jeffrey Ketland,
Panu Raatikainen és Charles Silver megjegyzései. Nagyban ta-
maszkodhattam a Luledi Egyetem 4ltal biztositott forrasokra is,
ezért szintén koszonetet mondok.

A mindezek utdn is megmaradt nemteljesség és inkonzisz-
tencia miatti felel6sséget elhdritom: elvégre Godel bebizonyi-
totta, hogy barmely, a nemteljességi tételekrdl sz616 konyv vagy
nemteljes, vagy inkonzisztens. De talan mégsem ez a helyzet.
Igaz, hogy a konyv egyes részei a matematikai bizonyitasok-
hoz és definici6khoz nem szokott Olvas6 szdmara nehezen ko-
vethetSek, mégis gy vélem: kdnyvem a matematikai logikdban
nem jaratos Olvasoét is felvértezi azokkal az ismeretekkel, ame-
lyek alapjan maga is megitélheti a nemteljességi tételekkel kap-
csolatban levont kovetkeztetéseket, és megértheti, hogy a tételek

milyen matematikai és filozéfiai tavlatokat nyitottak meg.



1. FEJEZET

BEVEZETES

1.1. A nemteljességi tétel

Kevés tétele van a tiszta matematikdnak, amely a matematikan
kiviil is komoly ismertségnek orvend. A legutébbi idékben pél-

i

daul a , nagy Fermat-sejtés” kertilt a nagykozonség érdeklsdésé-
nek homlokterébe Andrew Wiles bizonyitdsanak koszonhetSen,
de a nem matematikusok koziil sokan ki tudjdk mondani Pita-
gorasz tételét is, amely a derékszogli haromszogek oldalai ko-
zott fenndllo Osszefiiggésrdl szol, és amelyrdl immar egy dal
is sziiletett (az eléad6é Danny Kaye, a zenét Saul Chaplin sze-
rezte, a széveget John Mercer irta). Meglehetésen nyugodtan ki-
jelenthet6 azonban, hogy nem-matematikus korokben egyetlen
matematikai tételt sem 6vez komolyabb érdekldés, mint Go-
del 1931-ben megjelent nemteljességi tételét. Az utdbbi évtize-
dek hatédstorténete j6l nyomon kovethetd az interneten, ahol a

vitdk minden lehetséges témara kiterjednek, és ahol Godel tétele
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lépten-nyomon szoéba kertiil. Ilyen hivatkozdsokkal nem csupéan
logikai, matematikai, szamitdstudoményi vagy filozéfiai vitak-
ban taldlkozunk — ahol szdmithatunk is arra, hogy megjelennek
—, de akkor is, amikor a targy a politika, a vallds, az ateizmus,
a koltészet, az evoldcid, a hip-hop vagy éppenséggel a randizas.
Az érdekl6dés nem korlatozédik az internetre. A nemteljességi
tételre konyvek és cikkek sokasdgaban hivatkoznak nem csupan
matematikusok, logikusok és filoz6fusok, de teolégusok, fiziku-
sok, kritikusok, fényképészek, épitészek és még sokan masok; a
tétel inspirdci6 forrdsa a koltészetben és a zenében is.

Amikor a nemteljességi tételekre a formadlis logika tertiletén
kiviilrl hivatkoznak, akkor sok esetben nyilvanvalé értelmet-
lenségek sziiletnek, amelyek tobbnyire vaskos félreértésen vagy
szabad asszocidcidk valamiféle sorozatan alapulnak. (Ez a hely-
zet példdul a kovetkezo allitas esetében: , Godel nemteljességi
tétele bizonyitja, hogy nem lehet igazolni az objektiv valésag 1é-
tezését”. Vagy amikor valaki azt mondja: ,Godel nemteljességi
tétele szerint minden informaci6 csak hidnyos és onreferencialis
lehet.” Vagy éppenséggel ebben: , A 1étezést és a tudatot azono-
sitva Godel tétele az evolucidra is alkalmazhatd.”) Alan Sokal
és Jean Richmond a posztmodernizmust targyalé kényviikben!
példaul leszogezik: ,,Godel tétele a félreértelmezések és intellek-
tudlis merényletek kimerithetetlen forrdsa”, és ezt Regis Deb-
ray, Michel Serres és masok irdsaibol vett példdkkal tdmaszt-
jak ala. De a Godel-tétel 4ltal inspirdlt nem matematikai érve-

lések és gondolatok kozott sok olyan is akad, amely mentes a

Magyarul is olvashaté: Intellektudlis imposztorok, Typotex, t6bb kiadds, ford.
Kutrovétz Gabor.
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posztmodern ttlkapédsoktol, és amely természetes médon mertil
fel sokakban, akik a tételekrsl elmélkednek. Ilyenek példaul a
kovetkezok: ,vannak igazsdgok, amelyeket a logika és a mate-
matika nem tud bizonyitani”, vagy ,semmi sem tudhaté bizto-
san”, vagy ,az emberi elme olyasmire is képes, amire egy sza-
mitégép nem”.

A Godel-tételrdl szolo szakirodalomhoz valé jelen hozzaja-
rulds célja, hogy a tétel tartalmanak és érvényességi korének
bemutatdsaval a logikdban jaratlan olvasé szdmadra is lehetévé
tegye, hogy jozan és megalapozott véleményt alkothasson a té-
telre hivatkoz6é gondolatmenetekr6l. Ennek érdekében szdmos
ilyen gondolatot sorra vesziink majd, hogy azonositani tudjuk
a benniik megjelen6 félreértéseket és tévedéseket, és hogy meg-
vilagithassuk a filozéfiai problémadkat. A név nélkiil megjelen6
érvek és megjegyzések forrdsa az internet.

Godel nemteljességi tétele — a tétel bizonyitdsdval egyetem-
ben — egy osztrdk tudoményos szaklapban jelent meg 1931-ben.
A német nyelvii cikk cime magyarra forditva: ,A Principia Ma-
thematica és hasonl6 rendszerek formalisan eldonthetetlen &lli-
tasairdl L.” (Godel tervezett egy IL. részt is, de végiil nem irta
meg.) A Principia Mathematica (a tovdbbiakban PM) Bertrand
Russell és Alfred North Whitehead haromkotetes, 1910 és 1913
kozott megjelent monumentalis mfive, amelyben a szerzék a
matematika olyan logikai megalapozdsat adjak meg — egy atte-
kinthetének és nyilvanvalénak tavolrél sem tekinthet6 axiéma-
rendszer és a hozza kapcsol6doé kovetkeztetési szabalyok forma-
jaban —, amelynek keretei k6zott az akkori matematika minden

eredménye formalizalhat6 és bizonyithat6. Godel a cikkben két
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tételt bizonyitott, az egyik ,az els6 nemteljességi tétel”, a ma-
sik ,,a mdsodik nemteljességi tétel” néven valt ismertté. (A ,Go-
del nemteljességi tétele” fordulat a tovabbiakban vagy a kett6t
egylitt, vagy valamelyiket jeloli.) Az elsé nemteljességi tétel sze-
rint ha a PM rendszer kielégiti a Godel altal w-konzisztencidnak
(omega-konzisztencia) nevezett feltételt, akkor nem teljes, ami
annyit tesz: létezik olyan, a rendszer nyelvén felirhat6 allitas,
amely a rendszerben nem bizonyithaté és nem is cafolhat6. Az
ilyen allitast eldonthetetlen dllitdsnak nevezziik. A masodik nem-
teljességi tétel szerint amennyiben egy rendszer konzisztens —
azaz nincs olyan, a rendszer nyelvén felirhat6 allitds, amely a
rendszerben egyarant bizonyithato és cafolhat6 —, Ggy a rend-
szer konzisztencidja magaban a rendszerben nem bizonyithato.

Az w-konzisztencia a konzisztencianal er6sebb tulajdonsag,
és technikai jellegli — ellentétben a konzisztencidval, amely
konnyen érthetd fogalom. J. Barkley Rosser amerikai logikus
azonban 1936-ban bebizonyitotta, hogy Godel els6 nemteljességi
tétele élesithetd: a kovetkeztetéshez, miszerint a rendszer nem
teljes, elegendd a konzisztencia feltevése is.

Tételeit Godel valéjaban nem a PM-re, hanem egy azzal ro-
kon, altala P-nek nevezett rendszerre vonatkozéan bizonyitotta
be. Nyilvanval6 volt azonban, hogy a gondolatmenet a PM-re
is alkalmazhat6, ahogy szdmos mdas matematikai axiémarend-
szerre is. Manapsdg a nemteljességi tételt gyakran olyan allitas-
ként fogalmazzak meg, amely tetszbleges formadlis rendszerre
érvényes — amennyiben abban az elemi aritmetika egy része for-
malizalhat6, és néhdny alapvetd aritmetikai torvény bizonyit-

hat6. A tétel szerint ha egy ilyen rendszer konzisztens, akkor
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nem teljes, és konzisztencidja nem bizonyithaté magan a rend-
szeren belil.

Godel dolgozatanak gondolatmenete akkoriban a matema-
tikusok és a logikusok szaméra merSben 1j volt, a bizonyitas
megértése jeles matematikusok szamadra is komoly kihivast je-
lentett (igy példdul Ernst Zermelénak, az axiomatikus halmaz-
elmélet atyjanak is nehézségeket okozott). Napjainkra a targy és
annak megértése is eljutott addig a pontig, hogy mar egyaltalan
nem tekintjiitk bonyolultnak, ez megesik mds szellemi teljesit-
ménnyel is. A mddszer a logika bevett eszkoztdrdnak részévé
vélt, a bizonyitdsok egyszertibbek és attekinthet6bbek lettek. A
részletek megértése természetesen megkoveteli a formalis logika
modszereinek és fogalmainak ismeretét. Ebben a kényvben ab-
bél indulunk ki, hogy az Olvasé nem rendelkezik az &ltaldnos
iskolai matematikdn ttilmutaté ismeretekkel — meggy6z6désiink
ugyanis, hogy Godel tétele a formaélis logika behat6é tanulma-
nyozésa nélkiil is megkozelithetd, és hogy a tétel valos vagy vélt
alkalmazdasai is megérthet6k a technikai részletek nélkiil is.

Arrél persze megoszlanak a vélemények, hogy miben all a
nemteljességi tételek viladgos, informdlis megértése. Ezt mutatja

a kovetkez6 példa:

Godel nemteljességi tétele intuitiv médon a matematikai
megkozelités és a bizonyitds nélkiil is megérthetd: a nem-
teljességi tétel konnyen felismerhetd formdban a zen budd-

hizmusban is megjelenik.

A nemteljességi tétel formalis rendszerekr6l, konzisztencia-

ol és teljességrél szol. A | konzisztens”, ,teljes” és ,rendszer”
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fogalmakat a logika nem csupan szakkifejezésekként, de olyan
értelemben haszndlja, amely sok tekintetben kiilonbozik a ter-
mészetes nyelvben val6 haszndlatuktél. Nem meglepd, hogy Go-
del tétele oly sok — a teljesség, a konzisztencia vagy a rendszer
valamely informdlis fogalmédhoz kot6d6 — gondolatban megjele-
nik. Amint a 4. fejezetben részletesebben bemutatjuk, az efféle
asszocidcioknak dltaldban nincs sok koziik a nemteljességi téte-
lek valddi tartalmédhoz. A tétel intuitiv megértésével, amelyhez
esetleg a zen buddhizmus tanulmanyozédsa révén juthatunk el,

ebben a konyvben egyaltalan nem foglalkozunk.

1.2. Godel élete és miive

Godelt néha mint német, méskor mint osztrdk, cseh vagy ame-
rikai tudést emlegetik. Bizonyos értelemben mindegyik helyén-
valé. Godel anyanyelve és kulturalis hattere is német volt, de a
morvaorszdgi Briinnben (cseh neve Brno) sziiletett 1906-ban, egy
jomodu csalddban. Akkoriban Morvaorszag az Osztrdk-Magyar
Monarchia része volt, az els6 vilaghdbort utdn azonban a mo-
narchia felbomlott, Godel pedig Briinn népes német kozosségé-
nek tagjaként, az Gjonnan létrejott Csehszlovékia allampolgéra-
ként nétt fel. 1929-ben lett osztrdk dllampolgar, amikor mar dok-
tori disszertaci6jan dolgozott Bécsben. 1938-ban, miutdn a naci
Németorszag elfoglalta Ausztriat, hivatalosan Godel is német 4l-
lampolgar lett. Bair nem volt zsid6, a politika pedig egyaltalan
nem érdekelte, a hatalom szemében gyants volt, hogy gyakran
megfordult zsidé és liberdlis korokben. Nem tudott kénnyen

egyetemi allast szerezni, és egyszer el6fordult az is, hogy az



