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El6sz6 helyett. ..

Eloszé helyett alljanak itt Blaise Pascal ¢rokérvényti gondolatai
a geometriarol, az igazsagrol, az utrol, annak keresésérol és az
emberi szivrol.

* kX%

. Kétfajta gondolkodas létezik tehdt: az eqyik gyorsan és teljes
mélységiikben felfogia az alaptételekbdl szdrmazo kiovetkezménye-
ket, ezt mevezhetjiik hibatlan gondolkoddsnak; a masik egyszerre
sok torvenyt képes felfogni, anélkiil, hogy 0sszezavarnd oket, és ez
az igazi geometriai gondolkodds. Az eqyik az értelem ereje és 'téved-
hetetlensége, a madsik az értelem dtfogoképessége. Marmost e ketto
nagyon jol meglehet eqymas nélkiil, az emberi szellem ugyanis eqy-
arant lehet erds és ugyanakkor korldtolt, vagy dtfogo, de ugyanak-
kor gyenge. . ..

* kX%

A magunk lelte magyardzatok dltalaban jobban meggydznek
benniinket, mint azok, amelyek mdsoknak jutottak esziikbe.

* kK%

Sohasem magukat a dolgokat keressiik, hanem a dolgok keresését.

* kX

Nemcsak esziinkkel ismerjiik meg az igazsagot, hanem sziviink-
kel is. Ez utdbbi révén fedezziik fel az alapelveket, s az okoskodds,
melynek semmyi szerepe sincs benne, hiaba igyekszik cafolni Sket.

. Mert az olyan alapelvek zsmerete mint az, hogy van tér ido,
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mozgds, szdmok, oly szilard, amilyen eqy sincsen okoskoddsaink-
kal megszerezhetd ismereteink kozitt. ...

* kX%

Amikor valamely mivet irunk, lequtoljdra tudjuk meg, mivel is
kezdyiik.



Bevezetés

A geometria sziiletésiink pillanatatdol végigkiséri életiinket, hiszen targya a
benniinket koriilvevé vildg. A geometriai torvényszerliségek figyelembevétele
nélkiil nem alakulhattak volna ki a munka- és kozlekedési eszkozeink, nem
jOhetett volna létre az emberi civilizacié.

Néhany szabélyt elsajatitva a gyermek automatikusan, mintegy moédszer-
ként hasznalja a geometriat. Tudja, hogy a nagyobb targy nem fér a nala
kisebb dobozba; ha iigyesen pakolja el holmijat, tobb fér a fiokba; a haromla-
bu szék nem billeg, ellentétben a négyldbuval, igaz, konnyebb felborulni vele;
megtalalja a legrovidebb utat otthona és az iskola kozott, mert reggelente
minél tovabb szeretne aludni. Amikor rajzol, a perspektiva szabalyait alkal-
mazza, hogy kétdimenzids képe hiien visszaadja a lerajzolt haromdimenziés
targyat; elcsodalkozik a sinpar Gsszetartasan, rajon, hogy a nagy dolgok is
kicsinek latszanak, ha messze vannak téliink. El6bb vagy utébb felismeri a
derékszog és parhuzamossag szerepét, maga is elkezdi alkalmazni, példdul mi-
kor rendet tesz a szobdjaban. Tudja, mi a kor, a gomb, a négyzet és a kocka,
ezek értelmezésére magatol is ratalal. Egyszoval a geometria szamara a vilag
megismerésének maddszere.

Nem véletlen tehdt, hogy a matematikai megismerés éppen a geometriai
vizsgalatokra tamaszkodva nétte ki magat a jelenleg altalanosan elfogadott
axiomatikus modszerré.

Az axiomatika kezdetben egy illuzidval kecsegtetett, nevezetesen, hogy a
logika szabdlyainak alkalmazasaval az emberi kivancsisag maradéktalanul ki-
elégithetd. Ez a tézis a mult szazad elején végérvényesen megddlt. Jelenleg
gy gondoljuk, hogy érdemes axiomatikus alapokon logikailag jél kévethe-
t6 rendszereket kialakitani, azokat tanulmanyozni, de ha a rendszer keretein
beliil felmeriil6 valamely kérdésre nem kapunk vélaszt, azon sincs mit cso-
délkozni. Ilyen esetben a rendszert kell megvéltoztatunk, az adott kérdést
megvalaszolni képes 1j rendszer keretei kozott kell tovabb vizsgalodnunk.

Ezzel a lemondassal persze a matematikai megismerés modszere is bedll
a sorba, s a legegyszerlibb mintat koveti, a gyermek felnotté valasanak fo-
lyamatat. Amikor a gyermek kinovi a kisdgyat, a szoba lesz az 1j élettere,
majd a lakas egyéb helyiségei, mind-mind mas érdekességet tartogatva sza-
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mara. Majd kovetkezik az 6voda, sok-sok 1j szobdval, a kozlekedés stb. lehe-
toségével. Valasztasainkat az érzelmek irdnyitjak, lehetéleg olyan helyiséget
valasztunk tartézkodasi helyiinknek, ahol szeretiink lenni. Déntéseink soran
ugyanakkor meg sem prébaljuk figyelembe venni az Gsszes 1étez6 helyiséget,
az adottak koziil valasztjuk ki a pillanatnyilag legmegfelelobbet. A geometria
a kapcsolatteremtés legtermészetesebb médszere. A matematika kiilonb6z6
agai kozott hoz 1étre kapcsolatot a szemlélteté gondolkodas utjan; tovabba
a matematika, az elméleti fizika és a kisérleti fizika harmasaban a modellal-
kotds segitségével; majd a matematika és a mérnoktudomanyok kozott a tér
szerkezetének leirdsa és abrazolasa utjan, végiil a matematika és a muvészet
kozott a logikai és esztétikai szépség egyiittes megjelenésének targyaként.

Jelen konyv szerzdje nem akarja bevezetni olvasdjat a geometridba, hi-
szen ugy gondolja, hogy ezen minden emberi 1ény atesett a szamaéara fontos
mértékben. Nem akarja tovabba megmondani azt sem, hogy mi a geometria,
mert gy gondolja, hogy igazabdl nem is lehet. Es kiilénssképpen nem akarja
megmondani azt, hogy mi a fontos és mi a hasznos a geometridban, mert
gy gondolja, hogy ezekre a kérdésekre nem lehet 6rok érvényi valaszt ad-
ni. Szeretné viszont megdrizni konyvében vezérfonal gyanant a benniink rejlo
gyermek racsodéalkozasi képességét mindarra, ami szép, s arrdl irni, amit 6
maga érdekesnek talalt, s oly médon, ahogy az geometriai munkassaga soran
megformalédott benne.

Ha a konyv olvasdsa az olvasénak 6romet okoz, a szerzo mar elérte cél-
jat. Haszonnal forgathatjak mindazok, akik geometriat kozépiskolai, egyete-
mi szinten tanulnak, vagy csak érdeklédnek a kényvben feldolgozott teriiletek
irant. Javasolhaté tovabba ez a konyv mindazoknak, akiknek a szellemi él-
mény oromet, okoz.

Szeretném megkoszonni mindazt a tamogatast, amit a konyv elkészitése,
illetve megjelentetése soran kaptam. Csalddomnak a tiirelmet, tandraimnak a
megalapozott tudast, hallgatéimnak a konyv megirdsara serkentd inspiraciot,
kollégaimnak az eszmei és anyagi tamogatast. Kiilon szeretném megkoszonni
Gerner Jozsefnek a megjelenés alatt allo kézirat elhivatott és lelkiismeretes
gondozésat.

G. Horvéath Akos
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Babits Mihdly: Bolyai

»oemmibdl egy 4j vildgot teremtettem.”
Bolyai Janos levele atyjahoz

Isten elménket bezarta a térbe.
Szegény elménk e térben rab maradt:
a kapzsi villamolyv, a gondolat,
gyémantkorlatjat még csak el sem érte.

En, boldogolvén azt a madarat
ki kalitjabol legalabb kilatott,

a semmibdl alkottam 1j vilagot,
mint pokhalébdl sz6 kotélt a rab.

Uj tovényekkel, til a szlik egen,
1j végtelent nyitottam én eszemnek;
kirdly gyanant, til minden képzeten.

Kirabolvan kincsét a képtelennek
nevetlek, mint Istennel osztozo,
vén Euklides, rab torvényhozo.






1. fejezet

Abszolit geometria

1.1. Az alapok

A matematikdhoz nem vezet kirdlyi 1it.

Fukleidész

Az alapokrdl nehéz barmi djat mondani. Monografidk tucatjaiban olvas-
hatunk az axiomatikus vizsgalatok torténetérdl, a legfontosabb személyiségek
munkassagarol, eredményeikrol, az eredmények értelmezéseirol és az értelme-
zések kritikairdl. Szamos konyv és tanulmény foglalkozik a filozéfiai és méd-
szertani kovetkezményekkel is, tehat mindezekrol irni felesleges. A szépség,
amit egy szisztematikus felépités rejt, és az 6rom, amit annak készitése okoz,
tovabba latni, ahogy 1épésrol 1épésre helyiikre keriilnek a dolgok — mindez nem
mindennapi élmény. Ahogy az elsé taldlkozasrél mondja Ady Endre ,Vajjon
milyennek 14ttal?” cimii versében:

Minden vagyok, amit vartal
Minden vagyok, amit nem sejtsz
Minden vagyok, mi lehetnék.

Ebben a fejezetben ezt az élményt probaljuk tolmacsolni. Alapfogalmakat,
alaprelaciokat definidlunk, ezekre vonatkozoan alaptételeket, axiémakat rog-
zitiink bizonyités nélkiil. Ujabb definicick kimondésa utdn ezekre vonatkozé
allitasokat fogalmazunk meg, melyeket mar bizonyitunk is. Nem toreksziink
preciz felépitésre, de szeretnénk attekinteni a geometriai fogalmak megjele-
nésének pontos helyét. Axiémarendszeriink alapvetéen a Hilbert-féle axiéma-
rendszer, de a konnyebb haladés érdekében a sziikségesnél erdésebb axiémaékat
is megfogalmazunk.

1.1.1. Illeszkedés

A vildg megismerésének, a létezék csoportositdsdanak kulcskérdése az Osz-
szetartozé dolgok Osszetartozasanak felismerése. A matematikaban altalaban
az eleme reldcidé bevezetése a szokasos megoldas, ez azonban aszimmetriat
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sugall, igy a geometriai Osszetartozast a szimmetrikusabbnak ting illeszkedés
fogalma alapjan épitjiik fel.

Alapfogalmak: pont, egyenes, sik Alaprelacié: illeszkedés

Egy pont illeszkedik egy egyenesre vagy egy sikra. Egy egyenes illeszkedik
egy sikra, ha pontjai illeszkednek réa.

I1. Axiéma. Két (kilonbizd) pont egyértelmiien meghatdroz egy egyenest.

I2. Axiéma. Hdrom nem eqy egyenesre illeszkedd pont egyértelmiien meg-
hatdroz eqy sikot.

I3. Axiéma. Ha egy egyenes két pontja illeszkedik eqy sikra, akkor az egyenes
0sszes pontja illeszkedik rd.

I4. Axiéma. Van négy, nem eqy sikra illeszkedd pont.

I5. Axiéma. Ha két siknak van eqy kézos pontja, akkor van eqy tovdbbi kézds
pontjuk is.

Az els6 két axioma jellemzi az egyenes egyenesszeriiségét, illetve a sik sik-
szerliségét, a harmadik Osszekapcsolja az egyenes és sik fogalmat, a negyedik
és 0todik pontosan harom dimenziéra rogziti teriink méretét.

Egy egyenesre, illetve egy sikra illeszked6 pontok esetében haszndalhatjuk
a kollinedris, illetve komplandris pontok kifejezéseket is.

1.1.2. Rendezés

A vildgegyetem térben és id6ben létezik. Az id6beli 1étezés alapjan termé-
szetes képiink van a linedris rendezés fogalmérdl. Beszélhetiink korabban,
egy id6ben vagy késébb megtortént eseményekrol. Ezeket minden nyelv meg
tudja kiilonboztetni egymastol. Természetes vagyunk, hogy a sorrendiség fo-
galmat a térbeli, egy id6ben 1étez6 objektumok fogalmara is kiterjessziik, és
azok kozott rendet, sorrendet teremtsiink. A rendezés gondolata elvezet sza-
mos komoly probléma felvetéséhez és megoldasahoz, tovabba 1j geometriai
alapobjektumok bevezetéséhez. fgy jelentésen hozzajarul a tér fizikai megis-
meréséhez is.



1.1. Az ALAPOK 3

1.1.2.1. Az abszolit geometridk rendezése a ,kozott” fogalma alapjin

Alaprelacié: , kozte van”

Jelolése: (AC'B), ami tehat azt is jelenti, hogy a hdrom pont kollinedris,
és a C pont az egyenes két, A és B pontja kozott van.

R1. Axiéma. Ha (ACB), akkor (BCA).

R2. Axiéma. Az egyenes hdrom pontja kozil pontosan eqy van a mdsik kettd
kozott.

R3. Axiéma. Az egyenes A, B pontparjihoz taldlhaté olyan C pont is, amire
(ABC) teljesiil.

R4. Axiéma (Pasch). Legyen A, B,C hdrom nem egy egyenesre illeszkedd
pont, e pedig egy egyenes, amelynek valamely D pontjira (ADB) teljesiil. Ha
C nem illeszkedik e-re, akkor taldlunk olyan E pontot e-n, amire (AEC') vagy
(BEC) egyike fenndll.

B F C
1.1. 4bra. Miért nincs hdrom beliil metszett oldal?

Az els6é hdrom axidéma az egyenes pontjainak rendezésérél szol, de nem
garantalja azt, hogy végtelen sok pontja van az egyenesnek. (Vessiik dssze az
dtponti rendezett egyenes modelljével.) Viszont értelmezhetd az A, B vég-
pontok altal meghatarozott nyilt szakasz, mint az egyenes azon C' pontja-
inak halmaza, melyekre (AC'B) 4ll fenn. Nem tudjuk azonban, hogy van-e
pontja minden szakasznak. A Pasch-axioma alapjan azonban értelmezhetd
a félegyenes, félsik és tordttvonal fogalma, beszélhetiink szégvonalakrol, és
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egyszerd zdart tordttvonalrol. Ertelmezhetd tovabbé a konvexitds is. Mindezek
tulajdonsagairdl azonban lényegében semmit sem tudunk. Az axiémacsoport
»eros” axiomaja a mar emlitett Pasch-axiéma, amely mar a stk pontjait segit
rendezni. A kovetkez6 egyszert allitdsok minden tovabbi vizsgalat alapjat
képezik.

1.1.1. Lemma. A Pasch-axidma kimonddsdban szerepld (AEC) és (BFC)
reldacidk kizil pontosan az egyik teljesil. Tehdt, ha (ADB) fenndll, akkor
(AEC) és (BFC) nem teljesiilhet egyszerre.

Bizonyitas: Tegyiik fel, hogy mindkét relacio igaz. Tegyiik fel tovabbd, hogy
(DEF) teljesiil. Tekintsiik a B, D, F' nem kollinearis pontharmast és az AC
egyenest. Mivel feltételeink szerint (BDA) és (DEF') fenndllnak, az AC illet-
ve BF egyenesekre nézve a Pasch-axiéma (BCF) teljesiilését koveteli meg.
Ez pedig ellentmond (BFC)-nek. O

1.2. dbra. Minden szakasznak van pontja!

1.1.1. Tétel. A szakasznak van pontja.

Bizonyitas: Tekintsiik az AB pontpar dltal meghatarozott szakaszt. Illesz-
kedési axiémaink szerint van olyan C' pont, mely nem illeszkedik az AB egye-
nesre. Az AC egyenesen fel tudunk venni egy D-vel jelolt pontot, melyre
(ACD,) teljesiil. D nem lehet B, igy a BD egyenesen is talalunk egy E pon-
tot, melyre (DBE) teljesiil. Az EC egyenesre és az A, D, B nem kollinedris
pontharmasra alkalmazva Pasch axiomajat, olyan F' pont létezése adddik,
melyre (AF B) teljesiil. O

1.1.1. Kovetkezmény. A szakasznak és igy az egyenesnek is végtelen sok
pontja van. Valoban, egymdsba skatulydzott szakaszokkal 1jabb és 1ujabb pontok
szerkeszthetdk, melyek az eldz6 nyilt szakaszoknak pontjai.
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Tovabbi alapvet6 fogalom a félsik fogalma. Ennek bevezetésére is leheto-
ségiink nyilik. Egy sik egy adott egyenesére nem illeszkedd két pontjat az
egyenesre nézve ekvivalensnek nevezziik, ha az altaluk meghatarozott zart
szakasz nem tartalmaz az egyenesre illeszked6 pontot. Definicié szerint min-
den pont ekvivalens magaval.

1.1.2. Lemma. Két pontnak egy adott e egyenesre vonatkozo ekvivalencidja
ekvivalenciareldacio, melynek két osztdlya van.

F

1.3. abra. Az egyenesre vonatkozo6 ekvivalencia tranzitiv

Bizonyitas: Mivel a reflexivitas és a szimmetria nyilvanvald, csak a relacid
tranzitivitasat kell belatnunk. Legyen elészor A, B, C' nem kollinedris pont-
héarmas. Ha A ekvivalens B-vel, és B ekvivalens C-vel, akkor A ekvivalens
C-vel is, hiszen ellenkezd esetben e-nek lenne olyan D pontja, amelyre (ADC')
allna fenn, és ez ellentmondana Pasch axiomajanak. Ha pedig a harom pont
egy egyenesre illeszkedik, tekintsiink el6szor egy E pontot, amely e-nek egy
D-t6] kiilonb6z6 pontja, és vegyiink fel egy F' pontot, melyre (AEF) teljesiil.
Az A, F,C nem kollinedris pontharmasra és e-re alkalmazva a Pasch-axiémaét,
aDee, (ADC),(AEF) feltételekbdl adddik, hogy C és F ekvivalensek. Ha
most B és I’ ekvivalensek lennének, akkor a nem kollinedris eset miatt A és
F' is ekvivalens pontpar lenne, ez F' véalasztasa miatt nem lehetséges, igy B
és F' nem ekvivalensek. Ekkor viszont megint a Pasch-axiéma, valamint C'
és F ekvivalencidja miatt B és C' nem ekvivalensek. Ezzel ellentmondésra
jutottunk.

Legalabb két osztaly létezik, mert egy e-re nem illeszkedd pontot 6sszekot-
ve egy e-re illeszkedd ponttal, az R3. axiéma alapjan talalunk a ponttal nem
ekvivalens pontot. Masrészt, ha lenne harom osztaly, ezekbdl valasztva egy-
egy A, B, C pontot, nem kollinearis pontokhoz kéne jutnunk az 1. illeszkedési
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axiéma szerint (az egyenesen levé pontok definiciénk szerint vizsgélatunk-
bél ki vannak zdrva). Ekkor viszont e és A, B,C egy a Pasch-axiémédnak
ellentmondo konfiguraciéhoz vezetne, ami szintén lehetetlen. Evvel utolsé al-
litasunkat is belattuk. O

A fent kapott ekvivalenciaosztalyokat az egyenes altal meghatarozott nyilt
félsikoknak nevezziik. Ha a meghatarozd egyenest is a félsikhoz vessziik, zdrt
Jélsikrol beszéliink. Félegyenes (nyilt vagy zart) egy egyenes egy 6t nem tar-
talmazo félsikhoz tartozd része.

Bevezethet6 a szogtartomany, szogvonal, térottvonal, sokszog, sokszogtar-
tomany fogalma, mert igazolhaté a sikbeli egyszerii zart toréttvonalra kimon-
dott Jordan-tétel. Eszerint a sik egy egyszerti zart torcttvonala a sikot két
tartomanyra bontja, és ezek egyike nem tartalmaz félegyenest. Ez utébbi a
darabot, a torottvonal mint sokszogvonal altal meghatarozott sokszogtarto-
manynak nevezziik.

Jegyezziik meg tovabbda, hogy az 1.1.2. lemma bizonyitasaval analég bizo-
nyitas azt is mutatja, hogy adott szakasz pontjai altal mint végpontok altal
definialt szakasz pontjai az eredeti szakasznak is pontjai.

1.1.2.2. Az elliptikus sik rendezése az elvdlasztds fogalma alapjan

Amint azt a késébbiekben latni fogjuk, az abszolit sikon vannak nem metszé
egyenesek. Ha olyan geometriat szeretnénk felépiteni, melyben minden egye-
nespar metsz6, a rendezés fogalmat kell Gjragondolni. Szemléletesen vildgos,
hogy az euklideszi sikbdl kiindulva definidlhato egy 6t tartalmazé ,,bévebb sik”
— a wvalds projektiv sik — melyben mar barmely két egyenes metszi egymast.
Olyan rendezési modszert kell bevezetni, melybdl alkalmas specializalassal
az abszolit geometridk ,kozte van” fogalma a megkovetelt tulajdonsagaival
egyiitt adodik.

Alaprelacié: elvalasztas”

Az elvélasztés jelolése: (ACBD), ami azt jelenti, hogy a négy pont kolli-
nearis, és az A, B pontokat a C, D pontok elvalasztjik.

ER1. Axiéma. Ha (ACBD), akkor (BCAD) és (CBDA).

ER2. Axiéma. Az egyenes négy pontjdbdl pontosan egyfélekképpen alkothato
két pontpdr ugy, hogy azok elvdlasszak egymdst.

ER3. Axioma. Az egyenes tetszdleges A, B, D ponthdrmasdhoz taldlhato
olyan C' pont az egyenesen, amelyre (ABCD) teljesiil.
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ERA4. Axiéma (Pasch). Legyen A, B,C hdrom nem eqgy egyenesre illeszkedd
pont, ¢ és [ pedig két egyenes, melyeknek D € e, illetve D' € f pontjaira
(ADBD') teljesiil. Ha C nem illeszkedik e-re és f-re sem, akkor taldlunk
olyan E pontot e-n és E' pontot f-en, amelyekre (AECE'"), (BECE') egyike
fenndll.

Vegyiik észre, hogy ha idedlis egyenesként rogzitiink egy egyenest a fenti
axiémakat kielégito elliptikus sikon, és olyan pontnégyesekre alkalmazzuk az
elvalasztas fogalmat és axiémadit, melyeknek egyik eleme ezen egyenesre esik,
éppen visszakaphatjuk a ,kozte van” fogalméat és tulajdonsdgait.

Valéban, legyen az idedlis egyenes f. Ha valamely e egyenes f-hez illesz-
ked6 pontja D, akkor tovdabbi A, B,C' pontjaira pontosan akkor teljesiiljon
(ABC), ha eredetileg (ABCD) &llt fenn. Mivel az els6 elvalasztdsra vonat-
kozé axioma alapjan feltehetd, hogy D az utolsé pontja a felsorolasnak egy
rogzitett pontnégyes esetén, a ,kozott” szimmetridja trivialis. A masodik axi-
oma szerint D az A, B, C pontok koziil pontosan eggyel alkotja a maradék
kett6t elvalaszto pontpart, igy a , kozott” masodik rendezési axiomaja szintén
teljesiil. Ha az egyenes két pontja A, B az f-en levd pontja pedig D, a har-
madik axidoma éppen a ,kozott” harmadik axiomajat adja. Végiil a negyedik
axiéma a Pasch-axiémat adja, ha f-et idedlis egyenesnek valasztjuk.

1.1.3. Egybevagdsag

A vildgegyetem tetszéleges két 1étezd objektuma nem tekinthetd azonosnak.
Ez a kett0” sz6 alapvetd jelentése. Egy véges axidmarendszer altal leirt struk-
tura ezt sohasem teljesiti. A geometrian beliil az egybevagdsag fogalma hiva-
tott eldonteni, hogy két objektum azonosnak tekintheto-e vagy sem. Erdekes
felismerni, hogy milyen keveset kell elhinniink ahhoz, hogy lényegében tet-
sz6leges objektumparrdl eldonthessiik az azonossag kérdését. A szimmetria
kedvéért a szakaszok és a szogtartomanyok fogalmat parhuzamosan axioma-
tizédljuk. Ez nyilvanvaldéan sziikségtelen bévitéshez vezet, ahogy ezt a nagy
el6dok munkaibdl lathatjuk.

Alaprelacié: ,szakaszok és szogek egybevdgdsaga”

Ha AB és CD két szakasz, az egybevagésagukat AB = C'D jeloli.

E1l. Axidma (Felmérési axiéma). Bdrmely egyenes bdarmely pontjabdl a pont
altal meghatdrozott mindkét félegyenesére felmérhetd egy-eqy, az adott sza-
kasszal eqybevdgo szakasz.

E2. Axiéma. Az egybevigosdg ekvivalenciareldcio.





