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Előszó a harmadik kiadáshoz

A könyv jelen harmadik kiadása az alábbiakban jelent változást a második
kiadáshoz képest: (a) valamelyest bővült a könyv szövege, (b) megtörtént né-
hány, az előző kiadásban fellelt szedési hiba kijavítása, (c) a könyvcím kissé
változott, bővült annak érdekében, hogy utalás legyen a lehetséges olvasói kör-
re. Mindez nem jelenti azt, hogy a szöveg és képletek teljesen hibamentesek.
Köszönet illeti a leendő olvasókat, ha a visszajeleznek, amikor hibát találnak
a könyvben.

Kozák Imre 2016-ban meghalt. A szükségesnek vélt változtatásokat, azaz
a szöveg bővítését és helyenkénti átdolgozását Szeidl György végezte el.

Az olvasó figyelmébe ajánlhatók még az alábbiak:
– Az Irodalomjegyzék (Irodalom) két részre tagolt, az első felében köny-

vek felsorolása található. Ezeket javarészt további olvasásra ajánljuk,
hozzátéve, hogy nem mindegyik könyvre van közvetlen hivatkozás a
könyv szövegében.

– Az Irodalomjegyzék második része cikkek felsorolása. Ezek mindegyi-
kére van hivatkozás a könyv szövegében. A kiválasztásuk esetén az
volt az elsődleges cél, hogy az egyes fogalmakhoz, tételekhez tartozó
eredeti munkákra mindenképpen történjen hivatkozás.

– A könyv képernyőn történő olvasását megkönnyíti, hogy a hivatkozott
elemek – a fejezet- és szakaszcímek tartalomjegyzékben, a hivatkozott
képletszámok a szövegben, valamint az oldalszámok a tárgymutatóban
– piros keretvonalú téglalapokban jelennek meg a monitoron, és ha
rájuk kattintunk, akkor rögtön a kérdéses helyre ugrik a szöveg.

Köszönetnyilvánítás: Nagyon sokkal tartozom a feleségemnek, Babinak azért
sokrétű ösztönzésért, amit a könyv írása és későbbi átdolgozása során tőle kap-
tam. Lányomnak Ágnesnek és a fiamnak Ádámnak pedig hangsúlyozottan kö-
szönöm a folytonos és megértő támogatást. Köszönettel tartozom még Bertóti
Edgár egyetemi tanárnak munkám állandó figyelemmel kísérése miatt. Végeze-
tül külön köszönöm néhai társszerzőm, Kozák Imre lányának, Kozák Ágnesnek
és a fiának, Kozák Péternek azt a kitüntető figyelmet és támogatást, amit tőlük
kaptam.

Esztergom, 2026. május 20.
Szeidl György
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Előszó a második kiadáshoz

A jelen elektronikus formában kiadott könyv (továbbiakban könyv) a Miskolci
Egyetem egyetemi szintű gépészmérnök képzésében előadott Kontinuumme-
chanika című tantárgy első félévének anyagát öleli fel, és nagyban támaszko-
dik azokra a kontinuummechanikai előadásokra, amelyeket az első szerző két
évtizeden át tartott az alkalmazott mechanikai ágazat, majd pedig a gépek és
szerkezetek mechanikája szakirány hallgatói részére. A könyvben bemutatott
tananyag a fontosabb jelölések formalizmusa tekintetében teljes mértékben
igazodik a [2] tankönyv jelölésrendszeréhez (ennek átdolgozott és bővített ki-
adása angol nyelven jelent meg: [3]). A jelen könyv a kétlépcsős képzésben a
második lépcsőhöz tartozó MSc hallgatók azon körét segíti tanulmányaiban,
akiknek alkalmazott mechanika a szakiránya, és így természetszerűen tanulják
a szilárd testek kontinuummechanikáját. A könyvet a doktori tanulmányokat
folytató hallgatók is haszonnal forgathatják.

A feltételezett előismereteket a mérnökhallgatók matematikai ismeretei
alkotják. A könyv ennek alapulvételével tekinti át a tenzorszámítás legfonto-
sabb elemeit. Elvben kétfajta tárgyalásmód lehetséges: (a) az invariáns, vagy
más néven szimbolikus vagy direkt tárgyalásmód, illetve (b) az indexes jelölés-
rendszer alkalmazása a bemutatásra kerülő tenzoriális mennyiségek tárgyalása
során. Az utóbbi megközelítés feltételezi az indexes jelölésmód mennyiségei-
nek és jelölésbeli konvencióinak alapos ismeretét – ezek részletes bemutatása
is feladata tehát a könyvnek.

Megjegyezzük, hogy mindkét tárgyalásmódnak megvannak a maga elő-
nyei, illetve hátrányai. A szimbolikus írásmód előnye, hogy a vizsgálat tár-
gyát képező egyenletek jobban áttekinthetők szerkezetüket és jelentésüket is
tekintve. Ugyanakkor előnye és hátránya is, hogy koordináta-rendszertől füg-
getlen, továbbá nagyobb figyelem szükséges a tenzoriális mennyiségek közötti
algebrai műveletek megértéséhez. Az indexes jelölésmód előnye, hogy a tekin-
tett (egyébként tetszőleges) görbevonalú koordináta-rendszerben (ez speciális
esetben természetesen egyenesvonalú is lehet) rögtön megkapjuk a vizsgálat
tárgyát képező probléma skaláris alakú egyenleteit. Ugyanakkor talán kevésbé
elegánsan látszik a fizikai egyenletek invariáns (koordináta-rendszer független)
volta.

Az indexes jelölésrendszer kiválasztásánál az a körülmény játszotta a leg-
fontosabb szerepet, hogy ebben a jelölésmódban azonnal adódnak a tekintett
probléma skaláris egyenletei. Úgy véltük, hogy ez a körülmény önmagában is
olyan előny a lehetséges alkalmazói kört tekintve, hogy emiatt eleve az inde-
xes jelölésrendszert érdemes alkalmazni a tenzorszámítás egyes kérdésköreinek
megtárgyalása során.

Megemlítjük, hogy ahol fontosnak véltük, ott kiírtuk a vizsgálat tárgyát
képző egyenletek szimbolikus alakját is.

Az első nyolc fejezet mindenki számára fontos anyagot tartalmaz. A ki-
lencedik fejezet a felületek differenciálgeometriájával foglalkozik. Ezt azoknak
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érdemes elsősorban elolvasni, akik héjelmélettel is foglalkoznak későbbi tanul-
mányaik során. Ismeretes ugyanis, hogy a modern héjelméleti tankönyveket
többnyire indexes jelölésmódban írják meg. Az utolsó fejezet a tenzoranalí-
zis néhány tételét ismerteti tömören. Az új A. Függelék jellegzetes felületek
esetére közli a differenciálgeometria alapvető összefüggéseit.

Az egyes fejezetek végén különböző nehézségű feladatok találhatók. A jelen
második kiadásban bővítettük a fejezetvégi feladatok számát. Az új B. Füg-
gelék közli valamennyi feladat megoldását. Korrigáltuk emellett az időközben
fellelt szedési hibákat is.

Miskolc, 2013. március 22.
Kozák Imre és Szeidl György





1. FEJEZET

Alapfogalmak

1.1. Vektorok (ismétlő áttekintés)

1.1.1. Vektoralgebrai összefoglaló. A vektort (geometriailag) irányí-
tott egyenesszakasznak tekintjük.

Tulajdonságai :
– nagyság (avagy abszolút érték),
– irány (ezt a vektor ún. tartóegyenese, hatásvonala határozza meg),
– irányítás (ez azt mondja meg, merre mutat tartóegyenesén a vektor),
– mértékegység (a vektorok jelentése általában valamilyen fizikai vagy

geometriai mennyiség).
A nullvektornak vagy zérusvektornak az a jellemzője, hogy zérus az ab-

szolút értéke.
Az egységvektor egységnyi abszolút értékű vektor.
Az alábbiak, csak jelölésben, tehát a vonatkozó műveletek értelmezésének

elhagyásával tekintik át a vektorok közötti műveleteket:
– additív műveltek, összeadás, kivonás pl:

a+b= c ;

– szorzás skalárral :
µa+λb= c ;

– két vektor skaláris szorzata:

a ·b= b ·a= c

(pont a művelet jele);
– vektoriális szorzás:

a×b=−b×a= c ;

– diádikus vagy tenzoriális szorzás:

a⊗b , (a⊗b)T = b⊗a , (1.1)

ahol T a transzponált jelölése (diádok összegének transzponáltja az
egyes diádok transzponáltjainak összege) – maga a diádikus szorzat a

ab (ab)T = ba

1



2 1. Alapfogalmak

alakban, azaz külön műveleti jel nélkül is szedhető, de a ◦ szimbólum
is lehet műveleti jel (a jelen munka mindig a ⊗ szimbólumot használja
majd műveleti jelként);

– három vektor vegyes szorzata:

[abc] = (a×b) ·c= a ·(b×c) (1.2)
= (b×c) ·a= b ·(c×a)

= (c×a) ·b= c ·(a×b) ;

– kétszeres vektoriális szorzat, kifejtési tétel :

a×(b×c) = (a ·c)b−(a ·b)c , (1.3a)
(a×b)×c= (a ·c)b−(b ·c)a ; (1.3b)

– diádikus szorzat és vektor skaláris szorzata:

(a⊗b) ·c= a(b ·c) , (1.4a)
c ·(a⊗b) = (c ·a)b (1.4b)

(nem mindegy, hogy a diádot jobbról vagy balról szorozzuk skalárisan
a vektorral !) ;

– diádikus szorzat és vektor vektoriális szorzata:

(a⊗b)×c= a⊗(b×c) , (1.5a)
c×(a⊗b) = (c×a)⊗b . (1.5b)

Ha kartéziuszi KR-t alkalmazunk a vektorokkal, tenzorokkal kapcsolatos
műveletek végrehajtása során, akkor – összhangban az 1.1. ábrával és eltérően

i

y

O

1

3

i2

y 1

i3 y 2

1.1. ábra. Kartéziuszi KR

a gyakorta használatos
x, y és z a koordinátatengelyek,
ex, ey és ez a koordinátatengelyek pozitív irányába mutató három
egységvektor

jelölésektől
y1, y2 és y3 jelöli a három koordinátatengelyt, és
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i1, i2 és i3 az 1, 2 és 3 jelű koordinátatengelyek pozitív irányába mutató
egységvektor.

Ebben a kartéziuszi koordináta-rendszerben az a, b és c vektorok az

a=

3∑
ℓ=1

aℓiℓ , b=

3∑
ℓ=1

bℓiℓ , ca=

3∑
ℓ=1

cℓiℓ (1.6)

alakban írhatók fel. A koordinátáikat (skaláris összetevőiket) aℓ, bℓ and cℓ

jelöli. Következésképp

a ·b= a1b1+a2b2+a3b3 , (1.7a)

a×b=

 i1 i2 i3
a1 a2 a3

b1 b2 b3

 , (1.7b)

és

[abc] =

 a1 a2 a3

b1 b2 b3

c1 c2 c3

 . (1.7c)

Indexes jelölésmódban a különböző mennyiségeket (ezeket valamilyen betű
jelöli) indexekkel látjuk el. Megjegyezzük a későbbiek kedvéért, hogy valamely
egyindexes mennyiség felső indexes értéke általában nem egyezik meg ugyanezen
mennyiség alsó indexes értékével.

1.1.2. Lineárisan összefüggő, lineárisan független vektorok. Line-
árisan függetlenek az a1,a2, . . . ,an; n≥2, |ai|>0, i=1, . . . , n vektorok,
ha a

p1a1+p2a2+ ...+pnan = 0

egyenletnek csak triviális megoldása van, azaz ha

p1 = p2 = ...= pn = 0 .

Lineárisan összefüggőek az a1,a2, . . . ,an; n ≥ 2, |ai| > 0, i = 1, . . . , n
vektorok, ha létezik legalább két zérustól különböző pi.

Az alábbiakban sorra vesszük két, három és háromnál több vektor esetén
a lineáris függetlenség (összefüggőség) eseteit :
Két vektor. Két párhuzamos vektor esetén, amint az azonnal látható a

p1a1+p2a2 = 0 | ·a1
egyenletből az a1-el történő szorzás után, lineárisan összefüggőek a
vektorok, hiszen ekkor

p1 =−p2
a2 ·a1
a1 ·a1

.

Az utóbbi képlet azt is mutatja, hogy végtelen sok a megoldások szá-
ma.

Ha nem párhuzamosak a vektorok, akkor az

p1a1+p2a2 = 0 |×a2
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egyenletből az a2 vektorral jobbról történő szorzás után az

p1a1×a2︸ ︷︷ ︸
̸=0

= 0

eredményt kapjuk, ahonnan azonnal következik, hogy

p1 = 0 ,

hiszen zérustól különböző az a1×a2 vektorszorzat.
Ugyanígy adódik az a1 vektorral balról történő vektoriális szor-

zással, hogy p2 = 0.
Következésképp két nem párhuzamos vektor mindig lineárisan füg-

getlen.
Ha lineárisan függetlenek az a1, a2 vektorok, akkor bármely, az a1

és a2 által kifeszített síkkal párhuzamos vektor kifejezhető az a1 és a2
lineáris kombinációjaként: azt mondjuk, hogy síkbeli bázist alkotnak
az a1 és a2 vektorok.

Három vektor. Ha a három vektor komplanáris (egy síkban van), akkor

[a1a2a3] = 0

és a három vektor lineárisan összefüggő. Valóban,
(a) ha nem párhuzamosak, akkor azért, mert bármelyik megadható a

másik kettő lineáris kombinációjaként;
(b) ha kettő párhuzamos, akkor azért, mert ez a kettő lineárisan össze-

függő;
(c) ha mindhárom párhuzamos, akkor pedig azért, mert a (b) szerint

van közöttük két lineárisan összefüggő vektor.
Ha a három vektor nem komplanáris (nincs egy síkban), akkor

[a1a2a3] = ao ̸= 0 ,

következőleg a

p1a1+p2a2+p3a3 = 0 ·

 a2×a3
a3×a1
a1×a2

szorzatokból a

p1[a1a2a3] = 0 , p2[a1a2a3] = 0 , p3[a1a2a3] = 0 ,

vagy ami ugyanaz, a

p1 = 0 , p2 = 0 , p3 = 0

eredményt kapjuk. Eszerint a három vektor lineárisan független.
Négy vagy több vektor. Először négy vektort tekintünk.

(a) Ha kettő párhuzamos, vagy három egy síkban van, akkor az elő-
zőek alapján lineárisan összefüggőek a vektorok.
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(b) Tegyük fel, hogy három vektor, mondjuk az a1,a2, és a3 nem
komplanáris. A

p1a1+p2a2+p3a3+p4a4 = 0 ·

 a2×a3
a3×a1
a1×a2

m n i
2 3 1
3 1 2
1 2 3

szorzatokból, tekintettel a képletsor jobb oldalán álló táblázatra,
illetve az m, n és i betűk táblázattal definiált értelmezésére ,a

pi[a1 a2 a3]+p4[a4aman] = 0 , i= 1,2,3

eredmény következik. Mivel az a4 nem lehet egyidejűleg az
a2 a3
a3 a1 által kifeszített síkokban,
a1 a2

a fenti egyenletek közül legalább egynek van nem triviális meg-
oldása. Négy vektor tehát mindig lineárisan összefüggő. Ez egy-
ben azt is jelenti, hogy a négynél több vektor is mindig lineárisan
összefüggő.

Tegyük fel, hogy a1,a2 és a3 nem komplanáris, azaz [a1 a2 a3] = ao ̸= 0.
Ekkor fennáll a fentiek alapján az

a4 =−p1
p4︸︷︷︸
λ1

a1−
p2
p4︸︷︷︸
λ2

a2−
p3
p4︸︷︷︸

λ3

a2 = λ1a1+λ2a2+λ3a3

egyenlet. Az egyenlet szerint tetszőleges a4 vektor kifejezhető a nem kom-
planáris a1,a2, és a3 vektorok segítségével. A nem komplanáris a1,a2, és a3
vektorok tehát az euklideszi tér egy bázisát alkotják.

1.1.3. Vektor tetszőleges (ferdeszögű) bázisban. Az a1,a2, és a3
bázisvektorokhoz értelmezés szerint az

a1 =
a2×a3
ao

, a2 =
a3×a1
ao

, a3 =
a1×a2
ao

(1.8)

reciprok vektorok (reciprok bázisvektorok vagy röviden bázis) tartoznak (tar-
tozik).

Könnyen ellenőrizhető, hogy a bázisvektorok és reciprok bázisvektorok kö-
zött az

ak ·aℓ =
{

1, ha k = ℓ ,
0, ha k ̸= ℓ

k, ℓ= 1,2,3 (1.9)

összefüggés áll fenn.
Mivel bázist alkotnak az a1, a2 és a3 vektorok, bármely v vektor kifejezhető

segítségükkel a
v = v1a1+v

2a2+v
3a3 (1.10)

alakban, ahol v1, v2 és v3 rendre a v vektor a1, a2, és a3-ra vonatkozó koor-
dinátáját jelöli.
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Az (1.10) képlet alapján, kihasználva az (1.9) összefüggést a

v1 = v ·a1 , v2 = v ·a2 , v3 = v ·a3 (1.11a)

alakban kapjuk a vi koordinátákat. Tömören:

vi = v ·ai , i= 1,2,3 . (1.11b)

Visszahelyettesítve a vi-re vonatkozó képleteket, elemi átalakításokkal kapjuk,
hogy

v = v1a1+v
2a2+v

3a3 = a1(a
1 ·v)+a2(a

2 ·v)+a3(a
3 ·v) , (1.12)

azaz hogy
v = [a1⊗a1+a2⊗a2+a3⊗a3]︸ ︷︷ ︸

I

·v , (1.13)

ahol a megjelölt képletrész az I egységtenzor kell legyen, hiszen az I önmagára
képezi le a v vektort.

Az (1.10) és (1.13) képletek közötti gondolatmenet ismétlésével írhatjuk,
hogy

v = v1a
1+v2a

2+v3a
3, (1.14)

ahonnan – ismét kihasználva az (1.9) összefüggést – kapjuk, hogy

v1 = v ·a1 , v2 = v ·a2 , v3 = v ·a3 . (1.15a)

Az utóbbi egyenletben álló v1, v2 és v3 a v vektor a1, a2, a3 bázisra vonatkoz-
tatott koordinátáit jelöli. Tömör alakban:

vi = v ·ai . (1.15b)

A fentiek alapján fennáll, hogy

v = a1(a1 ·v)︸ ︷︷ ︸
v1

+a2(a2 ·v)︸ ︷︷ ︸
v2

+a3(a3 ·v)︸ ︷︷ ︸
v3

,

azaz
v = [a1⊗a1+a2⊗a2+a3⊗a3]︸ ︷︷ ︸

I

·v , (1.16)

ami egyben azt is jelenti, hogy az I tenzor ismét az egységtenzor, pontosabban
az (1.13) alatti alak transzponáltja – visszautalunk itt az (1.1) képletet követő
magyarázatra.

1.2. Koordináta-rendszerek

1.2.1. Ferdeszögű KR-ek (fogalmi általánosítás). Az 1.2. ábra egy,
az (x1, x2, x3), vagy röviden az (x) módon jelölt, ferdeszögű egyenesvonalú
KR-t szemléltet. Az x1, x2 és x3 koordinátatengelyek irányát és irányítását
az egymástól különböző, és egymással nem 90o-os szöget bezáró g1, g2 és g3
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lokális bázis

g
1

g
2

g
3

r

g
1

g
2

g
3

x 3

x 2

x 1O

P

1.2. ábra. Ferdeszögű egyenesvonalú KR

vektorok jelölik ki. A ferdeszögű szó jelzőként történő használata arra a körül-
ményre utal, hogy a koordinátatengelyek nem merőlegesek egymásra. Felhívjuk
arra is a figyelmet, hogy a g1, g2 és g3 vektorok nem szükségképen egységvek-
torok. Fel fogjuk továbbá tételezni, hogy

γo = [g1g2g3] ̸= 0 . (1.17)

Ez egyben azt jelenti az előző szakaszban leírtak alapján, hogy bázist alkotnak
a g1, g2 és g3 vektorok.

A g1, g2 és g3 vektorok alkotta bázist kovariáns bázisnak, magukat a bá-
zisvektorokat pedig kovariáns bázisvektoroknak nevezzük majd. A kovariáns
jelző egyrészt arra utal, hogy a bázisvektorok egymástól való megkülönböz-
tetését alsó indexpozícióban elhelyezett számok teszik lehetővé. A kovariáns
szó emellett arra is utal, hogy ezek a bázisvektorok eleget tesznek egy a 4.2.1.
szakaszban részletezett transzformációs szabálynak, a (4.15a) egyenletnek.

Az ábra feltünteti a tér tetszőleges P pontjának

r= x1g1+x
2g2+x

3g3 (1.18)

a helyvektorát, valamint a P ponthoz kötött és a g1, g2 és g3 vektorok által
kifeszített ún. lokális bázist. Ebben a lokális bázisban adjuk majd meg a P
térponthoz kötött fizikai vagy geometriai mennyiségeket leíró tenzorokat.

A jelen esetben minden egyes térpontban azonos a lokális bázis. Görbe-
vonalú KR-ek esetén azonban, amint azt később az 1.2.5. pontban majd látni
fogjuk, pontról pontra változik a lokális bázis.

Vegyük észre, hogy

gi =
∂r

∂xi
, i= 1,2,3 . (1.19)

Az (1.8) képlet alapján a

g1 =
g2×g3

γo
, g2 =

g3×g1

γo
, g3 =

g1×g2

γo
(1.20)

módon értelmezzük a gi (i= 1,2,3) vektorokhoz tartozó reciprok vektorokat.
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Megjegyezzük, hogy az (1.20) képletekkel értelmezett g1, g2 és g3 vekto-
rok ugyancsak bázist alkotnak. Ezeket a bázisvektorokat, mivel felső indexpo-
zícióban van elhelyezve a bázisvektorok megkülönböztetését segítő számozás,
kontravariáns bázisvektoroknak nevezzük. Az általuk alkotott bázis pedig a
kontravariáns bázis.

A helyvektort adó (1.18) képletben álló x1, x2, x3 koordináták az ún.
kontravariáns koordináták.

Speciális esetben, ha egymásra kölcsönösen merőlegesek és egységvektorok
a kovariáns bázisvektorok, azaz ha kartéziuszi KR-ré válik a ferdeszögű KR,
az

y1 = x1 , y2 = x2 , y3 = x3 (1.21a)

és

i1 = i1 = g1 = g1 , i2 = i2 = g2 = g2 , i3 = i3 = g3 = g3 (1.21b)

összefüggések állnak fenn a kontravariáns koordináták és a vonatkozó bázis-
vektorok között.

1.2.2. A bázisvektorok további tulajdonságai . A bázisvektorokat
azonosító számok indexként jelentek meg. Tömörebb és így áttekinthetőbb írás-
mód elérése érdekében abban állapodunk meg az indexek tekintetében, hogy a
latin betűs index az 1, 2, 3, a görögbetűs index pedig az 1, 2 értékeket veheti fel
anélkül, hogy erre egyéb jelölésben külön is felhívnánk a figyelmet. Az indexekre
vonatkozó megállapodásunk szerint a

gℓ kifejezés önmagában a három kovariáns bázisvektort, a
gk kifejezés pedig a három kontravariáns bázisvektort jelöli.

A két indexes δkℓ, δkℓ , δ
k
ℓ , δkℓ Kronecker-szimbólumot [9] (Kronecker-

deltát) a

δkℓ

δkℓ
δ kℓ
δkℓ

=

{
1 , ha k = ℓ ,
0 , ha k ̸= ℓ

(1.22)

kifejezés értelmezi. Mivel az értelmezés szerint a δkℓ és δ kℓ a k és ℓ indexek
minden lehetséges értékére megegyezik egymással, ezek esetén tehát közömbös
az indexek sorrendje.

Visszaidézve a bázisvektorok és a reciprok bázisvektorok között fennálló
(1.9) egyenletet (ak-nak gk, aℓ-nek gℓ felel meg) írhatjuk, hogy

gk ·gℓ = δkℓ . (1.23)

Figyeljük meg, hogy mindkét oldalon azonos az indexek sorrendje és pozíciója.
Megmutatjuk a továbbiakban, hogy fennáll a

γo =
[
g1g2g3

]
=

1

γo
=

1

[g1g2g3]
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– itt γo a felsőindexes bázisvektorok vegyesszorzata –, vagy ami ugyanaz, a

γo =
1

γo
(1.24)

összefüggés. Az igazolás a kétszeres vektorszorzatokkal kapcsolatos és a lenti-
ekhez illeszkedően az (a×b)×c= (a ·c)b−(b ·c)a alakban kiírt kifejtési tétel
alkalmazásán nyugszik:

g2×g3 =
1

γ2o
(

a︷︸︸︷
g3 ×

b︷︸︸︷
g1 )×

c︷ ︸︸ ︷
(g1×g2) =

1

γ2o
[g3 ·(g1×g2)g1−0] =

g1

γo
.

Következőleg

γo = g1 ·
(
g2×g3

)
= g1 ·g1︸ ︷︷ ︸

δ11=1

1

γo
=

1

γo
.

Az is látszik az igazolás első lépéseként írt egyenlet jobb és bal oldalának
egybevetéséből, hogy

g1 = γog
2×g3 =

g2×g3

γo
.

Ez az egyenlet azt mutatja, hogy g1 vektor a reciprok bázis egyik reciprok
vektora. Hasonlóan lehet ugyanezt igazolni a g2 és g3 bázisvektorok esetén.
Következőleg az eredeti g1, g2, g3 bázis a reciprok bázis reciproka.

A továbbiakban fontos szerepet játszik az egyenletek egyszerűbb írását
szolgáló ún. Einstein-féle összegezési konvenció [17]. Az összegezési konven-
ció azt írja elő, hogy a különböző indexpozícióban lévő azonos (néma) indexek
szerint összegezni kell.

Így például

δpp = δ11+δ
2
2+δ

3
3 = 3 , (1.25)

vagy

δrℓδ
ℓ
m=δr1δ

1
m+δr2δ

2
m+δr3δ

3
m=δrm ,mivel a kifejezés értéke

{
1, ha r =m,
0, ha r ̸=m.

A δrm végeredmény előállítása a következő módon foglalható szavakba: a δℓm-
mel történő szorzás hatására az első deltában álló ℓ néma indexet át kell nevezni
a második deltában álló nem néma index nevére – azaz az m névre – és ekkor
elhagyható a második delta.

A szavakba foglalt megfigyelés alapján szokás a Kronecker-szimbólumot
indexátnevező operátornak nevezni.

Vegyük észre, hogy az összegző (néma) index is átnevezhető: δkk = δℓℓ =
= δmm .

További fontos megállapodás, hogy egyenletek írása során az önmagában
(önmagukban) álló, nem néma (a képletben nem ismételt) indexet (indexeket)
szabad indexnek (indexeknek) fogjuk nevezni.



10 1. Alapfogalmak

1.2.3. Permutációs szimbólum, vektoriális és vegyes szorzatok.
Azt fogjuk mondani, hogy a klm indexhármas páros permutációja az 1, 2, 3
számoknak, ha 123, 231 vagy 312 az értéke. Páratlan permutációról beszélünk,
ha a klm indexhármasnak 132, 321 vagy 213 az értéke.

1

23

1

23

páros páratlan

1.3. ábra. Páros és páratlan permutációk

Figyeljük meg, hogy az 1, 2 vagy 3 számok egyikét elsőnek véve a páros
permutációk az óramutató járásával egyező irányban, a páratlan permutáci-
ók pedig az óramutató járásával ellentétes irányban olvashatók le az 1, 2, 3
számokat körök segítségével szemléltető ábráról.

Az alsó és felső indexes permutációs szimbólumot az

eklm vagy epqr

módon jelöljük. A permutációs szimbólumok értelmezését [10] az

ekℓm =

 1 , páros
−1 , ha a kℓm páratlan
0 , nem

 permutációja az 123-nak (1.26a)

és az

epqr =

 1 , páros
−1 , ha a pqr páratlan
0 , nem

 permutációja az 123-nak (1.26b)

képletek adják.
Az (1.17), (1.20) és az (1.26a) képletek egybevetése alapján a

gk×gℓ = γoekℓmgm (1.27a)

alakban írható fel a gk és gℓ bázisvektorok vektoriális szorzata.
Ugyanígy ellenőrizhető, hogy

gp×gq = γoe
pqmgm . (1.27b)

Legyen
εkℓm = γo ekℓm és εpqm = γo epqm . (1.28)

Az εkℓm és εpqm mennyiségeket (objektumokat) alsóindexes (kovariáns), illetve
felsőindexes (kontravariáns) permutációs tenzornak fogjuk nevezni.

Az elnevezésnek az a magyarázata, hogy epszilon tenzor ún. valódi ten-
zor. Ezt később az (5.6) összefüggéssel kapcsolatos gondolatmenet igazolja – a
részleteket illetően lásd a 47. oldalt.
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A permutációs tenzorok segítségével

gk×gℓ = εkℓm gm és gp×gq = εpqm gm (1.29)

alakban írhatók fel a bázisvektorok vektoriális szorzatai.
Az (1.27a,b) és az (1.28) felhasználásával

[gk gℓ gr] = (gk×gℓ) ·gr = γoekℓr g
m ·gr︸ ︷︷ ︸
δmr

= γoekℓm = εkℓm (1.30a)

a három alsóindexes (kovariáns), és

[gp gq gs] = (gp×gq) ·gm = γoepqr gr ·gs︸ ︷︷ ︸
δ s
r

= γoepqs = εpqs (1.30b)

a három felsőindexes (kontravariáns) bázisvektor vegyes szorzata.

1.2.4. Permutációs szimbólumok szorzatai. Az alábbiakban meg-
vizsgáljuk, hogy milyen értékeket vehetnek fel az

ekℓme
kqr , ekℓme

kℓr és ekℓme
kℓm

szorzatok.
Vegyük észre, hogy az első esetben egy index (ez a k), a második esetben

két index (a k és ℓ), a harmadik esetben pedig valamennyi index összegező
(néma) index.

Mivel a második és harmadik eset az elsőből származtatható, érdemes az
utóbbit vizsgálni először. Ha kiírjuk az

ekℓme
kqr = e1ℓme

1qr+e2ℓme
2qr+e3ℓme

3qr

háromtagú összeget és visszaidézzük a permutációs szimbólum definícióját,
akkor kapjuk, hogy az összeg

– csak akkor különbözik zérustól,
(a) ha

ℓ= q , m= r , ℓ ̸=m,

és ez esetben 1 az értéke (ekkor ui. az alsó és felső indexhármasok
egyszerre vagy páros, vagy páratlan permutációk – a jobboldalon
pedig csak egy tag különbözik zérustól),

(b) vagy pedig, ha

ℓ= r , m= q , ℓ ̸=m,

és ez esetben −1 az értéke (ekkor ui. az alsó és felső indexhármas
különböző permutáció – ha az egyik páros a másik páratlan és
viszont – és ismét csak egy nem zérus tag van a jobb oldalon),

– egyébként pedig mindig zérus értékű.
Nem nehéz ellenőrizni, kihasználva a Kronecker-szimbólum (1.22) alatti

értelmezését, hogy a
δ qℓ δ

r
m −δ rℓ δ q

m
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kifejezés ugyanezen értékeket veszi fel. Következésképp, tekintettel az (1.28) és
az (1.24) képletekre is

εkℓmε
kqr = ekℓme

kqr = δqrℓm = δ qℓ δ
r

m −δ rℓ δ q
m (1.31)

az első szorzat értéke. A δqrℓm negyedrendű Kronecker-deltát maga a képlet
értelmezi.

Az utóbbi képlet alapján kapjuk meg a második szorzat értékét:

εkℓmε
kℓr = ekℓme

kℓr = δℓrℓm = δ ℓℓ︸︷︷︸
3

δ r
m −δ rℓ δ ℓ

m︸ ︷︷ ︸
δ r
m

= 2δ r
m .

Innen

εkℓmε
kℓr = ekℓme

kℓr = 2δ r
m . (1.32a)

Ami a harmadik szorzatot illeti, az utóbbi képlettel az

εkℓmε
kℓm = ekℓme

kℓr = 2δ m
m = 6 (1.32b)

eredmény adódik.
A második szorzat egy alkalmazásaként fejezzük ki a gr-et az (1.29)1

egyenletből. Ha átszorzunk εkℓr-rel, akkor

εkℓrgk×gℓ = εkℓmε
kℓr︸ ︷︷ ︸

2δ r
m

gm

az eredmény, azaz

gr =
1

2
εrkℓ gk×gℓ . (1.33a)

Ugyanígy adódik, hogy

gk =
1

2
εkℓm gℓ×gm . (1.33b)

1.2.5. Görbevonalú koordináta-rendszerek. Az (y) kartéziuszi KR-
ben a P pontnak

r= ym im

a helyvektora. Legyen (x1, x2, x3) három nem feltétlenül azonos dimenziójú
valós változó, amelyek mindegyike a valós számok egy-egy részhalmazán (vagy
pedig a valós számok teljes halmazán) fut végig. Tételezzük fel, hogy létezik
az

ym = ym(x1, x2, x3) (1.34)

függvényhármas, amely differenciálható és kölcsönösen egyértelmű, ha az ym
a tér egy B tartományának valamely pontja. Mivel a differenciálhatóság miatt
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a P pont elemi környezetében fennállnak a

∂y1

∂x1
dx1+

∂y1

∂x2
dx2+

∂y1

∂x3
dx2 = dy1 ,

∂y2

∂x1
dx1+

∂y2

∂x2
dx2+

∂y2

∂x3
dx2 = dy2 ,

∂y3

∂x1
dx1+

∂y3

∂x2
dx2+

∂y3

∂x3
dx2 = dy3

(1.35)

egyenletek, az (1.34) kapcsolat csak akkor fordítható meg az elemi környe-
zetben (csak akkor kölcsönösen egyértelmű a P pont elemi környezetében),
ha a dxk-t tekintve ismeretlennek van megoldása az (1.35) lineáris algebrai
egyenletrendszernek. A megoldhatóságnak az a feltétele, hogy

Jy,x =

∣∣∣∣∣∣∣∣
∂y1

∂x1
∂y1

∂x2
∂y1

∂x3

∂y2

∂x1
∂y2

∂x2
∂y2

∂x3

∂y3

∂x1
∂y3

∂x2
∂y3

∂x3

∣∣∣∣∣∣∣∣ ̸= 0 , (1.36)

azaz zérustól különböző kell legyen a Jy,x Jacobi-féle függvénydetermináns. Ha
a B tartomány minden pontjában teljesül az (1.36) feltétel, akkor a kapcsolat
megfordítható a teljes B tartományban, azaz létezik az

xm = xm(y1, y2, y3) (1.37)

inverz függvényhármas.
A továbbiakban mindig feltételezzük, hogy kölcsönösen egyértelmű (azaz

megfordítható) az (1.34) függvénykapcsolat. Ez esetben nyilvánvalóan zérustól
különbözik a

Jx,y =

∣∣∣∣∣∣∣∣
∂x1

∂y1
∂x1

∂y2
∂x1

∂y3

∂x2

∂y1
∂x2

∂y2
∂x2

∂y3

∂x3

∂y1
∂x3

∂y2
∂x3

∂y1

∣∣∣∣∣∣∣∣ ̸= 0 (1.38)

Jacobi-féle függvénydetermináns is.
Az (1.37) egyenlettel adott xm hármast a P pont görbevonalú (kontrava-

riáns) koordinátáinak nevezzük.
A későbbiek kedvéért megállapodunk abban, hogy valamilyen kontravari-

áns, mondjuk az xk koordináta szerinti parciális deriválás esetén a nevezőben
álló k felső index a teljes deriváltat tekintve alsó indexnek minősül, és így
megjelenhet összegező, illetve szabad indexként is. Ezzel a megállapodással a

dym =
∂ym

∂xk
dxk (1.39)

módon tömör alakban írható fel az (1.35) egyenletrendszer. Megjegyezzük,
hogy ezt a megállapodást, anélkül, hogy kimondtuk volna, már korábban is
alkalmaztuk az (1.19) egyenlet esetén, ahol az i valójában alsó pozícióban álló
szabad indexként szerepel mindkét oldalon.
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lokális bázis

g
1 g

2

g
3

r

i
2

y 3

y 2

y 1

O

i
3

x 2

x 1

x 3

P

i1

1.4. ábra. Görbevonalú KR

Tekintettel az (1.34) függvénykapcsolatra, a P pont

r= r(x1, x2, x3) = y1(x1, x2, x3)i1+y
2(x1, x2, x3)i2+y

3(x1, x2, x3)i3 (1.40)

helyvektora a pont xk görbevonalú koordinátáinak függvénye. Az

r(x1, x2 = állandó, x3 = állandó) , r(x1 = állandó, x2, x3 = állandó) ,

és
r(x1 = állandó, x2 = állandó, x3)

térgörbéknek rendre x1, x2 és x3 a paramétere. Magukat a térgörbéket, mivel
csak a görbe paramétereként szereplő görbevonalú koordináta változik a görbék
mentén, x1, x2, illetve x3 koordinátavonalaknak szokás nevezni.

Az

r(x1 = állandó, x2, x3) , r(x1, x2 = állandó, x3) , r(x1, x2, x3 = állandó)

görbült felületek mentén állandó értékűek az x1, x2, illetve x3 görbevonalú
koordináták. Ez okból S1, S2 és S3 koordinátafelület a nevük. Nyilvánvaló,
hogy az x1, x2, és x3 koordinátavonalak az S2 és S3, az S1 és S2, illetve az S1

és S2 koordinátafelületek metszésvonalai.
A koordinátavonalak

g1 =
∂r

∂x1
=
∂y1

∂x1
i1+

∂y2

∂x1
i2+

∂y3

∂x1
i3 ,

g2 =
∂r

∂x2
=
∂y1

∂x2
i1+

∂y2

∂x2
i2+

∂y3

∂x2
i3 ,

g3 =
∂r

∂x3
=
∂y1

∂x3
i1+

∂y2

∂x3
i2+

∂y3

∂x3
i3

(1.41)
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érintőinek zérustól különböző a

γo =

∣∣∣∣∣∣∣∣
∂y1

∂x1
∂y1

∂x2
∂y1

∂x3

∂y2

∂x1
∂y2

∂x2
∂y2

∂x3

∂y3

∂x1
∂y3

∂x2
∂y3

∂x3

∣∣∣∣∣∣∣∣= Jy,x

vegyesszorzata, ha kölcsönösen egyértelmű az (1.34) függvénykapcsolat. Mivel
ez feltevésünk, következik, hogy γo ̸= 0, és az is következik, hogy kovariáns
bázist alkotnak a P pontban a koordináta-vonalak

gi =
∂r

∂xi
(1.42)

érintő vektorai. Ez a bázis a pontról pontra változó ún. lokális bázis, amely
általában ferdeszögű, de bizonyos esetekben (pl. henger KR, avagy gömbi KR)
ortogonális (utóbbi esetben bázisvektorok kölcsönösen merőlegesek egymásra).
Ha a bázist alkotó gi vektorok kölcsönösen merőlegesek egymásra, ortogonális
görbevonalú koordináta-rendszerről beszélünk. A (reciprok bázisvektorokat)
[kontravariáns bázist] most is (gk jelöli) [a gk reciprok bázisvektorok alkotják],
és változatlanul érvényesek a bázisvektorok vektoriális szorzatainak, valamint
a kovariáns és kontravariáns bázisvektorok számításának az 1.2.1. és 1.2.2.
szakaszokban megismert képletei. Nyilvánvaló, hogy ortogonális görbevonalú
koordináta-rendszerekben a reciprok bázis is ortogonális bázis.

Magától értetődik, hogy a P pont fizikai állapotát leíró valamennyi tenzor
megadható ebben a bázisban.

Az a vektor például az

a= a1g1+a
2g2+a

3g3 = a1g
1+a2g

2+a3g
3 , (1.43)

vagy tömören az
a= apgp = akg

k

alakban írható fel, ahol általában

a1 ̸= a1 , a2 ̸= a2 , a3 ̸= a3 . (1.44)

A fenti képletekben álló ap és ak rendre az a vektor kontravariáns, illetve
kontravariáns koordinátáit jelöli. A vektort tekintve

a1g1 , a2g2 , a3g3 és a1g
1 , a2g

2 , a3g
3

az a koordináta irányú összetevői a kovariáns illetve kontravariáns bázisban.

Gyakorlatok

1. Vizsgálja meg, vajon lineárisan függetlenek-e egymástól az azonos
ponthoz kötöttnek tekintett (közös alkalmazási pontú) a1, a2 és a3
vektorok:

a1 = 2i1+ i2+3i3 , a1 = 2i1+ i2+3i3 ,

a2 = 5i1+10i2+2i3 , a2 = 6i1+7i2+5i3 ,

a2 = 6i1+3i2+9i3 , a2 = 9i1+10i2+8i3 .
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2. Igazolja, hogy bázist alkotnak a

g1 = i1+ i2+ i3 , g2 = i1+ i2+2i3 és g3 = i1+2i2+3i3

vektorok. Írja fel az a= 6i1+9i2+14i3 vektort ebben a bázisban.
3. Tegyük fel, hogy lineárisan függetlenek az azonos ponthoz kötöttnek

tekintett a1, a2 és a3 vektorok. Mekkora a λ állandó értéke, ha lineá-
risan összefüggőek a b1 és b2 vektorok?

b1 = λa1+4a2+2a3 ,b2 = a1+λa2−a3 .

4. Igazolja, hogy az (1.20) képletekkel értelmezett reciprok bázisvektorok
is a háromméretű tér egy bázisát alkotják.

5. Igazolja, hogy a

λ1g1+λ2g2+λ2g3 = 0

egyenletnek csak triviális megoldása van a λ1, λ2 és λ3 skalárokra, ha
Jy,x ̸= 0.



2. FEJEZET

Az indexes jelölési mód alapjai

2.1. Műveletek indexes mennyiségekkel

2.1.1. Objektumok, sokaságok. A jelen szakaszban bevezetésre kerülő
jelöléseknek, jelölésbeli megállapodásoknak, összhangban az eddigiekkel, az a
fő célja, hogy egyszerűbbé tegyék a vektoriális, illetve a tenzoriális egyenletek
írását.

Az [ak]{ap} számhármast (változóhármast) [alsóindexes]{felsőindexes} vagy
egyindexes hármasnak, rendezett sokaságnak (objektumnak) nevezzük.

Kézi számításhoz az alsóindexes sokaságok sorvektorként, illetve oszlop-
vektorként mátrixba rendezhetők az

ak ⇒ [ a1 a2 a3 ] ,

vagy pedig az

ak ⇒

 a1
a2
a3


módon.

A felsőindexes ap sokaság ugyanilyen módon foglalható sor- vagy oszlop-
mátrixba.

Az egyes egyindexes sokaságok egymástól való megkülönböztetését a so-
kaságokat azonosító betűk eltérése teszi lehetővé.

Megállapodunk abban a továbbiak során – anélkül, hogy erre a megálla-
podásra külön is felhívnánk a figyelmet –, hogy az

ak és ap

egyindexes sokaság ugyanazon vektor kovariáns és kontravariáns koordinátáit
jelenti valamilyen lokális ferdeszögű bázisban.

Ami a szóhasználatot illeti, az egyszerűségre törekedve azt fogjuk mondani,
hogy az ak vagy az ap vektor.

Ha oszlopmátrixba rendezett vektorokat használunk valamilyen okból, pl.
számítások végzése során, akkor azok szedésben az

[ak] =

 a1
a2
a3

 , illetve az [ap] =

 a1

a2

a3

 (2.1)

módokon jelennek meg.

17
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A bevezetett jelöléssel az a+b= c vektorösszeg vagy az

ak+bk = ck , vagy pedig az ak+bk = ck

alakban írható fel.
További fontos kérdésre világítanak rá az alábbiak.
Tekintsünk két, az (1) és (2) jelű, ferdeszögű KR-t. Legyen

a
(1)
k , valamint a

(2)
k

az (1) és (2) jelű ferdeszögű KR-ben vett számhármas (változóhármas). A
két hármas akkor adja ugyanazon vektor kovariáns koordinátáit a vonatkozó
KR-ekben, ha fennáll az

a
(1)
k g
(1)

k = a
(2)
k g
(2)

k

egyenlőség. A fenti képletből, amint részletesen is látni foguk az 5.1.1. szakasz-
ban, az következik, hogy csak akkor alkotja ugyanazon vektor három kovariáns
koordinátáját az (1) és (2) jelű ferdeszögű KR-ben értelmezett

a
(1)
k , valamint a

(2)
k

hármas, ha alkalmas transzformációs összefüggés teljesül a tekintett két hármas
között.

Az
akbℓ , akb

p , akbℓ , aℓbp vagy ckm

mennyiségek kétindexes, illetve másodrendű sokaságok, objektumok. Ezek is
mátrixba rendezhetők, ha megállapodunk abban, hogy balról jobbra haladva
az első index (függetlenül attól, hogy alsó vagy felső) sort, a második index
pedig (ugyancsak függetlenül attól, hogy alsó avagy felső) oszlopot azonosít.
A mondottak alapján az akbl szorzat vagy a c m

k sokaság a

akbℓ ⇒

 a1b1 a1b2 a1b3
a2b1 a2b2 a2b3
a3b1 a3b2 a3b3

 , ckm ⇒

 c11 c12 c13
c21 c22 c23
c31 c32 c33


módon rendezhető, illetve foglalható mátrixba.

Visszaidézve és részben kihasználva az (1.22) és (1.23) képleteket, a két-
indexes objektumok tipikus példáiként adódnak a kovariáns és kontravariáns
bázisvektorok

δ m
k = gk ·gm és δmk = gm ·gk (2.2a)

szorzatai. Közös mátrixuk

[δ m
k ] = [δmk ] =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 (2.2b)

alakú. Ezt ugyanolyan módon szedtük mint az ak, illetve ap vektorok oszlop-
mátrixait.
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A kovariáns bázisvektor kovariáns bázisvektorral vett, illetve a kontrava-
riáns bázisvektor kontravariáns bázisvektorral vett skalárszorzata a gkℓ és gpq
kétindexes objektumokat értelmezi :

gkℓ = gk ·gℓ , [gkℓ] =

 g11 g12 g13
g21 g22 g23
g31 g32 g33

 , (2.3a)

gpq = gp ·gq , [gpq] =

 g11 g12 g13

g21 g22 g23

g31 g32 g33

 , (2.3b)

Vegyük észre, hogy a (2.3) képletek a gkℓ és gpq kétindexes sokaságok mátrixait
is tartalmazzák.

Megjegyezzük, hogy:
1. Fennállnak a skalárszorzat kommutativitása miatt a

gkℓ = gℓk , gpq = gqp (2.4)

relációk. Ezek azt fejezik ki, hogy szimmetrikusak a gkℓ és gpq kétin-
dexes sokaságok mátrixai.

2. Bár vektorok skalárszorzataiként értelmeztük a δ m
k , δmk , gkℓ és gpq

kétindexes sokaságokat, látni fogjuk később, hogy ezek a mennyiségek
az egységtenzor (más néven metrikus tenzor) különböző alakjai.

Háromindexes sokaságnak tekinthetők az

ekℓm , epqr

permutációs szimbólumok, valamint a belőlük képzett

εkℓm = γoekℓm , εpqr = γoepqr

szorzatok, az ún. epszilon tenzorok (az utóbbi mennyiségeket az (1.28) egyen-
lettel értelmeztük, tenzor mivoltuk igazolását a 47. oldalon leljük fel).

Visszaidézve az 1.2.2. szakasz megállapodásait a latin (és görög) indexek
értékéről, az összegezési konvencióról és ezzel összefüggésben a néma és a sza-
bad index fogalmáról, valamint kihasználva a sokaságokról mondottakat is,
a  c11 c12 c13

c21 c22 c23
c31 c32 c33

 a1

a2

a3

=

 b1

b2

b3


egyenlet, ez formailag lineáris egyenletrendszer a ckm együtthatókkal, az am
ismeretlennel és a bk zavarótaggal, a

c km a
m = bk (2.5)

tömör alakban írható fel, ahol a pirossal szedett, az egyenleteket számláló index
a szabad index, amely mindkét oldalon ugyanabban az indexpozícióban kell,
hogy álljon. Ha ezt a szabályt nem tartjuk, be sérül az indexegyensúly elve,
amely azt mondja ki, hogy egy indexes jelölésmódban írt egyenlet minden tag-
jában azonos, azaz vagy felső, vagy alsó indexpozícióban kell, hogy legyen(ek) a
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(az azonos) szabad index(ek). A többesszám használata az utóbbi mondatban
arra utal, hogy egynél több szabad index is lehetséges.

2.1.2. Vektorok koordinátái, indexemelés és -süllyesztés. Kiindul-
va az

a= akgk = apg
p (2.6)

egyenletből, majd kihasználva az (1.12) képletet, a Kronecker-delta indexát-
nevező operátor voltát, valamint a (2.3a,b) összefüggéseket, azt kapjuk, hogy

a ·gm = akgk ·gm = akδ m
k = am , (2.7a)

a ·gℓ = ap g
p ·gℓ = apδ

p
ℓ = aℓ . (2.7b)

Ha még a fenti két képletet is helyettesítjük a lenti átalakítások utolsó lépésé-
ben, akkor adódik, hogy

a ·gm = ap g
p ·gm = apg

pm = ⇑
(2.7a)

= am , (2.8a)

a ·gℓ = akgk ·gℓ = akgkℓ = ⇑
(2.7b)

= aℓ . (2.8b)

Összegezve:

a ·gℓ = aℓ , a ·gm = am , (2.9a)

akgkℓ = aℓ . apg
pm = am . (2.9b)

Szavakban: az [aℓ kovariáns koordináta]{am kontravariáns koordináta} az a
vektor [kovariáns gℓ]{kontravariáns gm} bázisvektorral való skaláris szorzata.

A (2.9b)1,2 képletek az indexemelés és indexsüllyesztés szabályai. Segít-
ségükkel megadhatók az [aℓ kovariáns]{am kontravariáns} koordináták az {ak
kontravariáns}[ap kovariáns] koordinátákkal, feltéve, hogy ismertek a gkℓ és
gpm objektumok.

A (2.9a)1,2 képletek szerint a

gk︸︷︷︸
a

·gℓ = gkℓ

szorzat a gk vektor l-edik kovariáns, a

gp︸︷︷︸
a

·gm = gpm

szorzat pedig a gp vektor m-edik kontravariáns koordinátája. Következésképp
a gk és gp bázisvektorok a

gk = gkℓg
ℓ és gp = gpmgm (2.10)
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alakban írhatók fel. Szavakban: az indexemelés- és süllyesztés (2.9b)1,2 alatti
szabályai a bázisvektorokra is vonatkoznak. A (2.10)1,2 összefüggések követ-
kezménye, hogy

gk ·gp︸ ︷︷ ︸
δ p
k

= gkℓg
pmgℓ ·gm︸ ︷︷ ︸

δℓm

= gkℓg
pmδℓm = gkℓg

ℓp ,

avagy, elhagyva a lépéseket, hogy

δ p
k = gkℓ g

ℓp . (2.11)

Kiírva a képletben szereplő objektumok mátrixait 1 0 0
0 1 0
0 0 1


︸ ︷︷ ︸

δ p
k

=

 g11 g12 g13
g21 g22 g23
g31 g32 g33


︸ ︷︷ ︸

gkℓ

 g11 g12 g13

g21 g22 g23

g31 g32 g33


︸ ︷︷ ︸

gℓp

az eredmény, ami azt jelenti, hogy a [gkℓ] mátrix a [gℓp] mátrix inverze és vi-
szont. A fenti képlet alapján azt fogjuk mondani, hogy a bkℓ és a d ℓp sokaságok
egymás inverzei, ha fennáll a

bkℓ d
ℓp = δ p

k (2.12)

egyenlet. Ezzel a szóhasználattal élve a gkℓ sokaság a gℓp sokaság inverze és
viszont. Az inverz fogalmáról másodrendű tenzorok esetén a 6.1.5. alszakaszban
esik majd részletesebben szó.

2.1.3. Műveletek vektorok között. Az alábbiak az indexes jelölésmód
alkalmazása mellett tekintik át a vektorokkal való műveleteket.

Szorzás skalárral :
Tekintsük az

a= akgk = apg
p és b= bℓgℓk = bqg

q

vektorokat. Ha a
c= ckgk = cpg

p

vektor az a vektor és a λ skalár szorzata, akkor

c= λa , vagy ck = λak ,
cp = λap .

Additív műveletek:
Az a és a b vektorok λ és µ skalárokkal súlyozott c összege (különb-
sége) a

c= λa±µb , vagy a ck = λak±µbk ,
cp = λap±µbp

módon írható.
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Ismét hangsúlyozzuk a (2.5) egyenletet követő bekezdés lényegét: a szabad
indexek egy egyenlet minden tagjában azonos (vagy felső), vagy pedig alsó
indexpozícióban kell, hogy legyenek.

A fenti képletek jól szemléltetik az indexes jelölésmód ama előnyét, hogy
nem kell feltüntetni a vektoriális egyenletek írása során a bázisvektorokat.

Skaláris szorzás:
Kihasználva a (2.3b) összefüggést, illetve az indexemelés- és süllyesz-
tés (2.9b)1,2 alatti szabályát, a

c= a ·b= apg
p ·gqbq = apbq g

p ·gq = ap g
pq︸ ︷︷ ︸

aq

bq

= aq bq = ap g
pqbq︸ ︷︷ ︸
bp

= ap b
p = ap︸︷︷︸ bp

aqgqp

= aqgqp b
p (2.13)

alakban kapjuk az a és b vektorok skalárszorzatát.
A (2.13) egyenlet azt is tükrözi, hogy a képlet áttekinthetősége érdekében

a skaláris szorzásban álló második szorzótényező esetén felcseréltük a skaláris
komponens (bq) és a hozzá tartozó bázisvektor gq sorrendjét annak érdekében,
hogy jól látszódjon, hogy melyik az a két bázisvektor, amelyek között végre kell
majd hajtani a skaláris szorzást: ha tehát két vektor skaláris szorzatát számít-
juk, akkor egy hasonló sorrendcsere mindig segíthet tisztázni azt, hogy melyek
azok a bázisvektorok, amelyek között végül elvégzendő a skaláris szorzás. Az
is kiolvasható mint szabály a fenti képletből, hogy néma indexpár esetén az
egyik lesüllyesztése a másik felemelésével kell, hogy társuljon és viszont, és ez a
szabály mindig érvényes, hiszen a néma indexpár két különböző indexpozíciójú
bázisvektor skaláris szorzatából ered. A néma indexek persze átnevezhetők:

aq bq = ap b
p = ak b

k .

Vektoriális szorzás:
Az a és a b vektorok c vektoriális szorzata a bázisvektorok vektoriális
szorzatát adó (1.29)1,2 képletek felhasználásával írható fel :

a×b= aq bℓgk×gℓ = εkℓma
kbℓgm = cmgm = c ,

azaz
cm = εkℓma

kb ℓ , (2.14a)

illetve

a×b= ap bqg
p×gq = εpqrapbqgr = crgr = c ,

azaz
cr = εpqrapbq . (2.14b)

Az indexemelés (indexsüllyesztés) (2.9b)1,2 alatti szabályait kihasználva
átalakítható a (2.14b) egyenlet:

cm = crgrm = εpqrgrmapbq = εpqrgrmgpkgqℓ︸ ︷︷ ︸ akbℓ .
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Másrészt a (2.14a) képlet szerint:

cm = εkℓm︸︷︷︸ akb ℓ.
Egyenlőség csak akkor lehetséges, ha megegyeznek egymással a kapcsos záró-
jellel megjelölt részek:

εkℓm = εpqrgpkgqℓgrm . (2.15a)

Ugyanilyen módon igazolható, hogy

εpqr = εkℓmg
kpgℓqgmr . (2.15b)

A (2.15a,b) összefüggések szerint [az alsóindexes] {a felsőindexes} epszilon
tenzor úgy kapható meg [a felsőindexes] {az alsóindexes} epszilon tenzorból,
hogy az utóbbi valamennyi indexét [lesüllyesztjük]{felemeljük}.

Vegyes szorzat:
Az a, b és c vektorok d vegyes szorzata a (2.14b) összefüggésből kö-
vetkező

d= [abc] = (a×b) ·c= εpqrapbqgr ·gscs
= εpqrapbq δ

s
r cs = εpqrapbqcr

képlet alapján a
d= εpqrapbqcr (2.16a)

alakban írható fel. Hasonlóan kapjuk, hogy

d= εklma
kblcm . (2.16b)

Diádikus szorzat:
Az a, b vektorok diádikus szorzata másodrendű tenzor, amelyet a

C = a⊗b

módon írunk, ahol ⊗ a diádikus szorzás műveleti jele. Figyelembe véve
az a és b különböző előállításait, a C tenzor a

C = apbq︸︷︷︸
cpq

gp⊗gq = cpq g
p⊗gq (2.17)

= apbqg
qs︸ ︷︷ ︸

c s
p

gp⊗gs = c s
p gp⊗gs

= apg
prbq︸ ︷︷ ︸
crq

gr⊗gq = crq gr⊗gq

= apg
prbqg

qs︸ ︷︷ ︸
crs

gr⊗gs = crs gr⊗gs

alakokban írható fel, ahol általában

c s
p ̸= csp .
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A (2.17) képletben álló gp⊗gq etc. diádok a bázistenzorok, melyek indexei
balról jobbra haladva ugyanabban a sorrendben követik egymást, mint néma
párjaik a c mellett. Mivel indexes jelölésmódban sem a bázisvektorokat, sem
pedig a bázistenzorokat nem írjuk ki az egyszerű írásmód biztosítása kedvé-
ért, az elhagyott bázistenzorokban álló bázisvektorok sorrendjét a kiírt tagok
szabad indexeinek sorrendje határozza meg. Tekintsük erre példaként az eddig
megismert objektumok segítségével felírt

dℓm =−εℓmsds

egyenletet, amelyben pirossal szedtük a szabad indexeket.
Előfordulhat, hogy valamilyen okból eltér egymástól egy indexes jelölés-

módban írt egyenletben az egyes tagok szabad indexeinek sorrendje. Ez esetben
az a megállapodás, hogy a tényleges sorrendet az egyenlet baloldala, vagy pe-
dig a baloldalon álló legelső tag határozza meg. Ezzel a megállapodással élve
a fenti egyenlet a

dℓm = εmℓsd
s

alakban is megadható.
Bár az utóbbi megállapodás egyértelműen meghatározza a bázistenzort al-

kotó bázisvektorok sorrendjét, lehetőség szerint törekedni kell arra, hogy inde-
xes jelölésmódban írt egyenletek esetén minden tagban azonos legyen a szabad
indexek sorrendje.

Gyakorlatok

1. Vizsgálja meg, hogy melyik kifejezés értelmes indexes jelölésmódban
a lentiek közül. Írja ki részletesen az értelmes kifejezéseket.

i. a k
k , ii. amnb

n , iii. cmamn , iv. cmamm ,

v. akkb
pq , vi. akrb

kr , vii. armc
mn , viii. eijkajk .

2. Azonos vagy eltérő jelentésűek-e a

i. a n
m dn , ii. dr a

r
s , iii. amnc

mn , iv. arsc
sr

kifejezések?
3. Mutassa meg, hogy

akℓb
kbℓ = 0 ,

ha akℓ =−aℓk.
4. Igazolja indexes jelölésmódban, hogy

[a×(b×c)] ·gk = arc
r bk−arbr ck ,

és hogy
[(a×b)×c] ·gk = arc

r bk−brcr ak .
(Vegyük észre, hogy a fenti összefüggések helyességének igazolása va-
lójában az (1.3) alatti kifejtési tétel helyességének igazolását jelenti !)

5. Mutassa meg indexes jelöléseket alkalmazva, hogy

(a×b) ·(c×d) = arc
r bkd

k−ardr bkck .
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6. Igazolja indexes jelölésmódban, hogy

(a×b)×(c×d) = [cda]b− [cdb]a .

7. Igazolja, szimbolikus, majd ezt követően indexes jelölésmódban, hogy
kollineárisak az a és c vektorok, ha fennállnak az

a×(b×c) = (a×b)×c , a ·b ̸= 0 , c ·b ̸= 0

összefüggések.
8. Az

a×(b×c)+b×(c×a)+c×(a×b) = 0

egyenlet az ún. Jacobi-féle azonosság. Igazolja az azonosság fennállá-
sát.





3. FEJEZET

A determináns

3.1. A determináns és az adjungált

3.1.1. Determináns indexes jelöléssel. A determináns a mátrixnak
tekintett apq objektum elemeiből képezhető, mint az összes olyan háromténye-
zős szorzat összege, amelyben a szorzatok minden sorból és minden oszlopból
csak egy-egy elemet tartalmaznak, előjelüket pedig az dönti el, hogy növekvő
sorszám (oszlopszám) szerint rendezve a szorzótényezőket a sorszámok (osz-
lopszámok) által alkotott hármasok páros vagy páratlan permutációi-e az 1, 2
és 3 számoknak: páros permutáció esetén pozitív, páratlan permutáció esetén
negatív az előjel.

A determinánst az

| amn|= det(apq) =

∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ (3.1)

módokon jelöljük.
A jól ismert első sor szerinti kifejtéssel

| amn|=a11(a22a33−a23a32)−a12(a21a33−a23a31)+a13(a21a32−a23a31) (3.2a)

a determináns értéke. Némi számolással és a permutációs szimbólum tulajdon-
ságainak felhasználásával ellenőrizhető, hogy az

| amn|= epqr

1. sor︷︸︸︷
a1p

2. sor︷︸︸︷
a2q

3. sor︷︸︸︷
a3r

e1qr = a11a
2
2a

3
3−a11a23a32

e2qr +a12a
2
3a

3
1−a12a21a33

e3qr +a13a
2
1a

3
2−a13a22a31

(3.2b)

képlet is az első sor szerinti kifejtése a determinánsnak, hiszen a p index az
oszlopokat számlálja.

Ha felcseréljük a p-t és q-t a permutációs szimbólumban, akkor előjelváltás
következik be. Ha emellett a p-t q-ra, a q-t pedig p-re nevezzük át, a

−| amn|= eqpra1pa
2
qa

3
r = epqra2pa

1
qa

3
r

alakot kapjuk, ami azt tükrözi, hogy a sorcsere előjelváltozást eredményez.

27
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Visszaidézve, hogy e123 = 1, átírható a (3.2b) képlet az alábbi alakba:

e 123 | amn|= epqr a
1
p a

2
q a

3
r .

Innen, egymástól különböző betűket téve a téglalapocskákban álló számok he-
lyére, az

eijk| amn|= epqraipa
j
qa
k
r (3.3)

eredmény következik. Szorozzunk most át eijk-val, és használjuk ki, ijk-t gon-
dolva kℓm helyére, az (1.32b) összefüggést:

eijke
ijk︸ ︷︷ ︸

6

| amn|= eijke
qpraipa

j
qa
k
r .

Innen

|amn|=
1

3!
eijk e

pqraipa
j
qa
k
r (3.4a)

a determináns értéke. Ugyanígy igazolható, hogy

|amn|=
1

3!
eijk epqraipajqakr , (3.4b)

|amn|= 1

3!
eijk epqra

ipajqakr , (3.4c)

és hogy

|a n
m |= 1

3!
eijk epqra

p
i a

q
j a

r
k . (3.4d)

Vegyük észre, hogy a fenti négy képlet azonos szerkezetű, bármelyik jobb oldala
megkapható a másikból, ha alkalmas indexemeléseket, illetve indexsüllyeszté-
seket végzünk.

3.1.2. Az adjungált és az inverz. Feltételezzük a továbbiakban, hogy
az indexként álló nagybetű rögzített (nem futó) indexértéket jelöl. Tekintsük
az

eIjkeRst a
s
j a

t
k

szorzatot. Ha ebben az összegben a nem zérus tagokat keressük csak, akkor fel
kell tételeznünk, hogy

I ̸= j ̸= k és R ̸= s ̸= t .

(Feltételezzük továbbá, ez ui. nem sérti az általánosságot, hogy párosak a szor-
zatok számítása során az elsőként tekintett IJK és RST permutációk.) A fenti
szorzatot adó összeg számítása során minden lehetséges esetet a rögzített IJK



3.1. A determináns és az adjungált 29

és RST indexekkel adunk majd meg. Legyen AIR az összeg fele. Ezzel a jelö-
léssel és az összes lehetőség figyelembevételével

2AIR = eIjkeRst a
s
j a

t
k

= aSJ a
T
K+aTK a

S
J−aSK aTJ−aTJ aSK

= 2
(
aSJ a

T
K−aSK aTJ

)
(3.5)

az összeg, ahonnan – visszatérve a megszokott kis indexekhez – az

Air =
1

2
eijkerst a

s
j a

t
k (3.6)

alakban írjuk az Air-et. Az Air jelentése az Air (3.5) alatti részletes kiírásából
olvasható ki. Eszerint Air az ari-hez (az r-edik sorhoz és i-edik oszlophoz)
tartozó előjeles aldetermináns. Valóban, ha pl. I=2, R=3, akkor J=3, K=1
és S = 1, T = 2 ; következőleg

A2
3 = a13 a

2
1−a11 a23 ,

ami az a32-höz tartozó előjeles aldetermináns.
Az állítás általánosabb igazolását adja az alábbi átalakítás:

amnA
n
p = amn

1

2
enuv epqr a

q
u a

r
v =

1

2
epqr enuv amna

q
u a

r
v︸ ︷︷ ︸

a (3.3) szerint |akℓ|emqr

=
1

2
emqr epqr︸ ︷︷ ︸

2δmp

|akℓ|= |akℓ|δmp ,

ahonnan

amn
Anp
|akℓ|

= δmp . (3.7)

Ugyanilyen módon mutatható meg, hogy

Air =
1

2
eijkerst asj atk ,

Air =
1

2
eijkerst a

sj atk ,

(3.8)

és

A r
i =

1

2
eijke

rst a j
s a k

t , (3.9)

amivel

amn
Anp

|asj |
= δ p

m , amn
Anp
|asj |

= δmp ,

a n
m

A p
n

|a j
s |

= δ p
m .

(3.10)
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A (3.6), (3.8) és (3.9) összefüggések értelmezik az aki, aki, a
ki és a i

k soka-
ságok (objektumok) Air, Air, Air és A r

i adjungáltjait.
A (3.7) és (3.10) képletekben álló

Anp
|akℓ|

,
Anp

|asj |
,

Anp
|asj |

, valamint
A p
n

|a j
s |

törtek pedig, tekintettel a (2.12) képletre és képlet kapcsán mondottakra, az
amn, amn, amn és a n

m sokaságok (objektumok) inverzeit adják.

3.2. Alkalmazások

3.2.1. Determinánsok szorzástétele. Tekintsük a

c v
u = a s

u b vs

szorzatot. A szorzat determinánsa a (3.4d) képlet alapján a (3.3) figyelembe-
vételével számítható:

|c d
f |= 1

3!
epqr ekℓm c

k
p c

ℓ
q c

m
r =

1

3!
epqr ekℓm a

h
p b

k
h a i

q b
ℓ
i a

j
r b

m
j

=
1

3!
epqr a h

p a i
q a

j
r︸ ︷︷ ︸

ehij |a z
w |

eklm b
k
h b ℓi b

m
j︸ ︷︷ ︸

ehij |b t
s |

=
1

3!
ehij ehij︸ ︷︷ ︸

3!

|a z
w ||b ts |= |a z

w ||b ts | .

(3.11)

Szavakban: két mátrix szorzatának determinánsa a mátrixok determinánsai-
nak szorzata. Ez az eredmény a determinánsok szorzástétele néven ismert. A
tétel egy alkalmazásaként tekintsük a

gkℓ g
ℓq = δ q

k (3.12)

szorzatot. Legyen

go = |gkℓ| és go = |gℓq| , (3.13)

ahol go és go a kovariáns, illetve kontravariáns metrikus tenzor (egység tenzor)
determinánsa – előre utalunk itt a 4.1.2. szakaszra. A (3.12) bal oldalának gogo
a determinánsa, a jobb oldalnak pedig

|δ q
k |=

∣∣∣∣∣∣
1 0 0
0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣= 1 .

Következésképp

go g
o = 1 . (3.14)



3.2. Alkalmazások 31

3.2.2. A bázisvektorok vegyes szorzata. Mivel a (2.10)1 alapján

g1 = g1pg
p , g2 = g2qg

q , g3 = g3sg
s ,

az (1.30a,b) és az (1.24) képletek felhasználásával írható, hogy

γo = [g1g2g3] = g1p g2q g3s [gpgqgs]︸ ︷︷ ︸
εpqr=γoepqr

= g1p g2q g3s
1

γo
epqs ,

azaz hogy
(γo)

2 = epqs g1p g2q g3s︸ ︷︷ ︸
go

= go ,

vagyis

(γo)
2 = go . (3.15a)

Ugyanígy mutatható meg, hogy

(γo)2 = go . (3.15b)

3.2.3. A permutációs szimbólum mint determináns. Az alábbiak-
ban megmutatjuk, hogy

ekℓm =

∣∣∣∣∣∣
δ 1
k δ 2

k δ 3
k

δ 1
ℓ δ 2

ℓ δ 3
ℓ

δ 1
m δ 2

m δ 3
m

∣∣∣∣∣∣ . (3.16a)

A determinánst kifejtve az első oszlop szerint a

δ 1
k

(
δ 2
l δ

3
m −δ 2

m δ 3
l

)
+δ 1

ℓ

(
δ 2
m δ 3

k −δ 2
k δ

3
m

)
+δ 1

m

(
δ 2
k δ

3
l −δ 2

l δ
3
k

)
eredményt kapjuk. A fenti kifejezés értéke

0, ha kℓm nem permutáció (ekkor ui. van legalább két azonos index a
kℓm indexek között, következésképp a determináns legalább két sora
azonos);

1, ha kℓm páros permutáció (ekkor ui. (a) kℓm, ℓmk, vagy mkℓ meg-
egyezik az 123-mal és így a pirossal szedett szorzatokat magába fogla-
ló tagok egyike 1, a másik kettő pedig zérus, mivel az utóbbi esetben
különböznek a δ-k alsó és felső indexei ; (b) a kékkel szedett szorzato-
kat tartalmazó tagok mindegyike zérus, mert itt is különböznek a δ-k
indexei) ;

-1, ha kℓm páratlan permutáció (ekkor ui. (a) kmℓ, ℓkm, vagy mℓk meg-
egyezik az 123-mal és így a kékkel szedett szorzatokat magába foglaló
tagok egyike −1, a másik kettő pedig zérus, mivel az utóbbi esetben
különböznek a δ-k indexei ; (b) a pirossal szedett szorzatokat tartal-
mazó tagok mindegyike zérus, mert itt is különböznek a δ-k indexei).

Ezt kellett bizonyítani.
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Hasonló gondolatmenettel adódik, hogy

epqr =

∣∣∣∣∣∣
δ p
1 δ q

1 δ r
1

δ p
2 δ q

2 δ r
2

δ p
3 δ q

3 δ r
3

∣∣∣∣∣∣ . (3.16b)

A (3.16a,b) képletek következménye, hogy

ekℓm e
pqr = εkℓm ε

pqr

=

∣∣∣∣∣∣
δ 1
k δ 2

k δ 3
k

δ 1
ℓ δ 2

ℓ δ 3
ℓ

δ 1
m δ 2

m δ 3
m

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
δ p
1 δ q

1 δ r
1

δ p
2 δ q

2 δ r
2

δ p
3 δ q

3 δ r
3

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
δ p
k δ q

k δ r
k

δ pℓ δ qℓ δ rℓ
δ p
m δ q

m δ r
m

∣∣∣∣∣∣ . (3.17)

Az állítás belátásához a determinánsok szorzástételét kell visszafelé alkalmazni,
és figyelembe kell venni, hogyha igaz az állítás, akkor a δ 1

k δ 2
k δ 3

k

δ 1
ℓ δ 2

ℓ δ 3
ℓ

δ 1
m δ 2

m δ 3
m

  δ p
1 δ q

1 δ r
1

δ p
2 δ q

2 δ r
2

δ p
3 δ q

3 δ r
3

=

 δ p
k δ q

k δ r
k

δ pℓ δ qℓ δ rℓ
δ p
m δ q

m δ r
m


szorzat példaként vett és kékkel szedett eleme az első mátrix második sorának
és a második mátrix első oszlopának kell legyen a szorzata. Valóban, kihasz-
nálva, hogy egy összeg tömören is írható az összegező index felhasználásával
és átnevező operátornak véve az egyik Kronecker-deltát, azt kapjuk, hogy

δ 1
ℓ δ

p
1 +δ 2

ℓ δ
p

2 +δ 3
ℓ δ

p
3 = δ sℓ δ

p
s = δ pℓ .

Ugyanilyen módon eljárva a fennmaradó nyolc elem esetén megkapjuk végül
az állítás teljes igazolását.

Gyakorlatok

1. Igazolja, hogy
∂go
∂gpq

= gog
pq .

2. Igazolja az előző feladat alapján, hogy
∂

∂gpq
ln go = gpq .



4. FEJEZET

Tenzorok

4.1. A másodrendű tenzor

4.1.1. A másodrendű tenzor geometriai fogalma. Elsőként vissza-
idézzük kissé eltérő jelöléssel az 1.1.3. szakasz néhány eredményét. Tekintsük
az egymástól lineárisan független következőleg bázist alkotó v1, v2 és v3 vek-
torokat. Ez esetben [v1 v2 v3] ̸= 0, és bázist alkotnak a

∗
v1 =

v2×v3

[v1 v2 v3]
,

∗
v2 =

v3×v1

[v1 v2 v3]
,

∗
v3 =

v1×v2

[v1 v2 v3]

reciprok vektorok is. Következőleg tetszőleges v vektor megadható a

v = p1v1+p
2v2+p

3v3

alakban, ahol a

p1 = v · ∗v1 , p2 = v · ∗v2 és p3 = v · ∗v3 (4.1)

skalárok a v vektor vi vektorokra vonatkoztatott koordinátái.
A másodrendű tenzor fogalmának bevezetéseként megvizsgáljuk a homo-

gén lineáris vektor-vektor függvények tulajdonságait. Azt mondjuk, hogy ho-
mogén lineáris a

w = f(v) (4.2)

vektor-vektor függvény, ha teljesül az

f(p1v1+p
2v2+p

3v3) = p1f(v1)+p
2f(v2)+p

3f(v3) (4.3)

függvényegyenlet.
Geometriailag a fenti egyenlet olyan függvénynek tekinthető, amely a tet-

szőleges Ov pontból felmért v vektorok háromméretű terét leképezi az ugyan-
csak tetszőleges Ow pontból felmért w vektorok háromméretű terére – a 4.1.
ábra az (y) kartéziuszi KR-ben szemlélteti a leképezést. A v vektorokat tárgy-
vektoroknak, a w vektorokat képvektoroknak nevezzük. Röviden az mondható,
hogy a w vektor a v vektor képe.

33
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v

Ov
Ow

w

y 2

y 1

y 3y 3

y 1

y 2

4.1. ábra. A v vektor leképezése a w vektorra

Nem elfajuló a leképezés, ha a v vektorok teljes terét a w vektorok teljes
terére képezzük le; elfajuló (nem megfordítható) a leképezés, ha a v vektorok
terét síkra, egyenesre, avagy pontra képezzük le.

Jelölje rendre

w1 = f(v1) , w2 = f(v2) és w3 = f(v3) (4.4)

a bázist alkotó v1, v2 és v3 vektorok képeit. Nyilvánvaló a (4.2), (4.3) és (4.4)
összefüggések alapján, hogy

w = f(v) = f(p1v1+p
2v2+p

3v3) = p1w1+p
2w2+p

3w3 . (4.5)

Ez az összefüggés azt jelenti, hogy a leképezést egyértelműen meghatározza a
v1, v2 és v3 vektorok w1, w2 és w3 képe. A (4.1) egyenlet és a diád jobb oldalról
vektorral történő skaláris szorzásának (1.4a) alatti szabálya segítségével tovább
alakítható a fenti képlet:

w = f(v) =w1
∗
v1 ·v+w2

∗
v2 ·v+w3

∗
v3 ·v

=
[
w1⊗

∗
v1+w2⊗

∗
v2+w3⊗

∗
v3

]
︸ ︷︷ ︸

W

· v , (4.6)

ahol
W =w1⊗

∗
v1+w2⊗

∗
v2+w3⊗

∗
v3 (4.7)

a leképezés másodrendű tenzora.
Megjegyzések:
1. A fentiek szerint a tenzor bármilyen bázis és a tekintett bázisban is-

mertnek vett három képvektora segítségével – ez most a wk és a
∗
vk

hármas – megadható.
2. Ennek ellenére érdemes a tekintett KR-hez igazodni (görbevonalú KR

esetén a lokális bázist használni) ; a következő szakasz ezt kérdést tag-
lalja.

4.1.2. Másodrendű tenzor lokális bázisban. Mivel a ferdeszögű KR
bázisvektorait és a görbevonalú KR lokális bázisát kifeszítő bázisvektorokat
ugyanúgy jelöltük, az alábbiak mindkét esetre vonatkoznak. A későbbiek ked-
véért azonban a görbevonalú KR-rel kapcsolatos szóhasználatot részesítjük
előnybe.
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Jelölje most a a képvektorokat és d a tárgyvektorokat. Az előző szakasz
gondolatmenetének lépéseivel, de a görbevonalú KR lokális bázisát véve alapul
írhatjuk, hogy

a= f(d) = f(d1g1+d
2g2+d

3g3) = d1f (g1)︸ ︷︷ ︸
a1

+d2f (g2)︸ ︷︷ ︸
a2

+d3f (g3)︸ ︷︷ ︸
a3

,

ahol di a d vektor gi-hez tartozó kontravariáns koordinátája, az ai pedig a gi
bázisvektor képe. A fenti képlet a dK=gK ·d és aK dK=aK gK ·d=aK⊗gK ·d
összefüggések figyelembevételével alakítható tovább:

a= f(d) = f(d1g1+d
2g2+d

3g3) = a1 d
1+a2 d

2+a3 d
3

=
[
a1⊗g1+a2⊗g2+a3⊗g3

]︸ ︷︷ ︸
A

·d .

Itt
A= a1⊗g1+a2⊗g2+a3⊗g3 = ai⊗gi

a leképezés tenzora. Mivel

ai = akig
k = asigs ,

az A tenzor az
A= aki g

k⊗gi = asi gs⊗gi (4.8a)
alakokban adható meg. A diádban álló második gi bázisvektor i indexének
lesüllyesztésével további két alak kapható:

A= akig
iℓ︸ ︷︷ ︸

a ℓ
k

gk⊗gℓ = asig
iℓ︸ ︷︷ ︸

asℓ

gs⊗gℓ ,

vagyis
A= a ℓ

k gk⊗gℓ = asℓ gs⊗gℓ . (4.8b)
A (4.8) képletekben a bázisvektorok gk⊗gi, gs⊗gi, gk⊗gℓ és gs⊗gℓ

diádikus szorzatait bázistenzornak nevezzük.
Figyeljük meg, hogy a diádok aki, asi, a ℓ

k és asℓ együtthatóinak bármelyi-
ke megkapható bármelyik másikból az indexemelés- és süllyesztés megismert
szabályaival.

Indexes jelölésmódban, amikor is nem írjuk ki a bázistenzort, az aki, asi,
a ℓ
k és asℓ együtthatókat másodrendű tenzornak vagy röviden tenzornak ne-

vezzük.
A fentiekhez kötődő egyszerű példaként megmutatjuk, hogy a

gkℓ g
k⊗gℓ , δ ℓ

k gk⊗gℓ , δkℓ gk⊗gℓ és gkℓ gk⊗gℓ

tenzorok mindegyike az I egységtenzor, amely minden vektort önmagára képez
le.

Valóban, ha a fenti felsorolásban szereplő első két tenzort megszorozzuk
jobbról skalárisan az ur g

r vektorral, majd kihasználjuk az indexemelés- és
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süllyesztés szabályait, illetve a Kronecker-delta indexátnevező operátor voltát,
akkor a

I ·u= (gkℓ g
k⊗gℓ) ·(gr ur) = gkℓ g

k(gℓ ·gr)ur

= gkℓ g
kδℓru

r = gkℓ u
ℓ gk = uk g

k , (4.9a)

valamint a

I ·u= (δ ℓ
k gk⊗gℓ) ·(grur) = δ ℓ

k gk(gℓ ·grur

= δ ℓ
k gk gℓr u

r = δ ℓ
k uℓ g

k = uk g
k (4.9b)

eredményt kapjuk. Ez azt igazolja, hogy a gkℓ gk⊗gℓ és a δ ℓ
k gk⊗gℓ tenzorok

az egységtenzorok.
A másik két eset vizsgálatát gyakorlatra hagyjuk.
Indexes jelölésmódban a (4.9a,b) egyenletek az

gkℓ u
ℓ = uk és δ ℓ

k uℓ = uk (4.10)

alakban írhatók fel. Az első a már jól ismert indexsüllyesztés szabálya, a má-
sodik a Kronecker-delta segítségével történő indexátnevezésé. Mivel a (4.10)
összefüggés szerint egyik esetben sem változik meg az u vektor, a gkℓ és δ ℓ

k

mennyiségek az egységtenzort adják indexes jelöléssel.
Végezetül megjegyezzük, hogy a metrikus tenzor elnevezés onnan szárma-

zik, hogy a ds ívelem négyzetének

ds2 = dr ·dr= ∂r

∂xk
dxk · ∂r

∂xℓ
dxℓ = gkℓdx

k dxℓ (4.11)

képlete magába foglalja a metrikus tenzort. Ez a mennyiség a tér metrikájának
egy jellemzője.

4.2. Tenzorok transzformációja

4.2.1. A kovariáns bázisvektorok transzformációja . A 4.2. ábra
bal oldala – az (a) jelű ábrarészlet – az (y) kartéziuszi, valamint az (x) görbe-
vonalú KR-t (ez piros színnel van rajzolva) szemlélteti külön is feltüntetve a
P ponthoz tartozó lokális bázisokat. Az ábra jobb oldala – (b) jelű ábrarészlet
– két görbevonalú KR esetén szemlélteti a lokális bázisokat. Ezek közül az első
a bal oldali ábrarészleten már szereplő (x) görbevonalú KR, a második pedig
az (ξ1, ξ2, ξ3), vagy tömör jelöléssel az (ξ) görbevonalú KR.

Valamely skalár, vektor, illetve tenzor megadható bármelyik, azaz mind az
(y) kartéziuszi, mind pedig az (x) és az (ξ) görbevonalú KR-ben. A továbbiak-
ban azt a kérdést vizsgáljuk, hogy miként számíthatók át ezek a mennyiségek
az egyik KR-ből a másikba. Magát az átszámítást, erre utal közvetlenül a jelen
4.2.5. szakasz címe is, tenzorok transzformációjának nevezzük. Az (y) és (x),
valamint az (x) és (ξ) KR-ek közötti transzformációs szabályokat egymással
párhuzamosan tekintjük át, oly módon, hogy a bal oldali oszlopban az (y) és
(x) KR-ek közötti összefüggések, a jobb oldali oszlopban pedig az (x) és (ξ)
KR-ek közötti összefüggések szerepelnek majd.
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4.2. ábra. (a) Egyenes és görbevonalú KR-ek (b) Két görbevonalú KR

A jelölések egyértelművé tétele kedvéért abban állapodunk meg, hogy a
vektorok, a másod- vagy magasabb rendű tenzorok betűjele minden koordináta-
rendszerben ugyanaz. A különbségtételt a vektort, tenzort azonosító betű előtt
felső indexként megjelenő aposztróf segíti majd az (y) kartéziuszi és (ξ) gör-
bevonalú KR esetén. Ez a megállapodás nem okozhat félreértést, mivel a két
esetet a fentiek szerint párhuzamosan tárgyaljuk majd.

Nem alkalmazzuk az aposztróf jelet olyan mennyiségekre, amelyeknek kü-
lönböző a betűjele (tehát az (y) KR bázisvektorai esetén, illetve a koordináták
esetén). Tovább segíti a megkülönböztetést a jelen a 4.2.5. alszakaszban, va-
lamint az 5. fejezetben a fenti ábrával összhangban álló színek alkalmazása az
indexek esetén.

Mivel kartéziuszi az (y) KR, az (1.21b) és (1.22)alapján fennállnak a

iK = iK ,
′gkℓ =

′δkℓ , és ′gkℓ = ′δkℓ (4.12a)

összefüggések. Ez egyben azt jelenti, hogy bármely kartéziuszi KR-ben a gkℓ
és gkℓ metrikus tenzorok megegyeznek az alsó-, illetve felsőindexes Kronecker-
deltával.

A P pont helyvektora az

r= y1 (xℓ)i1+y
2 (xℓ)i2+y

3 (xℓ)i3, r= r(x1, x2, x3),

r= y1 i1+y
2 i2+y

3 i3, r= r(ξ1, ξ2, ξ3)
(4.13)

alakban adható meg, ahol kölcsönösen egyértelműek az

xi = xi(y1 , y2 , y3) , valamint az xi = xi(ξ1, ξ2, ξ3) (4.14a)

függvények, azaz

Jx, y =

∣∣∣∣∂xk∂y r

∣∣∣∣ ̸= 0 és Jx, ξ =

∣∣∣∣∂xk∂ξ r

∣∣∣∣ ̸= 0 . (4.14b)
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A bázisvektorok számításával kapcsolatos (1.42) összefüggés alapján

ik =
∂r

∂yk
=

∂r

∂xs︸︷︷︸
gs

∂xs

∂yk︸︷︷︸
t s
k

= gs
∂xs

∂yk
és ′g k =

∂r

∂ξ k
=

∂r

∂xs︸︷︷︸
gs

∂xs

∂ξ k︸︷︷︸
t s
k

= gs
∂xs

∂ξ k
,

vagy ami ugyanaz,

ik = gs
∂xs

∂yk
= t sk gs és ′g k = gs

∂xs

∂ξk
= t sk gs . (4.15a)

Ha skalárisan megszorozzuk az utóbbi egyenletet gℓ-lel, akkor az

ik ·gℓ =
∂xs

∂yk
gs ·gℓ = t sk gs ·gℓ︸ ︷︷ ︸

δ ℓ
s

= t ℓk , | ′g k ·gℓ =
∂xs

∂ξ k
gs ·gℓ = t sk gs ·gℓ︸ ︷︷ ︸

δ ℓ
s

= t ℓk ,

illetve a

t ℓk =
∂xℓ

∂yk
= ik ·gℓ, | t ℓk =

∂xℓ

∂ξ k
= ′g k ·gℓ (4.15b)

eredményt kapjuk. A (4.15a)1,2 képletek a gs bázisvektorok (y), illetve (ξ)
KR-be való transzformációjának összefüggései. A (4.15b)1,2 képletek a transz-
formáció t ℓk objektumait értelmezik.

A (4.15a,b)1,2 képletekre vezető gondolatmenet ismétlésével kapjuk meg a
gℓ-t im-mel, illetve ′gm-mel kifejezve:

gℓ =
∂r

∂xℓ
=

∂r

∂ym︸ ︷︷ ︸
im

∂ym

∂xℓ︸ ︷︷ ︸
τ m
ℓ

= im τ
m
ℓ | gℓ =

∂r

∂xℓ
=

∂r

∂ξm︸︷︷︸
′gm

∂ξm

∂xℓ︸︷︷︸
τ m
ℓ

= ′gmτ
m
ℓ ,

azaz

gℓ =
∂ym

∂xℓ
im = τ m

ℓ im | gℓ =
∂ξm

∂xℓ
′gm = τ m

ℓ
′gm . (4.16a)

A fenti egyenletből az ik, illetve a gk bázisvektorokkal történő skaláris szor-
zással a

gℓ · ik =
∂ym

∂xℓ
im · ik︸ ︷︷ ︸
′δ k

m

= τ k
ℓ | gℓ · ′gk =

∂ξm

∂xℓ
′gm · ′gk︸ ︷︷ ︸

′δ k
m

= τ k
ℓ ,

illetve a

τ k
ℓ =

∂yk

∂xℓ
= gℓ · ik | τ k

ℓ =
∂ξm

∂xℓ
= gℓ · ′gk (4.16b)

eredményt kapjuk. A (4.16b) képletekkel értelmezett τ k
ℓ ugyancsak transzfor-

mációs objektum.
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4.2.2. Összefüggés a transzformációs objektumok között. Az íve-
lemvektor számítására szolgáló

dr= dxℓ gℓ = dyk ik | dr= dxℓgℓ = dξ k ′gk (4.17)

képletekben, tekintettel a (4.15a)-ra is,

dyk =
∂yk

∂xℓ
dxℓ , ik =

∂xs

∂yk
gs és dξ k =

∂ξ k

∂xℓ
dxℓ , ′gk =

∂xs

∂ξ k
gs .

Ha behelyettesítjük az utóbbi összefüggéseket a (4.17)-be, és elhagyjuk mind-
két oldalon a dxl-et, akkor kapjuk, hogy

gℓ =
∂yk

∂xℓ
∂xs

∂yk
gs és gℓ =

∂ξ k

∂xℓ
∂xs

∂ξ k
gs . (4.18)

Egyenlőség csak akkor lehetséges, ha

∂yk

∂xℓ
∂xs

∂y k
= δ sℓ és

∂ξ k

∂xℓ
∂xs

∂ξ k
= δ sℓ , (4.19a)

vagy a (4.15b)-re, valamint a (4.16b)-re is tekintettel, ha

τ k
ℓ t sk = δ sℓ | τ k

ℓ t sk = δ sℓ . (4.19b)

Ugyanígy igazolható, hogy

t ℓr τ
s
ℓ = ′δ s

r | t ℓr τ
s
ℓ = ′δ s

r . (4.19c)

Tekintettel a determinánsok 3.2.1. alszakaszban ismertetett szorzástételére –
konkrétan a (3.11) összefüggésre – írhatjuk, hogy

| τ k
ℓ t sk |= | δ sℓ | , vagy | τ k

ℓ |︸ ︷︷ ︸
t

| t sk |︸︷︷︸
τ

= | δ sℓ | ,

ahol a τ és t rendre a τ k
ℓ és t sk determinánsa. A fenti összefüggésből azonnal

következik, hogy
τ t= 1 . (4.20)

Szavakban: a τ és t egymás reciprokai.

4.2.3. A kontravariáns bázisvektorok transzformációja. A (4.16b)
képlet szerint

gℓ · ik =
∂yk

∂xℓ
= τ k

ℓ | gℓ · ′gk =
∂ξ k

∂xℓ
= τ k

ℓ .

Mivel valamely a vektor aℓ kovariáns koordinátája az aℓ = gℓ ·a módon szá-
mítható, a fenti képlet

az ik vektor | a ′gk vektor
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ℓ-edik kovariáns koordinátája. Következésképp

ik =
∂yk

∂xℓ
gℓ = τ k

ℓ gℓ , | ′gk =
∂ξ k

∂xℓ
gℓ = τ kℓ gℓ .

(4.21)

Ha most átszorzunk t rk -rel, illetve t rk -rel és kihasználjuk a (4.15b) és (4.19a)
összefüggéseket, akkor a

∂xr

∂yk
ik =

∂xr

∂yk
∂yk

∂xℓ︸ ︷︷ ︸
δrℓ

gl , | ∂xr

∂xk

′gk =
∂xr

∂xk

∂xk

∂xℓ︸ ︷︷ ︸
δrl

gℓ ,

illetve a két oldal felcserélésével pedig a

gr =
∂xr

∂yk
ik = t rk ik , | gr =

∂xr

∂xk

′gk = t rk
′gk (4.22)

eredményt kapjuk.
A (4.16a), (4.22), (4.21) és a (4.15a) összefüggések felhasználásával táblá-

zatba foglalhatók a bázisvektorok transzformációjának képletei :

gℓ =
∂ym

∂xℓ
im = τ m

ℓ im , gℓ =
∂ξm

∂xℓ
′gm = τ m

ℓ
′gm ,

gr =
∂xr

∂yk
ik = t rk ik , gr =

∂xr

∂ξ k
′gk = t rk

′gk ,

ik =
∂xs

∂yk
gs = t sk gs ,

′gk =
∂xs

∂ξ k
gs = t sk gs ,

iℓ =
∂yℓ

∂xr
gr = τ ℓ

r gr , ′gℓ =
∂ξ ℓ

∂xr
gr = τ ℓ

r gr .

(4.23)

1. táblázat. Bázisvektorok transzformációja

4.2.4. Vektorok transzformációja. Az a vektor bármely lokális KR-
ben megadható. A vektor

a= ar g
r = ′aℓ

′gℓ

előállításából, felhasználva az 1. táblázat képleteit az

as g
s = as

∂xs

∂ξ k
′gk = ′ak

′gk , | ′am
′gm = ′am

∂ξm

∂xℓ
gℓ = aℓg

ℓ ,

illetve az

′ak = as
∂xs

∂ξ k
, | al =

′am
∂ξm

∂xℓ
(4.24)

összefüggések következnek. Ugyanígy kapjuk az a vektor

a= al gl =
′ak ′gk
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előállításából, hogy

ar gr = ar
∂ξ ℓ

∂xr
′gℓ =

′aℓ ′gℓ , | ′ak ′gk =
′ak

∂xr

∂ξ k
gr = argr ,

azaz, hogy

′aℓ = ar
∂ξ ℓ

∂xr
, | ar = ′ak

∂xr

∂ξ k
. (4.25)

A (4.24) és (4.25) képletek táblázatba foglalhatók:

aℓ =
∂ym

∂xℓ
′am = τ m

ℓ
′am , al =

∂ξm

∂xℓ
′am = τ m

ℓ
′am ,

ar =
∂xr

∂yk
′ak = t rk

′ak , ar =
∂xr

∂ξ k
′ak = t rk

′ak ,

′ak =
∂xs

∂yk
as = t sk as ,

′ak =
∂xs

∂ξ k
as = t sk as ,

′aℓ =
∂yℓ

∂xr
ar = τ ℓ

r ar , ′aℓ =
∂ξ ℓ

∂xr
ar = τ ℓ

r ar .

(4.26)

2. táblázat. Vektorok transzformációja

Az (y) és (x) KR-ek közötti transzformáció táblázat bal oldali oszlopában
álló képleteit formális igazolás nélkül közöljük.

Megállapítható az 1. és 2. táblázatok egybevetése alapján, hogy
– az aℓ, ′ak és ′ak kovariáns koordináták ugyanúgy transzformálódnak,

mint a gℓ, ik és ′gk kovariáns bázisvektorok;
– az ar, ′aℓ és ′aℓ kontravariáns koordináták ugyanúgy transzformálód-

nak, mint a gr, iℓ és ′gℓ kontravariáns bázisvektorok.

4.2.5. Másodrendű tenzorok transzformációja. Az A másodrendű
tenzor bármely lokális KR-ben megadható. Az A tenzor (x) és (ξ) KR-ben
vett

A= apq g
p⊗gq = ′ak ℓ g

k⊗gℓ , A= apq gp⊗gq = ′ak ℓ gk⊗gℓ

alakjai között az 1. táblázat felhasználásával, azaz a bázisvektorok transzfor-
mációs képleteinek helyettesítésével teremthetünk kapcsolatot:

A=apq g
p⊗gq=apq

∂xp

∂ξ k
∂xq

∂ξ ℓ
gk⊗gℓ=t pk t qℓ apq g

k⊗gℓ=′ak ℓ g
k⊗gℓ , (4.27a)

A=apq gp⊗gq=apq
∂ξ k

∂xp
∂xq

∂ξ ℓ
gk⊗gℓ=τkp t

q
ℓ a

p
q gk⊗gℓ=′akℓ gk⊗gℓ . (4.27b)

Hasonló gondolatmenettel található meg a fennmaradó hat transzformációs
formula. A transzformáció összes képletét, beleértve azt a hatot is, amelyet
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fentebb formálisan nem igazoltunk, a 3. táblázatban foglaltuk össze:

apq=
∂ξ k

∂xp
∂ξ ℓ

∂xq
′akℓ=τ

k
p τ ℓ

q
′akℓ ,

′akl=
∂xp

∂ξ k
∂xq

∂ξ ℓ
apq=t

p
k t

q
ℓ apq ,

apq=
∂xp

∂ξ k
∂xq

∂ξ ℓ
′akℓ=t pk t

q
ℓ

′akℓ , ′akℓ=
∂ξ k

∂xp
∂ξ ℓ

∂xq
apq=τ k

p τ ℓ
q apq ,

apq =
∂xp

∂ξ k
∂ξ ℓ

∂xq
′akℓ=t

p
k τ

ℓ
q

′akℓ ,
′akℓ =

∂ξ k

∂xp
∂xq

∂ξ ℓ
apq=τ

k
p t qℓ apq ,

a q
p =

∂ξ k

∂xp
∂xq

∂ξ ℓ
′a ℓ
k =τ k

p t qℓ
′a ℓ
k , ′a ℓ

k =
∂xp

∂ξ k
∂ξ ℓ

∂xq
a q
p = t pk τ

ℓ
q a q

p .

(4.28)

3. táblázat. Másodrendű tenzor transzformációja az (ξ) és (x) KR-ek között

A táblázat bal oldali oszlopa az (ξ) KR-ből az (x) KR-be, a jobb oldali
oszlop pedig az (x) KR-ből az (ξ)-be történő transzformáció képleteit tartal-
mazza.

Megállapítható az 1., 2. és 3. táblázatok egybevetése alapján, hogy a kova-
riáns, illetve kontravariáns indexek mindig ugyanúgy transzformálódnak mind-
két irányban, függetlenül attól, hogy bázsisvektorokról, vektorokról, avagy má-
sodrendű tenzorok koordinátáiról van szó.

Maga a kovariáns jelző arra utal, hogy a kovariáns (alsóindexes) bázisvek-
torok azonosan transzformálódnak (együtt változnak).

Bár nem igazoltuk formálisan, és nem is írtuk ki a másodrendű tenzorok
(y) kartéziuszi és az (x) görbevonalú KR-ek közötti transzformációjának sza-
bályait, azok azonnal megkaphatók a 3. táblázatból, ha a kék indexek helyére
zöld indexeket és az ξ helyére y-t gondolunk.

4.2.6. Tenzorok szorzatainak transzformációja. Tekintsük az

A= apq g
q⊗gq , B = brs gr⊗gs

másodrendű tenzorokat. A

C=A⊗B = apqb
r
s︸ ︷︷ ︸

c r
pq s

gq⊗gq⊗gr⊗gs (4.29)

negyedrendű tenzor (tenzoriális szorzat) esetén nem nehéz meggyőződni arról,
felhasználva az 1. táblázat képleteit, hogy

′c m
k l n = t p

k t ql τ
m
r t s

n c r
pq s (4.30)

az (x) KR-ből az (ξ) KR-be történő transzformáció képlete.
Az A és B tenzorok
D =A ·B = (apq g

q⊗gq) ·(gr⊗gs brs) = apq g
q⊗(gq ·gr)gsbrs

= apq b
r
sg
q⊗δqrgs = apq b

q
s︸ ︷︷ ︸

dps

gq⊗gs = dpsg
q⊗gs (4.31)
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skaláris szorzata másodrendű tenzor, amely követi a másodrendű tenzorok
transzformációjával kapcsolatos 3. táblázatban részletezett szabályokat, azaz

′d k ℓ = t p
k t s

ℓ dps = t p
k t s

ℓ apq b
q
s . (4.32)

A kapott eredmény szerint a néma indexek nem transzformálódnak, de meg-
mutatható, hogy

′d k ℓ = t p
k t s

ℓ apq b
q
s =

′a ℓ q
′b qs . (4.33)

Az utóbbi képlet igazolását gyakorlatra hagyjuk.
Megjegyzések:
1. A (4.29) képlettel adott C két másodrendű tenzor diádikus szorzata

(tenzoriális szorzata). Mivel a szorzatban megjelenő

gq⊗gq⊗gr⊗gs

bázistenzor négy bázisvektor diádikus szorzata, a szorzatot negyedren-
dű tenzornak nevezzük. Ez egyben azt jelenti, hogy két alacsonyabb
rendű tenzor diádikus szorzata magasabb rendű tenzort eredményez.

2. A (4.31) képlet két másodrendű tenzor skaláris szorzata. Skaláris szor-
zás, a (4.31) képlet megszabta módon, magasabbrendű tenzorok között
is végezhető.

Gyakorlatok

1. Igazolja, hogy a δkℓ gk⊗gℓ és gkℓ gk⊗gℓ tenzorok minden vektort ön-
magára képeznek le.

2. Mutassa meg, hogy fennáll a (4.33) összefüggés, amely azt mondja
ki, hogy két tenzor skaláris szorzatának transzformáltja megegyezik a
transzformált tenzorok skaláris szorzatával.





5. FEJEZET

A tenzorfogalom általánosítása

5.1. Tenzorok értelmezése indexes jelölésmódban

5.1.1. Valódi tenzorok

Valódi skalár. Akkor nevezzük a (ξ) és (x) görbevonalú KR-ekben egymástól
függetlenül értelmezett Φ(x1, x2, x3) és Φ(ξ1, ξ2, ξ3) függvényeket valódi ska-
lárnak (zérusrendű vagy nulladrendű tenzornak), ha azonos az értékük a KR
transzformáció során, azaz

Φ(ξ1, ξ2, ξ3) = Φ
[
x1(ξ1, ξ2, ξ3), x2(ξ1, ξ2, ξ3), x3(ξ1, ξ2, ξ3)

]
, (5.1a)

avagy

Φ(x1, x2, x3) = Φ
[
ξ1(x1, x2, x3), ξ2(x1, x2, x3), ξ3(x1, x2, x3)

]
. (5.1b)

A valódi skalár a tér egy adott, a skalár értelmezési tartományában fekvő
pontjában KR-től függetlenül ugyanaz az érték.

Valódi vektor. Visszaidézve a 4.2.4. szakasz képleteit és a 2. táblázatot, és külön
is kiemelve az értelmezés hátterét megvilágító képletek közül az

′a k
′gk = t s

k as
′gk = as g

s

összefüggést, azt mondjuk, hogy a (ξ), illetve az (x) görbevonalú KR-ekben
egymástól függetlenül értelmezett

′a k, aℓ és ′a ℓ, ar

háromelemű sokaságok (objektumok) kovariáns, illetve kontravariáns vektorok
(elsőrendű tenzorok), ha fennállnak közöttük a vektorok transzformációjával
kapcsolatos és a 2. táblázatban összegezett képletek, pl. :

′ak = t s
k as és ′aℓ = ar τ ℓ

r

etc.

Valódi másodrendű tenzor. Visszaidézve a 4.2.5. szakasz képleteit és a 3. táb-
lázatot, továbbá külön is kiemelve az értelmezés hátterét megvilágító képletek
közül az

′a kl
′gk⊗ ′gl = t p

k t ql apq
′gk⊗ ′gl = apq g

p⊗gq

összefüggést, azt mondjuk, hogy:
a (ξ), illetve az (x) görbevonalú KR-ekben egymástól függetlenül értelme-

zett
′a kl, apq;

′a kl, apq; ′a kl, a
p
q;

′a l
k , a

q
p

45
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kilencelemű sokaságok (objektumok) rendre kovariáns, kontravariáns, kont-
ravariáns kovariáns indexű, illetve kovariáns kontravariáns (vegyes) indexű
másodrendű tenzorok, ha fennállnak közöttük a másodrendű tenzorok transz-
formációjával kapcsolatos és a 3. táblázatban összefoglalt képletek, pl. :

′a kℓ = t p
k t

q
ℓ apq vagy ′a kℓ = τ k

p t q
ℓ apq

etc.
A valódi vektort egyszerűen csak vektornak, a valódi másodrendű tenzort

egyszerűen csak tenzornak szokás nevezni, mi is ezt a szóhasználatot követjük
majd másodrendű tenzorok esetén.

Megjegyzések:
1. A vektor mint elsőrendű tenzor értelmezésekor nem vetettük fel azt a

kérdést, mi a feltétele, hogy az

ap, bq (vagy a
′k, b ′ℓ)

típusú sokaságok (hármasok) ugyanazt a vektort adják.
2. A másodrendű tenzor értelmezésekor nem vetettük fel azt a kérdést,

mi a feltétele, hogy a

apq, b
q
p , b

p
q, d

pq

típusú sokaságok (kilencelemű objektumok) ugyanazt a másodrendű
tenzort adják.

A fenti kérdések megválaszolását gyakorlatra hagyjuk.

Harmad- és magasabbrendű tenzorok. Általánosítva a valódi vektor és valódi
másodrendű tenzor értelmezését, azt fogjuk mondani, hogy a (ξ), illetve az (x)
görbevonalú KR-ekben egymástól függetlenül értelmezett

′d kℓm, d
p
qr

huszonhételemű sokaságok (objektumok) ugyanazon egyszer kontravariáns két-
szer kovariáns indexű harmadrendű tenzorok, ha fennáll közöttük a

′d kℓm = τ k
p t q

ℓ t
r

m dpqr (5.2)

transzformációs összefüggés.
Továbbmenve azt fogjuk mondani, hogy valódi n-edrendű tenzorok a (ξ),

illetve az (x) görbevonalú KR-ben egymástól függetlenül értelmezett

′b

n1 index︷︸︸︷
k ℓ ...

p q r ...︸ ︷︷ ︸
n2 index

és b

n1 index︷︸︸︷
sr...

uvw...︸ ︷︷ ︸
n2 index

; n1+n2 = n

objektumok, ha fennáll közöttük a
′b k ℓ ... p q r ... = τ k

s τ ℓ
r ... t u

p t v
q t w

r ... bsr...uvw... (5.3)

összefüggés. A függetlenül megadható elemek száma ez esetben 3n, ahol n az
indexek száma – a tenzor rendszáma. Megjegyezzük, hogy ez a képlet minden
tenzorra érvényes.
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Másként és az indexpozíciótól független értelmezés érdekében tekintsünk
két n indexű objektumot a (ξ), illetve az (x) görbevonalú KR-ben, melyekre
– balról jobbra számlálva az indexeket – az azonos sorszámú indexek azonos
(vagy mindkettő felső, vagy mindkettő alsó) indexpozícióban vannak. A két ob-
jektum ugyanaz a valódi n-edrendű tenzor, ha a felső indexek (kontravariáns
indexek) a kontravariáns indexekkel kapcsolatos, az alsó indexek (kovariáns
indexek) pedig a kovariáns indexekkel kapcsolatos transzformációnak megfele-
lően transzformálódnak.

5.1.2. Tenzorok-e a korábban megismert objektumok? Az alábbi-
akban azt a kérdést válaszoljuk meg, példaként véve a legtipikusabb eseteket,
hogy tenzorok-e az előző szakasz értelmezéseit véve alapul az eddig megismert
δkℓ , grs, g

pq, εkℓm, εpqr, ekℓm, epqr, γo, γo, go, go objektumok.
A továbbiak a tipikus esetekre vonatkozóan vizsgálják a felvetett kérdést:

(a) Amint az kitűnik az 1. táblázat felhasználásával adódó

′δ pq =
′gp · ′gq = τ p

k t ℓ
p gk ·gℓ = τ p

k t ℓ
p δkℓ (5.4)

összefüggésből, a δkℓ indexátnevező operátor (a Kronecker-delta) má-
sodrendű tenzorként transzformálódik. Ez azt jelenti, hogy ′δ pq és δkl
ugyanaz a tenzor (valódi tenzor).

(b) Az (a) alatti gondolatmenet lépéseivel azt kapjuk, hogy

′gkℓ =
′gk · ′gℓ =

∂xr

∂ξ k
∂xs

∂ξ ℓ
gr ·gs = t r

k t s
ℓ grs , (5.5)

ami az jelenti, hogy ′gkℓ és grs követi a másodrendű tenzorokkal kapcso-
latos transzformáció szabályait. Következésképp mindkettő ugyanaz a
tenzor (valódi tenzor).

(c) A (b) alatti lépésekkel kapjuk, hogy

′εu v v = [′gu
′g v

′gw] =
∂xk

∂ξ u
∂xℓ

∂ξ v
∂xm

∂ξ w
[gk gℓ gm]

= t k
u t ℓ

v t m
w εkℓm , (5.6)

azaz hogy ′εu v v és εkℓm követi a harmadrendű tenzorokkal kapcso-
latos transzformáció szabályait. Következésképp mindkettő ugyanaz a
harmadrendű tenzor (valódi tenzor).

(d) Írjunk u, v és w helyére 1, 2 és 3-at az (5.6) képletben. Kapjuk, hogy

ε1 2 3 =
′γo e 1 2 3︸ ︷︷ ︸

1

= t k
1 t ℓ

2 t m
3 ekℓm︸ ︷︷ ︸

|t k
u |=t

γo ,

avagy
′γo = t γo , (5.7a)
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ahol t a |t k
u | determinánst jelöli. Az (5.7a) képlet szerint nem valódi

skalár az a (ξ) és (x) görbevonalú KR-ekben ugyanúgy értelmezett

′γo = [′g 1
′g 2

′g 3] , γo = [g1g2g3]

vegyesszorzat.
A későbbiek kedvéért az

′γo = tM γo; M = 1 (5.7b)

alakba írjuk át az (5.7b) képletet.
(e) Alakítsuk át oly módon az (5.6) egyenletet, hogy kapcsolatot találjunk

a (ξ) és (x) görbevonalú KR-ekben tekintett permutációs szimbólumok
között. Az egyenlet bal oldala az

′εu v w = ′γo
′eu v w

a jobb oldala pedig az

ε ′u ′v ′w = t k
u t ℓ

v t m
w eklmγo = ⇑

(5.7a)
= ′γo

1

t
t k
u t ℓ

v t m
w eklm

alakban írható fel. Egyenlőség csak akkor lehetséges, ha megegyeznek
egymással a bekeretezett képletrészek. Következőleg fennáll az

′eu v w = tM t k
u t ℓ

v t m
w ekℓm , M =−1 (5.8)

egyenlet.

Megjegyzések:

1. Mivel M ̸= 0, a kovariáns permutációs szimbólum nem követi a har-
madrendű tenzorokkal kapcsolatos transzformáció szabályait. Követ-
kezőleg a kovariáns permutációs szimbólum nem valódi tenzor.

2. Az (5.7b) és (5.8) képletekkel adott eredmények a következő módon
általánosíthatók. Azt mondjuk majd, hogy M súlyú tenzor a (ξ) és
(x) görbevonalú KR-ekben értelmezett n-edrendű – visszautalunk itt
jelölések tekintetében az (5.3) képletre és előzményeire –

′b k ℓ ...p q r ... és bsr...uvw...

objektum, ha

′b k ℓ ...p q r ... = tMτ k
s τ ℓ

r ... t u
p t v

q t w
r ... bsr...uvw... . (5.9)

Az M = 0 esetben valódi a tenzor. Az M ̸= 0 esetben pszeudo- vagy
áltenzorról beszélünk.
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5.2. Műveletek tenzorok között

5.2.1. Additív műveletek és jelölésbeli megállapodások. Az alábbi
műveletek egy részéről már esett szó a 2.1.3. alszakaszban – v.ö. 21. o. Részbeni
ismétlésüket a tenzorjelleggel kapcsolatos állítások megfogalmazása indokolja.

Az alábbiakban a tenzor típusán az indexkiosztás milyenségét értjük. A
dknℓ és dpqs tenzorok harmadrendűek, de különböző típusúak, mivel az első
egyszer kontravariáns, kétszer kovariáns, a második pedig kétszer kontravari-
áns, egyszer kovariáns tenzor.

Egyszerű belátni, hogy két ugyanolyan rendű és típusú valódi tenzor össze-
gezhető, és a súlyozott összeg is valódi tenzor.
Következésképp fennállnak az alábbiak:
Két vektor súlyozott összege.
Az ak és bk valódi vektorok

ck = λak±µbk

súlyozott összege (λ és µ a súlyok) valódi tenzor.
Két másodrendű tenzor súlyozott összege
Az apq és bpq valódi másodrendű és azonos típusú tenzorok

cp
q = λap

q±µbpq

súlyozott összege (λ és µ a súlyok) valódi másodrendű tenzor. (A típus azo-
nossága feltétele a szabad indexek egyensúlyának.)
A harmad- és magasabb rendű tenzorok összegei hasonló módon képezhetők.
Példaként álljon itt az akℓr és bkℓr valódi harmadrendű tenzorok cklr összege:

ckℓr = λakℓr±µbkℓr .

Felhívjuk ismét a figyelmet arra a (2.5) egyenlet kapcsán megfogalmazott
szabályra, hogy a szabad indexek az egyenlet jobb-, és bal oldalán minden
tagban azonos indexpozícióban kell, hogy legyenek. Ez a követelmény a fenti
egyenletek esetén láthatóan teljesül.

Az alábbiak néhány eddig hallgatólagosan alkalmazott és néhány további
jelölésbeli megállapodást összegezésszerűen tekintenek át.

A vektort szimbolikus írásmódban álló félkövér kis- és nagybetű egyaránt
jelölheti. Indexes jelölésmódban a vektor koordinátáit ugyanez, de kurzívan és
indexszel szedett kis-, illetve nagybetű betű jelöli. Az index lehet alsó, vagy
felső.

Szimbolikus írásmódban dőlt félkövér kis- és nagybetű egyaránt jelölheti
a másodrendű tenzort. Indexes jelölésmódban a másodrendű tenzor koordiná-
táit kurzívan és indexekkel kiegészítve szedett kis-, illetve nagybetű jelöli. Az
indexek lehetnek alsók is, felsők is.
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Szimbolikus írásmód esetén félkövér kaligrafikus nagybetű jelöli a harmad-
rendű tenzorokat, avagy triádokat. Ezzel a megállapodással összhangban

E = εklm gk⊗gℓ⊗gm︸ ︷︷ ︸
bázistenzor

= εpqr gp⊗gq⊗gr︸ ︷︷ ︸
bázistenzor

(5.10)

az epszilon tenzor.
Negyedrendű tenzorok, avagy a tetrádok szimbolikus szedése esetén, amint

azt már láttuk a (4.29) egyenlet kapcsán korábban, a kettősen írt nagybetű a
szimbolikus jelölés. Ezzel összhangban negyedrendű a

D= dkℓ
pq gk⊗gℓ⊗gp⊗gq︸ ︷︷ ︸

bázistenzor

(5.11)

tenzor.
Indexes jelölésmódban a szimbolikus jelölésmód kurzív kis- vagy nagybe-

tűje jelöli a harmad-, illetve magasabb rendű tenzorkomponenseket az indexek
kiírásával.

Megjegyezzük, hogy a bázistenzor kiírása esetén az indexpozíciók és a csat-
lakozó bázisvektorok indexpozíciói összhangban kell, hogy legyenek.

Az n-edrendű tenzorokat szimbolikus jelölésmódban félkövér dőlt nagy-
betű jelölheti, oly módon, hogy a tenzort azonosító betűt megelőzi egy felső
index, amely zárójelpárban tartalmazza a tenzor rendszámát. A

(5)B = bjk
ℓmngj⊗gk⊗gℓ⊗gm⊗gn︸ ︷︷ ︸

bázistenzor

(5.12)

tenzor, összhangban a fentebb mondottakkal, egy ötödrendű tenzor szimboli-
kus alakja. Érdemes azonban megemlíteni, hogy a jelen könyvben előforduló
tenzorok rendszáma általában nem haladja meg a négyet.

5.2.2. Skaláris és diádikus szorzatok
Két valódi vektor skalárszorzata
Legyen ak, aℓ és bp, bq valódi vektor. Ekkor a vektorok

c= ak b
k = ap bp = ak g

kp bp = aℓ gℓq c
q

skalárszorzata valódi skalár. A szorzat szimbolikus írásmódját illetően vissza-
utalunk a (2.13) képletre.
Másodrendű tenzor és vektor skalárszorzata
Legyen a dkm, dsk, d ls, dml valódi másodrendű tenzor. Legyen továbbá cm, cs
valódi vektor. Nem nehéz belátni, hogy valódi vektor a D tenzor és a c vektor
jobbról vett

a=D · c | ak = dk
m cm = dksc

s , (5.13a)

| a ℓ = d ℓscm = d ℓs c
s ,
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illetve balról vett

b= c ·D | bk = cm d
m
k = cs dsk , (5.13b)

| b ℓ = cm d
mℓ = cs ds

ℓ

skalárszorzata. Nyilvánvaló, hogy általában

a ̸= b | ak ̸= bk . (5.14)

A teljesség kedvéért a képletek bal oldali oszlopa szemlélteti a szorzatok szim-
bolikus írásmódját. Ezt a megállapodást az áttekinthetőség kedvéért a továb-
biakban is alkalmazzuk.
Megjegyzés: Fennáll az előzőek alapján írható

gk ·D ·gℓ = gk ·dmngm⊗gn ·gℓ = dmn(gk ·gm)(gn ·gℓ) (5.15a)
= gkmd

mngnℓ = dkℓ (5.15b)

összefüggés. Hasonló módon látható be a

gk ·D ·gℓ = dkℓ , gk ·D ·gℓ = d ℓ
k és gk ·D ·gℓ = dkℓ (5.15c)

összefüggések helyessége.
Két másodrendű tenzor skalárszorzata
Tegyük fel, hogy valódiak az aks, aks, a km, a km és bkm, bsℓ, b sℓ, bmℓ másod-
rendű tenzorok. Ekkor valódi másodrendű tenzor a két tenzor

C =A ·C | ckℓ = a km b
m
ℓ = a km bmℓ ,

| ckℓ = aks b
sℓ = a ks b ℓs

(5.16)

skaláris szorzata.
Megjegyzések:

1. A ckℓ és ck ℓ alakok számítását nem tartalmazza az (5.16) képlet. Az
indexes jelölésmód szabálya ennek ellenére kiolvasható az (5.16) kép-
letből : (a) az első szorzótényező utolsó indexe és a második szorzóté-
nyező első indexe különböző indexpozícióban kell, hogy legyen; (b) a
két index néma indexpárt kell, hogy alkosson.

2. Nyilvánvaló, hogy általában

A ·C ̸=C ·A . (5.17)

Kettős (kétszeres) skaláris szorzat
Az alábbiak a kettős skaláris szorzat értelmezését adják kellő általánossággal
a negyedrendű C és D tenzorok segítségével szimbolikus írásmódban:

C · ·D= (c n
m rs g

m⊗gn⊗gr⊗gs) · ·(d pqvw gp⊗gq⊗gv⊗gw)

= c n
m rs g

m⊗gn⊗(gr ·gp)(gs ·gq) d pqvw gv⊗gw

= c n
m rs g

m⊗gn⊗(δrpδ
s
q) d

pq
vw gv⊗gw

= c n
m rs d

rs
vw gm⊗gn⊗gv⊗gw . (5.18a)
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Indexes jelölésmódban

c n
m rs d

rs
vw = c n s

m r d rsvw = c nr
m s d

s
r vw = c nrs

m d rsvw (5.18b)

a kettős skaláris szorzat értéke.
Megjegyzések:

1. Szimbolikus írásmódban a szorzótényezők közé helyezett két egymást
követő pont a kettős skaláris szorzat műveleti jele.

2. Az értelmezés szerint az első szorzótényező [utolsó előtti] {utolsó} bá-
zisvektorát a második szorzótényező [első] {második} bázisvektorával
kell skalárisan összeszorozni. A megmaradó bázisvektorok együttese
változatlan sorrendű diádként alkotja a bázistenzort.

3. Az eredmény mint tenzor rendszáma néggyel kisebb, mint a két tenzor
rendszámának összege.

4. Indexes jelölésmódban az első szorzótényező [utolsó előtti] {utolsó}
indexe néma indexpárt kell, hogy alkosson a második szorzótényező
[első] {második} indexével.

5. Valódi tenzorok kétszeres skaláris szorzata ugyancsak valódi tenzor.
6. Két valódi másodrendű tenzor kettős skaláris szorzata valódi skalárt

eredményez. Ezt a szorzatot energia típusú szorzatnak (avagy belső
szorzatnak) is szokás nevezni.

Két tenzor általános (diádikus) szorzata
Az A és B másodrendű tenzorokra nézve a

C=A⊗B = (a kℓ gk⊗gℓ)⊗(bpq g
p⊗gq) | c kℓpq = a kℓ bpq

= a kℓ bpq gk⊗gℓ⊗gp⊗gq
(5.19)

egyenlet adja az általános vagy diádikus szorzatot.
Megjegyzések:

1. Két tenzor általános vagy diádikus szorzata olyan tenzor, melynek
rendszáma a két tenzor rendszámának összege.

2. Indexes jelölésmódban úgy kapjuk meg a szorzatot, hogy egyszerűen
egymás mellé írjuk a két tenzort.

3. Két valódi tenzor általános szorzata ugyancsak valódi tenzor.

A kontrakció
A kontrakció szimbolikus írásmódban a bázistenzor két különböző bázisvektora
között végzett skaláris szorzás. Indexes jelölésben (a) indexek egybeejtése, ha
különböző indexpozícióban lévő két indexről van szó; (b) azonos indexpozíciójú
indexek esetén pedig le kell süllyeszteni (ha mindkét index felső), vagy fel kell
emelni (ha mindkét index alsó) a tekintett két index egyikét az index egybeejtés
előtt. A D = d kℓm gk⊗gℓ⊗gm harmadrendű tenzor esetén

d kℓm gk(gℓ ·gm) = d kmm δ
m
ℓ gk = d kmm gk = a ; d kmm = a k (5.20a)
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az utolsó előtti és az utolsó bázisvektorok közötti kontrakció. Az első két bá-
zisvektor tekintetében pedig ugyanilyen módon a

d kℓm (gk·gℓ)gm=d kℓm gkℓ g
m=d kkm gm=b ; d kℓm gkℓ=d

k
km=bm (5.20b)

eredményt kapjuk.
Megjegyzések:

1. A kontrakció kettővel csökkenti a tenzor rendjét.
2. Valódi tenzor esetén a kontrahált tenzor is valódi tenzor.
3. A kontrakció fogalmának felhasználásával azt lehet mondani, hogy a

kettős skaláris szorzat a két tenzor általános szorzatában az első tenzor
[utolsó előtti] {utolsó} indexe és a második tenzor [első] {második}
indexe közötti kontrakció:

cm
n

rs d
pq

vw =⇒ cm
n
rs d

rs
vw . (5.21)

Képletek a vektorok és tenzorok koordinátáinak számítására
A vektor KR-független mennyiség. Az (1.11b) és (1.15b) képletek alapján úgy
kapható meg valamely vektor kovariáns és kontravariáns koordinátája egy gör-
bevonalú KR-ben, hogy megszorozzuk a kérdéses vektort a vonatkozó kovari-
áns, illetve kontravariáns bázisvektorral.

A valódi másodrendű tenzorok is nyilvánvalóan KR-független mennyisé-
gek. Koordinátáik bármely görbevonalú KR-ben az (5.15b) és (5.15c) képle-
tekkel számíthatók.

Legyen D egy másodrendű tenzor, továbbá p és q két nem zérus vektor.
Érdemes bevezetni a

D (p,q) =
(
dkℓ g

k⊗gℓ
)
: (p⊗q) = dkℓ (g

k ·p) (gℓ ·q) (5.22)

jelölést. Eszerint az első bázisvektor (jelen esetben gk) a második zárójelpár-
ban álló első vektorral (jelen esetben p-vel), míg a második bázisvektor (jelen
esetben gℓ) a második zárójelpárban álló második vektorral (jelen esetben q-
val) van skalárisan megszorozva. Vegyük észre, hogy a második zárójelpárban
álló vektorok – p és q – száma megegyezik a D tenzor rendszámával, és ebben
az értelemben a fenti szorzat egy belső szorzat.

Alkalmazva most már az (5.22) jelölésbeli megállapodást, könnyen belát-
ható, visszaidézve az (5.15b) és (5.15c) képleteket is, a

dkℓ =D : (gk⊗gℓ) , d kℓ =D : (gk⊗gℓ) ,

d ℓ
k =D : (gk⊗gℓ) , d kℓ =D : (g k⊗gℓ)

(5.23)

összefüggések helyessége.
Az (5.22) képlettel bevezetett jelölés értelemszerűen vonatkozik a har-

madrendű és negyedrendű, továbbá az ezeknél magasabb rendű tenzorokra is.
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Ennek alapján – az r nem zérus vektor – egy harmadrendű tenzort tekintve
írható, hogy

D(p,q, r) =
(
d m
kℓ gk⊗gℓ⊗gm

)
: (p⊗q⊗r) (5.24)

= d m
kℓ (gk ·p) (gℓ ·q) (gm ·r) , (5.25)

avagy például

d m
kℓ =D · (gk⊗gℓ⊗gm) , dkℓm =D · (gk⊗gℓ⊗gm) , (5.26)

etc.
Megjegyzés: A fenti : műveleti jel, valamint a kettős skaláris szorzás ·· mű-
veleti jele nem azonos jelentésű. A két szorzat eredménye speciális esetben,
másodrendű tenzorok esetén azonban egybeeshet:

A :D =
(
akℓgk⊗gℓ

)
: (dmng

m⊗gn)

= akℓ dmn gk ·gm︸ ︷︷ ︸
δ m
k

gℓ ·gn︸ ︷︷ ︸
δ n
ℓ

= akℓ dkℓ =A · ·D .

5.3. Fizikai koordináták

5.3.1. Vektorok fizikai koordinátái. Fizikai koordinátákon vektorok
esetén egységvektorok alkotta bázisra vonatkozó koordinátákat értünk. A fo-
galom bevezetését az indokolja, hogy a bázisvektorok, következőleg a tenzorok
skalárkoordinátái is, általában különböző dimenziójúak, és maguk bázisvekto-
rok többnyire nem egységvektorok.

Ki fogjuk használni a továbbiakban azt a megállapodást, hogy a nagybetűs
index rögzítettnek tekintett. Ezzel összhangban

gKK a metrikus tenzor g11, g22, g33 skalárkoordinátáinak egyike,
és ugyanígy

gLL a metrikus tenzor g11, g22, g33 skalárkoordinátáinak egyike.
Figyelembe véve, hogy az

eK =
gK√
gKK

és eL =
gL√
gLL

(5.27)

vektorok egyaránt egységvektorok az a vektor tekintetében, írhatjuk, hogy

ak gk =

3∑
K=1

√
gKKa

K︸ ︷︷ ︸
a<K>

eK = a<k> ek , (5.28a)

és hogy

a ℓ g
ℓ =

3∑
L=1

√
gLLaL︸ ︷︷ ︸
a<L>

eL = a<ℓ> eℓ , (5.28b)

ahol
a<K> =

√
gKKa

K és a<L> =
√
gLLaL (5.29)
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a keresett fizikai koordináták. A szögzárójelben álló index (indexek) jelzik,
hogy fizikai koordináta a vonatkozó mennyiség.

5.3.2. Másodrendű tenzorok fizikai koordinátái. Az a kℓ másodren-
dű tenzor esetén abból indulunk ki, hogy a b ℓ vektor c k képét kapjuk meg
akkor is, ha a tenzor és a vektorok fizikai koordinátáival írjuk fel a vonatkozó
leképezést. A vonatkozó

c k = a kℓ b
ℓ

egyenlet alapján, fizikai koordinátákra térve át a c k és b ℓ esetén, azt kapjuk,
hogy

c<K> =

3∑
L=1

aKL

√
gKK√
gLL︸ ︷︷ ︸

a<K>
<L>

b<L> ,

ahonnan a tenzor jobb oldali fizikai koordinátáit értelmező

a<K><L> = aKL

√
gKK
gLL

(5.30a)

jelöléssel

c<k> = a<k><ℓ> b
<ℓ> . (5.30b)

Hasonló okoskodással kapjuk a tenzor bal oldali fizikai koordinátáit, ha a

d q = bp a p
q

leképezést alakítjuk át a d q és bp vektorok fizikai koordinátáinak helyettesíté-
sével :

d<Q> =

3∑
P=1

b<P> aP
Q

√
gQQ

√
gPP︸ ︷︷ ︸

a<P>
<Q>

.

Itt

a<P>
<Q> = aP

Q

√
gQQ
gPP

(5.31a)

a tenzor bal oldali fizikai koordinátáit adja, amivel

d<q> = b<p> a<p>
<q> . (5.31b)

Az akℓ és apq alakokhoz tartozó bal és jobb oldali fizikai koordináták megha-
tározását gyakorlatra hagyjuk.
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Gyakorlatok

1. Vizsgálja meg, milyen feltételek teljesülése mellett ugyanaz a vektor
az

ap és bq
sokaság (hármas) az (x) görbevonalú KR-ben.

2. Vizsgálja meg, milyen feltételek teljesülése mellett ugyanaz a tenzor
az

apq, b
q
p , c

p
q és a dpq

sokaság (kilencelemű objektum) az (x) görbevonalú KR-ben.
3. Mutassa meg, hogy valódi tenzor a gpq metrikus tenzor.
4. Igazolja, hogy valódi tenzor a kontravariáns εpqr tenzor.
5. Mutassa meg, hogy nem valódi skalár a γo = [g1 g2 g3] vegyesszorzat.
6. Igazolja, hogy pszeudotenzor a felsőindexes permutációs szimbólum.
7. Mutassa meg, hogy nem valódi skalárok a metrikus tenzorok go= |gkl|,
go = |gpq| determinánsai.

8. Igazolja, hogy valódi skalár két valódi vektor skaláris szorzata.
9. Mutassa meg, hogy valódi tenzor két ugyanolyan rendű és azonos tí-

pusú valódi tenzor súlyozott összege.
10. Mutassa meg, hogy valódi tenzor két valódi tenzor [skaláris]{tenzoriális}

szorzata.
11. Igazolja az (5.15c) képletek helyességét.
12. Igazolja, hogy az akℓ tenzorhoz az

a<KL> = aKL

√
gKK

gLL

jobboldali fizikai koordináták tartoznak. Határozza meg a tenzor bal
oldali fizikai koordinátáit is.

13. Vezesse le az apq tenzor jobb és bal oldali fizikai koordinátáit megadó
képleteket.



6. FEJEZET

Másodrendű tenzorok

6.1. Másodrendű tenzorok egyes kérdései

6.1.1. A tenzor transzponáltja. LegyenA másodrendű tenzor. Legye-
nek továbbá tetszőlegesek a v és w vektorok. Azt fogjuk mondani, hogy az AT

tenzor az A tenzor transzponáltja, ha bármely v és w-re fennáll a

v ·A ·w =w ·AT ·v (6.1)

egyenlet.
Az A másodrendű tenzor

akℓ g
k⊗gℓ , a kℓ gk⊗gℓ , a k

ℓ gk⊗gℓ , akℓ gk⊗gℓ (6.2a)

alakjaihoz tartozó transzponáltakat rendre(
aT

)
kℓ g

k⊗gℓ ,
(
aT

)
k
ℓ gk⊗gℓ ,

(
aT

)
ℓ
k gk⊗gℓ ,

(
aT

)
kℓ gk⊗gℓ (6.2b)

jelöli.
Az alábbiakban kapcsolatot keresünk azA ésAT között. A transzponáltat

értelmező (6.1) egyenletből következő

w ·AT ·v−v ·A ·w = 0 (6.3)

különbség részletezése során a (6.2a,b)2 alatti alakokat használjuk fel. Ekkor
a kivonandó átalakítható a

vp g
p ·
(
a kℓ gk⊗gℓ

)︸ ︷︷ ︸
A

·wq gq = vp a
p
q w

q = wp a qp vq = wp δp
ℓ︸︷︷︸

gp·gℓ

a kℓ δk
q︸︷︷︸

gk·gq

vq

= wp g
p ·
(
a kℓ g

ℓ⊗gk
)
·vq gq

módon. A kisebbítendő tekintetében pedig a

wp g
p ·
((
aT

) k
ℓ
gk⊗gℓ

)
︸ ︷︷ ︸

AT

·vq gq = wp
(
aT

)
p
q v

q

összefüggés áll fenn. Mivel a különbség zérus, teljesülnie kell egyrészről a ke-
retezett képletrészek alapján írható

w ·
[
AT −a kℓ gℓ⊗gk

]
·v = 0 , (6.4a)

57
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másrészről pedig az aláhúzott képletrészek alapján írható

wp
(
aT

)
p
q v

q−wp a qp vq = 0 (6.4b)

egyenletnek. A (6.4a) egyenlet csak akkor állhat fenn tetszőleges v és w esetén,
ha

AT = a kℓ g
ℓ⊗gk . (6.5a)

Visszaidézve, hogy az A tenzor (6.2a) alatti előállításához (vagy ami ugyanez,
az első kapcsos zárójellel megjelölt képletrészhez) képest fordított a bázisvek-
torok sorrendje a (6.5a) jobb oldalán (a bázistenzort alkotó diádban), azt a
szabályt olvashatjuk ki a (6.5a) képletből, hogy a másodrendű tenzor transz-
ponáltja a bázistenzort alkotó diádban a bázisvektorok szorzási sorrendjének
felcserélésével kapható meg. Tömören: a transzponálás művelete a bázistenzort
alkotó diádok szorzási sorrendjének cseréje. Az utóbbi mondatban arra utal
a többesszám, hogy a fenti eredmény érvényes az A tenzor (6.2a)1,3,4 alatti
alakjaira is :

AT = akℓ g
ℓ⊗gk = a k

ℓ gℓ⊗gk = akℓ gℓ⊗gk . (6.5b)

Ennek igazolása a (6.4a)-ra vezető gondolatmenet szinte szó szerinti ismétlé-
sével történhet. Az igazolást gyakorlatra hagyjuk.

Visszatérve a (6.4b) alatti képlethez, a kivonandóban végzett indexemelé-
sek (-süllyesztések) után kiemelhető a wp vq szorzat:

wp v
q
[(
aT

)
p
q−a qp

]
= 0 .

Tetszőleges wp és vq esetén csak akkor állhat fenn az utóbbi egyenlet, ha(
aT

)
p
q = aq

p = g qka
k
ℓg
lp . (6.6a)

Ez az eredmény azt jelenti, hogy úgy kapható meg az indexes jelölésmódban
(a bázisvektorok elhagyásával) írt apq tenzor

(
aT

)
p
q transzponáltja az eredeti

apq tenzorból, hogy pozícióik meghagyása mellett felcseréljük az indexek sor-
rendjét. Ez az eredmény a másik három, vagyis az akℓ, a ℓ

k és akl alakra is
érvényes:(

aT
)
kℓ = aℓk ,

(
aT

)
ℓ
k = aℓk ,

(
aT

)
kℓ = aℓk . (6.6b)

Az igazolást ismét gyakorlatra hagyjuk. Megjegyzések:

1. Mivel másodrendű tenzor esetén az első index sort, a második oszlo-
pot számlál a tenzor mátrixában, kiolvasható a (6.6a,b) képletekből,
hogy a tenzor transzponáltjának mátrixa a tenzor mátrixának transz-
ponáltja.

2. A transzponálás művelete bázisvektorok sorrendcseréje a bázistenzor-
ban. Következésképp (

AT
)T

=A . (6.7)
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Fennáll, hogy a tenzor transzponáltjának determinánsa megegyezik a ten-
zor determinánsával.

Tekintsük az A és B másodrendű tenzorok

C =A ·B | c kℓ = a km bmℓ (6.8)

szorzatát. A (6.6a) alapján írható(
cT

)
k
ℓ = c k

ℓ = a m
ℓ b k

m =
(
bT

)
k
m

(
aT

)
m
ℓ

képlet szerint, ha

C =A ·B , akkor CT =BT ·AT . (6.9)

6.1.2. Szimmetrikus és ferdeszimmetrikus tenzorok. Felbontási
tétel. Azt fogjuk mondani, hogy [szimmetrikus] {ferdeszimmetrikus} az A
tenzor, ha bármely v és w-re fennáll a

v ·A ·w =±w ·A ·v (6.10)

egyenlet, ahol a [szimmetrikus] {ferdeszimmetrikus} esetben [pozitív] {nega-
tív} a jobb oldal. Mivel bármely v és w-re fennáll a tenzor transzponáltját
értelmező (6.1) egyenlet, a (6.10) és (6.1) különbségéből az következik, hogy a
[szimmetrikus] {ferdeszimmetrikus} A tenzor eleget tesz a

w ·
(
±A−AT

)
·v = 0 (6.11)

feltételnek. Innen a v és w vektorok tetszőlegessége miatt az következik, hogy
akkor szimmetrikus az A tenzor, ha megegyezik a transzponáltjával :

A=AT . (6.12)

Mivel a szimmetrikus A tenzor megegyezik a transzponáltjával a (6.6a,b) alap-
ján írható, hogy(

aT
)
p
q = aq

p = apq ,
(
aT

)
kℓ = aℓk = akℓ , (6.13a)(

aT
)
ℓ
k = aℓk = a ℓ

k ,
(
aT

)
kℓ = aℓk = akℓ . (6.13b)

Ferdeszimmetrikus tenzor esetén a (6.11) egyenlet tetszőleges v és w-re
történő fennállásából az következik, hogy az A tenzor ellentettje a transzpo-
náltjának :

A=−AT . (6.14)
Könnyű meggyőződni róla, hogy ez esetben a (6.13a,b) képletek helyére az(

aT
)
p
q = aq

p =−apq ,
(
aT

)
kℓ = aℓk =−akℓ , (6.15a)(

aT
)
ℓ
k = aℓk =−a ℓ

k ,
(
aT

)
kℓ = aℓk =−akℓ (6.15b)

összefüggések lépnek. Azonnal következik a (6.15a,b) képletekből, hogy a fer-
deszimmetrikus A tenzor esetén

aK
K = aKK = aKK = aKK = 0 . (6.16)
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Általánosítások és megjegyzések:
1. Azt fogjuk mondani, hogy egy tenzor valamely két indexére nézve

[szimmetrikus] {ferdeszimmetrikus (antiszimmetrikus)}, ha a tekintett
két index sorrendcseréje esetén (eközben az indexek megőrzik pozíci-
ójukat) a tenzor [nem változik meg] {előjelet vált}. Ha pl.

dklm = dkml , vagy f st
r = fs tr ,

akkor [a D] {az F} tenzor szimmetrikus [a 2. és 3. jelű] {az 1. és 2.
jelű} indexek alkotta indexpárjára nézve.

2. Az E permutációs tenzor ferdeszimmetrikus bármely indexpárjára néz-
ve. Szokás ezen tulajdonsága miatt abszolút ferdeszimmetrikus tenzor-
nak nevezni.

3. Az A tenzor értelmezés szerint
pozitív definit
pozitív szemidefinit
negatív szemidefinit
negatív definit

 ha bármely w; |w|> 0 esetén


w ·A ·w > 0 ,
w ·A ·w ≥ 0 ,
w ·A ·w ≤ 0 ,
w ·A ·w < 0 .

.

Legyen a D valamilyen másodrendű tenzor. Az

Dsz =
1

2

(
D+DT

)
(6.17)

egyenlettel értelmezett másodrendű tenzor szimmetrikus, hiszen Dsz = D
T
sz.

[Vegyük figyelembe az ellenőrzés során, hogy
(
DT

)T
=D ]. Ugyanígy kapjuk,

hogy a

Dasz =
1

2

(
D−DT

)
(6.18)

egyenlettel értelmezett másodrendű tenzor pedig ferdeszimmetrikus1, mivel
Dasz =−DT

asz.
A (6.17) és (6.18) egyenletek folyománya az ún. felbontási tétel :

D =Dsz+Dasz . (6.19)

Eszerint az egyenlet szerint bármilyen másodrendű tenzor felbontható egy
szimmetrikus és ferdeszimmetrikus tenzor összegére. A D tenzor kovariáns
alakjára fordítva a figyelmet,

d(ℓm) =
1

2
(dℓm+dmℓ) és d[ℓm] =

1

2
(dℓm−dmℓ) (6.20)

a tenzor szimmetrikus és ferdeszimmetrikus része. A fenti képletek jelölésbeli
megállapodást is kifejeznek: a [szimmetrikus] {ferdeszimmetrikus} részt [kerek]
{szögletes} zárójelben álló indexpár jelöli.

1Az angol nyelvű szakirodalom a Dsym és Dskew módon jelöli a tenzor szimmetrikus
és ferdeszimmetrikus részét.
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Megjegyzések:
1. A (6.20) egyenlet következménye, hogy szimmetrikus tenzor kovariáns

alakjának mátrixa is szimmetrikus. Ugyanígy ellenőrizhető, hogy a
szimmetrikus tenzor kontravariáns alakjának mátrixa is szimmetrikus.

2. Szimmetrikus tenzor kovariáns kontravariáns, illetve kontravariáns ko-
variáns alakjának általában nem szimmetrikus a mátrixa. Kivételként
említhetők az egységtenzor δ ql és δql alakjai, melyeknek szimmetri-
kus és azonos a mátrixuk. Emiatt ezek írásánál, amint erre már a
Kronecker-delta értelmezése kapcsán rámutattunk, közömbös az in-
dexsorrend.

6.1.3. A vektorinvariáns. A (6.20)2 egyenlet más, a vektorinvariáns
értelmezését megkönnyítő alakra hozható az (1.31) képlet értelemszerű figye-
lembevételével :

d[ℓm]=
1

2
(δ qℓ δ

r
m −δ rℓ δ q

m ) dqr=
1

2
εqrs εℓms dqr=−εℓms

(
−1

2
εqrs dqr

)
. (6.21)

A kerek zárójelbe foglalt képletrész alapján írható

d(a) =−1

2
dqr g

q×gr =−1

2
εqrs dqr︸ ︷︷ ︸
d(a) s

gs (6.22)

összefüggés a D tenzor d(a) = d(a) sgs vektorinvariánsát értelmezi.
A képletből kiolvasható a vektorinvariáns számításának szabálya: írjuk a

diádikus szorzás műveleti jele helyére a vektoriális szorzás műveleti jelét a
tenzor előállításában, és szorozzuk meg az eredményt −1/2-vel.

Az invariáns szó arra utal, hogy valódi vektor a d(a) s vektorinvariáns, ha
a dqr valódi tenzor. Ennek formális igazolását gyakorlatra hagyjuk.

A (6.21) és (6.22) egyenletek egybevetése szerint

d[ℓm] =−εℓms d(a) s . (6.23)

Ha átszorozzuk ezt az egyenletet a tetszőleges bm vektorral, akkor a

d[ℓm]b
m =−εℓms d(a) s bm = εℓsm d

(a) s bm , (6.24a)

illetve szimbolikus alakban írva a

Dasz ·b= d(a)×b (6.24b)

eredményt kapjuk.
A vektorinvariánssal kapcsolatos eddigi eredmények a következő módon

összegezhetők:
Legyen az S nem azonosan zérus ferdeszimmetrikus tenzor. Ekkor létezik

egy és csakis egy olyan s(a) vektor, hogy az

S ·v = s(a)×v (6.25)
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egyenlet minden lehetséges v-re fennáll, és megfordítva, valamely s(a) vektor-
hoz tartozik egy és csakis egy ferdeszimmetrikus másodrendű S tenzor, amelyre
nézve a (6.25) bármilyen v-re teljesül. Ha az S tenzor adott, akkor

s(a)r =−1

2
εpqr spq , (6.26a)

ha pedig az s(a)r adott, akkor

[spq] =
√
go

 0 −s(a)3 s(a)2

s(a)3 0 −s(a)1
−s(a)2 s(a)1 0

 . (6.26b)

Megjegyezzük, hogy a (6.26b) a (6.23) következménye. Ennek formális ellen-
őrzését gyakorlatra hagyjuk.

6.1.4. Jellegzetes mennyiségek. AD másodrendű tenzor nyomát, más
elnevezéssel első skalárinvariánsát, a

trD =DI = I · ·D (6.27)

kifejezés értelmezi. Nem nehéz ellenőrizni, hogy

trD = (gk⊗gk) · · (dpqgp⊗gq) = (gk ·gp)(gk ·gq)dpq

= δ p
k gkq dpq = δ p

k dp
k = dk

k (6.28)

az első skalárinvariáns számításának képlete. Az értelmezés alapján könnyű
meggyőződni arról is, hogy

trD = trD T , (6.29a)

továbbá, hogy bármely D és S másodrendű tenzor esetén

tr (D+S) = trD+trS , (6.29b)
tr (D ·S) = tr (S ·D) , (6.29c)

tr
(
D ·ST

)
= tr

(
S ·DT

)
= S · ·D

= tr
(
DT ·S

)
= tr

(
ST ·D

)
= ST · ·DT . (6.29d)

Tekintsük továbbra is a D és S másodrendű tenzorokat. Legyen most a
D szimmetrikus, az S pedig ferdeszimmetrikus. Ekkor

D · · S = dkℓ s
kℓ = 0 . (6.30)

Valóban, ha kiírjuk a jobb oldali összeget, és kihasználjuk dkℓ szimmetrikus és
skℓ ferdeszimmetrikus voltát, akkor kapjuk, hogy

D · · S = d11 s11︸︷︷︸
0

+d22 s22︸︷︷︸
0

+d33 s33︸︷︷︸
0

+d12 s
12+ d21 s

21︸ ︷︷ ︸
−d12 s12

+d23 s
23+ d32 s

32︸ ︷︷ ︸
−d23 s23

+d31 s
31+ d13 s

13︸ ︷︷ ︸
−d31 s31

= 0 .
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Hasonlóan kapjuk, hogy a szimmetrikus D másodrendű és az abszolút ferde-
szimmetrikus E harmadrendű permutációs tenzor esetén

D · · E = 0 és E · ·D = 0 , (6.31a)

vagy ami ugyanaz, hogy

dkℓεkℓr = 0 és εkℓrd
ℓr = 0 . (6.31b)

Általánosítás: valamely tenzor szimmetrikus és egy másik tenzor ferde-
szimmetrikus indexpárja tekintetében végrehajtott kettős skaláris szorzás (ket-
tős kontrakció) mindig zérus értékű.

A vektor normája a vektor abszolút értéke.
Az S másodrendű tenzor normáját az |S| (vagy az ∥S ∥) módon jelöljük,

és az
|S|=

√
S · · S =

√
skℓ skℓ (6.32)

módon értelmezzük. Megjegyezzük, hogy a D · ·S szorzat eleget tesz a

|D · ·S| ≤ |D||S| (6.33)

Schwartz-féle egyenlőtlenségnek.

6.1.5. A másodrendű tenzor inverze. Az A másodrendű tenzor in-
verzét az

A−1 =
(
a−1

)
kℓ g

k⊗gℓ =
(
a−1

)
k
ℓ gk⊗gℓ = . . .=

(
a−1

)
kℓ gk⊗gℓ (6.34)

módon jelöljük. Az A−1 inverz az

A ·A−1 = I | akℓ
(
a−1

)
ℓm = ak

ℓ
(
a−1

)
ℓ
m = δk

m (6.35a)

és az

A−1 ·A= I |
(
a−1

)
ℓmamk =

(
a−1

)
ℓ
ma

m
k = δℓk (6.35b)

összefüggéseknek köteles eleget tenni. A (3.8)1 és (3.10)1 képletek alapján al-
kalmas indexátnevezésekkel írható, hogy(

a−1
)
ℓm =

1

2! |asj |
eℓjkemst asj atk . (6.36a)

Hasonlóan kapjuk a (3.8)2 és (3.10)2 képletek alapján, hogy(
a−1

)
ℓm =

1

2! |asj |
eℓjkemst a

sj atk . (6.36b)

Tekintsük a

C =A ·B ; c kℓ = a km b
m
ℓ (6.37a)

szorzatot, ahol A és B másodrendű tenzorok. A fenti szorzat inverzét a

C−1 =B−1 ·A−1 ,
(
c−1

)
k
ℓ =

(
b−1

)
k
m

(
a−1

)m
ℓ (6.37b)
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módon számítjuk. Valóban, egyszerű számítással adódik, hogy

C−1 ·C =B−1 ·A−1 ·A︸ ︷︷ ︸
I

·B =B−1 ·I ·B︸︷︷︸
B

=B−1 ·B = I .

Hasonlóan ellenőrizhető, hogy

C ·C−1 = I .

Az A másodrendű tenzor transzponáltjának inverze eleget tesz a(
AT

)
−1 =

(
A−1

)
T (6.38)

összefüggésnek. Szavakba foglalva: a tenzor transzponáltjának az inverze az
inverz transzponáltja. Valóban, az(

aT
)
ℓm = amℓ

reláció, valamint a (6.36a) összefüggés alapján adódik, hogy[(
aT

)
ℓm

]−1
=

1

2! |aTsj |
eℓjkemst

(
aT

)
sj

(
aT

)
tk

=
1

2! |asj |
eℓjkemst ajs akt =

(
a−1

)
mℓ .

Ezt kellett bizonyítani.

6.2. Másodrendű tenzorok sajátérték-feladata

6.2.1. A feladat megfogalmazása. Tekintsük a másodrendű A ten-
zorhoz tartozó leképezést. Keressük azokat az irányokat – ezeket főirányoknak

n

A n.

g
1

g
2

g
3

x 3

x 2

x 1

6.1. ábra. Párhuzamos tárgy- és képvektor

nevezzük majd –, amelyekre nézve fennáll, hogy az irányt kijelölő

n= nkg
k , nk n

k = 1 (6.39)

egységvektor és a hozzátartozó A ·n képvektor egymással párhuzamos. A 6.1.
ábra ezt az esetet szemlélteti. Ha a két vektor párhuzamos, akkor fennáll az

A ·n= λn , akℓ n
ℓ = λnk (6.40)



6.2. Másodrendű tenzorok sajátérték-feladata 65

egyenlet, ahol a λ, hasonlóan az n1, n2 és n3-hoz, egyelőre ismeretlen paramé-
ter. A főirányt kijelölő n vektort sajátvektornak, a reá merőleges síkot pedig
fősíknak fogjuk nevezni. Mivel az I egységtenzor minden vektort önmagára
képez le, a (6.40) egyenlet átírható a

(A−λI) ·nλ= 0 |
(
akℓ−λδkℓ

)
nℓ = 0 (6.41a)

alakba. Az utóbbi egyenletrendszer az nℓ számítására szolgáló homogén lineáris
egyenletrendszer: (

a11−λ
)
n1+a12n

2+a13n
3 = 0 ,

a21n
1+

(
a22−λ

)
n2+a23n

3 = 0 ,

a31n
1+a32n

2+
(
a33−λ

)
n3 = 0 .

(6.41b)

Vezessük be a

D =A−λI | dkℓ = akℓ−λδkℓ (6.42)

jelölést és legyen P3(λ) = −|dkℓ|. Ez a függvény λ köbös polinomja, az ún.
karakterisztikus polinom. A (6.41b) egyenletrendszernek csak akkor van tri-
viálistól különböző megoldása, ha eltűnik az egyenletrendszer determinánsa:

P3(λ) =−|dkℓ|=−|akℓ−λδkℓ|

=− 1

3!
ekℓme

pqr
(
akp−λδkp

) (
aℓq−λδℓq

)
(amr−λδmr) = 0 . (6.43)

A
P3(λ) = λ3−AI λ2+AII λ−AIII = 0 (6.44)

egyenlet – az AI , AII és AIII skalárok számítására még visszatérünk – a λ
paraméter értékét meghatározó karakterisztikus egyenlet. Mivel a (ξ) KR-ben

′d kℓ = τm
k dmn tℓ

n ,

a determinánsok (3.11) szorzástételét, valamint a (4.20) képletet kihasználva
kapjuk, hogy

′P3(λ) =−|′d kℓ|=−|τmk| |tℓn|︸ ︷︷ ︸
τ t=1

|dmn|=−|dmn|= P3(λ) . (6.45)

Szavakba foglalva: a karakterisztikus polinom KR-független. A λ2, λ és λ0
hatványok −AI , AII és −AIII együtthatói pedig invariánsok. Ezeket skalárin-
variánsoknak nevezzük.
Megjegyzés: Kitűnik az előzőekből, hogy a sajátérték-feladatot az A tenzor
kontravariáns kovariáns alakjára fogalmaztuk meg, ez azonban nem sérti az ál-
talánosságot. A tenzor determinánsának az |akℓ| determinánst tekintjük majd.

Mivel a karakterisztikus polinom köbös, Viéte tétele szerint [14] van három
gyöke, melyek közül legalább egy valós gyök. Jelölje λ1 a P3(λ) polinom valós
gyökét, és n1 a valós gyökhöz tartozó főirányt. Legyen az eddigiektől eltérően
és a most következő gondolatmenetben olyan lokálisan kartéziuszi KR a (ξ)
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görbevonalú KR, hogy ′g 1=n1 – ezek a feltevések nem sértik az általánosságot.
Ebben a KR-ben

A= ′a kℓ
′g k⊗ ′g ℓ

az A tenzor alakja. A (6.40) képlet alapján fennáll, hogy

A ·n1 =A · ′g 1 = λ1
′g 1 .

Részletesen kiírva
′a kℓ

′g k
′g ℓ · ′g 1︸ ︷︷ ︸

′δ ℓ
1

= ′a k1
′g k = λ1

′g 1 ,

ahonnan
′a 1

1 = λ1 és ′a 2
1 =

′a 3
1 = 0 .

A továbbiakban mindig feltételezzük, hogy szimmetrikus az A tenzor. Ez eset-
ben [′a kℓ]=

λ1 0 0
0 ′a 2

2
′a 2

3

0 ′a 3
2

′a 3
3

 ,
és ennek alapján a bevezetett lokálisan kartéziuszi KR-ben

−|′d kℓ|=−

∣∣∣∣∣∣
λ1−λ 0 0

0 ′a 2
2−λ ′a 2

3

0 ′a 3
2

′a 3
3−λ

∣∣∣∣∣∣
=− (λ1−λ)

[
λ2−λ

(′a 2
2+

′a 3
3

)
+ ′a 2

2
′a 3

3−
(′a 3

2

)2]
= 0

a karakterisztikus egyenlet. A karakterisztikus egyenletnek λ = λ1 és a λ-ban
másodfokú szögletes zárójelben szedett szorzótényező eltűnése alapján

λ2,3 =
1

2

[
′a 2

2+
′a 3

3±
√
(′a 2

2+ ′a 3
3)

2−4
(
′a 2

2
′a 3

3−(′a 3
2)

2
) ]

=
1

2

[
′a 2

2+
′a 3

3±
√
(′a 2

2− ′a 3
3)

2
+4 (′a 3

2)
2

]
(6.46)

a gyökei. Mivel a diszkrimináns (a gyökjel alatt álló kifejezés) pozitív, adódik
a következtetés, hogy valósak a szimmetrikus tenzorok sajátértékei.

Ha pozitív definit az A tenzor, akkor a sajátértékek pozitív mennyiségek.
Valóban, ha az n sajátvektor, akkor A ·n= λn, következőleg a tenzor pozitív
definit volta miatt

n ·A ·n= λn ·n︸︷︷︸
1

= λ > 0 . (6.47)

Megmutatjuk az alábbiakban, hogy merőlegesek egymásra a különböző
sajátértékekhez tartozó főirányok. Legyen ω és λ két különböző sajátérték.
A vonatkozó főirányokat m és n egységvektorok jelölik ki. Nyilvánvaló, hogy
fennállnak az

A ·m= ωm és A ·n= λn
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egyenletek. Innen azonnal következik, hogy

ω n ·m= n ·A ·m =m ·A ·n = λm ·n , (6.48)

azaz hogy
(ω−λ)︸ ︷︷ ︸

̸=0

m ·n= 0 ,

vagyis
m ·n= 0 .

Mivel m és n két különböző sajátértékhez tartozó főirányok, következik, hogy
ezek valóban merőlegesek egymásra.

6.2.2. A főirányok számítása a gyökök ismeretében. Az alábbiak a főirá-
nyok számítását tekintik át, ha ismeretesek a P3(λ) karakterisztikus polinom gyökei.
A gyökök nagyságát tekintve három jellegzetes esetet különböztethetünk meg: a
gyökök különböznek egymástól (minden gyök egyszeres), van két egybeeső gyök (egy
gyök kétszeres, egy gyök egyszeres), mindhárom gyök egybeesik (egy háromszoros
gyök van). A 6.2. ábra ezekre az esetekre külön-külön szemlélteti a karakterisztikus
polinomot. Az egyes eseteket az alábbiakban vesszük sorra.



1=2=31=23123

P3() P3() P3()

(a) (b) (c)

6.2. ábra. A karakterisztikus polinom gyökei

(a) Legyenek különbözőek a P3(λ) = 0 karakterisztikus egyenlet gyökei :
λ1 > λ2 > λ3. Jelölje Dm

n az n1, n2 és n3-t adó(
a1

1−λ
)
n1+a1

2n
2+a1

3n
3 = d11n

1+d12n
2+d13n

3 = 0 ,

a2
1n

1+
(
a2

2−λ
)
n2+a2

3n
3 = d21n

1+d22n
2+d23n

3 = 0 ,

a3
1n

1+a3
2n

2+
(
a3

3−λ
)
n3 = d31n

1+d32n
2+d33n

3 = 0

(6.49)

homogén ER együtthatómátrixa dnm eleméhez tartozó előjeles aldetermi-
nánst. Vegyük észre, hogy

dd kℓ/dλ=−δ kl .

Egyszerűen adódik a (6.43)-ból, hogy

P
′
3 =

dP3

dλ
=− d

dλ

1

3!
eklmepqr d kp d

l
q d

m
r

=
1

3

1

2
epqreklm

[
δ kp d

l
q d

m
r+d kp δ

l
q d

m
r+d kp d

l
q δ

m
r

]
=

1

2
ekpqekℓm d ℓq d

m
r =D1

1+D2
2+D3

3 . (6.50)
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Mivel a három gyök különböző, ezért egyszeres, következésképp adott λk
esetén legalább az egyike a DK

K determinánsoknak, mondjuk a D3
3 zérus-

tól különböző kell, hogy legyen. Ha ugyanis nem így lenne, eltűnne a P
′
3 |λ=λk

derivált, következőleg nem lenne egyszeres a λk gyök – lásd a 6.2.(b) ábra-
részlet λ1 = λ2 kettős gyökét, ahol vízszintes az érintő.

Ha nem zérus a D3
3(λk) determináns, akkor az n1 és n2 ismeretlene-

ket tekintve lineárisan független az n3-at paraméterként tartalmazó (6.49)
lineáris egyenletrendszer első két egyenlete,

d11n
1+d12n

2 =−d13n
3 ,

d21n
1+d22n

2 =−d23n
3 ,

ahonnan

n1 =
D1

3

D3
3
n3 , n2 =

D2
3

D3
3
n3 .

Itt

D1
3 = d12 d

2
3−d22 d

1
3 , D2

3 = d21 d
1
3−d11 d

2
3 ,

D3
3 = d11 d

2
2−d21 d

1
2 .

A paraméternek vett n3 a normálási feltételből számítható.
Ha ortogonális a KR – az n3 számítását csak erre az esetre részletezzük

formálisan – a (6.39)2 normálási feltétel az

n1 g11 n
1+n2 g22 n

2+n3 g33 n
3 = 1

alakban írható fel. Az n1 és n2 helyettesítését követően kapjuk, hogy

n3 =
D3

3

D
,

ahol
D2 =

(
D1

3

)2
g11+

(
D2

3

)2
g22+

(
D3

3

)2
g33 .

Az n3 felhasználásával egységes alakban írható fel a főirányt kijelölő n vektor
három kontravariáns koordinátája:

n
(k)

ℓ =
Dℓ

3

D
.

Az n alatt álló (k) jelzi, hogy a λk sajátértékhez tartozóan végeztük el a
számítást.

Nem nehéz ellenőrizni, hogy a kapott megoldás kielégíti a (6.49) lineáris
egyenletrendszer harmadik egyenletét. Helyettesítés után írhatjuk, hogy

d31n
1+d32n

2+d33n
3

=
1

D

[
d31D

1
3+d32D

2
3+d33D

3
3

]︸ ︷︷ ︸
Kifejtés utolsó sor szerint.

|λ=λk =
1

D
|dkℓ||λ=λk = 0 .

(A szögletes zárójelben álló kifejezés a (6.49) egyenletrendszer együttható
mátrixának determinánsa.) A fentebb mondottak alapján minden egyes λk
gyökhöz meghatározható olyan nk irányvektor, hogy

A ·nk = λk nk .
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Az nk vektorok előjelét szabadon lehet megválasztani. Következésképp min-
dig lehetséges olyan választás, hogy az n1, n2 és n3 vektorokhoz tartozó
irányok jobbsodratú kartéziuszi KR-t alkossanak. Ebben a KR-ben

A= λ1 n1⊗n1+λ2 n2⊗n2+λ3 n3⊗n3 (6.51a)

az A diádikus előállítása, és[
ak
ℓ
]
=
[
akℓ
]
=
[
akℓ
]
= [akℓ] =

λ1 0 0
0 λ2 0
0 0 λ3

 (6.51b)

a tenzor mátrixa.
(b) Tegyük fel, hogy kétszeres gyök esetén λ1=λ2 ̸=λ3. Az előzőekben áttekintett

gondolatmenet és eredmények változatlanul érvényesek maradnak a λ3 és
n3-ra nézve, azaz

n1 ·n3 = 0 és n2 ·n3 = 0 . (6.52)

Ami a kettős gyököt illeti,

P ′
3(λ1) = P ′

3(λ2) = 0 .

A második derivált a (6.50) képlet alapján írható fel :

2P ′′
3 =

d

dλ
ekpqekℓm d ℓp d

m
q =−ekpqekℓm

(
δℓp d

m
q+d ℓp δ

m
q

)
=−ekℓqekℓm︸ ︷︷ ︸

2δqm

dmq−ekpqekℓq︸ ︷︷ ︸
2δpℓ

d ℓp =−4dmm .

Innen

−1

2
P ′′
3 = d 1

1+d 2
2+d 3

3 =
(
a 1

1−λ
)
+
(
a 2

2−λ
)
+
(
a 3

3−λ
)
,

ahol λ=λ1=λ2 esetén a jobb oldalon álló összeg legalább egy összeadandója
nem zérus, ellenkező esetben ui. három lenne a gyök multiplicitása. Az n1,
n2 és n3 ismeretlenek meghatározására két egyenlet, a (6.49) valamelyik,
mondjuk az első egyenlete, valamint a (6.39) normálási feltétel szolgál. Az
így kapott megoldással identikusan teljesül a (6.49) második és harmadik
egyenlete. Ez annak a következménye, hogy

P3(λ1) = 0 és P ′
3(λ1) = 0 .

Kétszeres gyök esetén a d kl együtthatómátrix rangja egy, következés-
képp zérus értékű valamennyi adjungált : D l

k=0. Ebből adódóan identiku-
san teljesülnek az n1-re vonatkozó

n1 =− 1

d 1
1

[
d 1

2 n
2+d 1

3 n
3]

megoldás (6.49) második és harmadik egyenletbe történő visszahelyettesíté-
sével kapott

d 1
1

(
d 2

1 n
1+d 2

2 n
2+d 2

3 n
3)

=−d 2
1

(
d 1

2 n
2+d 1

3 n
3)+d 1

1 d
2
2 n

2+d 1
1 d

2
3 n

3

=
(
d 1

1 d
2
2+d 2

1 d
1
2

)
n2−

(
d 1

3 d
2
1−d 1

1 d
2
3

)
n3

=D 3
3︸︷︷︸

≡0

n2−D 2
3︸︷︷︸

≡0

n3 = 0
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és
D 3

2︸︷︷︸
≡0

n2−D 2
2︸︷︷︸

≡0

n3 = 0

egyenletek.
Az n2 vektort úgy érdemes megválasztani, hogy teljesüljön az n1 ·n2=0

ortogonalitási feltétel. Kettős gyök esetén tehát az egyértelműen meghatá-
rozott n3 főirány mellett a másik kettő pedig elvben szabadon felvehető az
n3-ra merőleges síkban, célszerű azonban betartani az említett ortogonali-
tási feltételt. Az A tenzor diádikus előállítását annak figyelembevételével
kapjuk, hogy most λ1 = λ2 :

A= λ1 (n1⊗n1+n2⊗n2)+λ3 n3⊗n3

= λ1 (n1⊗n1+n2⊗n2+n3⊗n3)︸ ︷︷ ︸
I

+(λ3−λ1) n3⊗n3 ,

azaz
A= λ1 (I−n3⊗n3)+λ3 n3⊗n3 . (6.53)

Figyelemmel arra, hogy a főirányokat kijelölő n1, n2 és n3 előjele megvál-
toztatható, mindig biztosíthatjuk, hogy az n1, n2 és n3 vektorokhoz tartozó
irányok jobbsodratú kartéziuszi KR-t alkossanak.

(c) Háromszoros gyök esetén λ1 = λ2 = λ3 és

A= λ1 (n1⊗n1+n2⊗n2+n3⊗n3) = λ1I , (6.54)

következőleg bármely irány főirány. Az ilyen tenzort izotróp vagy gömbi ten-
zornak nevezzük. Az utóbbi elnevezést az indokolja, hogy a vonatkozó geo-
metriai leképezés gömböt rendel gömbhöz. Az is nyilvánvaló, hogy az n1, n2

és n3 vektorok nem egyértelműen meghatározottak, azonban mindig meg-
választhatjuk őket oly módon, hogy a hozzájuk tartozó irányok jobbsodratú
kartéziuszi KR-t alkossanak.

Összhangban az eddigiekkel, visszautalunk ehelyütt a 6.2. ábrára, a λk
sajátértékeket nagyság szerint rendezettnek tekintjük, vagyis mindig úgy
választjuk meg az indexüket, hogy fennálljon a

λ1 ≥ λ2 ≥ λ3 (6.55)

reláció.

6.2.3. A főtengelytétel. A 6.2.1. és 6.2.2. szakaszok eredményei a fő-
tengelytételben összegezhetők. A tétel megfogalmazása előtt a szóhasználat
egyértelművé tétele érdekében az alábbiakban állapodunk meg.

Valamely tenzor működési pontján azt a pontot értjük, amelyhez a tenzort
kötjük. A működési pont vagy térpont, ha térpontokhoz kötött tenzorokról van
szó, vagy pedig valamely anyagi test pontja, ha a tekintett anyagi pont fizikai
állapotát leíró és az adott anyagi ponthoz kötött tenzorról van szó.

A λ sajátértékhez tartozó ún. karakterisztikus teret – ez egy egyenes, egy
sík, illetve a háromdimenziós euklideszi tér lehet – azon n, |n| = 1 vektorok
feszítik ki, amelyekre nézve ugyanazt a sajátértéket tekintve fennáll a (6.40)
egyenlet. A vonatkozó karakterisztikus tér dimenziója – egyenesre egy, síkra
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kettő, teljes térre pedig három, – a vonatkozó λ sajátérték multiplicitása. A
szimmetrikus A tenzor spektruma a λ sajátértékek a (6.55) szerint rendezett

(λ1 , λ2 , λ3)

listája, amelyben minden sajátértéket annyiszor veszünk figyelembe, amennyi
a sajátérték multiplicitása.

A főtengelytétel a következő módon fogalmazható meg: Legyen szimmet-
rikus az A tenzor. Ekkor létezik a térben olyan ortonormális bázis, melyet
az A sajátvektorai feszítenek ki. Legyen n1, n2 és n3 ilyen bázis, és legyenek
nagyság szerint rendezettek a λ1, λ2 és λ3 sajátértékek. Ekkor azok kiadják a
teljes spektrumot, és

A=

3∑
i=1

λi ni⊗ni . (6.56)

Megfordítva, ha az A felírható a (6.56) alakban, ahol is ortonormálisak az ni
vektorok, akkor λ1, λ2 és λ3 az A sajátértéke, n1, n2 és n3 pedig a sajátérté-
kekhez tartozó sajátvektorok.

Fennáll továbbá, hogy:

(a) Az A-nak akkor és csak akkor van három különböző sajátértéke, ha a
vonatkozó karakterisztikus tereket három egymásra kölcsönösen me-
rőleges és a tenzor működési pontján áthaladó egyenes alkotja.

(b) Az A-nak akkor és csak akkor van két különböző sajátértéke, ha meg-
adható az

A= ω n⊗n+λ (I−n⊗n)

alakban, ahol |n|= 1, és

λ1 = ω , λ2 = λ3 = λ , ha ω > λ ,

továbbá

λ1 = λ2 = λ , λ3 = ω , ha ω < λ .

Ebben az esetben a vonatkozó karakterisztikus tereket az n által kije-
lölt egyenes és a reá merőleges sík alkotják a tenzor működési pontjá-
ban.

(c) Az A-nak akkor és csak akkor van egy sajátértéke, ha

A= λI . (6.57)

Ekkor a λ sajátérték, míg a teljes euklideszi tér karakterisztikus tér.
Megfordítva, ha a teljes euklideszi tér a karakterisztikus tér, akkor az
A megadható a (6.57) alatti alakban.
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Megjegyzések:
1. A (6.56) alatti előállítást az A tenzor spektrális felbontásának szokás

nevezni. Az n1, n2 és n3 sajátvektorok alkotta bázisban

[
ak
ℓ
]
=
[
akℓ

]
=
[
akℓ

]
= [akℓ] =

λ1 0 0
0 λ2 0
0 0 λ3

 (6.58)

a tenzor mátrixa.
2. Ismét hangsúlyozzuk, hogy a három sorra vett esetben

– három a tenzor működési pontján áthaladó és egymásra kölcsönö-
sen merőleges egyenes,

– egy egyenes és egy reá merőleges sík (közös pontjuk a tenzor mű-
ködési pontja),

– a teljes tér
alkotja a karakterisztikus teret.

3. Jelölje Uα a karakterisztikus tereket (α=1, 2 vagy 3.) Ezzel a jelöléssel
bármely v vektor felírható a

v =

α∑
K=1

vK , vK ∈ UK (6.59)

alakban. A (6.59) egyenlet azt fejezi ki, hogy (a) α = 3-ra bármely v
vektor az egyszeres gyökökhöz tartozó sajátvektorok(kal párhuzamos
vektorok) lineáris kombinációja, (b) α = 2-re bármely v vektor az
egyszeres gyökhöz tartozó főiránnyal párhuzamos és egy rá merőleges
síkban fekvő vektor összegének tekinthető, (c) α = 1-re bármely v
vektor önmagában a háromdimenziós tér egy vektora.

6.2.4. A karakterisztikus polinom együtthatói, skalárinvariánsok.
A karakterisztikus polinomot adó (6.43) és (6.44) összefüggések egybevetése
alapján

λ3-nek 1:
1

3!
ekℓme

pqr δkp δ
ℓ
q δ

m
r ; (6.60a)

λ2-nek AI :

AI =
1

3!
ekℓme

pqr
(
akp δ

ℓ
q δ

m
r+δ

k
p a

ℓ
q δ

m
r+δ

k
p δ

ℓ
q a

m
r

)
; (6.60b)

λ-nak AII :

AII =
1

3!
ekℓme

pqr
(
akp a

ℓ
q δ

m
r+a

k
p δ

ℓ
q a

m
r+δ

k
p a

ℓ
q a

m
r

)
; (6.60c)

végezetül pedig λ0-nak AIII :

AIII =
1

3!
ekℓme

pqr akp a
ℓ
q a

m
r (6.60d)

az együtthatója.
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A továbbiakban egyszerűbb alakra hozzuk a kapott együtthatókat. To-
vább alakítva az (1.32b) és a Kronecker-delta indexátnevező tulajdonságának
kihasználásával a (6.60a) képletet kapjuk, hogy λ3-nek valóban

1

3!
ekℓme

kℓm︸ ︷︷ ︸
3!

= 1

az együtthatója.
Amint arra a 65. oldalon már rámutattunk, a további együtthatókat jelentő

AI , AII és AIII skalárok a skalárinvariánsok. Az AI -et adó (6.60b) képlet
a Kronecker-delta indexátnevező tulajdonságának kihasználásával, valamint
az (1.32a) segítségével egyszerűsíthető:

AI =
1

3!

( 2δk
p︷ ︸︸ ︷

ekℓme
pℓm akp+

2δℓ
q︷ ︸︸ ︷

ekℓme
kqm aℓq+

2δm
r︷ ︸︸ ︷

ekℓme
kℓr amr

)
(6.61)

=
1

3!
2 ·3 akk = akk . (6.62)

Az eredmény, összhangban a tenzor nyomával kapcsolatos a (6.28) összefüg-
géssel az A tenzor első skalárinvariánsa. Kiírva az összeget:

AI = a11+a
2
2+a

3
3 . (6.63)

Vegyük észre, hogy a (6.60b) képlet szerint három determináns összege az AI .
Következésképp felírható az

AI =

∣∣∣∣∣∣
a 1

1 δ12 δ 1
3

a 2
1 δ22 δ 2

3

a 3
1 δ32 δ 3

3

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣
δ11 a 1

2 δ13
δ22 a 2

2 δ23
δ33 a 3

2 δ33

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣
δ11 δ12 a 1

3

δ22 δ22 a 2
3

δ33 δ32 a 3
3

∣∣∣∣∣∣ (6.64)

alakban is.
Az AII skalárinvariáns az AI átalakításának lépéseivel és az adjungáltat

értelmező (3.6) összefüggés értelemszerű felhasználásával hozható megfelelő
alakra:

AII =
1

3!

(
ekℓme

pqm akp a
ℓ
q+ekℓme

pℓr akp a
m
r+ekℓme

kqr aℓq a
m
r

)
(6.65)

=
1

2
epqmekℓm a

k
p a

ℓ
q = ⇑

(3.6)
=Akk . (6.66)

Részletesen kiírva

AII =

∣∣∣∣ a 1
1 a12

a 2
1 a22

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ a 1
1 a13

a 3
1 a33

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ a 2
2 a23

a 3
2 a33

∣∣∣∣ (6.67)

(ez a  a11 a12 a 1
3

a22 a22 a 2
3

a33 a32 a 3
3


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mátrix főátlójához tartozó aldeterminánsok összege), vagy a (6.60c) képlet
alapján a (6.64) összefüggéshez hasonló alakban:

AII =

∣∣∣∣∣∣
a 1

1 a12 δ 1
3

a 2
1 a22 δ 2

3

a 3
1 a32 δ 3

3

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣
a11 δ12 a 1

3

a22 δ22 a 2
3

a33 δ32 a 3
3

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣
δ11 a12 a 1

3

δ22 a22 a 2
3

δ33 a32 a 3
3

∣∣∣∣∣∣ . (6.68)

A (6.60d) képlet szerint az AIII skalárinvariáns az a kl determinánsa:

AIII =

∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a 1

3

a22 a22 a 2
3

a33 a32 a 3
3

∣∣∣∣∣∣ . (6.69)

A főtengelyek KR-ében a (6.63), (6.67), (6.69) és (6.58) összefüggések figye-
lembevételével

AI = λ1+λ2+λ3 , AII = λ1 λ2+λ2 λ3+λ3 λ1 , AIII = λ1 λ2 λ3 (6.70)

az invariánsok értéke.
Az AII -t adó (6.66) képlet további, az (1.31) felhasználásán nyugvó átala-

kításával az

AII =
1

2
epqmekℓm a

k
p a

ℓ
q =

1

2
(δ p
k δ

q
ℓ −δ q

k δ
p
ℓ ) akp a

ℓ
q

=
1

2

(
akk a

ℓ
ℓ︸ ︷︷ ︸

A2
I

−akp apk
)
,

vagyis az

AII =
1

2

(
A2
I−akp apk

)
(6.71)

összefüggést kapjuk az invariánsok között. Visszaidézve a másodrendű tenzor
nyomának (6.27) alatti értelmezését és a számítására szolgáló (6.28) képletet
következik, hogy

AI = trA és akp a
p
k = tr (A ·A) ,

amivel

AII =
1

2

[
(trA)

2−tr (A ·A)
]

(6.72)

a (6.71) képlet szimbolikus formában írt alakja.

6.3. Hatványozás, tenzorpolinomok, deviátortenzor

6.3.1. Másodrendű tenzorok egész kitevős hatványai. Gyökvo-
nás. Az A másodrendű tenzor n-edik hatványát az

An =A ·An−1, n≥ 1 , (6.73a)

kifejezés értelmezi, ahol pozitív egész szám az n és

A0 = I . (6.73b)
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Indexes jelölésmódban

(an) kℓ = a
1

k
m a

2

m
r a

3

r
p · · · a

n

s
ℓ n≥ 1 . (6.73c)

A hatványozás fenti értelmezése érvényes bármilyen másodrendű tenzorra.
Legyen a C másodrendű tenzor szimmetrikus és pozitív definit. Ez esetben

létezik egy és csakis egy pozitív definit szimmetrikus U tenzor, amelyre nézve
fennáll, hogy

C =U2 =U · U . (6.74)
Következésképp formálisan írható, hogy

U =
√
C ,

ami a C négyzetgyöke. Legyen

C =

3∑
i=1

λi ni⊗ni

a C tenzor spektrális felbontása, és definiáljuk az U -t az

U =

3∑
i=1

√
λi ni⊗ni (6.75)

módon. Könnyű meggyőződni róla, hogy a fenti U teljesíti a (6.74) egyenletet,
és arról is, hogy pozitív definit az U .

Tegyük fel, hogy két megoldás létezik, azaz

C =U2 = V 2 , U ̸= V .

Legyen n sajátvektor, és jelölje λ a vonatkozó sajátértéket (e kettős egyike az
összetartozó ni és λi-nek). Ekkor

0= (C−λI) ·n= (U2−λI) ·n= (U+
√
λI) ·(U−

√
λI) ·n .

Legyen
v = (U−

√
λI) ·n .

Ezzel
(U+

√
λI) ·v = 0 ,

azaz
U ·v =−

√
λv ,

ahonnan az következik, hogy a v-nek el kell tűnnie, mivel pozitív definit az U
és λ > 0. Ennélfogva fennáll tehát, hogy

U ·n=
√
λn .

Hasonló gondolatmenettel kimutatható, hogy

V ·n=
√
λn ,

vagyis
U ·n= V ·n

C minden sajátvektorára.
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Mivel az n sajátvektorok bázist alkotnak, innen az

U = V

egyenlet következik.
Általánosítás:
– A főtengelyek KR-ében

C 2 =

3∑
i=1

(λi)
2
ni⊗ni , (6.76a)

· · ·

C n =

3∑
i=1

(λi)
2
ni⊗ni , (6.76b)

illetve [
(cn) kl

]
=

(λ1)n 0 0
0 (λ2)

n 0
0 0 (λ3)

n

 ,

ahol az n pozitív, negatív és tört is lehet, ha λi ≥ 0 , i= 1,2,3

6.3.2. A Cayley–Hamilton-tétel. Megmutatjuk alábbiakban, hogy bár-
mely A másodrendű tenzor kielégíti az

A3−AI A2+AII A−AIIII = 0 (6.77)

egyenletet [15, 4].
Tekintsük az A−αI különbséget, ahol tetszőleges skalár az α. Jelölje H

az A−αI tenzor adjungáltját. Visszaidézve a (3.7) képletet, majd szimbolikus
jelölésre térve át a képlet alkalmazása során, írhatjuk, hogy

H ·(A−αI) = |A−αI|I .
A jobb oldalon álló determináns a (6.43) és (6.44) alapján helyettesíthető:

H ·(αI−A) =
(
α3−AI α2+AII α−AIII

)
I .

Azt sugallja az utóbbi képlet jobb oldala, hogy a bal oldalon álló H az α
kvadratikus polinomja, azaz

H =Bα2+Cα+G .

Itt aB,C ésG egyelőre ismeretlen tenzorok. KihasználvaH fenti polinomiális
előállítását kapjuk, hogy

H ·(αI−A) =Bα3−(B ·A−C)α2+(G−C ·A)α−G ·A .

Az aláhúzott képletrészek csak akkor lehetnek egyenlőek egymással, ha

B = I , A−C =AII ,

G−C ·A=AIII , G ·A=AIIII .
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Az előző képletek felhasználásával a (6.77) bal oldala tekintetében az

A3−AI A2+AII A−AIIII =A3−AI I ·A2+AII I ·A−AIIII
=A3−(A−C) ·A2+(G−C ·A) ·A−G ·A≡ 0

eredmény adódik. Ezt kellett igazolni [5].
A Cayley–Hamilton-tétel azt mondja ki, hogy minden másodrendű tenzor

kielégíti saját karakterisztikus egyenletét.
További összefüggés állapítható meg a skalárinvariánsok között, ha vesszük

a Cayley–Hamilton-tétel baloldalának nyomát és kifejezzük a kapott egyenlet-
ből a harmadik skalárinvariánst:

AIII =
1

3

[
−AI trA2+AIAII+trA3

]
.

Itt a (6.72) alapján
trA2 =A2

I−2AII .

Következőleg

AIII =
1

3

[
−A3

I+3AIAII+a
k
p a

p
q a

q
k

]
. (6.78)

További hasznos összefüggéshez jutunk az inverz számítására, ha megszorozzuk
a (6.77) Cayley–Hamilton-tételt az A inverzével és feloldjuk a kapott egyenle-
tet az inverz számítására:

A−1 =
1

AIII

(
A2−AIA+AIII

)
. (6.79)

6.3.3. Tenzorpolinomok. Legyen az A tenzor szimmetrikus. Nyilván-
való ekkor, hogy az A tenzor

As , s= 2, 3, 4, . . .

hatványai is szimmetrikus tenzorok.
Tekintsük a

H =

n∑
s=0

αsA
s , n≥ 3 (6.80a)

tenzorpolinomot, ahol valós számok az αs együtthatók.
A (6.77) Cayley–Hamilton-tétel szerint fennáll az

A3 =AI A
2−AII A+AIIII

egyenlet. Az A -val történő átszorzással kapjuk innen az alábbi eredményt:

A4 =AI A
3−AII A2+AIIIA

=AI
(
AI A

2−AII A+AIIII
)
−AII A2+AIIIA

= (AI−AII)A2+(AIII−AII)A+AIAIII .

Ezen átalakítás értelemszerű és ismételt alkalmazásával megmutatható, hogy

H = β2A
2+β1A+βoI , (6.80b)
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ahol βo, β1 és β2 valós számok. Ez azt jelenti, hogy bármely szimmetrikus
tenzorpolinom kifejezhető a tenzorA0=I,A1=A ésA2 hatványai segítségével.

6.3.4. Azonos karakterisztikus terű tenzorok. Legyen az S és a T
másodrendű tenzor. Tegyük fel, hogy szimmetrikus az S tenzor. Tegyük fel to-
vábbá, hogy felcserélhető a két tenzor skalárszorzatában a tényezők sorrendje:

S ·T = T ·S .

Ekkor a T tenzor nem változtatja meg (változatlanul hagyja) az S tenzor ka-
rakterisztikus tereit. Az utóbbi állításon a következőket értjük: Tegyük fel,
hogy a v vektor az S tenzor valamelyik karakterisztikus teréhez tartozik, kö-
vetkezésképp, hogy fennáll az S·v=λv egyenlet, ahol λ a vonatkozó sajátérték.
Ekkor a T ·v vektor is az S tenzor ugyanezen karakterisztikus teréhez tartozik
[7].

Az állítás formális igazolását a skalárszorzatban álló tényezők felcserélhe-
tőségének figyelembevételével kapjuk:

S ·(T ·v) = T ·(S ·v) = λ(T ·v) ,

hiszen a keretezett képletrészek egyenlősége azt jelenti, tekintettel az S ·v=λv
egyenletre, hogy v és T ·v az S ugyanazon a karakterisztikus térhez tartozik.

Igaz az állítás megfordítása is. Eszerint ha változatlanul hagyja a T tenzor
az S tenzor karakterisztikus tereit (terét), akkor kommutatív művelet a két
tenzor skaláris szorzata.

Tegyük fel, hogy összhangban a (6.59) összefüggéssel a v vektort a

v =

α∑
K=1

vK , vK ∈ UK

módon bontjuk fel, ahol az UK , K ∈ [1, α], (α a karakterisztikus terek száma)
az S karakterisztikus tere. Mivel azt változatlanul hagyja a T tenzor, fennáll,
hogy

S ·(T ·vK) = λK(T ·vK) = T ·(λKvK) = T ·(S ·vK) , K ∈ [1, α] .

Ha összeadjuk a fenti egyenleteket, akkor azt kapjuk, hogy

S ·T ·v =

α∑
K=1

S ·T ·vK =

α∑
K=1

T ·S ·vK = T ·S ·v .

Mivel a v tetszőleges, S ·T = T ·S. Ezt akartuk igazolni.
Megjegyzések:
1. Ismét hangsúlyozni kívánjuk, hogy nem szükségképpen szimmetrikus

a T tenzor.
2. Tegyük fel, hogy három az S karakterisztikus tereinek száma. Tegyük

fel továbbá, hogy a T tenzor is szimmetrikus. Ha felcserélhető a (6.3.4)
szorzat, akkor azonnal következik a fentiekből, hogy megegyeznek a
T tenzor karakterisztikus terei az S tenzor karakterisztikus tereivel.
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Másként fogalmazva azonosak a két tenzor főirányai. Az ilyen tenzoro-
kat közös főtengelyű vagy koaxiális tenzoroknak nevezzük. Nem nehéz
ellenőrizni, hogy a (6.80b) képletben a H és A tenzorok koaxiális ten-
zorok.

6.3.5. Deviátortenzor és gömbi tenzor. Legyen szimmetrikus az A
tenzor. Az

Ad =A− AI
3
I | (ad)

k
ℓ = a kℓ−

AI
3
δ kℓ (6.81)

egyenlet az A tenzor Ad deviátorát (az A-hoz tartozó deviátortenzort) értel-
mezi.

A deviátor szimmetrikus tenzor.
Az A és Ad szimmetrikus tenzorok koaxiálisak, hiszen felcserélhető a szor-

zatuk:
A ·Ad =Ad ·A .

Az első skalárinvariánst adó (6.63) képlet alapján

(Ad)I = 0 . (6.82)

Ennek figyelembevételével kapjuk a (6.72) összefüggésből, hogy

(Ad)II =−1

2
tr (Ad ·Ad) =−1

2
(ad)

k
l (ad)

l
k

=−1

2

(
a kl−

AI
3
δ kl

)(
a lk−

AI
3
δ lk

)
,

azaz hogy

(Ad)II =−1

2

(
a kl a

l
k−

A2
I

3

)
.

Az összegek kiírásával és AI helyettesítésével tovább alakítható az utóbbi kép-
let:

(Ad)II =− 1

6

(
3a kl a

l
k−A2

I

)
=−1

6

[
3
(
(a11)

2+(a22)
2+(a33)

2
)

+6(a12 a
2
1+a

2
3 a

3
2+a

3
1 a

1
3)−(a11+a

2
2+a

3
3)

2
]
.

Innen azonnal adódik a deviátortenzor második invariánsának végső alakja:

(Ad)II =−1

6

[
(a11−a22)2+(a22−a33)2+(a33−a11)2 (6.83)

+ 6 (a12 a
2
1+a

2
3 a

3
2+a

3
1 a

1
3)
]
. (6.84)

A főtengelyek KR-ében zérus értékűek a főátlón kívül álló elemek. Követke-
zésképp

(Ad)II < 0 .
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Visszaidézve a deviátor (6.81) alatti értelmezését adódik az A tenzor

A=Ad+As ,

Ad =A− AI
3
I , As =

AI
3
I ,

(6.85)

deviátoros és gömbi részekre történő felbontása, ahol az As tenzor az A tenzor
gömbi (szférikus) része, röviden gömbi tenzor.

Gyakorlatok

1. Igazolja azA tenzor (6.2a)1,3,4 alatti alakjaira is, hogy a transzponálás
művelete a bázistenzort alkotó diádok szorzási sorrendjének cseréje.

2. Mutassa meg, hogy az akl, a l
k és akl tenzorok transzponáltja a (6.6b)

képlet szerint számítható.
3. Legyen valódi tenzor a dqr. Mutassa meg, hogy ez esetben valódi vektor

a

d(a) s =−1

2
εqrs dqr

vektorinvariáns.
4. Ellenőrizze, hogy helyes-e az spq ferdeszimmetrikus tenzor s(a)r vek-

torinvariánssal történő (6.26b) alatti előállítása.
5. Mutassa meg, hogy valódi skalár a D tenzor dkk nyoma (első skalár-

invariánsa).
6. Ellenőrizze a vonatkozó definíció felhasználásával a (6.29a) és (6.29b)

képletek helyességét.
7. Ellenőrizze a (6.29c) és (6.29d) képletek helyességét is.
8. Legyen az a és b tetszőleges két vektor. Igazolja a vektorokkal kap-

csolatos
|a ·b| ≤ |a||b|

Schwartz-féle egyenlőtlenséget.
9. Legyen aD és S tetszőleges másodrendű tenzor. Igazolja hogy aD··S

szorzat eleget tesz a (6.33) Schwartz-féle egyenlőtlenségnek.
10. Mutassa meg a (6.36a) képletre vezető gondolatmenet ismétlésével,

hogy az amr tenzornak(
a−1

)
l
m =

1

2! |asj |
eljke

mst a j
s a k

t

az inverze.
11. Írja fel az előző gyakorlat alapján az amr tenzor inverzének képletét.
12. Igazolja, a főtengelyek KR-ében végezve a számításokat, a Cayley–

Hamilton-tételt.
13. Legyen az A és B két szimmetrikus tenzor. Jelölje az A tenzor saját-

értékeit χℓ, sajátvektorát nℓ, |nℓ|= 1. Tételezzük fel, hogy

B = αA+βI ,
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ahol az α és β nem zérus skaláris állandók. Igazolja, hogy a B és A
tenzorok koaxiálisak.

14. Mutassa meg, hogy szimmetrikus tenzor a szimmetrikus A tenzor s-
edik s= 2, 3, 4, . . . hatványa.

15. Legyenek valamely (x) görbevonalú KR egy P pontjában

g1 = i1 , g2 =
i2
2
, g3 = i3 ,

g1 = i1, g2 = 2i2 , g3 = i3

a kovariáns és kontravariáns bázisvektorok az (y) kartéziuszi KR bá-
zisvektoraival felírva – lásd a 4.2.a. ábrát. Ezek birtokában

[gmn] =

 1 0 0
0 1

4 0
0 0 1

 és
[
gkℓ

]
=

 1 0 0
0 4 0
0 0 1


a két metrikus tenzor, továbbá

[
τ l
n

]
=
[
gn · il

]
=

 1 0 0
0 1

2 0
0 0 1

 és
[
t kl

]
=

 1 0 0
0 2 0
0 0 1


a két transzformációs tenzor. Adott aB=F ·F T tenzor vegyes indexes
alakjának mátrixa a görbevonalú KR tekintett pontjában:

[
Bpq

]
=

 104 30 0
120 40 0
0 0 48

 .
Ellenőrizze, hogy szimmetrikus-e a B tenzor, majd számítsa ki a ten-
zor sajátértékeit, sajátvektorait, illetve ha pozitív definit, akkor a B
tenzor V négyzetgyökét is.





7. FEJEZET

Speciális tenzorok

7.1. Ortogonális tenzorok

7.1.1. Az ortogonális tenzor fogalma. Legyen a Q=Qkpgk⊗gp má-
sodrendű tenzor invertálható, azaz

det(Qkp) ̸= 0 .

Azt fogjuk mondani, hogy a Q tenzor ortogonális, ha a

p=Q ·v (7.1)

és

s=Q ·w (7.2)

leképezésekre nézve – itt v és w tetszőleges tárgyvektor, p és s a vonatkozó
képvektor – fennáll a

p ·s= (Q ·v) ·(Q ·w) =
(
v ·QT

)
·(Q ·w) = v ·w (7.3)

reláció. Az I metrikus tenzor (egységtenzor) felhasználásával kapjuk innen,
hogy

v ·QT ·Q ·w−v ·I ·w = v ·
(
QT ·Q−I

)
·w = 0 ,

ahonnan azonnal következik, tekintettel v és w tetszőlegességére, hogy a

QT ·Q= I (7.4)

összefüggés teljesülése az ortogonalitás szükséges feltétele. A (7.4) feltétel ugyan-
akkor elégséges is, hiszen fennállása esetén

p ·s= (Q ·v) ·(Q ·w) = v ·QT ·Q ·w = v ·w .

A (7.4) feltétel következménye, hogy

QT =Q−1 . (7.5)

Szavakban: az ortogonális Q tenzor transzponáltja megegyezik a tenzor inver-
zével.

83
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7.1.2. Az ortogonális tenzorhoz tartozó leképezés. Továbbiakban
a Q tenzorhoz tartozó leképezés geometriai tulajdonságait vizsgáljuk. A (7.3)
egyenlet szerint a p és s képvektorok, valamint a v és w tárgyvektorok között
fennáll a

p ·s= v ·w (7.6)
összefüggés. Mivel a w tetszőleges, a w=v választás is lehetséges. Ez esetben
p-t kell a bal oldalon s helyére írni :

p2 = v2 .

Az utóbbi egyenlet azt fejezi ki, hogy azonos a képvektor és a tárgyvektor
hossza, azaz távolságtartó a leképezés.

Jelölje rendre φ és ϑ a p és s, valamint a v és w vektorok által bezárt
szöget – φ, ϑ ∈ [0, π]. A skaláris szorzás értelmezése alapján az

|p| |s| cosφ= |v| |w| cosϑ

egyenlet következik a (7.6) képletből. Ugyanakkor a leképezés távolságtartó
volta miatt

|p|= |v| és |s|= |w| ,
azaz

cosφ=cosϑ ,

végső soron pedig
φ= ϑ , (7.7)

ami azt jelenti, hogy a leképezés nemcsak távolságtartó, hanem szögtartó is.
Tekintsük a QT ·Q=Q ·QT =I szorzat determinánsát. A determinánsok

szorzástételét kihasználva írható, hogy

det
(
QT ·Q

)
= det (Q) det

(
QT

)
= [det (Q)]

2
= det (I) .

Innen következik, hogy a Q tenzor vegyes indexes alakjára nézve – ekkor ui.
az I metrikus tenzor mátrixa a Kronecker-szimbólum mátrixa – fennáll a

det
(
Qkp

)
=±1 . (7.8)

összefüggés. Megjegyezzük, hogy a determinánsok szorzástételéből az is követ-
kezik, hogy

det
(
Qkm

)
= det

(
Qksg

sm
)
= det

(
Qks

) 1

go
, (7.9)

ahol go = det (grs) .
A (7.8) képlet szerint a Q tenzor vegyes indexes alakjának +1 vagy −1

a determinánsa. Alábbiak az előjelek leképezésre gyakorolt hatását vizsgálják,
utat nyitva ezzel a leképezés geometriai képének teljessé tételéhez. Az [alsó
indexes] {felső indexes} alakot tekintve

q(a) k =−1

2
εkmℓQmℓ , illetve q(a)p =−1

2
εprsQ

rs (7.10)

a Q tenzor vektorinvariánsa.
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Megmutatjuk, hogy
Q ·q(a) =±q(a) , (7.11)

ahol az előjel pozitív, ha det
(
Qks

)
= 1 és negatív, ha det

(
Qks

)
= −1. Az

átalakítások során indexes jelölést alkalmazunk, és fel fogjuk használni a (7.4)
és (7.5) alapján írható

I =Q−1 ·Q=QT ·Q , (7.12)
vagy ami ugyanaz, a

δrl =
−1

Q rmQmℓ =QmrQmℓ

összefüggést. A lépések nagy száma miatt törekszünk az átalakítások részle-
tes leírására. A vektorinvariánst adó (7.10)2 képlet felhasználásával a (7.11)
egyenletből

Qkpq(a)p =Qkp
{
−1

2
εprsQ

rs

}
=−1

2
εprsQ

kpQℓs δrℓ︸︷︷︸
QmrQml

=−1

2

√
goeprsQ

kpQmrQℓs︸ ︷︷ ︸
det(Qkl)ekmℓ

Qmℓ =−1

2
go

1
√
go
ekmℓ det(Qkℓ)Qmℓ

következik. A (7.9) képlet helyettesítése és a (7.8) összefüggés kihasználása
után – tekintettel a (7.10)1 egyenletre is – a bizonyítani kívánt eredményt
kapjuk:

Qkpq(a)p =−1

2
go

1
√
go
ekmℓ det

(
Qksg

sm
)
Qmℓ

= det
(
Qks

){
−1

2
εkmℓQmℓ

}
=±q(a)k .

A most igazolt (7.11) összefüggésből a QT -vel történő átszorzással és a (7.12)
képlet kihasználásával és a két oldal felcserélésével a

QT ·q(a) =±q(a) ,

vagy ami ugyanaz, a
q(a) ·Q=±q(a) (7.13)

alakok következnek.
A (7.11) és (7.13) képletek segítségével teljes egészében tisztázni tudjuk a

leképezés geometriai jellegét. Tekintsük a v tárgyvektor q(a)-val párhuzamos
és arra merőleges összetevőkre történő felbontását:

v = v||+v⊥ ,

v||×q(a) = 0 , v⊥ ·q(a) = 0 ,

majd vizsgáljuk meg részletesebben a

p=Q ·v =Q ·v||+Q ·v⊥

leképezést.
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v

q (a)

p

v

v

q (a)

p

v



p

p=

v=



1

2

3

7.1. ábra. (a) Forgatás (b) Forgatás és tükrözés

Mivel a v|| párhuzamos a q(a)-val, és mivel a leképezés távolságtartó, a v||
képe

p|| = v||, azaz önmaga, ha det
(
Qks

)
=+1 ,

p|| =−v||, azaz önmaga tükörképe, ha det
(
Qks

)
=−1 .

A q(a)-ra merőleges v⊥ összetevő képe, azaz p⊥ is merőleges a q(a)-ra.
Valóban, a (7.12) felhasználásával írhatjuk, hogy

q(a) ·p⊥ = q(a) ·Q︸ ︷︷ ︸
±q(a)

·v⊥ =±q(a)·v⊥ = 0 .

Geometriailag ez azt jelenti, hogy a v⊥ megtartja a saját síkját – a v támadás-
pontján átmenő és a q(a)-ra merőleges síkra gondolunk ehelyütt – és
természetesen hosszát is a leképezés során.

Ha p⊥ = v⊥, akkor a v⊥ helyben marad a leképezés során. Ez egyben azt
is jelenti, hogy

– a det
(
Qks

)
=1 esetben, amint az az előzőekből nyilvánvaló, a Q tenzor

önmagára képezi le a v vektort, azaz

Q= I , (7.14)

– a det
(
Qks

)
=−1 esetben pedig a v⊥-t önmagára, a v||-t pedig önmaga

tükörképére képezi le a Q tenzor, következőleg az egymásra kölcsönö-
sen merőleges 1, 2 és 3 jelű tengelyek által kifeszített lokális bázisban
– a részleteket illetően a (b) ábrára utalunk – a

[
Qks

]
=

 1 0 0
0 1 0
0 0 −1

 (7.15)

képlet adódik a tenzor mátrixára.
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Ha p⊥ ̸=v⊥, akkor a v⊥ elfordul a v a támadáspontján átmenő és a q(a)-ra
merőleges síkban. Az elfordulás ψ szöge minden v⊥-re – végigfutva gondolat-
ban a tárgyvektorok teljes halmazát – ugyanaz kell, hogy legyen, ellenkező
esetben ui. nem volna szögtartó a leképezés.

Maga a leképezés pedig

– a det
(
Qks

)
=1 esetben a v vektor támadáspontjához kötött q(a) mint

tengely körüli forgatás, hiszen a tengelyre eső v|| képe önmaga, a v⊥
pedig a forgatás ψ szögével elfordul a q(a)-ra merőleges és a v táma-
dáspontján átmenő síkban,

míg

– a det
(
Qks

)
=−1 esetben fentiekhez a v|| fenti síkra történő tükrözése

járul – forgatás + tükrözés, hiszen a v⊥ tükörképe önmaga.

A kapott geometriai kép alapján a det
(
Qks

)
= 1 esetben a Q ortogonális

tenzort forgatásnak vagy forgató tenzornak, avagy valódi ortogonális tenzornak
szokás nevezni és R-el szokás jelölni. Az R forgató tenzorok az ortogonális
tenzorok egy alcsoportját alkotják.

7.1.3. Ortogonális tenzorok előállítása. Ortogonális tenzorok többfé-
leképpen képezhetők. Legyen az (a,b, c) és (A,B,C) két egymástól különböző
ortonormális vektorhármas:

a ·a= b ·b= c ·c= 1, a ·b= b ·c= c ·a= 0 ,
A ·A=B ·B=B ·B= 1, A ·B=B ·B=C ·A= 0 .

(7.16)

A
Q= a⊗A+b⊗B+c⊗C (7.17)

tenzor ortogonális, hiszen a (7.16) felhasználásával azonnal következik, hogy

QT ·Q=A⊗A+B⊗B+C⊗C= I = a⊗a+b⊗b+c⊗c=Q ·QT .

Az is nyilvánvaló, hogy

a=Q ·A , b=Q ·B , c=Q ·C ,

A=Q−1 ·a=QT ·a , B=Q−1 ·b=QT ·b , C=Q−1 ·c=QT ·c .
(7.18)

A leképezés forgatás, ha det
(
Qks

)
= 1. Ez az eset forog fenn például, ha a

vektorhármasok jobb- vagy balsodratúak.
Ha c=C és a leképezés forgatás, akkor

Q=R= a⊗A+b⊗B+C⊗C (7.19)

és
a=R ·A , b=R ·B , C=R ·C , (7.20)

ami világosan mutatja, hogy a C vektort önmagára képezi le az R tenzor, míg
az A és B vektorok rendre az a és c vektorokba fordulnak el.
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7.2. A véges forgatás tenzorai

7.2.1. A véges forgatás tenzorának geometriai előállítása. Véges
szöggel (azaz nem kis szöggel) történő forgatás esetén a 7.2. ábra alapján
konstruálhatjuk meg a leképezés tenzorát. A forgatás n tengelyét az n, |n|=1
vektor jelöli ki. A forgatás szögét

'A

'B

B

v

v

n

n

v

p

O

n xv

v cos 
v

n xvsin

Av



'D

'N

7.2. ábra. Véges forgatás

pedig a ψ, ψ ∈ (0, π) jelöli. A v=
−→
OA vektort a forgatás egyelőre ismeretlen R

tenzora a p=
−−→
OB vektorba forgatja el (képezi le).

Az alábbiakban, lépésről lépésre haladva, előállítjuk az R tenzort.
Leolvasható az ábráról, hogy

p= v||+
−−→
OB′ = v||+

−−→
OD′+

−−−→
D′B′ . (7.21)

Itt
v|| = n(n ·v) = (n⊗n) ·v , (7.22a)

és az is igaz, hogy
v⊥ = v−v|| = (I−n⊗n) ·v . (7.22b)

Az OD′B′ derékszögű háromszög egyik, az OD′ befogója tekintetében az ábra
szerint az −−→

OD′ = v⊥ cosψ = cosψ(I−n⊗n) ·v (7.23)

összefüggés áll fenn. Vegyük észre, hogy az
−−→
ON ′ vektor úgy adódik, hogy az−−→

OA′ =v⊥ vektort elforgatjuk π/2-vel az óramutató járásával ellentétesen az n
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tengely körül. Következőleg
−−→
ON ′ = n×v⊥ = n×(v||︸ ︷︷ ︸

ez a tag zérus

+v⊥) ·v = n×v . (7.24)

Másrészt
ON ′ =OB′ ,

amivel
D′B′ =OB′ sinψ =ON ′ sinψ . (7.25)

Az ON ′ és D′B′ párhuzamosságát is kihasználva a (7.24) és (7.25) egybevetése
szerint −−−→

D′B′ = sinψ n×v .

Ha ebbe a képletbe helyettesítjük a

n×v = I ·(n×v) = (I×n) ·v
átalakítást, akkor kapjuk, hogy

−−−→
D′B′ = sinψ (I×n) ·v . (7.26)

A (7.22a), (7.23) és (7.26) összefüggések felhasználásával a p-t adó (7.21)
egyenletből a

p= [n⊗n+cosψ (I−n⊗n)+sinψ I×n] ·v
= [cosψ I+(1−cosψ)n⊗n+sinψ I×n] ·v

(7.27)

eredmény következik, ahol

R= cosψ I+(1−cosψ)n⊗n+sinψ I×n ,

Rkl = cosψ gkl+(1−cosψ)nknl+sinψ εkrl n
r (7.28)

a véges forgatás tenzora, melyet a Rodrigues-féle forgató tenzornak is neveznek
az irodalomban [23].

7.2.2. Ortogonális-e a véges forgatás tenzora? A kapott eredmény
alapján azt a kérdést vizsgáljuk meg, hogy milyen feltételek mellett ortogonális
a (7.28) általánosításának tekinthető

Q= cosψ I+(QIII−cosψ)n⊗n+sinψ I×n (7.29)

tenzor, ahol a QIII egyelőre ismeretlen paraméter.
A kérdés tisztázása a Q ·QT szorzat vizsgálatát igényli.
Nyilvánvaló, hogy

Q∗ = cosψ I+(QIII−cosψ)n⊗n , Q∗ = (Q∗)
T (7.30)

a Q szimmetrikus része. Vegyük azt is észre, hogy

(I×n)T =
(
gk⊗gk×n

)T
= gk×n⊗gk =−n×gk⊗gk =−n×I . (7.31)

Következőleg

Q=Q∗+sinψ I×n és QT =Q∗−sinψ n×I , (7.32)



90 7. Speciális tenzorok

amivel

Q ·QT =Q∗ ·Q∗+sinψ [(I×n) ·Q∗−Q∗ ·(n×I)]
−sin2 ψ (I×n) ·(n×I) . (7.33)

A végső eredmény előállításához szükség lesz a (7.33) összefüggés részeinek
átalakításával kapcsolatos és a következőkben magyarázattal részletezett kép-
letekre:

(a) A Q∗-ot értelmező (7.30) alatti összefüggést is felhasználva kapjuk,
hogy

(I×n) ·Q∗ = I ·(n×Q∗) = n×Q∗ = n×I cosψ . (7.34a)

(b) Ugyanilyen módon adódik, hogy:

Q∗ ·(n×I) = (Q∗×n) ·I =Q∗×n= I×n cosψ . (7.34b)

(c) Nem nehéz belátni, hogy a fenti két képletben álló n× I és I ×n
szorzatok értéke azonos:

n×I = nrgr×gk⊗gk = nrεrksg
s⊗gk

= gk⊗gsεkrsn
r = gk⊗gk×grn

r = I×n . (7.34c)

(d) További részeredmény kapható az alábbi átalakítással :

(I×n) ·(n×I) = (gk⊗gk×n) ·(n×gℓ⊗gℓ)

= (gk×n) ·(n×gℓ)︸ ︷︷ ︸
gk·[n×(n×gℓ)]

gk⊗gℓ = gk ·
(
n ℓn−gℓ

)
gk⊗gℓ

=
(
nkn

ℓ−δ ℓ
k

)
gk⊗gℓ = n⊗n−I . (7.34d)

(e) A Q∗ szimmetrikus tenzort adó (7.30) képlet alapján:

Q∗ ·(Q∗)
T
=Q∗ ·Q∗

= cos2 ψ I+2 cosψ (QIII−cosψ) n⊗n

+(QIII−cosψ)
2
n⊗n

= cos2 ψ I+
(
Q2
III−cos2 ψ

)
n⊗n . (7.34e)

Felhasználva, illetve helyettesítve mostmár a (7.34a,. . .,e) részeredménye-
ket a Q ·QT szorzatot adó (7.33) képletbe, a

Q ·QT = cos2 ψ I+
(
Q2
III−cos2 ψ

)
n⊗n+sin2 ψ I−sin2 ψ n⊗n (7.35)

= I+
(
Q2
III−1

)
n⊗n

eredményt kapjuk. Akkor ortogonális a (7.29) képlettel értelmezett Q tenzor,
ha egységtenzort ad a Q ·QT szorzat. Azonnal látszik a (7.35) összefüggés
alapján, hogy ennek a

Q2
III = 1 , azaz a QIII =±1

reláció fennállása a feltétele.
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A továbbiakban tisztázzuk aQIII jelentését. Tegyük fel, hogy ortonormális
bázisban vagyunk, és fennáll az

n= g1 = g1

egyenlet. Ez esetben

det(Q ·QT ) = |Q k
mQ

m
r|= det(I+

(
Q2
III−1

)
n⊗n)

=

∣∣∣∣∣∣
1+Q2

III−1 0 0
0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣=Q2
III .

A kapott képlet szerint QIII a Q tenzor harmadik skalárinvariánsának vehető.
Összegezve a szakasz eredményeit igazoltuk, hogy a (7.29) képlettel adott

tenzor ortogonális, haQIII=±1, aholQIII a tenzor harmadik skalárinvariánsa.
QIII =1-re a (7.29) alatti előállítás megegyezik a véges forgatás R tenzorával.
Következésképp ortogonális az R tenzor.

Szokás a véges forgatás Rkℓ tenzorát a

ψ = ψk g
k = ψ n (7.36)

forgásvektor, illetve a hozzá tartozó

Ψkℓ =−εkℓmψm (7.37)

ferdeszimmetrikus forgástenzor segítségével is felírni.
A (7.36) forgásvektor helyettesítésével adódik (7.28)-ból az

Rkℓ = cosψ gkℓ+
1−cosψ

ψ2
ψkψℓ−

sinψ

ψ
εkℓm ψm (7.38)

eredmény, ami a véges forgatás tenzorának második alakja.
Tekintsük most a

ΨksΨ
s
ℓ = εksm ψ

m εstr ψr gtℓ = εstr εsmk ψ
m ψr gtℓ

= (δtm δ
r
k−δrm δtk)ψm ψr gtℓ = ψk ψℓ−gkℓ ψr ψr

átalakítást, ahonnan

ψk ψℓ = ΨksΨ
s
ℓ+gkℓ ψ

r ψr .

Az utóbbi eredmény (7.38)-ba történő helyettesítésével

Rkℓ = cosψ gkℓ+
1−cosψ

ψ2
(ΨksΨ

s
ℓ+gkℓ ψ

r ψr)−
sinψ

ψ
εkℓm ψm ,

azaz

Rkℓ = gkℓ+
1−cosψ

ψ2
Ψks Ψ

s
ℓ+

sinψ

ψ
Ψkℓ (7.39)

a véges forgatás tenzorának harmadik alakja.
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7.2.3. A poláris felbontási tétel. A véges forgatással kapcsolatos ered-
mények is megjelennek a kontinuumok alakváltozási elméletében nagy jelentő-
ségű poláris felbontási tételben, amelyet J. Finger publikált [18]:

Legyen pozitív az F = F kℓ gk⊗gℓ másodrendű tenzor determinánsa:

|F kℓ|> 0 . (7.40)

Ez esetben mindig megadható az F az

F =R ·U = V ·R (7.41)

alakban, ahol az U és V pozitív definit szimmetrikus tenzorok, míg az R tenzor
forgatás. Emellett mind U , mind pedig V egyetlen:

U =
√
F T ·F ; V =

√
F ·F T . (7.42)

Az F =R · U és F = V · R előállítások az F ún. jobb oldali és bal oldali
poláris felbontásai.

Az igazolás első lépésében megmutatjuk, hogy

F T ·F és F ·F T

egyaránt szimmetrikus és pozitív definit. A szimmetria azonnal következik az(
F T ·F

)T
= F T ·

(
F T

)T
= F T ·F ,(

F ·F T
)T

=
(
F T

)T
·F T = F ·F T

átalakításokból. Az is fennáll, ha a v tetszőleges nem zérus vektor, hogy

v ·F ·F T ·v =
(
F T ·v

)
·
(
F T ·v

)
≥ 0 ,

v ·F T ·F ·v = (F ·v) ·(F ·v)≥ 0 .

Mivel az F invertálható, az F ·v=0 (F T ·v=0) egyenletnek csak v=0 esetén
zérus a jobb oldala. Következésképp

F T ·F és F ·F T

egyaránt pozitív definit.
Unicitás. Legyen az F = R ·U az F egy jobb oldali poláris felbontása.

Mivel az R forgatás, teljesülni kell a

F T ·F =UT ·RT ·R︸ ︷︷ ︸
I

·U =U2

egyenletnek. A négyzetgyökvonással kapcsolatos unicitási tételt is kihasználva
megállapítható, hogy egy és csakis egy olyan pozitív definit és szimmetrikus
U létezik, amelyre igaz, hogy a négyzete F T ·F . Mivel U egyetlen, a (7.41)1
alapján adódó

R= F ·U−1

is egyetlen.
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Létezés. Értelmezzük az U -t a (7.42)1 összefüggéssel, és legyen

R= F ·U−1 .

Annak igazolásához, hogy a (7.41)1 poláris felbontás, már csak azt kell meg-
mutatni, hogy az R forgató tenzor (vagyis det(R)> 0 és RT ·R= I).

Mivel det(F ) > 0 (ez feltevés volt) és det(U) > 0 (U pozitív definit), az
következik, hogy det(R)> 0. Másrészt

RT ·R=U−1 ·F T ·F︸ ︷︷ ︸
U2

·U−1 = I ,

vagyis valóban forgató tenzor az R.
Ezzel a igazoltuk a jobb oldali poláris felbontás létezését és unicitását.
Értelmezzük most a V tenzort a

V =R ·U ·RT (7.43)

módon. Mivel az R és U egyetlen, a V is az.
Vegyük észre, hogy a V szimmetrikus és pozitív definit.

Valóban,

(a) a szimmetria azonnal következik a

V T =
(
R ·U ·RT

)T
=R ·(R ·U)

T
=R ·U ·RT = V

átalakításból.
(b) Ami a pozitív definitséget illeti, tetszőlegesnek tekintve a v vektort

írhatjuk, hogy

v ·V ·v = v ·R ·U ·RT︸ ︷︷ ︸
V

·v = v ·R ·
√
U ·

√
U ·RT ·v

=
(√
U ·RT ·v

)
·
(√
U ·RT ·v

)
=
(√
U ·RT ·v

)2

≥ 0 ,

ahol
√
U ·RT invertálható (zérustól különböző a determinánsa), ezért

csak v = 0 esetén lehet a jobb oldal zérus: a V tehát pozitív definit.

A (7.43) egyenlettel értelmezett V -re nézve az is fennáll, hogy

V ·R=R ·U ·RT ·R︸ ︷︷ ︸
I

=R ·U = F ,

ami azt jelenti, hogy V ·R a bal oldali poláris felbontás.
Végezetül vegyük azt is észre, hogy

V 2 =R ·U︸ ︷︷ ︸
F

·RT ·R︸ ︷︷ ︸
I

·U ·RT︸ ︷︷ ︸
FT

= F ·F T .

Ez egyben azt is jelenti, hogy fennáll a (7.42)2 egyenlet is.
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7.3. Speciális negyedrendű és izotróp tenzorok

7.3.1. Speciális negyedrendű tenzorok. A negyedrendű egységten-
zort az

I= δsqkm g s⊗gq⊗gk⊗gm = δskδ
q
mg s⊗gq⊗gk⊗gm

= g s⊗gq⊗gs⊗gq = δ km
sq g s⊗gq⊗gk⊗gm

= δ k
s δ

m
q g s⊗gq⊗gk⊗gm = g s⊗gq⊗gs⊗gq (7.44)

összefüggés értelmezi. Az indexemelés- és süllyesztés szabályaival további ala-
kok is képezhetőek, de ezeket nem írtuk ki.

Tekintsük először az I negyedrendű egységtenzor másodrendű A tenzorral
képzett kettős skaláris szorzatait. Fennáll, hogy

I · ·A= (g s⊗g q⊗gs⊗gq) · · (amn gm⊗gn)

= (g s⊗g q) g
s ·gm︸ ︷︷ ︸
δsm

gq ·gn︸ ︷︷ ︸
δqn

amn = amn gm⊗gn =A . (7.45a)

Ugyanígy ellenőrizhető, hogy

A · · I=A . (7.45b)

A (7.45a) és (7.45b) képletekkel adott leképezések azt igazolják, hogy a
negyedrendű egységtenzor önmagára képezi le a másodrendű tenzorokat. Ez
a tulajdonságuk hasonló ahhoz, amit a másodrendű egységtenzor esetén már
láttunk, miszerint a másodrendű egységtenzor önmagukra képezi le a vektoro-
kat.

A

T= g s⊗gq⊗gq⊗gs (7.46)

negyedrendű tenzor transzponálja a másodrendű tenzorokat:

T · ·A=A · ·T=AT . (7.47)

Ez könnyen ellenőrizhető a (7.45a) képlet átalakításának lépéseit ismételve
meg.

A fentiek alapján nyilvánvaló, hogy

Isz ·A=
1

2
(I+T)︸ ︷︷ ︸
Isz

·A=
1

2

(
A+AT

)
=Asz , (7.48a)

és hogy

Iasz ·A=
1

2
(I−T)︸ ︷︷ ︸
Iasz

·A=
1

2

(
A+AT

)
=Aasz , (7.48b)

ahol Isz, valamint Iasz szimmetrizáló és antiszimmetrizáló negyedrendű tenzor.
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A

C= Cmnkℓgm⊗gn⊗gk⊗gℓ és S= Spqrsg
p⊗gq⊗gr⊗gs (7.49)

negyedrendű tenzorok egymás inverzei, ha fennállnak a

C · · S= I , Cmnkℓ Skℓuv = δmnuv = δmuδ
n
v ,

S · ·C= I , Spqmn Cmnkℓ = δ kℓ
pq = δ k

p δ
ℓ
q

(7.50)

összefüggések.

7.3.2. Izotróp tenzorok. Tételezzük fel, hogy valódi ortogonális mátrix
a τ ℓ

r mátrixa a (4.23) képletsorozatból kivehető

′gℓ =
∂ξ ℓ

∂xr
gr = τ ℓ

r gr (7.51)

képletben, azaz írható, megtartva a vonatkozó jelölést, hogy[
τ ℓ
r

]
=
[
R ℓ
r

]
. (7.52)

Értelmezzük a vonatkozó forgató tenzort a

R=R ℓ
r gr⊗gℓ (7.53)

módon. Mivel az R tenzor valódi ortogonális tenzor (forgató tenzor), fennáll
a transzponáltját tekintve az

I =RT ·R=
(
R s
p g s⊗gp

)
·
(
R ℓ
r g r⊗gℓ

)
= (gs⊗gℓ)R

s
p g pr R ℓ

r

= (gq⊗gℓ) gqsR
s
p g pr R ℓ

r =R r
qR

ℓ
r︸ ︷︷ ︸

δ ℓ
q

(gq⊗gℓ)

egyenlet, ahonnan a későbbiek kedvéért kiemelve az is, hogy

R r
qR

ℓ
r =R q

r R
r
ℓ = δ ℓq . (7.54)

Értelmezés szerint akkor izotróp tenzor valamely n-edrendű tenzor
(n = 0, 1, 2, 3, 4), ha a koordinátái változatlanok maradnak az ortogonális
transzformációk során.
(a) Egy skalármező (pl. hőmérséklet eloszlás egy szilárd testben) nyilvánvalóan
izotróp.
(b) A vektorok koordinátái KR-függőek, emiatt csak a zérus vektor vehető
izotróp vektornak.
(c) A metrikus tenzor koordinátái változatlanok ortogonális transzformáció
esetén, mivel pl.

g′ kℓ = g′ k · g′ ℓ =R k
p gp ·R ℓ

r gr =R k
p R

ℓ
r g pr

=R rkR ℓ
r =R r

qR
ℓ

r︸ ︷︷ ︸
δ ℓ
q

gkq = gkℓ . (7.55)

Ez az eredmény azt jelenti, hogy az αI alakú másodrendű tenzorok – α valós
konstans – izotróp tenzorok.
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(d) Ami az epszilon tenzorokat illeti, a 7.51, (7.52), valamint az (5.6) képletek
alapján fennáll, hogy

′εu v v = [′gu ′gv ′gw] =R u
p R v

q R w
r [gp gq gr]

=R u
p R v

q R w
r

√
g◦epqr︸ ︷︷ ︸
εpqr

= det(R n
m )︸ ︷︷ ︸

=1

√
g◦euvw = εu v v. (7.56)

Ez az eredmény azt jelenti, hogy izotróp tenzor a kontravariáns epszilon ten-
zor. A kovariáns alak esetén hasonló gondolatmenettel igazolható az izotrópia.
(e) Legyen λ, µ és κ valós nem zérus állandó. Következik a (7.55) alatti ered-
ményből, hogy a negyedrendű

Cmnkℓ = λgmngkℓ+µgmkgnℓ+κgmℓgnk (7.57)

tenzor is izotróp tenzor. Kimutatható, hogy ez a tenzor az egyetlen negyedren-
dű izotróp tenzor. A hosszadalmas és részletes igazolást illetően az [5] könyvre
hivatkozunk.

Tegyük fel, hogy µ= κ. Ez esetben szimmetrikus a Cmnkℓ tenzor az mn és
kℓ indexpárok tekintetében. Ez azonnal következik a

Cmnkℓ = λgmngkℓ+µ
(
gmkgnℓ+gmℓgnk

)
(7.58a)

képletből. A Cmnkℓ negyedrendű tenzor utóbbi alakjának az

Spqmn =
1

4µ
(gpmgqn+gpngqm)+

λ

2µ (3λ+2µ)
gpqgmn (7.58b)

negyedrendű tenzor az inverze.
Megjegyzések:
1. Az utóbbi két képletben álló λ a rugalmasságtani feladatok anyagegyenle-
tében (általános Hooke-törvény) álló Lammé-állandó.1

2. A µ pedig a nyírási rugalmassági modulusz, avagy a második Lammé-
állandó.

Legyen a ν egy új állandó, és tételezzük fel, hogy

λ= 2µν/(1−2ν) . (7.59)

Ekkor átírhatók a (7.58) képletek a

Cmnkℓ = µ (gmkgnℓ+gmℓgnk)+
2µν

1−2ν
gmngkℓ (7.60a)

és

Spqmn =
1

4µ
(gpmgqn+gpngqm)− ν

2µ(1+ν)
gpqgmn . (7.60b)

alakokba, melyekben ν a Poisson-szám2. Az Spqmn tenzor nyilvánvalóan ugyan-
csak izotróp tenzor.

1Gabriel Lamé francia matematikus, (1795–1870).
2Siméon Denis Poisson francia fizikus, (1781-1840).
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Megjegyzés: Az izotróp tenzorok előzőekben áttekintett értelmezése a kar-
téziuszi KR-ekben adott értelmezésen alapul. A Rayleigh-szorzat fogalmát fel-
használva egy további, de a lényeget tekintve az előző értelmezéssel azonos
értelmezése is adható az izotróp tenzoroknak. Ezt a szorzat értelmezésének és
tulajdonságainak áttekintése után mutatjuk be.

Legyen az S egy másodrendű, az (n)A pedig egy n-edrendű tenzor (n≥ 0).
A Rayleigh-szorzatot az

S ∗ (n)A=Ap r...s
q S ·gp⊗S ·gq⊗gr⊗· · ·⊗S ·gs (7.61)

egyenlet értelmezi [1]. Hangsúlyozni szeretnénk, hogy a képletben a bázistenzor
alakjának nincs szerepe. Nyilvánvaló az is, hogy ez a szorzás nem kommutatív
művelet.

A definícióból következően fennáll, hogy

I ∗ (n)A= (n)A .

Legyen a P egy további másodrendű tenzor. Fennállnak továbbá az alábbi
összefüggések:

P ∗(S ∗ (n)A) = (P ·S)∗ (n)A ,

S ∗(S−1 ∗ (n)A) = (n)A .

Tételezzük fel, hogy az A és B tetszőleges tenzorok. Ekkor az is fennáll, hogy:

S ∗(A⊗B) = (S ∗A)⊗(S ∗B) .

(a) Ha n=0, azaz skalár az A, akkor a Rayleigh-szorzat értelmezés szerint
magát a skalárt eredményezi.

(b) Ha n=1, azaz vektor az A, mondjuk a akkor a Rayleigh-szorzat az a
képe a vonatkozó leképezésben:

S ∗(A) = S ·a . (7.62)

(c) Ha n= 2, azaz másodrendű tenzor az A, akkor a Rayleigh-szorzat az
alábbi alakban írható fel :

S ∗(A) =A ·S ·AT .

Legyen az R tetszőleges forgató tenzor. Izotróp tenzor ekkor az (n)A, ha
fennáll a

R∗ (n)A= (n)A . (7.63)

egyenlet.

(a) A skalárok nyilvánvalóan izotrópok.
(b) Kitűnik a (7.62) képletből, hogy a nem zérus vektorok nem izotrópok.
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(c) Ami az egységtenzort illeti, az alábbi átalakítássorozat igazolja, hogy
az egységtenzor, következőleg az αI alakú gömbi tenzorok izotrópok:

R∗I =R∗(g spg s⊗gp) = g spR ·g s⊗R ·g p
= g spR r

q gq(gr ·gs)⊗R n
m gm(gn ·gp) =R r

q R
n

m grs gnpg
sp︸ ︷︷ ︸

δ s
n

gq⊗gm

=R r
q grsR

s
m gq⊗gm =R r

q R
ℓ
r︸ ︷︷ ︸

δ ℓ
q

gℓmgq⊗gm = gqm gq⊗gm = I .

(d) Az epszilon tenzorok ugyancsak izotrópok – ezt azonban nem igazol-
juk.

(e) A (7.58) és (7.60) képletekkel adott negyedrendű tenzorok nyilvánva-
lóan ugyancsak izotrópok.

7.3.3. Izotróp skalár-tenzor függvény. Legyen a C=Ckℓgk⊗gℓ szim-
metrikus tenzor: C=CT . Jelölje λr és nr (|nr|=1) a C tenzor sajátértékeit és
sajátvektorait. Legyen továbbá az R = R s

k gs⊗gk valódi ortogonális tenzor.
Ami a C tenzor karakterisztikus egyenletét illeti (6.44) alapján fennáll, hogy

P3(λ) = λ3−CIλ2+CIIλ−CIII . (7.64a)

Könnyen ellenőrizhető, hogy a C ′ =R· C ·RT tenzor szimmetrikus, és hogy

P3(λ
′) =−

∣∣Rsk(Ckℓ−λ′δkℓ)R ℓ
n

∣∣=−
=1︷ ︸︸ ︷

|Rsk|
∣∣(Ckℓ−λ′δkℓ)∣∣

=1︷ ︸︸ ︷∣∣R ℓ
n

∣∣
= (λ′)

3−CI (λ′)
2
+CIIλ

′−CIII (7.64b)

a karakterisztikus egyenlete. A (7.64a) és (7.64b) képletek egybevetéséből azon-
nal következik, hogy

λ′r = λr ,

C ′
I = CI , C ′

II = CII , C ′
I = CIII ,

(7.65)

ami azt fejezi ki, hogy a C és a C ′ tenzorok sajátértékei és a skalárinvariánsai
megegyeznek egymással. Érdemes megemlíteni, hogy ez az eredmény teljes
összhangban van a (6.45) képlettel.

Ami a sajátvektorokat illeti, fennáll, hogy

C ′ ·nr =R ·C ·RT ·nr =R ·C ·nr︸ ︷︷ ︸
λrnr

·R= λrnr ·RT ·R︸ ︷︷ ︸
=I

= λrnr , Σr| (7.66)

ami azt jelenti, hogy a C és a C ′ tenzorok sajátvektorai is megegyeznek egy-
mással.

Izotrópnak nevezzük az f = f(C ′) skalár-tenzor függvényt, ha bármely
R-re nézve teljesül az

f(C ′) = f(R∗C) = f(R ·C ·RT ) = f(C) (7.67)

egyenlet. Az következik a (7.64), (7.65), valamint a (7.67) egyenletekből, hogy
az izotróp skalár-tenzor függvény független kell, hogy legyen az R tenzortól.
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Ez azt jelenti, hogy csak a CI , CII , CIII skalárinvariánsoknak lehet az f a
függvénye:

f(C ′) = f(R∗C) = f(CI , CII , CIII) . (7.68)

A (6.70) képlet szerint

CI = λ1+λ2+λ3 , CII = λ1λ2+λ2λ3+λ3λ1 , CIII = λ1λ2λ3 (7.69)

a három skalárinvariáns értéke. Következésképp

f(EI , EII , EIII) = f(λ1, λ2, λ3) . (7.70)

Ha λ2, λ3 és λ1-at helyettesítünk λ1, λ2 és λ3 helyére a a (7.68) képletben,
akkor nem változik a skalárinvariánsok értéke. Ez a megfigyelés a sajátértékek
ciklikus felcserélhetőségére vezet az előbbi képletben:

f(λ1, λ2, λ3) = f(λ2, λ3, λ1) = f(λ3, λ1, λ2) . (7.71)

7.3.4. Izotróp tenzor értékű tenzor függvény. Izotrópnak tekintjük
a tenzor értékű Φ tenzor függvényt (tenzor-tenzor függvényt)

Φ=Φ(C); Φ=ΦT , C =CT , (7.72)

ha bármely R-re nézve fennáll, hogy

Φ(C ′) =Φ(R∗C) =Φ(R ·C ·RT ) =R ·Φ(C) ·RT . (7.73)

Vegyük észre, hogy feltételeztük a Φ függvénynek és független változójának,
azaz a C tenzornak a szimmetriáját.

Legyenek az ϕ0, ϕ1, . . . , ϕk (k≥ 0) függvények valós értékű izotróp skalár-
skalár függvények, melyekre nézve tehát fennáll, hogy: ϕℓ=ϕℓ(C ′)=ϕℓ(C )=
= ϕℓ(CI , CII , CIII) (ℓ= 1,2, . . . , k). Ez esetben a

Φ(C ) = ϕ0I +ϕ1C +ϕ2C
2+ϕ3C

3+ · · ·+ϕkC k (7.74)

tenzor polinom izotróp tenzor-tenzor függvény. Ezt az állítást azzal a feltevéssel
igazoljuk, hogy ϕ0 = ϕ1 = ϕ3 = . . .= ϕk = 0. Nyilvánvaló, hogy

Φ(C ′) =Φ(R ·C ·RT ) = ϕ2R ·C ·

=I︷ ︸︸ ︷
RT ·R ·C ·RT

=R · ϕ2C 2︸ ︷︷ ︸
=Φ(C )

·R =R ·Φ(C ) ·RT , (7.75)

ahol az aláhúzott tagok egyenlősége egyben az állítás igazolását jelenti. Ami
pedig a (7.74) kifejezésben álló többi tagot illeti, az igazolás a fentiekhez ha-
sonlóan végezhető el.

A (6.77) Cayley–Hamilton-tétel szerint

C 3 = CIC
2−CIIC +CIIII.

Ha ezt az összefüggést ismételten és ismételten kihasználva behelyettesítjük
a (7.74) képletbe, akkor az egyszerű

Φ(C ) = ϕ0I +ϕ1C +ϕ2C
2+ · · ·+ϕkC k = ψ0I +ψ1C +ψ2C

2 (7.76)
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alakra jutunk, ahol a ψ0, ψ1 és ψ2 skalárok izotróp skalár függvények.
A C (C = C T ) és C k (k ≥ 2) tenzorok koaxiálisak. Ha k = 2, írhatjuk,

hogy
C 2·ns =C ·C ·ns = λs ·C ·ns = λ2sns .

Ez azt jelenti, hogy a C és C 2 tenzorok valóban koaxiálisak. A kettőnél ma-
gasabb hatványkitevőket tekintve hasonló az igazolás: C k·ns = (λs)

k ns.
Nyilvánvaló ennek alapján, hogy a (7.76) képlettel adott Φ(C ) izotróp

tenzor-tenzor függvény (tenzor polinom) sajátvektorai megegyeznek a C ten-
zor sajátvektoraival.

A továbbiakban azt igazoljuk majd, hogy ez az állítás bármely izotróp
Φ(C ) tenzor-tenzor függvényre is érvényes [22, 12, 1].

A C tenzornak

C =

3∑
ℓ=1

λℓ nℓ ◦nℓ (7.77)

spektrális felbontása. Tételezzük fel, hogy

R = n1⊗n1−n1⊗n1−n1⊗n1 . (7.78a)

Ekkor könnyen ellenőrizhető, hogy

R ·n1 = n1 , R ·n2 =−n2 , R ·n3 =−n3 , (7.78b)

és hogy
R ·RT =R ·R = n1⊗n1+n2⊗n2+n3⊗n3 = I . (7.78c)

Ez az eredmény azt jelenti, hogy valódi ortogonális tenzor a (7.78a) képlettel
értelmezett R tenzor. Az is fennáll, hogy

R ·C ·RT = ↑
(7.78a), (7.77)

= (n1⊗n1−n1⊗n1−n1⊗n1) ·
( 3∑
ℓ=1

λℓ nℓ ◦nℓ
)

·(n1⊗n1−n1⊗n1−n1⊗n1) =

3∑
ℓ=1

λℓ nℓ ◦nℓ =C .

Legyen a Φ(C ) egy izotróp tenzor-tenzor függvény. Ha az előző egyenletet
is figyelembe vesszük, akkor kapjuk, hogy

R ·Φ(C ) ·RT =Φ(R ·C ·RT ) =Φ(C ) .

Szorozzuk meg a fenti egyenletet jobbról R-el, és az

R ·Φ(C ) =Φ(C ) ·R
eredményt pedig n1-el. Kapjuk, hogy

Φ(C ) · R ·n1︸ ︷︷ ︸
=n1

=Φ(C ) ·n1 =R ·Φ(C ) ·n1,

azaz hogy
R ·Φ(C ) ·n1 =Φ(C ) ·n1 .

Eszerint a képlet szerint az R tenzor a Φ(C ) ·n1 vektort önmagára képezi
le. Vegyük észre, hogy az n1 vektorral párhuzamos vektorok azok az egyedüli
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vektorok, amelyeket az R tenzor önmagukra képez le. Következőleg a Φ(C )·n1

vektor párhuzamos az n1 vektorral, ami egyben azt is jelenti, hogy az n1 vektor
egyben a Φ(C ) sajátvektora is. Az

R =−n1⊗n1+n1⊗n1−n1⊗n1 és R =−n1⊗n1−n1⊗n1+n1⊗n1

választások után követve az előző gondolatmenetet, azonnal adódik az a kö-
vetkeztetés, hogy az n2 és n3 vektor ugyancsak sajátvektora a Φ(C ) izotróp
tenzor-tenzor függvénynek. Mindez egyben azt is jelenti, hogy a Φ(C ) és a C
tenzorok koaxiálisak. Következésképp

Φ(C ) ·nℓ = µℓnℓ , µℓ = nℓ ·Φ(C ) ·nℓ , Σℓ| (7.79)

ahol µℓ a Φ(C ) tenzor egy sajátértéke. A Φ(C ) tenzor poláris felbontása pedig

Φ(C ) =

3∑
ℓ=1

µℓ nℓ⊗nℓ (7.80)

alakú. A további vizsgálatok azt kívánják kideríteni, hogy milyen a Φ(C ) függ-
vény matematikai alakja. Három különböző esetet veszünk sorra.

(a) Tételezzük fel, hogy különböznek egymástól a C tenzor sajátértékei :
λ1 ̸= λ2 ̸= λ3. Tételezzük fel továbbá, hogy

3∑
ℓ=1

µℓ nℓ⊗nℓ︸ ︷︷ ︸
Φ(C )

= βo

3∑
ℓ=1

nℓ⊗nℓ︸ ︷︷ ︸
I

+β1

3∑
ℓ=1

λℓ nℓ⊗nℓ︸ ︷︷ ︸
C

+β2

3∑
ℓ=1

(λℓ)
2 nℓ⊗nℓ︸ ︷︷ ︸

(C )2

,

(7.81)
ahol a βo, β1 és β2 egyelőre ismeretlen skalárok. Vegyük észre, hogy
a (7.81) egyenlet egyenértékű a következő három skalár egyenlettel :

µ1 = βo+β1λ1+β2(λ1)
2 ,

µ2 = βo+β1λ2+β2(λ2)
2 ,

µ3 = βo+β1λ3+β2(λ3)
2 .

(7.82)

A fenti egyenletek egy lineáris algebrai egyenletrendszert alkotnak a
βo, β1 and β2 ismeretlenekre nézve. Ennek az egyenletrendszernek zé-
rustól különböző a determinánsa:

d= (λ1−λ2)(λ2−λ3)(λ3−λ1) ̸= 0 .

Eszerint egy és csakis egy megoldás létezik a három skaláris ismeret-
lenre. Következésképp az adódik most már a (7.81) képletből, hogy a
Φ(C ) tenzor-tenzor függvény kvadratikus polinomja a C tenzornak,
ha az utóbbi tenzor sajátértékei különböznek egymástól :

Φ(C ) = βoI +β1C +β2(C )2. (7.83)

A (7.82) képlet szerint a µℓ sajátértékek a λ1, λ2 és λ3 sajátértékek
függvényei. Ez egyben azt is jelenti, hogy a βo, β1 és β3 együtthatók
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ugyancsak a λ1, λ2 és λ3 függvényei. Mivel a λℓ sajátértékek a CI , CII
és CIII skalárinvariánsok függvényei, adódik a következtetés, hogy

βo = βo(CI , CII , CIII) , β1 = β1(CI , CII , CIII) ,

β2 = β2(CI , CII , CIII) ,

ami azt jelenti, hogy a βo, β1 és β3 skalárok izotróp skalárok. Ennek
alapján vetve egybe a (7.83) és a (7.76) képleteket, nyilvánvaló, hogy
a (7.83) függvény valóban izotróp tenzor-tenzor függvény.

(b) Tételezzük fel, hogy a C tenzor két sajátértéke megegyezik egymással :
λ1 ̸= λ2 = λ3. Tételezzük fel továbbá, hogy

3∑
ℓ=1

µℓ nℓ ◦nℓ︸ ︷︷ ︸
Φ(C )

= βo

3∑
ℓ=1

nℓ ◦nℓ︸ ︷︷ ︸
I

+β1

3∑
ℓ=1

λℓ nℓ ◦nℓ︸ ︷︷ ︸
C

. (7.84)

Ez az egyenlet egyenértékű két egymástól független lineáris egyenlet-
tel, melyekben βo és β1 a két ismeretlen:

µ1 = βo+β1λ1 ,

µ2 = βo+β1λ2 .

Az egyenletrendszer determinánsa ismét nem zérus:

d= λ2−λ1 .

Vagyis egy és csakis egy megoldás létezik a βo és β1 ismeretlenekre.
Ha zérussal tesszük egyenlővé β2-őt a (7.83) képletben, akkor kapjuk,
hogy

Φ(C ) = βoI +β1C , (7.85)

ami lényegében azt jelenti a (7.83) és a (7.84) képletek egybevetése
alapján, hogy a (7.83) alatti előállítás továbbra is érvényes.

(c) Legyen egybeeső a C tenzor három sajátértéke: λ1 = λ2 = λ3. Felté-
telezzük, hogy

3∑
ℓ=1

µℓ nℓ ◦nℓ︸ ︷︷ ︸
Φ(C )

= βo

3∑
ℓ=1

nℓ ◦nℓ︸ ︷︷ ︸
I

. (7.86)

Következésképp
µℓ = βo ,

ami egyben azt is jelenti hogy a Φ(C ) izotróp tenzor-tenzor függvény
(7.83) alatti előállítása a

Φ(C ) = βoI (7.87)

alakra egyszerűsödik.



7.3. Gyakorlatok 103

Az a végső konklúzió, hogy a Φ(C ) izotróp tenzor-tenzor függvény meg-
adható a

Φ(C ) = βoI +β1C +β2C
2 (7.88)

alakban, ahol a β0, β1 és β2 együtthatók izotróp skalárok, melyek a CI , CII
és CIII . invariánsok függvényei.

Ez az összefüggés megegyezik a más úton levezetett (7.76) képlettel.
A jelen szakasz gondolatmenete jelentős mértékben az [1] könyvre támasz-

kodott.

Gyakorlatok

1. Ellenőrizze, hogy az (y1, y2, y3) kartéziuszi KR-ben tekintett Q1 és Q2

tenzorok ortogonálisak!

Q
1
=


2
3

2
3 − 1

3

2
3 − 1

3
2
3

− 1
3

2
3

2
3

 , Q
2
=


1
2

1
2

√
2
2

1
2

1
2 −

√
2
2

√
2
2 −

√
2
2 0

 .

Melyik tenzor forgató tenzor?
2. Igazolja, hogy az (y1, y2, y3) kartéziuszi KR origójához kötöttnek gon-

dolt Q tenzor forgató tenzor. Határozza meg a forgatás tengelyét és
szögét, ha

Q=


1
2 − 1√

2
− 1

2

1
2

1√
2

− 1
2

1√
2

0 1√
2


a tenzor mátrixa ebben a KR-ben.

3. Igazolja, hogy két ortogonális tenzor összege nem szükségképp ortogo-
nális tenzor.

4. Legyen P , Q és R ortogonális tenzor. Igazolja, hogy a P ·Q·R szorzat
ortogonális tenzor.

5. A P tenzort permutációs mátrixúnak nevezzük, ha
[
p ℓ
k

]
egy-egy so-

rában és oszlopában álló három elem közül kettő zérus, a harmadik
pedig egységnyi. Mutassa meg, hogy ez a tenzor ortogonális.

6. Legyen az a egységvektor. Igazolja, hogy az alábbi tenzor ortogonális :

Q= I−2a⊗a .

7. Legyen a Q ortogonális tenzor. Legyen továbbá n pozitív egész szám.
Mutassa meg, hogy Qn ortogonális tenzor.

8. Igazolja szimbolikus jelölésrendszerben, hogy a

Q.a=±a
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egyenletnek ±qa (qa a tenzor vektorinvariánsa) a megoldása az a vek-
torra nézve, ahol pozitív az előjel, ha det(Qkp) = 1, és negatív, ha
det(Qkp) =−1.

9. Legyenek valamely (x) görbevonalú KR egy P pontjában

g1 = i1 , g2 =
i2
2
, g3 = i3 ,

g1 = i1, g2 = 2i2 , g3 = i3

a kovariáns és kontravariáns bázisvektorok az (y) kartéziuszi KR bá-
zisvektoraival felírva – lásd a 4.2.a. ábrát. Ezek birtokában

[gmn] =

 1 0 0
0 1

4 0
0 0 1

 és
[
gkl

]
=

 1 0 0
0 4 0
0 0 1


a két metrikus tenzor, és

[
τ l
n

]
=
[
gn · il

]
=

 1 0 0
0 1

2 0
0 0 1

 és
[
t kl

]
=

 1 0 0
0 2 0
0 0 1


a két transzformációs tenzor. Határozza meg az F tenzor tenzor poláris
felbontásait :[

Fnq
]
=

 0 −0.8 −1.2
2 0 0
0 0.6 3.4

 , [F r
m ] =

 0 −3.2 −1.2
0.5 0 0
0 2.4 3.4

 .
(A teljesség kedvéért megadtuk a tenzor kontravariáns-kovariáns ko-

ordinátái mellett a kovariáns-kontravariáns koordinátákat is.)



8. FEJEZET

Tenzorok analízisének elemei

8.1. Deriválások görbevonalú KR-ben

8.1.1. Bázisvektorok analízise. Ha valamely, mondjuk az u vektort
parciálisan deriválni kell az xk koordináták szerint, akkor a bázisvektorokat is
deriválni kell. Az (y) kartéziuszi KR-ben érvényes

∂u

∂y l
=

∂

∂y l
(
u k ik

)
=
∂uk

∂y l
ik ,

∂ik
∂y l

= 0

képlet helyére görbevonalú KR-ben a

∂u

∂x l
=

∂

∂x l
(
u k gk

)
=
∂uk

∂x l
gk+u

k ∂gk
∂x l

, (8.1a)

vagy a
∂u

∂x l
=

∂

∂x l
(
u k g

k
)
=
∂uk
∂x l

gk+u k
∂gk

∂x l
(8.1b)

képletek lépnek, mivel a bázisvektorok is a hely függvényei. A (8.1a,b) képletek
világosan mutatják, hogy a bázisvektorok deriváltjainak fontos szerepe van a
vektorok és tenzorok görbevonalú KR-ben történő deriválásában.

Az (1.42) és (1.40) összefüggések felhasználásával könnyen belátható, hogy

∂gk
∂x ℓ

=
∂2r

∂x k∂x ℓ
=
∂gℓ
∂x k

=
∂2y p

∂x k∂x ℓ
ip =

∂2y p

∂x k∂x ℓ
∂x r

∂y p
gr . (8.2)

A továbbiakban megállapodunk abban, hogy a helykoordináták szerinti
parciális deriválást, összhangban az indexes jelölésmód szellemével, a

∂

∂xr
(. . .) = (. . .)∂r = (. . .), r;

∂

∂yp
(. . .) = (. . .)∂p = (. . .), p (8.3)

módon szedjük. Szavakban: az alulsó indexsorban írt vessző után álló és a ko-
ordinátát azonosító index is jelölheti a koordináta szerinti parciális deriváltat.
Ez a jelölés az illető mennyiség alulsó indexsorának legvégén kell, hogy legyen
elhelyezve.

A Γ r
kℓ másodfajú és Γkℓ,r elsőfajú Christoffel-szimbólumokat a

gk∂ℓ = gk , ℓ = Γ r
kℓ gr = Γkℓ , r g

r (8.4)

egyenlet értelmezi [6]. Hangsúlyozzuk, hogy ez esetben a vessző után álló r
index nem parciális deriváltat jelöl. Ha átszorzunk skalárisan a gq vektorral,
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akkor tekintettel a (8.2) összefüggésre is, a

gk , ℓ ·gq = Γ q
kℓ = y p , kℓ

∂x q

∂y p
(8.5)

képletet kapjuk Γ q
kℓ számítására. A (8.2) és (8.5) összefüggésekből egyaránt

következik, hogy a Γ q
kℓ és Γkℓ , r Christoffel-szimbólumok szimmetrikusak a kℓ

indexpár tekintetében:

Γ q
kℓ = Γ q

ℓ , Γkℓ , r = Γℓk , r . (8.6)

Később, a 8.1.2. szakaszban igazolni fogjuk, hogy a Christoffel-szimbólumok
nem tenzorok.

A (8.4) egyenlet gq-val történő skaláris szorzása után, ezúttal az első egyen-
lőségjeltől jobbra álló képletrészeket hasznosítva a

Γ q
kℓ = Γ q

ℓ , Γkℓ , r = Γℓk , r , (8.7)

azaz a
Γ q
kℓ = Γkℓ , r g

rq , (8.8)

egyenletet kapjuk, ami azt fejezi ki, hogy Γkℓ , r birtokában Γ q
kℓ az r index

felemelésével adódik. Ha a (8.4)-ben gr helyére gr = grsgs-t írunk, majd át-
szorzunk skalárisan gq-val, akkor a

Γ r
kl gr ·gq︸ ︷︷ ︸

grq

= Γkl , r g
rs gs ·gq︸ ︷︷ ︸

gsq

= Γkl , r g
rs gsq︸ ︷︷ ︸
δrq

,

azaz a
Γkℓ , q = Γ rkℓ grq (8.9)

eredmény adódik. Szavakban: Γkℓ , q a Γ rkℓ másodfajú Christoffel-szimbólum r
indexének lesüllyesztésével számítható.

A gr felsőindexes bázisvektorok xℓ szerinti parciális deriváltja ugyancsak
megadható a Christoffel-szimbólumok segítségével. Valóban, ha a δqk Kronecker-
szimbólumot parciálisan deriváljuk az xℓ szerint és felhasználjuk a (8.5) össze-
függést, akkor a

0 = δqk , ℓ = (gq ·g k) , ℓ = gq, ℓ ·g k+gq ·g k , ℓ︸ ︷︷ ︸
Γ q
kℓ

,

illetve a
gq, ℓ ·g k =−Γ q

kℓ

összefüggés adódik, ahonnan

gq, ℓ =−Γ q
kℓ g

k . (8.10)

A Christoffel-szimbólumok kiszámíthatóak a (8.5) és (8.9) képletek se-
gítségével, feltéve, hogy mind az x i = x i(y1, y2, y3) függvények, mind pedig
az y i = y i(x 1, x 2, x 3) inverz függvények ismertek. A Christoffel-szimbólumok
meghatározására azonban további lehetőségek is vannak.
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Deriváljuk a g rs metrikus tenzort x p szerint, és használjuk ki a (2.3a) és
(8.4) képleteket:

grs , p = (g r ·g s) , p = g r , p ·gs+g r ·g s , p = Γrp , s+Γsp , r . (8.11)

A (8.11) összefüggés alapján adódó

g rs , p = Γrp , s+Γsp , r ,

g ps , r = Γpr , s+Γsr , p ,

g pr , s = Γps , r+Γrs , p

egyenleteket 1/2-del szorozva és az első kettő összegéből az utolsót levonva a

Γpr , s =
1

2
(grs , p+gps , r−gpr , s) (8.12)

eredmény következik.
Ortogonális görbevonalú koordináta-rendszerekben gkℓ = 0, ha k ̸= ℓ. Ezt

és a (8.12) képletet kihasználva könnyen beláthatóak az alábbi összefüggések:

Γkℓ , s = 0 , ha k ̸= ℓ ̸= s ̸= k , (8.13a)

Γkℓ , k =
1

2
gkk,ℓ ha k ̸= ℓ , Σk| (8.13b)

Γkk , ℓ =−1

2
gkk,ℓ ha k ̸= ℓ , Σk| (8.13c)

Γkk , k =
1

2
gkk,k . Σk| (8.13d)

Itt a Σk| szimbólum azt jelenti, hogy nem érvényes az összegezési konvenció a
k index tekintetében.

További lehetőséget kínál a Christoffel-szimbólumok számítására a (8.8)
összefüggés alapján a g pm szimmetriája és a (8.11) képlet kihasználásával ír-
ható

Γmkm = Γkm , p g
pm =

1

2
(Γkm , p+Γkp ,m)︸ ︷︷ ︸

gmp , k

g pm =
1

2
gmp gmp , k

egyenlet, ha figyelembe vesszük az alábbiakat:
(1) A Gmq gqr = goδ

m
r egyenlet – itt Gmq a vonatkozó adjungált – gpr

szerinti parciális deriváltját képezve azt kapjuk, hogy
∂Gmq gqr
∂gpr︸ ︷︷ ︸
Gmqδpq

=
∂go
∂gpr

δmr︸ ︷︷ ︸
∂go

∂gmp

, hiszen
∂Gmq

∂gpr
= 0 és

∂gqr
∂gpr

= δpq .

Innen 1/go-val történő átszorzással az
1

go
Gmp = gmp =

1

go

∂go
∂gmp

összefüggés következik.
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(2) A (3.15a) szerint go = (γo)
2.

Az előzőek alapján

Γmkm =
1

2

1

go

∂go
∂gmp

∂gmp
∂xk

=
1

2

1

go

∂go
∂xk

=
1

γo

∂γo
∂xk

. (8.14)

8.1.2. Tenzorok-e a Christoffel-szimbólumok? Vizsgáljuk meg azt a
kérdést, vajon tenzorok-e a másodfajú Christoffel szimbólumok. A (ξ) görbevo-
nalú KR-ben a (8.5) összefüggés alapján – ezúttal mindenütt kiírva a parciális
deriváltakat és felhasználva a bázisvektorokkal kapcsolatos (4.21) transzfor-
mációs szabályt, valamint a bázisvektorok számításának (1.42) alatti képletét,
továbbá a láncszabályt,

′Γ k
p q =

∂ ′g p
∂ξq

· ′gk = ∂ ′gp
∂ξq

· ∂ξ
k

∂xm
gm

=
∂2r

∂ξ p ∂ξ q
· ∂ξ

k

∂xm
gm =

∂

∂x s

(
∂r

∂xn
∂xn

∂ξ p

)
∂x s

∂ξ q
· ∂ξ

k

∂xm
gm

a másodfajú Christoffel-szimbólum. A továbbiak során elvégezzük az xs szerin-
ti deriválást, és ismét alkalmazzuk a bázisvektorok (1.42) számítási képletét:

′Γ k
p q =

(
∂gn
∂x s

∂xn

∂ξ p
∂x s

∂ξ q
+gn

∂2xn

∂ξ p ∂ξ q

)
· ∂ξ

k

∂xm
gm

=
∂gn
∂x s

·gm ∂xn

∂ξ p
∂x s

∂ξ q
∂ξ k

∂xm
+

∂2xn

∂ξ p ∂ξ q
∂ξ k

∂xm
δn
m

= Γm
ns t p

n t q
s τ km+

∂2xn

∂ξ p ∂ξ q
∂ξ k

∂xn
.

Ez az eredmény már tükrözi, hogy a másodfajú Christoffel-szimbólumok nem
tenzorok. Ha ugyanis azok lennének, akkor – összhangban a kovariáns és kont-
ravariáns indexek transzformációs képleteivel – az aláhúzással kiemelt részek
egyenlőségének kellene fennállnia. A jobb oldalon lévő második összeadandó
jelenléte tehát annak a bizonyítéka, hogy nem tenzorok a másodfajú (követke-
zésképp az elsőfajú) Christoffel-szimbólumok.

8.2. Tenzormezők deriváltjai

8.2.1. A deriváltak értelmezése. Legyen az

u(t)

valamilyen tenzor (skalár, vektor, másodrendű tenzor etc.) skalár függvény,
amelynek a t skalár a paramétere (ez az idő vagy valamilyen más skalár pa-
raméter, pl. az s ívkoordináta lehet). Az u(t) függvény t helyen vett u̇(t)
deriváltját, ha az létezik, az

u̇(t) =
du

dt
= lim
α→0

1

α
[u(t+α)−u(t)] (8.15)
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összefüggés értelmezi. Mivel két ugyanolyan rangú tenzor különbsége az erede-
tiekkel azonos rangú tenzor, a skalár paraméter szerinti deriválás nem változ-
tatja meg a tenzor rangját. Az u(t) függvény sima, ha az u̇(t) derivált létezik
és folytonos a tenzor skalár függvény értelmezési tartományában.

Tegyük fel, hogy differenciálható az u(t) a t helyen. Ekkor a (8.15) szerint

lim
α→0

1

α
[u(t+α)−u(t)−αu̇(t)] = 0 ,

azaz
u(t+α) = u(t)+ u̇α+o(α) , (8.16)

ahol

lim
α→0

o(α)

α
= 0 ,

vagyis o(α) gyorsabban tart zérushoz, mint α. A (8.16) képlet azt fejezi ki,
hogy az

u(t+α)−u(t)

különbség linearizálható a t helyen.

r

O

+ r

 r QP

r

8.1. ábra. ∆r szemléltetése

Tekintsük most az A(r) tenzormezőt (az A(r) skalár, vektor, másodrendű
vagy magasabbrendű tenzor lehet a P pont környezetében). Az A(r) függvény
differenciálható az r helyen, ha az

A(r+∆r)−A(r)

különbség felírható az

A(r+∆r)−A(r) = DA(r)[∆r]+o(∆r) (8.17)

alakban, ahol DA(r) a derivált. Itt

DA(r)[∆r]

homogén lineáris függvénye a ∆r-nek, míg az o(∆r) tag gyorsabban tart zé-
rushoz, mint a ∆r. Maga a homogén lineáris tag a

DA(r)[∆r] = lim
α→0

1

α
[A(r+α∆r)−A(r)] =

d

dα
[A(r+α∆r)]|α=0 (8.18)

módon számítható.
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Példaként tekintsük a ϕ(r) = r · r skalárfüggvényt. A (8.18) összefüggés
alapján

Dϕ(r)[∆r] =
d

dα
[ϕ(r+α∆r)]|α=0 =

d

dα

(
r ·r+2αr ·∆r+α2∆r ·r

)∣∣
α=0

= (2r ·∆r+2α∆r ·r)|α=0 = 2r ·∆r

a ∆r-ben lineáris tag.
A (8.15) és (8.18) értelmezések KR-függetlenek.
A homogén lineáris tag (x) görbevonalú KR-ben történő számításához

feltételezzük, hogy
∆r=∆xK gK .

Mivel a K index rögzített, ezzel a választással (a) gK irányú a ∆r a P pont
környezetében, (b) és ezért úgy tekinthető, hogy az A(r) a t=xK skalár függ-
vénye, a másik két koordináta pedig rögzített. Következőleg

A(r+∆r) =A( xK︸︷︷︸
t

+∆xK︸ ︷︷ ︸
α

) ,

ami egyúttal azt jelenti, hogy a homogén lineáris tag a (8.16) részeként meg-
jelenő u̇α formula alapján számítható:

DA[∆r] =
∂A

∂xK︸ ︷︷ ︸
dA
dt

∣∣∣∣∣
α=∆xK=0

∆xK︸ ︷︷ ︸
α

=

(
A⊗ ∂

∂xK
gK

) ∣∣∣∣∣
∆xK=0

·∆xK gK︸ ︷︷ ︸
∆r

. (8.19)

Az utóbbi képlet alapján a

∇= gk
∂

∂xk
(8.20)

egyenlettel értelmezzük a nabla operátort. Vegyük észre, hogy

gk
∂

∂xk
= ′g ℓ

∂xk

∂ξ ℓ
∂

∂xk
= ′g ℓ

∂

∂ξ ℓ
,

ami azt jelenti, hogy valódi vektor a nabla operátor.

8.2.2. Gradiens, divergencia, rotáció. A nabla operátor felhasználá-
sával a (8.19) összefüggés koordináta iránytól független, azaz tetszőleges ∆r-re
érvényes módon a

DA[∆r] = (A⊗∇) ·∆r (8.21)

alakban írható fel, ahol

A⊗∇=⇒


φ∇ , ha az A skalár, ezt φ jelöli ,
v⊗∇ , ha az A vektor, ezt v jelöli ,
T ⊗∇ , ha az A tenzor, ezt T jelöli,

(8.22a)

az A jobb oldali gradiense.
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Az A bal oldali gradiensét, a fentiekhez hasonló módon az

∇⊗A=⇒


∇φ= φ∇ ,

∇⊗v ,

∇⊗T
(8.22b)

alakokkal értelmezzük.
A jobb oldali gradienssel

DA[∆r] = (A⊗∇) ·∆r . (8.23)

az A tenzor lineáris része a P pont környezetében.
Első vagy magasabbrendű tenzor esetén az

A ·∇=⇒


v ·∇ ,

T ·∇ ,

· · ·
és ∇·A=⇒


∇·v ,
∇·T ,
· · ·

(8.24)

képletek értelmezik a jobb oldali és bal oldali divergenciát.
Első, vagy magasabbrendű tenzor esetén az

A×∇=⇒


v×∇ ,

T ×∇ ,

· · ·
és ∇×A=⇒


∇×v ,

∇×T ,
· · ·

(8.25)

képletek értelmezik a tenzor jobb-, és baloldali rotációját.
Valamely tenzor gradiense, divergenciája, rotációja eggyel magasabb ren-

dű, eggyel alacsonyabb rendű, ugyanolyan rendű tenzor, mint az eredeti tenzor.

8.3. Kovariáns derivált

8.3.1. Vektormező gradiense és divergenciája görbevonalú KR-
ben. Tekintsük az u=u k gk vektormezőt. A bázisvektorok deriválásával kap-
csolatos (8.4) összefüggést kihasználva, majd alkalmasan nevezve át a néma
indexeket, írhatjuk, hogy

∂u

∂xℓ
= u , ℓ = u k , ℓ gk+u

kgk , ℓ = u k , ℓ gk+u
kΓ s

kℓ gs

=
[
u k , ℓ+u

sΓ k
sℓ

]
gk . (8.26)

Az utóbbi képlet alapján a

u k ; ℓ = u k , ℓ +u
sΓ k

sℓ (8.27)

másodrendű tenzort az uk kontravariáns vektor kovariáns deriváltjának nevez-
zük. Az u k ; ℓ kovariáns derivált az u vektor x ℓ szerinti parciális deriváltjának
gk irányú vektorkoordinátája.

A kovariáns deriváltat itt és a továbbiakban is pontosvessző után álló és a
deriválási változót azonosító alsó index jelöli.
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A bevezetett jelöléssel átírható a (8.27) összefüggés:
∂u

∂xℓ
= u , ℓ = u k ; ℓ gk . (8.28)

Ennek az egyenletnek az alapján adódik, hogy

u⊗∇= u⊗ ∂

∂xℓ
gℓ =

∂u

∂xℓ
⊗gℓ = u k ; ℓ gk⊗gℓ (8.29a)

a jobb oldali, és

∇⊗u= gℓ
∂

∂xℓ
⊗u= gℓ⊗ ∂u

∂xℓ
= u k ; ℓ g

ℓ⊗gk (8.29b)

a bal oldali gradiens.
Ha az u k gk alakban adott az u vektormező, akkor a (8.27)-re vezető gon-

dolatmenet ismétlésével és a felsőindexes bázisvektorok deriváltját adó (8.10)
képlet felhasználásával kapjuk a vektormező jobb oldali gradiensére az

u⊗∇= u k g
k⊗ ∂

∂xℓ
g ℓ =

(
∂

∂xℓ
u k g

k

)
⊗g ℓ (8.30)

=
[
u k , ℓ g

k+u k g
k
, ℓ

]
⊗g ℓ =

[
u k , ℓ g

k−u k Γ k
sℓ g

s
]
⊗g ℓ

= [u k , ℓ−u s Γ s
kℓ] g

k⊗g ℓ ,

vagy ami ugyanaz, az
u⊗∇= u k ; ℓ g

k⊗g ℓ (8.31)
képletet, ahol

u k ; ℓ = u k , ℓ−u s Γ s
kℓ (8.32)

az u k kovariáns vektor kovariáns deriváltja.
A (8.27) és (8.32) képletekből az is látszik, hogy egy vektor kontravariáns

és kovariáns koordinátáinak kovariáns deriváltjai nem azonosak. (Lásd még
a 8.3.2. alszakaszt.)

Az u vektor divergenciája az u és a ∇ skaláris szorzata. A (8.27), (8.29a),
valamint a (8.31) és (8.32) képletek felhasználásával kapjuk, hogy

u ·∇=∇·u= u k ; ℓ g k ·g ℓ = u k ; ℓ δk
ℓ = u k ; k = u k , k +u sΓ k

sk

= u k ; ℓ g
k ·g ℓ = u k ; ℓ g

kℓ = g kℓ (u k , ℓ−u k Γ s
kℓ) . (8.33)

8.3.2. Tenzor gradiense és divergenciája görbevonalú KR-ben.
Tekintsük a T = t kℓ g k⊗g ℓ másodrendű tenzort. A tenzor jobb oldali gradi-
ensének számítása a (8.26), (8.27)-re vezető lépésekkel történhet:

T ⊗∇=

[
∂

∂xm
(
t kℓ g k⊗g ℓ

) ]
⊗gm

=
[
t kℓ,m g k⊗g ℓ+ t

kℓgk ,m⊗g ℓ+ t
kℓgk⊗g ℓ ,m

]
⊗gm

=
[
t kℓ,m g k⊗g ℓ+ t

kℓΓ s
km g s⊗g ℓ+ t

kℓgk⊗Γ s
ℓm gs

]
⊗gm

=
[
t kℓ,m+Γ k

sm t
sℓ+Γ ℓ

sm t
ks
]
gk⊗gℓ⊗gm

= t kℓ;m gk⊗gℓ⊗gm , (8.34)
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ahol

t kℓ;m = t kℓ,m+Γ k
sm t

sℓ+Γ ℓ
sm t

ks (8.35)

a t kℓ másodrendű tenzor kovariáns deriváltja. A (8.35) vezető átalakítások
lépéseivel kapjuk, hogy a t kℓ, t kℓ vegyes indexes, valamint a t kℓ kovariáns
alaknak rendre

t kℓ ;m = t kℓ , m+Γ k
sm t

s
ℓ−Γ s

ℓm t
k
s ,

t k
ℓ
;m = t k

ℓ
, m−Γ s

km t s
ℓ+Γ ℓ

ms t k
s ,

t kℓ ;m = t kℓ ,m−Γ s
km t sℓ−Γ s

ℓm t ks

(8.36)

a kovariáns deriváltja.
A T tenzor jobb oldali divergenciája a (8.24)2, a (8.34), valamint a (8.35)

egybevetése alapján a

T ·∇= t kℓ;m gk⊗gℓ ·gm︸ ︷︷ ︸
δ ℓ

m

= t km;m gk , (8.37a)

illetve a bázisvektor elhagyásával és a kovariáns derivált részletezésével a

t km;m = t km,m+Γ k
sm t

sm+Γ m
sm t

ks (8.37b)

alakban írható fel.
Ha egyenesvonalúvá válik az eredetileg görbevonalú (x) KR, akkor állandó-

ak a g k, g l bázisvektorok, következésképp eltűnnek a Christoffel-szimbólumok.
A kovariáns deriválásokkal kapcsolatos (8.27), (8.32), (8.35) és (8.36) képletek
pedig a szokványos parciális deriválásokra egyszerűsödnek.

Legyen differenciálható a dklp gk⊗gl⊗gp harmadrendű tenzor. A (8.4),
(8.10) felhasználásával ismételve meg a (8.35) és (8.36) képletekre vezető gon-
dolatmenetet a(

d kℓp gk⊗gℓ⊗gp
)
⊗∇=

(
d kℓp gk⊗gℓ⊗gp ∂m

)
⊗gm

= d kℓp ;m gk⊗gℓ⊗gp⊗gm (8.38a)

eredmény adódik a tenzor jobb oldali gradiensére, ahol

d kℓp ;m = d kℓp ,m+Γ k
ms d

s
ℓp−Γ s

ℓm d
k
sp−Γ s

pm d
k
ℓs (8.38b)

a tenzor kovariáns deriváltja. Nem nehéz meggyőződni arról az eddigiek alap-
ján, hogy a d kℓp tenzornak pedig

d kℓp ;m = d kℓp ,m+Γ k
ms d

sℓ
p+Γ ℓ

ms d
ks
p−Γ s

pm d
kℓ
s (8.39)

a kovariáns deriváltja.
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8.3.3. A metrikus és epszilon tenzorok kovariáns deriváltjai. A
metrikus tenzorok kovariáns deriváltjai zérus értékűek:

g kℓ;m = 0 , δ kℓ ;m = 0 , g kℓ ;m = 0 . (8.40)

A fenti egyenletek közül csak az elsőt igazoljuk, mivel a másik két esetben
is hasonlóan kell eljárni. Első lépésben felírjuk a (8.35) alapján a kovariáns
deriváltat, majd helyettesítjük a metrikus tenzor (2.3b) alatti definícióját, és
elvégezzük a kovariáns derivált első tagja esetén, kihasználva a bázisvektorok
deriváltjaival kapcsolatos (8.10) összefüggést, a parciális deriválásokat:

g kℓ;m = g kℓ,m+Γ k
ms g

sℓ+Γ ℓ
ms g

ks

= g k,m ·g ℓ+g k ·g ℓ,m+Γ k
ms g

sℓ+Γ ℓ
ms g

ks

=−Γ k
ms g

s ·g ℓ−Γ ℓ
ms g

s ·g k+Γ k
ms g

sℓ+Γ ℓ
ms g

ks = 0 . (8.41)

Ugyancsak zérus értékűek az epszilon tenzorok

ε pqr;m = 0 , ε kℓ ;m = 0 (8.42)

kovariáns deriváltjai.
Az alábbiak csak a (8.42)1 összefüggést igazolják. Legyen az a = a pg

p és
b= b qg

q tetszőleges, de állandó vektor, melyre |a| ̸=0, |b| ̸=0 és c=a×b ̸=0.
Mivel állandó az a= a pg

p és b= b qg
q vektor, zérus a kovariáns deriváltjuk:

a p ;m = 0 , b q ;m = 0 .

Képezzük, kihasználva, hogy a szorzatderiválás szabálya a kovariáns deriváltak
esetén is érvényes, a két vektor cr=ε pqr a p b q vektoriális szorzatának kovariáns
deriváltját. Mivel állandó a c vektor, fenn kell állnia a

c r;m = (ε pqr a p b q) ; r

= ε pqr ;m a p b q+ε
pqr a p ;m︸ ︷︷ ︸

0

b q+ε
pqr a p b q ;m︸ ︷︷ ︸

0

= ε pqr ;m a p b q = 0

egyenletnek. Az aláhúzott tag csak akkor tűnik el tetszőleges a p és b q esetén,
ha

ε pqr ;m = 0 .

Ezt kellett igazolni.
A (8.40) és (8.42) összefüggések következménye, hogy nincs hatással a

kovariáns derivált értékére a képletekben megjelenő metrikus vagy epszilon
tenzor. Ha az A másodrendű tenzor, akkor fennáll például, hogy

(g kℓ a ℓs) ;m = g kℓ a ℓs ;m ,

(gmn a
m
s) ; r = gmn a

m
s ; r

(8.43a)

és
(ε pqr a rs) ;m = ε pqr a rs ;m ,

(ε kℓr a
r
s) ;n = ε kℓr a

r
s ;n

(8.43b)

stb., ahol a ℓs és a rs az A tenzor kovariáns, illetve kontravariáns-kovariáns
koordinátái.
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Vagy pl. a T tenzor jobb oldali divergenciája a (8.37b) összefüggés alapján
az alábbi módon is felírható:

t km;m = (t kpg
pm);m = t kp ;mg

pm . (8.43c)

8.3.4. Vektormező rotációja. A Laplace-operátor. Az u vektor jobb-
oldali u×∇ rotációjára a (8.30) és (8.31) felhasználásával az

u×∇= u k g
k× ∂

∂x ℓ
g ℓ

=

(
∂

∂x ℓ
u k g

k

)
︸ ︷︷ ︸

u k ; ℓ g k

×g ℓ = u k ; ℓ g
k×g ℓ = εkℓr u k ; ℓ g r . (8.44)

eredményt kapjuk.
A Laplace-operátort a (8.33) segítségével kapjuk meg, ha uk helyére ϕ , k-t

gondolunk, ahol ϕ egy skalármező:

△ϕ=∇·∇ϕ=

(
g ℓ

∂

∂x ℓ

)
·
(
g k

∂ϕ

∂x k

)
= g ℓ ·g k (ϕ , k) ; ℓ = g kℓ (ϕ , k) ; ℓ , (8.45a)

ahol
(ϕ , k) ; ℓ = ϕ , kℓ−Γ s

kℓ ϕ , s . (8.45b)

Ugyanígy mutatható meg, hogy a

△u k = g rsu k ; rs (8.46)

kifejezésben
g rs (· · · ) ; rs (8.47)

a Laplace-operátor, amely működtethető bármilyen tenzorra. Érdemes felhívni
a figyelmet a Laplace-operátor számításával kapcsolatos 6. Gyakorlatra is.

8.4. A Riemann–Christoffel-féle görbületi tenzor

8.4.1. A deriválások sorrendje. A Riemann–Christoffel-féle görbületi
tenzor fogalmának bevezetéséhez vizsgáljuk meg a kovariáns deriválások sor-
rendjében bekövetkező változások hatását. Legyen az am a hely függvényében
legalább kétszer differenciálható vektormező. Vizsgáljuk meg, miként számít-
ható a

Dmqp = am ; qp−am ; pq (8.48)

különbség, ha elvégezzük a kijelölt deriválásokat. A (8.36)3 deriválási szabály
alkalmazásával – am;q felel meg tkl-nek – a kisebbítendőre nézve az

am ; qp = (am ; q) ,p−Γ s
mp a s ; q−Γ s

qp am ; s



116 8. Tenzorok analízisének elemei

eredmény következik. Felcserélve a q és p indexek sorrendjét a kivonandót
kapjuk, mellyel azonnal számítható a különbség:

Dmqp = (am ; q) ,p−(am ; p) ,q−Γ s
mp a s ; q−Γ s

mq a s ; p

=
(
am, q−Γ s

mq a s
)
, p−

(
am, p−Γ s

mp a s
)
, q

−Γ s
mp

(
as , q−Γ r

sq a r
)
+Γ s

mq

(
as , p−Γ r

sp a r
)

=
{
∂qΓ

ℓ
mp−∂pΓ ℓ

mq+Γ ℓ
qsΓ

s
pm−Γ ℓ

psΓ
s
qm

}
a ℓ , (8.49)

ahol
R ℓ

mqp = ∂qΓ
ℓ
mp−∂pΓ ℓ

mq+Γ ℓ
qsΓ

s
pm−Γ ℓ

psΓ
s
qm (8.50)

az ún. Riemann–Christoffel-féle görbületi tenzor. Vegyük észre, hogy R ℓ
mqp

formailag egyszer kontravariáns, háromszor kovariáns negyedrendű tenzor. Vissza-
idézve azt, hogy a Christoffel-szimbólumok a metrikus tenzorból képezhetők –
v.ö. : (8.12) –, azonnal adódik a következtetés, hogy R ℓ

mqp független az a ℓ vek-
tormezőtől. Az is kiolvasható a (8.50) egyenletből, hogy csak akkor cserélhető
fel a kovariáns deriválások sorrendje, ha azonosan zérus a Riemann-Christoffel
tenzor.

Ha az a ℓ valódi vektor, akkor az am ; qp és am ; pq kovariáns deriváltak va-
lódi tenzorok. Mivel két valódi tenzor különbsége ugyancsak valódi tenzor,
a (8.50) bal oldala, következésképp a jobb oldal is valódi tenzor. Ha a (8.50)
jobboldala valódi tenzor – ne feledjük, hogy az a ℓ valódi vektor –, akkor az
R ℓ

mqp Riemann–Christoffel-tenzor ugyancsak valódi tenzor. Következőleg kö-
veti kontravariáns indexe, és kovariáns indexei tekintetében is az (5.3) alatti
szabályt. Fenn kell tehát állnia a

R ℓ
mqp =

′R z
u v w

∂x ℓ

∂y z
∂y u

∂xm
∂y v

∂x q
∂yw

∂x p
. (8.51)

egyenletnek. Mivel az (y) kartéziuszi KR-ben a bázisvektorok deriváltjai és eb-
ből adódóan a Christoffel-szimbólumok is azonosan zérusok, következik (8.50)-
ből, hogy ′R z

u v w = 0. Ez viszont a (8.51) szerint azt eredményezi, hogy

R ℓ
mqp = 0 . (8.52)

Szavakban: A Riemann–Christoffel-féle görbületi tenzor azonosan zérus a há-
romméretű euklideszi térben. A kovariáns deriválások sorrendje pedig felcserél-
hető.

8.4.2. A Riemann–Christoffel-tenzor tulajdonságai. Az alábbiak
a tenzor legfontosabb tulajdonságait veszik sorra. A tenzor alsóindexes alakja
indexsüllyesztéssel adódik a (8.50)-ből :

R ℓmqp = g ℓsR
s
mqp

=
(
Γ s
mp∂q

)
g sℓ−

(
Γ s
mq∂p

)
g sℓ+Γ s

mp Γ sq , ℓ−Γ s
mq Γ sp , ℓ . (8.53)
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Az R ℓmqp alkalmas alakra történő transzformálása érdekében a

R ℓmqp = g ℓsR
s
mqp

=
(
Γ s
mp∂q

)
g sℓ−

(
Γ s
mq∂p

)
g sℓ+Γ s

mp Γ sq , ℓ−Γ s
mq Γ sp , ℓ (8.54)

egyenletbe helyettesítjük a (2.3a) és (8.4) összefüggések felhasználásával adódó

(g sℓ), q = g s , q ·g ℓ+g s ·g ℓ , q = Γqs , ℓ+Γqℓ , s

képletet, és kifejezzük az eredményből a
(
Γ s
mp∂q

)
g sl tenzort:(

Γ s
mp ∂q

)
g sℓ = ∂q Γmp , ℓ−Γ s

mp (Γqs , ℓ+Γqℓ , s) . (8.55)

A (8.54) összefüggés, valamint a (8.55)-ből a q és p indexek felcserélésével
adódó képlet (8.52)-be történő helyettesítésével és alkalmas indexsüllyesztéssel
az

R ℓmqp = ∂q Γmp , ℓ−∂p Γmq , ℓ −Γ s
mp (Γsq , ℓ+Γℓq , s)

+Γ s
mq (Γsp , ℓ+Γℓp , s)+Γ s

mp Γ sq , ℓ−Γ s
mq Γ sp , ℓ

= ∂q Γmp , ℓ−∂p Γmq , ℓ+Γ s
mqΓℓp , s−Γ s

mpΓℓq , s .

eredményt kapjuk. Az utóbbi egyenlet jobb oldalának első két tagja átalakít-
ható a (8.12) képlet segítségével :

∂q Γpm , ℓ =
1

2

[
∂2gmℓ
∂x q∂x p

+
∂2g pℓ

∂x q∂xm
− ∂2g pm
∂x q∂x ℓ

]
,

∂p Γqm , ℓ =
1

2

[
∂2gmℓ
∂x p∂x q

+
∂2g qℓ

∂x p∂xm
− ∂2g qm
∂x p∂x ℓ

]
.

A kapott képletekkel

R ℓmqp =
1

2

[
∂2g ℓp

∂xm∂x q
+

∂2gmq
∂x ℓ∂x p

− ∂2g ℓq
∂xm∂x p

− ∂2gmp
∂x ℓ∂x q

]
+Γ s

mqΓℓp , s−Γ s
mpΓℓq , s

(8.56)

a Riemann–Christoffel-tenzor értéke.
Kiolvasható a (8.56) összefüggésből, hogy

R ℓmqp =−Rmℓqp , R ℓmqp =−R ℓmpq . (8.57)

Ez azt jelenti, hogy a Riemann–Christoffel-tenzor ferdeszimmetrikus az első és
második indexpárja tekintetében. Az indexpárok cseréje viszont nincs hatással
a tenzor értékére, azaz

R ℓmqp =R qpℓm . (8.58)
Ugyancsak a (8.56) közvetlen helyettesítésével ellenőrizhető, hogy

R ℓmqp+R ℓpqm+R ℓqmp = 0 . (8.59)

A tenzor összesen 81 eleme közül csak

R 1212 , R 1313 , R 2323 , R 1213 , R 2123 és R 3132

nem azonosan zérus és független.
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8.5. Görbe menti kovariáns derivált

8.5.1. A derivált értelmezése. Legyen

r= y k
[
x 1(t), x 2(t), x 3(t)

]
i k , t ∈ [t1, t2] t2 > t1 (8.60)

a szakaszonként sima L térgörbe egyenlete, ahol t a görbe paramétere. Tekin-
tettel arra, hogy ismertek az y k(x 1, x 2, x 3) függvények, azt is mondhatjuk,
hogy

x k = x k(t)

az L térgörbe egyenlete az (x) görbevonalú KR-ben.
A továbbiak az L térgörbe sima íveire vonatkoznak.
Legyen

v k =
dx k

dt
. (8.61)

Az r(t) vektor t szerinti deriváltja az L térgörbe érintője. Az (1.42) és
(8.61) összefüggések felhasználásával írható, hogy

dr

dt
=

dr

dx k
dx k

dt
= v k g k . (8.62)

Legyen az A=A(x 1, x 2, x 3) differenciálható tenzormező. Az általánosság
megszorítása nélkül feltételezhetjük, hogy az A tenzor q-adrendű (q ≥ 1) az
L térgörbén (és annak környezetében). Az A tenzormező t paraméter szerinti
deriváltja az L térgörbén, tekintettel a (8.61), (1.42) és (8.20) képletekre

dA

dt
=
∂A

∂x p
dx p

dt
=
∂A

∂x p
vp =

∂A

∂x r
δrp v

p =
∂A

∂x r
g r ·g p vp = (A⊗∇) ·v

alakú. Ha q=1, akkor vektor azA tenzor. Tegyük fel, hogy ez az eset forog fenn,
és gondoljunk ak g k-t az A helyére. A (8.61), (8.27) és (8.28) összefüggések
felhasználásával, az utóbbi képlet esetén ak-t gondolva az uk helyére, adódik,
hogy

da

dt
=

∂a

∂x p
dx p

dt
=

∂a

∂x p
vp =

[
∂

∂x p
(
ak g k

)]
vp

= g k
(
a k , p+Γ k

psa
s
)
vp = g k a

k
; p v

p . (8.63)

Ha q = 2, akkor másodrendű tenzor az A tenzor. Tételezzük fel, hogy
A = a kℓ g k⊗g ℓ. A (8.63) összefüggésre vezető gondolatmenet lépéseivel, ez-
úttal a (8.34) alapján írható

∂

∂x p
a kℓ g k⊗g ℓ =

(
a kℓ, p+Γ k

sp a
sℓ+Γ ℓ

sp a
ks
)
g k⊗g ℓ

képletet és a (8.35)-et használva fel, a
dA

dt
= vp

∂

∂x p
(
a kℓ g k⊗g ℓ

)
=
(
a kℓ, p+Γ k

sp a
sℓ+Γ ℓ

sp a
ks
)
vp g k⊗g ℓ = a kℓ; p v

p g k⊗g ℓ (8.64)

eredmény következik.
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Kiolvasható a (8.63) képletből, hogy a
da

dt
= a k ; p v

p g k (8.65)

paraméter szerinti görbe menti derivált

vp a k ; p =
(
a k , p+Γ k

ps a
s
)
vp

vektorkoordinátája abban különbözik a formailag vektornak vehető

da k

dt
=
∂a k

∂x p
dx p

dt
= a k , p v

p (8.66)

deriválttól, hogy az utóbbi deriváltban nincs figyelembe véve, hogy L térgörbe
mentén nemcsak az a k, hanem a g k bázisvektor is változik.

Bevezetjük, felhasználva a (8.5.1) és (8.66) képleteket is az értelmezéshez,
a t paraméter szerinti abszolút vagy belső derivált fogalmát, melyet vektormező
esetén a

δa k

δt
=

da k

dt
+vp Γ k

psa
s (8.67)

egyenlet értelmez.
Vegyük észre, hogy a fenti definíció akkor is használható, ha az a k vektor-

mező csak az L térgörbén ismert. Ha azA tenzormező nemcsak az L térgörbén,
hanem az L térgörbe környezetében is adott és differenciálható – ez a (8.63)
és a (8.64) levezetése során hallgatólagos feltevés volt –, akkor a deriválható
az x p szerint, és így a (8.67) jobb oldala a (8.66) és (8.63) egybevetése alapján
átalakítható:

δa k

δt
= vp

(
a k , p+Γ k

psa
s
)
= vp a k ; p . (8.68)

Másként fogalmazva, ha a differenciálható A tenzormező ismeretes az L tér-
görbe környezetében is, akkor a δ(· · · )/δt operátor a

δ

δt
(· · · ) = v p(· · · ) ; p (8.69)

egyenlettel értelmezhető.
Ha az A másodrendű tenzor csak az L térgörbén van értelmezve, akkor

a (8.67) definíciónak a (8.64) összefüggésből adódóan a

δa kℓ

δt
=

da kℓ

dt
+vp Γ k

ps a
sℓ+vp Γ ℓ

ps a
ks (8.70)

egyenlet az analogonja.
Könnyen belátható, hogy a (8.69) alatti értelmezés nemcsak vektormezőre,

hanem bármilyen rendű tenzormezőre is érvényes, feltéve, hogy a tenzor nem-
csak az L térgörbén, hanem annak környezetében is ismert. Ha zérusrendű a
tenzor, azaz skalárról van szó, akkor

δ

δt
=

d

dt
.
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Nem nehéz belátni, hogy a tenzorok abszolút deriváltjaira érvényes a szorzat-
deriválás szabálya. A g kℓ, δ kℓ , g kℓ metrikus, valamint az ε pqr és ε kℓr epszilon
tenzorok abszolút deriváltjai zérus értékűek.

8.5.2. A térgörbe geometriájának elemei. A dr ívelemvektor

ds2 = (dr)2 = dr ·dr (8.71)

négyzete egyben az elemi ívhossz négyzete is. A (4.17)2, valamint a (2.3a)
összefüggések felhasználásával a fenti képletből az

ds2 = g kℓ dx
k dx ℓ = g kℓ

dx k

dt

dx ℓ

dt
dt 2 (8.72)

eredmény következik. Eszerint az L térgörbe L hossza integrálással adódik:

L=

∫ t2

t1

√
g kℓ

dx k

dt

dx ℓ

dt
dt=

∫ t2

t1

√
g kℓ v k v ℓ dt . (8.73)

Ha a t helyett az s ívkoordinátát tekintjük az L térgörbe paraméterének és
s(t1) = 0, továbbá s > 0, ha t > t1, akkor

L= s , ha t > t1 .

A továbbiakban feltételezzük, hogy az s ívkoordináta az L térgörbe paramé-
tere. A λ érintőirányú egységvektor tekintettel az (1.42) összefüggésre a

λ=
dr

ds
=

dr

dx k
dx k

ds
=

dx k

ds
g k (8.74)

alakban írható, ahol

λk =
dx k

ds
(8.75)

az érintőirányú egységvektor kontravariáns koordinátája. Mivel a λk egység-
vektor, nyilvánvaló, hogy

λ ·λ= λkg k ·λℓg ℓ = g kℓ λ
kλℓ = g kℓ

dx k

ds

dx ℓ

ds
= 1 . (8.76)

Vegyük észre, hogy az utóbbi egyenlet a (8.72) képletből is következik, ha dt
helyére ds-t írunk.

Ami az abszolút deriváltakkal kapcsolatos (8.67) és (8.70) összefüggéseket
illeti, a (8.61) és (8.75) egybevetése után, ds-t írva a dt helyére a

δa k

δs
=

da k

ds
+vp Γ k

pma
m ,

δa kℓ

δs
=

da kℓ

ds
+vp Γ k

pm a
ml+vp Γ ℓ

pm a
km

(8.77)

képletek adódnak. Ha azA tenzor az L térgörbe környezetében is ismert, akkor
a (8.69) alapján adódó

δ

δs
(· · · ) = λ p(· · · ) ; p (8.78)

deriválási szabály is alkalmazható.
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Ha az nk vektor merőleges a λℓ érintő egységvektorra, akkor eltűnik a két
vektor skaláris szorzata:

n ·λ= g kℓ n
kλℓ = 0 . (8.79)

Az n vektort a görbe normálisának nevezzük. Ilyen végtelen sok van a görbére
merőleges síkban.

A (8.76) egyenletben álló kvadratikus tag értéke állandó és egy. Követke-
zésképp zérus értékű az abszolút deriváltja:

1

2

δ

δs

(
g kℓ λ

kλℓ
)
= g kℓ

δλℓ

δs
λk = 0 . (8.80)

A (8.79) és (8.80) képletek egybevetése szerint a δλℓ/δs vektor az L térgörbe
egyik normálisa. A δλℓ/δs normálissal párhuzamos egységvektort µℓ-el jelöljük
és a

κµℓ =
δλℓ

δs
,

g kℓ µ
kµℓ =1 , κ≥ 0

(8.81)

egyenletekkel értelmezzük. A képletekben álló κ az L térgörbe görbülete. Ez
pozitív vagy zérus. A µℓ egységvektor pedig az L térgörbe ún. főnormálisa.



P





simuló sík

k

k

k

8.2. ábra. Érintő, normális, binormális

A térgörbe adott pontjában a λ érintő és µ főnormális által kifeszített sík
a görbe simulósíkja.

A κ görbület reciproka az L térgörbe R görbületi sugara:

R=
1

κ
, R > 0 . (8.82)

Ha a µk és λℓ merőlegességét kifejező

g kℓ µ
kλℓ = 0 (8.83)
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szorzat abszolút deriváltját képezzük, majd az eredménybe helyettesítjük a

g kℓ µ
kµℓ = 1 és g kℓ λ

kλℓ = 1

egyenleteket, akkor a

δ

δs

(
g kℓ µ

kλℓ
)
= g kℓ

(δµk
δs

λℓ+µk
δλℓ

δs

)
= g kℓ

δµk

δs
λℓ+κ g kℓ µ

kµℓ︸ ︷︷ ︸
g kℓ λkλℓ

= g kℓλ
ℓ
(
κλk+

δµk

δs

)
︸ ︷︷ ︸

bk

= 0 (8.84)

képletet kapjuk. Legyen

bk = κλk+
δµk

δs
. (8.85)

A (8.84) egyenlet szerint bk és λℓ merőleges egymásra:

g kℓ b
k λℓ = 0 . (8.86)

Vegyük észre, hogy a (8.79) képletre vezető gondolatmenet a g kℓµk µℓ =1
szorzatra is alkalmazható. Következésképp fennáll a

g kℓ µ
k δµ

ℓ

δs
= 0 (8.87)

egyenlet. Ez azt jelenti, hogy merőlegesek egymásra a µk és δµℓ/δs vektorok.
A (8.83) és (8.87) képletek felhasználásával azonnal adódik, hogy a bℓ

vektor a µk főnormálisra is merőleges. A (8.85) segítségével valóban írható,
hogy

g kℓ µ
kbℓ = g kℓ µ

k

(
κλℓ+

δµℓ

δs

)
= κ g kℓ µ

kλℓ︸ ︷︷ ︸
0

+g kℓ µ
k δµ

ℓ

δs︸ ︷︷ ︸
0

= 0 .

A bℓ vektorral párhuzamos ν egységvektort, mivel mind a λ érintő egység-
vektorra, mind pedig a µ főnormális egységvektorra merőleges, binormálisnak
nevezzük, és a

νℓ = ϵℓpq λpµq (8.88)

egyenlettel értelmezzük. Ez az egyenlet azt fejezi ki, hogy a λp, µq és νℓ vek-
torok jobbsodratú triádot alkotnak, hiszen a (8.88) értelmező egyenlet felhasz-
nálásával adódik, hogy

νℓν
ℓ = ϵℓpq λpµqνℓ = 1 . (8.89)

A λ érintő, a µ főnormális és a ν = λ×µ binormális alkotta triádot kísérő
triédernek vagy Frenet-triédernek szokás nevezni.

A (8.88) és a (8.85) egybevetéséből a

δµℓ

δs
= τν ℓ−κλℓ , (8.90)
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vagy átrendezve a
δµℓ

δs
= τν ℓ−κλℓ (8.91)

eredményt kapjuk, ahol a τ ⋛ 0 az L térgörbe torziója az adott pontban.
További hasznos összefüggés vezethető le, ha a (8.88) egyenlet abszolút

deriváltját képezzük, majd helyettesítjük a (8.81) és (8.91) képleteket, és ki-
használjuk, hogy zérus a párhuzamos vektorok vektoriális szorzata:

δν ℓ

δs
= εℓpq

δλp
δs

µq+ε
ℓpq λp

δµq
δs

= κ εℓpq µpµq+ε
ℓpq λp (τνq−κλq) =−τεℓqp νqλp .

Ha figyelembe vesszük, hogy jobbsodratú triádot alkotnak a νq, λp és µq vek-
torok, akkor a εlqp νqλp vektorszorzatra a µl érték adódik. Ezzel

δν ℓ

δs
=−τµℓ . (8.92)

A (8.81), (8.91) és (8.92) képletek az ún. Frenet-formulák. Frenet 1847. évi dok-
tori disszertációja tartalmazza a fenti képleteket skaláris megfogalmazásban,
folyóiratban 1852-ben publikálta ezeket az eredményeket [19].

Gyakorlatok

1. Tegyük fel, hogy uk valódi vektor. Igazolja, hogy ekkor valódi másod-
rendű tenzor az u k ; ℓ kovariáns derivált.

2. Tegyük ismét fel, hogy uk valódi vektor. Mutassa meg, hogy ekkor
valódi skalár az u k ; k divergencia.

3. Igazolja, hogy zérus értékűek a δ kℓ ;m és g kℓ ;m kovariáns deriváltak.
4. Igazolja a (8.41) egyenlet kapcsán részletezett lépésekkel, hogy ε pqr;m=

= 0.
5. Mutassa meg, kétféleképpen is, hogy ε kℓr ;m = 0.
6. Igazolja, hogy ortogonális görbevonalú koordináta-rendszerekben

∆= g11
∂2

∂x1∂x1
+g22

∂2

∂x2∂x2
+g33

∂2

∂x3∂x3

−g11Γ ℓ
11

∂

∂xℓ
−g22Γ ℓ

22

∂

∂xℓ
−g33Γ ℓ

33

∂

∂xℓ

a Laplace-operátor alakja.
7. Vezesse le a henger KR-ben tekintett u vektor és a σ másodrendű

tenzor koordinátái és fizikai koordinátái közt fennálló összefüggéseket.
8. Egy szilárd test pillanatnyi konfigurációjában

σ kℓ; ℓ+f
k = 0

az egyensúlyi egyenlet tetszőleges görbevonalú KR-ben. A képletben
σ kℓ= σ ℓk a Cauchy-féle feszültségi tenzor és fk a térfogati teher. Írja
fel az egyensúlyi egyenletet HKR-ben fizikai koordinátákkal.
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9. Igazolja, hogy egyenes az r(s) térgörbe, ha tetszőleges s-re zérus a
görbülete, azaz ha κ(s)≡ 0.

10. Igazolja, hogy síkgörbe az r(s) térgörbe, ha tetszőleges s-re zérus a
torziója, azaz ha τ(s)≡ 0.

11. Az y3 tengelyű csavarvonalnak

r=R cosφ i1+R sinφ i2+mφi3 , m ̸= 0 (8.93)

az egyenlete, amelyben R>0 állandó, és φ a polárszög. Határozza meg
a kísérő triédert alkotó λ, µ és ν vektorokat!



9. FEJEZET

A felületek differenciálgeometriájának alapjai

9.1. A felület geometriája

9.1.1. Görbevonalú KR a felületen és a felület környezetében. Az
(y1, y2, y3) kartéziuszi KR-ben egy felület egyenlete kétparaméteres függvény.
Az általánosság megszorítása nélkül feltételezhetjük, hogy a vizsgált sima S
felület egy (x1, x2, x3) görbevonalú KR x3 = 0 koordinátafelülete; az x1, x2
görbevonalú koordináták pedig a felület paraméterei. Az x1, x2 koordináták
kétdimenziós görbevonalú KR-t, más, gyakori elnevezés szerint felületi KR-t
alkotnak az S felületen.

)

a1 g1=

a 3 g3=a3=

a2 g2=

g1

g2

g3

P

x 1

x 3

x 2

P

x 1,x 2,x 3r(

y 1

y 2

y 3

x 1

O

x 2

)x 1,x 2,0r(=r

= g 3

9.1. ábra. Felületre épített KR

Az x3 koordinátavonalak, feltevés szerint, a felületre merőleges egyenesek,
az x3 koordináta pedig az S felülettől mért előjeles távolság. Az így felépí-
tett (x1, x2, x3) görbevonalú KR-t felületre épített térbeli görbevonalú KR-
nek, vagy a rövidség kedvéért, követve az eddigi szóhasználatot egyszerűen
(x1, x2, x3) térbeli görbevonalú KR-nek nevezzük.
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Az (x1, x2, x3 ̸= 0) koordinátájú P̄ térpontban értelmezett mennyiségeket
felülvonással jelöljük, és indexeiket kék színnel szedjük. Az S felületen értel-
mezett mennyiségek esetén nem alkalmazunk megkülönböztető jelölést. Az ún.
áthelyező tenzorok esetén (ezek ui. a P̄ , illetve P ponthoz tartozó kétpontten-
zorok) az segíti majd az olvasót a megkülönböztetésben, hogy a P̄ ponthoz
tartozó index kék.

Leolvasható a 9.1. ábráról, hogy az S felület tetszőleges P pontjának pedig
r= r(x1, x2) a helyvektora. Legyen az a3 az S felület normális egységvektora
a P pontban:

a3 ·a3 = 1 . (9.1)

A P̄ pont helyvektora, tekintettel az x3 koordináta fenti értelmezésére

r̄(x1, x2, x3) = r(x1, x2)+x3a3(x
1, x2) (9.2)

alakú.
Az r(x1, x2) helyvektor ismeretében a P̄ pontbeli kovariáns bázisvektorok

az (1.42) képlet alapján deriválásokkal kaphatók meg:

ḡα =r̄, α = r, α+x
3a3, α ,

ḡ3 =r̄,3 = a3 .
(9.3)

Vegyük észre, hogy a (9.1) és (9.3)1 képletekből adódóan

ḡ3 · ḡ3 = a3 ·a3 = 1 , (9.4)

ahonnan xα szerinti deriválással

ḡ3, α · ḡ3 = a3, α ·a3 = 0 (9.5a)

adódik. Ez egyben azt is jelenti, hogy a

ḡ3, α = a3, α (9.5b)

vektor merőleges a ḡ3 bázisvektorra. Ha emellett azt is figyelembe vesszük,
hogy r, α ·a3 = 0 (r, α a felület érintősíkjában fekszik, a3 a normális), akkor
kapjuk, hogy

ḡ3α = ḡα3 = ḡ3 · ḡα = ḡ3 ·(r, α+x3a3, α) = a3 ·(r, α+x3a3, α) = 0 . (9.6)

A (9.4) és (9.6) képletekből azonnal következik, hogy

[ḡkl] = [ḡk · ḡl] =

 ḡ11 ḡ12 0
ḡ21 ḡ22 0
0 0 1

 (9.7)

a kovariáns metrikus tenzor szerkezete a P̄ pontban.
A ḡk kontravariáns bázisvektorok az (1.27a), (1.29)1 és (3.15a) képletek

alapján számíthatók. Ha az epszilon tenzor egyik indexe 3, akkor a másik két
index csak az 1, 2 értékeket veheti fel, ezért kapjuk, hogy

ḡα× ḡβ =
√
ḡo eαβ3ḡ

3 = ε̄αβ3ḡ
3 . (9.8a)
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(A permutációs szimbólum és a Kronecker-delta értékkészlete KR-független,
ezért esetükben nem alkalmazzuk a felülvonást). Innen

ḡ1× ḡ2 =
√
ḡo e123ḡ

3 , (9.8b)

amelyben a vektorszorzat nyilvánvalóan merőleges az S felületre. Következés-
képp

ḡ3 =
1√
ḡo

ḡ1× ḡ2 = λa3 . (9.9)

Itt a λ egyelőre ismeretlen paraméter. Ugyanakkor, tekintettel a (9.3)2, (9.9)
és (9.1) összefüggésekre

1 = δ 3
3 = ḡ3 · ḡ3 = λa3 ·a3 ,

ahonnan λ= 1, következésképp

ḡ3 = ḡ3 = a3 = a3 . (9.10)

A ḡ1 és ḡ2 bázisvektorok a (9.9)-re vezető gondolatmenet ismétlésével és
a (9.10) felhasználásával adódnak:

ḡα× ḡ3 = ε̄α3βḡ
β , (9.11)

ḡ1 =
1√
ḡo

ḡ2× ḡ3 =
1√
ḡo

ḡ2×a3 , ḡ2 =
1√
ḡo

ḡ3× ḡ1 =
1

√
go

a3× ḡ1 . (9.12)

Az utóbbi egyenletből, tekintettel a (9.10)-re, azonnal következik, hogy a ḡ1

és ḡ2 merőleges a ḡ3 = a3 vektorra – a3 a felület normális egységvektora – és
így

ḡ33 = ḡ3 · ḡ3 = a3 ·a3 = 1 ,

ḡ3α = ḡα3 = ḡ3 · ḡα = 0 .
(9.13)

Ez az eredmény azt jelenti, hogy a kontravariáns metrikus tenzor szerkezete
ugyanolyan, mint a kovariáns metrikus tenzoré:

[ḡkℓ] = [ḡk · ḡℓ] =

 ḡ11 ḡ11 0
ḡ21 ḡ22 0
0 0 1

 . (9.14)

A (9.14) összefüggés abból is következik, hogy ḡ kℓ inverze ḡ kℓ-nek.
Az (1.27b), (1.29)2 és (3.15b) összefüggések felhasználásával azonnal adó-

dik, hogy a (9.8a) egyenletnek a

ḡα× ḡβ =
√
ḡo eαβ3ḡ3 = ε̄ αβ3ḡ3 (9.15)

képlet, a (9.11)-nek pedig a

ḡα× ḡ3 = ε̄α3βḡβ (9.16)

képlet az analogonja. A (9.16)-ból, megismételve a (9.12)-re vezető gondolat-
menetet,

ḡ1 =
1√
ḡo

ḡ2× ḡ3 =
1√
go

ḡ2×a3 , ḡ2 =
1√
ḡo

ḡ3× ḡ1 =
1√
go

a3× ḡ1 (9.17)

következik.
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A felület P pontjában az x3 = 0 helyettesítéssel képezhetők a bázisvek-
torok és metrikus tenzorok. A kovariáns bázisvektorok és a metrikus tenzor
a (9.3)2, . . . ,(9.7) képletek felhasználásával a

gα = ḡα(x
γ ,0) = aα = r, α ,

g3 = ḡ3(x
γ ,0) = a3 ,

(9.18)

g33 = ḡ33(x
γ ,0) = a33 = 1 ,

gα3 = g3α = ḡ3α(x
γ ,0) = aα3 = a3α , (9.19)

gαβ = ḡαβ(x
γ ,0) = aαβ

alakban írhatók fel, ahol az aα vektorokat és az aαβ tenzort rendre a (9.18)1
és (9.19)3 összefüggések értelmezik.

Az aα vektorok az (x1, x2) felületi görbevonalú KR kovariáns bázisvekto-
rai, aαβ pedig a vonatkozó metrikus tenzor.

A P pontbeli kontravariáns bázisvektorok és metrikus tenzor lokalizálás,
illetve a (9.12), (9.10), (9.13), (9.14) képletek segítségével kaphatók meg:

g1 = ḡ1(xγ ,0) = a1 =
1

√
go

g2×g3 =
1

√
ao

a2×a3 ,

g2 = ḡ2(xγ ,0) = a2 =
1

√
go

g3×g1 =
1

√
ao

a3×a1 , (9.20)

g3 = ḡ3(xγ ,0) = a3 = a3 ,

g33 = ḡ33(xγ ,0) = a33 = 1 ,

gα3 = g3α = ḡ3α(xγ ,0) = aα3 = a3α , (9.21)

gαβ = ḡαβ(xγ ,0) = aαβ .

Itt
ao = go = ḡo(x

γ ,0) . (9.22)

A kontravariáns bázisvektorok a (2.10)2 szerint, kihasználva a (9.18)2-t és
a (9.21)1-et, indexemeléssel is számíthatók:

a3 = g3 = g3ℓgℓ = a33a3 = a3 ,

aα = gα = gαℓgℓ = gαλgλ = aαλaλ .
(9.23)

Az aα vektorok az (x1, x2) felületi görbevonalú KR kontravariáns bázis-
vektorai, aαβ pedig a vonatkozó kontravariáns metrikus tenzor.

Az aαβ és az aβγ felületi metrikus tenzorok kielégítik a (2.11) egyenlet
analogonját:

aαβa
βγ = δ γ

α . (9.24)

A felületi epszilon tenzort, felhasználva az (1.30a,b), (3.15a,b) és (9.18)
összefüggéseket, valamint a permutációs szimbólum 1.2.3. szakaszban adott
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értelmezését az

εαβ = εαβ3 = ε̄αβ3(x
γ ,0) =

√
ao eαβ3 ,

εαβ = εαβ3 = ε̄αβ3(xγ ,0) =
1

√
ao
eαβ3

(9.25)

egyenletek definiálják, ahol

ao = ḡo = go(xγ ,0) . (9.26)

Mivel

εαβ = εαβ3 , εαβ = εαβ3 , (9.27)

fennállnak az

ε11 = ε22 = ε11 = ε22 = 0 ,

ε12/
√
ao = ε12

√
ao = 1 , ε21/

√
ao = ε21

√
ao =−1

(9.28)

egyenletek.
Az

ελµε
αβ = δ α

λ δ β
µ − δ β

λ δ α
µ ,

εβλε
αλ = δ α

β , εαβε
αβ = 2

(9.29)

összefüggések az (1.31), (1.32a,b) képletek felületi analogonjai. Könnyen be-
látható a (9.29)1 összefüggés felhasználásával, hogy a felületen tekintett b ρ

π

másodrendű tenzor1 determinánsa a

|b ρ
π |= 1

2
εαβελµb

λ
α b µ

β (9.30)

módon számítható.
A felületi koordináta-rendszer bázisvektorait illetően, tekintettel a (9.8a),

(9.15), (9.11), (9.16) egyenletekre, valamint a felületi epszilon tenzor (9.25)
alatti értelmezésére, az

aα×aβ = εαβ3a
3 = εαβa

3 ,

aα×aβ = εαβ3a3 = εαβa3 ,
(9.31)

aα×a3 = εα3βa
β = εβαa

3 ,

aα×a3 = εα3βaβ = εβαa3
(9.32)

összefüggések állnak fenn.

1A b ρ
π tenzor az ún. görbületi tenzor, melyet csak később a (9.45)2 összefüggéssel

értelmezünk.
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9.1.2. Christoffel-szimbólumok. A ḡkℓ metrikus tenzor szerkezetéből
– v.ö. : (9.7) – következik, hogy

ḡ3m,p = 0 . (9.33)

A (9.33) képlet kihasználásával a (8.10), (8.4), illetve (8.12) összefüggések-
ből az alábbi egyenletek adódnak a Christoffel-szimbólumok számítására:

Γ̄33,p = Γ̄3π,3 = Γ̄π3,3 = 0 , (9.34)

Γ̄αβ,3 = ḡα,β · ḡ3 =−1

2
ḡαβ,3 = h̄αβ(x

1, x2, x3) ,

Γ̄3α,β = ḡ3,α · ḡβ =
1

2
ḡαβ,3 =−h̄αβ(x1, x2, x3) ,

Γ̄κλ,µ =
1

2
(ḡλµ,κ+ ḡκµ,λ− ḡκλ,µ) .

(9.35)

A h̄αβ mennyiséget a (9.35)1 egyenlet értelmezi.
Az elvben tizennyolc különböző elsőfajú Christoffel-szimbólum közül az az

öt, melynek indexei között a hármas legalább kétszer fordul elő – v.ö. : (9.34) –
azonosan zérus. A másodfajú Christoffel-szimbólumok a (8.5) képlet bal oldala
segítségével határozhatók meg. A számítások során vegyük figyelembe, hogy
a (9.5a) és (9.34) egybevetése alapján

ḡ3,α · ḡ3 = 0 , (9.36)

és hogy
ḡ3,3 = a3,3 = 0 , (9.37)

hiszen a ḡ3=a3 vektor független az x3-tól. Nem részletezve az egyszerű átala-
kításokat, a

Γ̄ p33 = Γ̄ 3
3π = Γ̄ 3

π3 = 0 , (9.38)
Γ̄ 3
αβ = ḡα,β · ḡ3 =−ḡ3

,α · ḡβ ,
Γ̄µ3α = ḡ3,α · ḡµ =−ḡ3

,α · ḡ3 ,

Γ̄µαβ = ḡα,β · ḡµ
(9.39)

eredmény adódik, ahol a (9.39)1,2 esetén megfelelő indexcserékkel helyettesí-
tettük a (8.11)-et is.

A másodfajú Christoffel-szimbólumok indexemeléssel is előállíthatók, ha
az elsőfajú Christoffel-szimbólumok ismertek. Valóban, a (8.8) képletbe helyet-
tesítve a (9.34)-et és kihasználva, hogy a gkℓ speciális szerkezetű – v.ö. :(9.13)
– azonnal megkapjuk (9.38)-at. Ugyanilyen módon, a (9.35) felhasználásával,
és az eredmény (9.39)-el történő egybevetésével ellenőrizhető, hogy

Γ̄ 3
αβ = Γ̄αβ,3ḡ

33 = h̄αβ = ḡα,β · ḡ3 ,

Γ̄µ3α = Γ̄3α,β ḡ
βµ =−h̄αβ ḡβµ =−h̄ µ

α = ḡ3,α · ḡµ , (9.40)

Γ̄µαβ = Γ̄αβ,ρḡ
ρµ = ḡα,β · ḡµ .

Hasonlóan az elsőfajú Christoffel-szimbólumokhoz, azok a másodfajú Christoffel-
szimbólumok, melyek indexei között a hármas szám kétszer fordul elő zérus
értékűek.
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A
ḡα3 = ḡα · ḡ3 = 0

kifejezés xβ szerinti deriválásával a

ḡα,β · ḡ3+ ḡα · ḡ3,β = 0

eredmény következik, ahonnan a (9.10) és a ḡα = ḡαµḡ
µ képlet helyettesítése

után, tekintettel a (9.40)1-re, és a (9.40)2-re, a

Γ̄3
αβ+ ḡαµΓ̄

µ
3β = h̄αβ− h̄ µ

β ḡµα = 0 (9.41)

összefüggést kapjuk.
A Christoffel-szimbólumok felületen vett értékei lokalizálással kaphatók

meg a (9.34), (9.35), (9.38) és (9.40) képletekből:

Elsőfajú Christoffel-szimbólumok:

Γ33,p = Γ3π,3 = Γπ3,3 = 0 , (9.42)

Γαβ,3 = − 1

2
ḡαβ,3|x3=0 = gα,β ·g3 = aα,β ·a3 = h̄αβ(x

γ ,0) = bαβ ,

Γ3α,β =
1

2
ḡαβ,3|x3=0 = g3,α ·gβ = a3,α ·aβ =−h̄αβ(xγ ,0) =−bαβ ,

Γκλ,µ =
1

2
(gλµ,κ+gκµ,λ−gκλ,µ) =

1

2
(aλµ,κ+aκµ,λ−aκλ,µ) .

(9.43)

Másodfajú Christoffel-szimbólumok:

Γ p33 = Γ 3
3π = Γ 3

π3 = 0 , (9.44)

Γ 3
αβ=h̄αβ(x

γ ,0)=bαβ=gα,β ·g3=−g3
,α ·gβ=aα,β ·a3=−a3,α ·aβ ,

Γµ3α=− h̄ µ
α (xγ ,0)=−b µ

α =g3,α ·gµ=gµ,α ·g3=a3,α ·aµ=aµ,α ·a3 ,
Γµαβ = Γ̄αβ,ρ(x

γ ,0)ḡρµ(xγ ,0) = Γαβ,ρg
ρµ = gα,β ·gµ = aα,β ·aµ .

(9.45)

Az S felület bαβ görbületi tenzorát a (9.43)1 vagy a (9.43)2 egyenlet ér-
telmezi 2. A bµα a görbületi tenzor vegyes indexes alakja. Vegyük észre, hogy
bαβ szimmetrikus az α és β indexekre nézve. A 9.1.3. szakaszban megmutatjuk
majd, hogy valódi felületi tenzor az S felületen értelmezett görbületi tenzor.

A (9.45)2 képletből következik, hogy

Γ ν3αgν =−bναgν = g3,α = a3,α . (9.46)

A (9.46), (9.3) és a (9.18) egybevetése alapján

ḡα = gα+x
3Γ ν3αgν = (δ ν

α −x3b ν
α )gν = (δ ν

α −x3b ν
α )aν . (9.47)

Legyen
µ ν
α = δ ν

α −x3b ν
α . (9.48a)

2A görbületi szó mint jelző geometriai hátterét a 9.2.2. alszakaszban tekintjük át.
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Ennek az összefüggésnek a felhasználásával a (9.47) átírható a

ḡα = µ ν
α gν = g ν

α aν (9.48b)

alakba. A fenti képlet a P pontbeli gν = aν bázisvektorokat, azaz az (x1, x2)
felületi KR bázisvektorait transzformálja a P̄ pontbeli ḡα bázisvektorokká.
Ezek az x3 = állandó felületen tekintett bázisvektorok.

Vegyük észre, hogy a µ ν
α tenzor ν indexe az x3 = 0 koordinátafelülethez

tartozó, vagy ami ugyanez, az (x1, x2) felületi KR-ben tekintett tenzorindex.

9.1.3. Felületi tenzorok. Legyenek ξ1 és ξ2 új görbevonalú koordináták
az S felületen:

ξα = ξα(x1, x2) . (9.49a)
Legyen továbbá

ξ3 = x3 . (9.49b)
Fel fogjuk tételezni, hogy kölcsönösen egyértelmű a (9.49a) függvénykapcsolat,
azaz

Jξ,x =

∣∣∣∣∂ξα∂xβ

∣∣∣∣ ̸= 0 . (9.50)

A (ξ1, ξ2, ξ3) és (x1, x2, x3) felületre épített görbevonalú KR-eket a 9.2.
ábra szemlélteti.

Ha valamely

d′ mnr
pq = d̄′ mnr

pq(ξ
γ ,0) és d jkluv = d̄jkℓuv(x

γ ,0)

tenzorok

d′ πρ3
ν3(ξ

γ) = d̄′ πρ3
ν3(ξ

γ ,0) és dαβ3σ3(x
γ) = d̄αβ3σ3(x

γ ,0)

részei (altenzorai) követik a koordináta-transzformáció során, összhangban az (5.3)
képlettel, a

dαβ3σ3(x
γ) = d′ πρ3

ν3(ξ
γ)
∂xα

∂ξπ
∂xβ

∂ξρ
∂ξν

∂xσ
, (9.51a)

vagy ami ugyanaz, a fenti szabály megfordítását jelentő

d′ πρ3
ν3(ξ

γ) = dαβ3σ3(x
γ)
∂ξπ

∂xα
∂ξρ

∂xβ
∂xσ

∂ξν
(9.51b)

transzformációs törvényt, akkor a vonatkozó

d′ πρ3
ν3(ξ

γ) és dαβ3σ3(x
γ)

altenzorok ugyanazon felületi tenzorok. Másként fogalmazva a fenti altenzorok
valódi felületi tenzorok.

A felületen értelmezett mennyiségekre fordítva továbbiakban a figyelmet
úgy is fogalmazhatunk (9.51a,b) alapján, hogy

h′ πρ
σ(ξ

γ) és hαβν(x
γ)

ugyanaz a kétszer kontravariáns, egyszer kovariáns felületi tenzor, ha a

hαβν(x
γ) = h′ πρ

σ(ξ
γ)
∂xα

∂ξπ
∂xβ

∂ξρ
∂ξσ

∂xν
, (9.52a)
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vagy ami ezzel ekvivalens, ha a

h′ πρ
σ(ξ

γ) = hαβν(x
γ)
∂ξπ

∂xα
∂ξρ

∂xβ
∂xν

∂ξσ
(9.52b)

egyenletek teljesülnek.
Kimutatható, hogy a

gαβ = aαβ és gαβ = aαβ

metrikus tenzorok, együtt a δ β
α , δβα Kronecker-szimbólummal a felületi KR

egységtenzorai. A (9.25) képletekkel értelmezett felületi epszilon tenzorok
ugyancsak valódi másodrendű tenzorok.

a1 g1=

a 3=a 3=

a2 g2=

P

x 3

y 1

y 2

y 3

x 1

O

x 2

)x
1
,x2 0r(=r

=a3

P

a1 g1=' '

2 g2=''a,

a 3g 3 == g 3'

'a3'

 3=

2

 1

'

9.2. ábra. KR-ek a felületen

Az alábbiakban megmutatjuk, hogy a bαβ görbületi tenzor is valódi másod-
rendű felületi tenzor. Az átalakítások során szükség lesz a (ξ1, ξ2) és (x1, x2)
felületi görbevonalú KR-ek bázisvektorai között fennálló transzformációs kép-
letekre. Szem előtt tartva, hogy a (9.3) és (9.18) képletek csak annyiban vál-
toznak a (ξ1, ξ2, ξ3) KR-ben, hogy ξ-t kell írni x helyére, továbbá kihasználva,
hogy

ξ′ 3 = x3 = 0

az S felületen, írhatjuk, hogy

g′ β =
∂r

∂ξβ
=

∂r

∂xκ
∂xκ

∂ξβ
=
∂xκ

∂ξβ
ḡκ . (9.53)
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Következik a (ξ1, ξ2, ξ3) KR értelmezéséből – v.ö. : 9.2. ábra, illetve lásd a (9.10)
egyenletet –, hogy

g′ 3 = g′ 3 = a3 . (9.54)
A (9.43) összefüggés alapján, kihasználva a (9.54)-et is, kapjuk, hogy

b′ αβ =

(
∂

∂ξα
g′ β

)
· g′ 3 =

(
∂

∂ξα
g′ β

)
·g3

a görbületi tenzor a (ξ1, ξ2) felületi KR-ben. A (9.53) transzformációs képlet
helyettesítése és a szorzatderiválás szabályának alkalmazása után innen a

b′ αβ = b′ βα =

[
∂

∂ξα

(
∂xκ

∂ξβ
gκ

)]
·g3 =

∂xκ

∂ξβ

(
∂

∂ξα
gκ

)
· g3+

∂2xκ

∂ξα
∂ξβ gκ ·g3

eredmény következik. Utóbbi képlet tovább alakítható, ha
– figyelembe vesszük, hogy a gκ vektor merőleges a g3 vektorra, és
– kihasználjuk, hogy

∂

∂ξα
=

∂

∂xσ
∂xσ

∂ξα
,

továbbá, ha
– a (9.43) egyenlet alapján felismerjük, hogy megjelenik a képletben a

bκσ :

b′ βα =
∂xκ

∂ξβ
∂xσ

∂ξα

(
∂

∂xσ
gκ

)
·g3 =

∂xκ

∂ξβ
∂xσ

∂ξα
bκσ .

Összevetve ezt az összefüggést a (9.52b) transzformációs képlettel azonnal adó-
dik a következtetés, hogy a bαβ görbületi tenzor valódi felületi tenzor.

Mivel valódi tenzorok lineáris kombinációja is valódi tenzor, a (9.48a) kép-
lettel értelmezett µ ν

α tenzor is valódi tenzor.

9.2. A felület belső geometriája

9.2.1. Meusnier tétele. Az S felületen vett ívelem vektornak nincs g3

irányú összetevője:
dr= gαdx

α = aαdx
α. (9.55)

A

ds2 = dr ·dr= gαdx
α ·gβdxβ = gαβdx

αdxβ

= g11dx
1dx1+2g12dx

1dx2+g22dx
2dx2

(9.56)

ívelem négyzet az S felület első alapformája. A Gauss által bevezetett klasszi-
kus

g11 = a11 =A , g12 = a12 =B , g22 = a22 = C

jelölésekkel a fenti egyenlet a

dr ·dr=Adx1dx1+2Bdx1dx2+Cdx2dx2

alakba írható át.
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A (9.43)2 képletből következik, hogy

g 3,α =−bαβgβ , (9.57a)

azaz hogy
dg3 = g 3,αdx

α =−bαβgβdxα . (9.57b)

A (9.55) és (9.57b) egyenletek skaláris szorzatát képezve az S felület második
alapformájához jutunk:

dg3 ·dr=−bαβgβdxα ·gγdxγ =−bαβδβγdxαdxγ =−bαβdxαdxβ

= −b11dx1dx1−2b12dx
1dx2−b22dx2dx2 .

(9.58)

A Gauss által bevezetett

b11 =D , b12 =D′ , a22 =D′′

jelölésekkel
dg3 ·dr=Ddx1dx1+2D′dx1dx2+D′′dx2dx2

a második alapforma alakja.
A 9.3. ábra olyan felületi görbéket szemléltet, ezeket rendre ho és h jelöli,

melyeknek a P pontban közös érintőjük van. Vegyük észre, hogy a ho görbe

P

x 33a

No

N

S



 o



h
ho

Ro

 Rocos 

9.3. ábra. Összefüggés görbületek között
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az S felület egy normálmetszete, mivel a ho görbét kimetsző No síknak a P
pontbeli felületi normális, az x3 koordinátavonal az egyik tartóegyenese. A h
görbe úgy származtatható például, hogy az No síkot elforgatjuk a ho görbe P
pontbeli érintője körül, és az elforgatott sík, ezt N jelöli, valamint az S felület
metszésvonalát tekintjük.

A következőkben azt a kérdést vizsgáljuk, hogy van-e valamilyen kapcsolat
a ho és h görbék P pontbeli görbületei között.

Legyen xα = xα(s) a h görbe egyenlete, ahol s az ívkoordináta. A h görbe
érintője a

λ= λkgk =
dr

ds
=

∂r

∂xα
dxα

ds
=

dxα

ds
gα

képletből számítható, azaz

λα =
dxα

ds
, λ3 = 0 . (9.59)

A λ3 koordináta (összetevő) eltűnése azt a nyilvánvaló geometriai tényt fejezi
ki, hogy a λ érintő egységvektor az S felület érintősíkjában fekszik, és így nincs
a felület normálisával párhuzamos összetevője.

A h görbe görbülete a (8.81) képlet alapján számítható:
δλ

δs
= κµ , κ≥ 0 ,

ahol κ a görbület, a µ normális pedig a görbe simulósíkjában, ez most az N
sík, fekszik. A (8.78) és (8.27) képletek felhasználásával, az utóbbi esetben λk–t
gondolva uk helyére, a fenti egyenlet átalakítható:

κµ=
δλk

δs
gk = λpλk;p gk = λp

[
λk,p+Γ kprλ

r
]
gk

= λπ
[
λκ,π+Γκπrλ

r
]
gκ+λ

π
[
λ3,π+Γ 3

πrλ
r
]
g3 .

A következő lépésben használjuk ki a (9.59)2 és a (9.45)1 összefüggéseket:

κµ= λπ
[
λκ,π+Γκπrλ

r
]
gκ+bπρλ

πλρg3 . (9.60)

A (9.60)-ra vezető gondolatmenet a ho görbe esetére is érvényes. Az ered-
ményt illetően figyelembe kell venni, hogy a µo vektornak nincs az S felület
érintősíkjában fekvő összetevője. Következésképp

κo µo = bπρλ
πλρḡ3 . (9.61)

A (9.61) (9.60)-ba történő helyettesítésével a

κµ= λp
[
λχ,p+Γχprλ

r
]
gχ+κo µo

képlet adódik. Végigszorozva ezt az egyenletet µo-val a

κ cosϑ= κo = állandó (9.62)

eredményt kapjuk. Szavakban: mindazon felületi görbékre nézve, melyeknek
közös az érintőjük a P pontban, a κ cosϑ mennyiség invariáns, azaz állandó
értékű. Ez Meusnier tétele [21], aki a tételt még 1776-ban fedezte fel, de csak
1785-ben publikálta.
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A h és ho görbék

κ=
1
∗
R
, κo =

1

Ro

egyenletekkel értelmezett görbületi sugarait felhasználva (9.62)-ből az

∗
R=Ro cosϑ (9.63)

összefüggés következik. Az utóbbi képlet szerint
∗
R egy Ro átfogójú derékszögű

háromszög ϑ szög melletti befogója.
Az S felület P pontbeli g3=a3 normálisára mint tartóegyenesre illeszkedő

No, N ′
o síksor a ho, ho′ görbéket metszi ki az S felületből. A ho, ho′, stb. nor-

málmetszetekhez tartozó κ(n) előjeles görbületet a (9.61)egyenlet a3-mal való
skaláris átszorzásával kapott

κ(n) = bπρλ
πλρ (9.64)

egyenlet értelmezi, ahol λ a normálmetszetet meghatározó egységvektor (an-
nak érintő vektora), továbbá

– a κ(n) = κo, ha µo · ḡ3 = µo ·a3 > 0,

és

– a κ(n) =−κo, ha µo · ḡ3 = µo ·a3 < 0 .

A 9.4. ábrán vázolt esetben µo ·a3 < 0 .

9.2.2. Görbületi tenzor. A (9.64) képlet szerint a normál metszet κ(n)
előjeles görbülete, vagy ami ugyanaz, az S felület görbülete a normál metszet-
ben, a P pontbeli érintő egységvektor és a görbületi tenzor kétszeres skaláris
szorzata. Ez az a körülmény, ami miatt a bαβ tenzort görbületi tenzornak ne-
vezik.

Az S felület R(n) előjeles görbületi sugarát a felület ho normál metszetében
az

1/R(n) =−κ(n) =−bπρλπλρ (9.65)

egyenlet értelmezi. A negatív előjelnek az a magyarázata, hogy az S felület
ho normál metszetében akkor tekintjük [pozitívnak] {negatívnak} a görbületi
sugarat, ha a felület g3=a3 normálisa a görbületi [középponttól el]{középpont
felé} mutat.

Az S felület P pontjában a κ(n) előjeles görbület folytonosan változik,
ahogy az No síkot forgatjuk a felület normálisa körül (kivéve, ha az S fe-
lület gömb vagy sík a P pont környezetében). Úgy is fogalmazhatunk, hogy
az előjeles görbület folytonosan változik, amikor az érintő egységvektor forog
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x 3
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9.4. ábra. A felület normálisa körül forgatott síkok és a felület metszetei

a P pontra illesztett érintősíkban. Felmerül tehát a kérdés, hogy melyik az a
λπ irány, amelyre nézve szélsőértéke van a normálgörbületnek a

ḡπρλ
πλρ = aπρλ

πλρ = 1 (9.66)

mellékfeltétel fennállása esetén. A kérdés megválaszolása, amint az kitűnik
majd a következő gondolatmenetből, a görbületi tenzor sajátérték-feladatára
vezet. Ezt azért részletezzük a 6.2.4. szakasz eredményeire történő részletes
hivatkozás helyett, mivel (a) a görbületi tenzor mindössze kétméretű tenzor,
(b) a gondolatmenet variációs megfontoláson alapul, (c) a gondolatmenet meg-
adása önmagában teszi olvashatóvá a jelen fejezetet.

Legyen a χ egyelőre határozatlan Lagrange-féle multiplikátor. A felvetett
geometriai probléma az

F (λρ, χ) = bαβλ
αλβ−χ(aαβλαλβ−1) (9.67)

funkcionál szélsőértékének meghatározásával ekvivalens. A

∂F

∂λα
= (bαβ−χaαβ)λβ = (b β

α −χδ β
α )λβ = 0 (9.68)



9.2. A felület belső geometriája 139

szélsőérték feltétel homogén lineáris ER a λβ számítására. Triviálistól külön-
böző megoldás feltétele – ilyen megoldás a (9.66) mellékfeltétel miatt kell, hogy
létezzen – a (9.68) ER determinánsának eltűnése:∣∣∣∣ b 1

1 −χ b 2
1

b 1
2 b 2

2 −χ

∣∣∣∣= 0 . (9.69)

Legyen

BI = b σ
σ és BII = |b ρ

π |= 1

2
εαβεµνb

µ
α b ν

β . (9.70)

A (9.69) determináns kifejtésével a

χ2−2Hχ+K = 0 ,

H =BI/2 , K =BII
(9.71)

másodfokú egyenlet adódik a χ Lagrange-féle multiplikátor számítására. A
χ multiplikátor a (9.68) egyenlet λα-val történő végigszorzásával és a (9.66)
mellékfeltétel kihasználásával kapott

bαβλ
αλβ−χaαβλαλβ = bαβλ

αλβ−χ= b β
α λαλβ−χ= 0 (9.72)

egyenlet szerint, tekintettel a (9.64)-re, χ a keresett normálmetszetbeli görbü-
let.

A (9.71)1 egyenlet χ(1) és χ(2) gyökei a főgörbületek. A gyökök és együtt-
hatók közötti összefüggések szerint

χ(1)+χ(2) = 2H , χ(1)χ(2) =K , (9.73)

ahol H a középgörbület, míg K az ún. Gauss-féle görbület, a két főgörbület
szorzata.

Ha a (9.71)1 egyenlet gyökei különböznek egymástól, akkor csak egy meg-
oldása van a vizsgált geometriai problémának.

A vonatkozó λ1 és λ2 vektorok a bαβ görbületi tenzor főirányait, vagy
ami ugyanaz, a felület egymásra kölcsönösen merőleges főmetszeteit jelölik ki.
Valóban, ha a χ(1) és χ(2) (9.68)-ba történő helyettesítésével kapott

bαβ λ
(1)

β = χ(1)aαβ λ
(1)

β ,

bαβ λ
(2)

β = χ(2)aαβ λ
(2)

β
(9.74)

egyenleteket rendre végigszorozzuk

λ
(2)

α és λ
(1)

α-val,

majd pedig a két egyenlet különbségét képezzük – kihasználva eközben, hogy
a görbületi és metrikus tenzorok egyaránt szimmetrikusak –, akkor a

(χ(1)−χ(2))aαβ λ
(1)

α λ
(2)

β = (χ(1)−χ(2)) λ
(1)

α λ
(2)
α = 0 (9.75)

eredményre jutunk, ami világosan mutatja, hogy a főirányok kölcsönösen me-
rőlegesek egymásra.
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Könnyen igazolható, ismét kihasználva a görbületi és metrikus tenzorok
szimmetriáját, hogy a (9.71)1 egyenlet gyökei valósak.

A (9.65) egyenletből adódik, hogy

R(1) =− 1

χ(1)
és R(2) =− 1

χ(2)
(9.76)

a főgörbületi sugarak.
A (9.68) egyenlet alapján könnyen belátható, hogy a főgörbületi sugarak

a ∣∣δ β
α +R(n)b

β
α

∣∣= 0 (9.77)
egyenlet megoldásai.

A főirányokat mindenütt érintő felületi görbéket görbületi vonalaknak szo-
kás nevezni.

Sík és gömbfelületen bármilyen felületi görbe görbületi vonal.
Legyenek a χ(1) és χ(2) gyökök egymástól különbözőek. Legyen továbbá

ξ1, ξ2 a görbületi vonalak által alkotott felületi KR. Ebben a KR-ben

λ1 = λ
(1)

′ 1 a′ 1 és λ2 = λ
(2)

′ 2 a′ 2 , (9.78)

ahol az a′ 1 és a′ 2 vektorok előjelét úgy szokás megválasztani, hogy együtt az
a′ 3 = a3 vektorral jobbsodratú KR-t alkossanak. A görbületi vonalak ortogo-
nalitása miatt

a′ 12 = a′ 21 = 0 . (9.79)
A (9.68) egyenlet alapján írható(

b′ αβ−χ(1) a
′
αβ

)
λ
(1)

′ β = 0

összefüggést végigszorozva λ
(2)

′ α-val, kihasználva továbbá a (9.78) és (9.79)

összefüggéseket, a fenti képletből a

b′ 12 = b′ 21 = 0 (9.80)

eredmény adódik, mivel a görbületi tenzor szimmetrikus.
A (9.79) és (9.80) együttes fennállása esetén a

ξ1 = állandó és ξ2 = állandó

koordinátavonalak görbületi vonalak.
Tekintettel a (9.24) és (9.79) képletekre, a görbületi vonalak KR-ében

δ′ 2
1 = a′ 11 a

′ 12+ a′ 12 a
′ 22 = a′ 11 a

′ 12 = 0 ,

ahonnan
a′ 12 = a′ 21 = 0 , (9.81)

hiszen szimmetrikus a felületi metrikus tenzor. Ami a görbületi tenzor vegyes
indexes alakját illeti, a (9.80) és (9.81) felhasználásával adódik, hogy

b′ 2
1 = b′ 11 a

′ 12+ b′ 12 a
′ 22 = 0 . (9.82a)
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Hasonlóan mutatható ki, hogy

b′ 1
2 = 0 . (9.82b)

A (9.72), (9.78), (9.82a,b) képletek kihasználásával kapjuk, hogy

χ(1) = b′ β
α λ

(1)

′ α λ
(1)

′
β = b′ 1

1 λ
(1)

′ 1 λ
(1)

′
1+ b′ 2

2 λ
(1)

′ 2 λ
(1)

′
2 = b′ 1

1 . (9.83a)

Ugyanígy mutatható ki, hogy

χ(2) = b′ 2
2 . (9.83b)

A (9.82a,b), (9.83a,b) és (9.65) egybevetéséből :

[
b′ β
α

]
=

[
b′ 1
1 0
0 b′ 2

2

]
=

[
χ(1) 0
0 χ(2)

]
=

[
−1/R(1) 0

0 −1/R(2)

]
(9.84)

a görbületi tenzor vegyes indexes alakjának szerkezete a görbületi vonalak KR-
ében.

Ha

K = χ(1)χ(2) =
1

R(1)

1

R(2)
= |b ρ

π |> 0 , (9.85)

azaz ha pozitív a Gauss-féle görbület, akkor a P̄ pontban azonos a főgörbületek,
illetve a görbületi sugarak előjele (mindkét főgörbület negatív vagy pozitív,
illetve mindkét görbületi sugár pozitív vagy negatív).

A
K = 0

esetben – egymástól eltérő főgörbületeket tételezve fel – az egyik főgörbület
zérus. A vonatkozó főgörbületi sugár pedig végtelen. A másik főgörbület mind
pozitív, mind pedig negatív előjelű lehet.

A
K < 0

esetben a főgörbületek, illetve a főgörbületi sugarak különböző előjelűek.
A fentiekből következik, hogy a zérus görbületű irányokat megadó

κ= bαβλ
αλβ = b β

α λαλβ = 0 (9.86)

egyenletnek az irányt kijelölő λα vektorra vonatkozóan

valósak és különbözőek
valósak és egybeesnek
konjugált komplexek

 a gyökei, ha

 K < 0 ,
K = 0 ,
K > 0 .

Másként fogalmazva a P pontban és a P elemi környezetében a felület λα zérus
főgörbületi iránya által kijelölt {normálmetszetei}[normálmetszete]

{ két egyenest alkotnak,
[ egy egyenes, ha K < 0 .

K = 0 .
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1

 2

x 3

3a

P

R(1)

R(2)

1

P

P

R (1) 3a

 2

3a

R(1)

1

R(2)

 2

9.5. ábra. Elliptikus, parabolikus és hiperbolikus pontok a felületen
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AK>0 esetben a P pont környezetében minden normálmetszetben azonos
előjelű és zérustól különböző a görbület, és így nem létezik egyenes vonalú
normálmetszet.

A (9.86)-ból adódó irányokat aszimptotikus irányoknak szokás nevezni.
Ismeretes a geometriából, hogy az ellipszoid görbületei azonos előjelűek.

Egy parabola esetén a parabola tengelyére és a parabola síkjára merőlegesen
történő eltolásával generált hengerfelület alkotói mentén zérus a görbület. A
hiperbolikus paraboloid, ez az ún. nyeregfelület, melynek görbületei pedig kü-
lönbözőek lehetnek előjelükben.

A fentiek alapján azt mondjuk, hogy a felület

P pontja
elliptikus
parabolikus
hiperbolikus

 pont, ha

K > 0 (nincs aszimptotikus irány).
K = 0 (egy aszimptotikus irány).
K < 0 (két aszimptotikus irány).

A 9.5. ábra az S felület egy-egy elliptikus, parabolikus és hiperbolikus pontját
szemlélteti.

9.3. Kovariáns deriválás a felületen

9.3.1. Felület menti és felületi kovariáns derivált. Legyen az
ū = ū(x1, x2, x3) vektormező az S felületre épített térbeli görbevonalú KR-
ben értelmezett vektormező. Az ū vektormező S felületen történő változását
az xα felületi változók szerint vett derivált tükrözi.

A kontravariáns koordinátákkal (összetevőkkel) felírt

u= ū(xγ ,0) = uκgκ+u
3g3 = uκaκ+u

3a3 (9.87)

felbontásból kiindulva, a (8.27) összefüggésre vonatkozó gondolatmenet megis-
métlésével, továbbá a (9.42), (9.43) képletek felhasználásával az u vektormező
xα szerinti parciális deriváltjának számítására az

ū(xγ ,0)∂α = u, α = uκ|αaκ+u
3
|αa3 (9.88)

összefüggést kapjuk, ahol

uκ|α = uκ;α = uκ, α+Γκαπu
π+Γκα3u

3 = uκ, α+Γκαπu
π−b κ

α u3 (9.89)

és
u3|α = u3;α = u3, α+Γ 3

αβu
β = u3, α+bαβu

β . (9.90)
A (9.89) és (9.90) képletek egy jelölésbeli megállapodást is tükröznek. A rövid
függőleges vonal után álló görög index ui. azt kívánja hangsúlyozni, hogy itt az
S felületen és felületi paraméterek szerint történik a kovariáns deriválás. Ezért
ezt a deriváltat felület menti kovariáns deriváltnak nevezzük.

Hasonló módon, a (8.31), (8.32), (9.42) és (9.43) felhasználásával képez-
hetjük az u vektormező uα kovariáns összetevőkkel felírt

ū(xγ ,0) = uαg
α+u3g

3 = uαa
α+u3a

3 (9.91)

alakjának deriváltját az S felületen:

ū(xγ ,0)∂α = u, α = uκ|αa
κ+u3|αa3 , (9.92)
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ahol

uκ|α = uκ;α = uκ, α−Γπακuπ−Γ 3
ακu3 = uκ, α−Γπακuπ−bακu3 (9.93)

és
u3|α = u3;α = u3, α−Γ βα3uβ = u3, α+b

µ
α uµ (9.94)

ismét felület menti kovariáns deriváltak.
A (9.89), (9.90), (9.93) és (9.94) deriváltak jobb oldalán álló utolsó tag,

tekintettel a görbületi tenzor (9.45) alatti értelmezése alapján írható

bαβ =−g3
, α ·gβ =−a3, α ·aβ (9.95a)

és
b µ
α =−g3

, α ·gµ =−a3, α ·aµ (9.95b)
képletekre, a vonatkozó összetevők S felületre merőleges változásának hatását
fejezi ki.

A (9.89), (9.90), (9.93) és (9.94) képletek fennmaradó része a felület érin-
tősíkjában fekvő és arra merőleges összetevők felület menti változását jeleníti
meg. Mivel a felületre merőleges u3 és u3 koordináták, avagy összetevők esetén
ez az xα szerinti parciális derivált, úgy is fogalmazhatunk, hogy a felület men-
ti változások szempontjából ezek a mennyiségek skalárként, azaz zérusrendű
tenzorként viselkednek.

A (9.89)-re és a (9.93)-re vezető gondolatmenet megismétlésével az u vek-
tor felület érintősíkjában fekvő összetevőjének xα szerinti deriváltjára, kihasz-
nálva azt, hogy így az

u3 = u3

koordináta összetevő zérusnak tekintett – az

[ūκ(xγ ,0)ḡκ(x
γ ,0)∂α] = (uκaκ), α = uκ∥αaκ ,

illetve az
[ūκ(x

γ ,0)ḡκ(xγ ,0)∂α] = (uκa
κ), α = uκ∥αa

κ

eredmény adódik, ahol
uκ∥α = uκ, α+Γκαπu

π (9.96)

és
uκ∥α = uκ, α−Γπκαuπ (9.97)

rendre az ūκ(xγ ,0) = uκ(xγ) kontravariáns és az ūκ(xγ ,0) = uκ(x
γ) kovariáns

altenzorok (vagy az előzőek szerint értelmezett elsőrendű felületi tenzorok,
illetve felületi vektorok) ún. felületi kovariáns deriváltja.

Amint az fentebb jól látható, a felületi kovariáns deriváltat két rövid pár-
huzamos függőleges vonal után álló görög index jelöli.

Nyilvánvaló, hogy a felületi kovariáns derivált nem tükrözi a felületre me-
rőleges irányban bekövetkező változásokat. Az S felületre merőleges változások
hatása – az aα és aβ bázisvektorok megváltozásának van x3 irányú összetevője
– a (9.90) és a (9.94) képletekben jelenik meg, ha ott az

u3 = u3 = 0
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helyettesítéssel élünk:

u3|α = bαβu
β , u3 |α = b µ

α uµ . (9.98)

Vegyük észre, hogy az S felület (x1, x2) kétméretű terében érvényes (9.96)
és (9.97) képletek a háromméretű térben érvényes (8.27) és (8.32) képletek
analogonjai, mivel a

k→ κ , l→ α és s→ π

betűcserékkel azonnal megkaphatók a (8.27) és (8.32) képletekből.
A (9.96) és (9.89), valamint a (9.97) és (9.93) egybevetéséből következik,

hogy

uκ|α = uκ∥α−b
κ
α u3 ,

uκ|α = uκ∥α−bκαu3 .
(9.99)

Az S felületre épített (x1, x2, x3) görbevonalú KR-ben az ū(x1, x2, x3)
vektormező az x3 koordinátavonal mentén is változik. Az S felületen az

(ū∂3) |x3=0 = ū, 3|x3=0 (9.100)

derivált jellemzi a változást. A (9.89), (9.90) és (9.91), valamint a (9.92), (9.93)
és (9.94)-re vezető gondolatmenet megismétlésével az

ū, 3|x3=0 =
(
ūκ; 3ḡκ+ ū

3
; 3g3

)
|x3=0 = uκ; 3aκ+u

3
; 3a3 ,

uκ; 3 = uκ, 3+Γ κ
3βu

β ,

u3; 3 = u3, 3 ,

(9.101)

valamint az
ū, 3|x3=0 =

(
ūκ; 3ḡ

κ+ ū3; 3ḡ
3
)
|x3=0 = uκ; 3a

κ+u3; 3a
3 ,

uκ ; 3 = uκ , 3−Γ β
κ3ūβ ,

u3 ; 3 = u3 , 3

(9.102)

képleteket kapjuk a (9.100) alatti derivált számítására.
A továbbiakban magasabbrendű tenzorokra általánosítjuk az eddigi ered-

ményeket.
Legyen a d̄kℓp(x

1, x2, x3) differenciálható harmadrendű tenzor. Az S felü-
leten tekintve a tenzor változását a

d̄kℓp(x
γ ,0) = dklp

értékek viselkedését kell vizsgálni. A (8.38b) deriválási képlet alapján a

dkℓp|ρ = dkℓp;ρ = dkℓp, ρ+Γ kρsd
s
ℓp−Γ sρℓd

k
sp−Γ sρpd

k
ℓs (9.103)

egyenlettel értelmezzük a d̄klp tenzor felület menti kovariáns deriváltját. Ha a
d̄klp tenzor valódi tenzor a háromméretű euklideszi térben, akkor a

dκλπ , d3λπ , dκ3π , . . . , d
3
33
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altenzorok rendre harmad-, másod-, első-, illetve zérusrendű felületi tenzorok,
hiszen valamennyien követik a (9.51a,b) transzformációs törvényt. A fenti al-
tenzorok felület menti kovariáns deriváltjai, kihasználva a (9.103), illetve a
görbületi tenzorral kapcsolatos (9.44) és (9.45) képleteket, a

dκλπ|ρ = dκλπ;ρ

= dκλπ, ρ+Γ
κ
ρσd

σ
λπ+Γ

κ
ρ3d

3
λπ−Γ σ

λρd
κ
σπ−Γ 3

λρd
κ
3π−Γ σ

πρd
κ
λσ−Γ 3

πρd
κ
λ3

= dκλπ, ρ+Γ
κ
ρσd

σ
λπ−Γ σ

λρd
κ
σπ−Γ σ

πρd
κ
λσ

−b κ
ρ d

3
λπ−bλρdκ3π−bπρdκλ3 , (9.104a)

d3λπ|ρ = d3λπ;ρ

= d3λπ, ρ+Γ
3
ρσd

σ
λπ+Γ

3
ρ3d

3
λπ−Γ σ

λρd
3
σπ−Γ 3

λρd
3
3π−Γ σ

πρd
3
λσ−Γ 3

πρd
3
λ3

= d3λπ, ρ−Γ σ
λρd

3
σπ−Γ σ

πρd
3
λσ+bρσd

σ
λπ−bλρd33π−bπρd3λ3 , (9.104b)

dκ3π|ρ = dκ3π;ρ

= dκ3π, ρ+Γ
κ
ρσd

σ
3π+Γ

κ
ρ3d

3
3π−Γ σ

3ρd
κ
σπ−Γ 3

3ρd
κ
3π−Γ σ

ρπd
κ
3σ−Γ 3

ρπd
κ
33

= dκ3π, ρ+Γ
κ
ρσd

σ
3π−Γ σ

πρd
κ
3σ−b κ

ρ d
3
3π+b

σ
ρ dκσπ−bπρdκ33 , (9.104c)

d333|ρ = d333;ρ

= d333, ρ+Γ
3
ρσd

σ
33+Γ

3
ρ3d

3
33−Γ σ

3ρd
3
σ3−Γ 3

3ρd
3
33−Γ σ

3ρd
3
3σ−Γ 3

3ρd
3
33

= dκ3π, ρ+bσρd
σ
33+b

σ
ρ d3σ3+b

σ
ρ d33σ (9.104d)

módon számíthatók. A dκλ3 kétszer kontravariáns, egyszer kovariáns altenzor
tekintetében a fentiekhez hasonlóan mutatható ki a (8.39) képlet alapján, hogy

dκλ3|ρ = dκλ3;ρ

= dκλ3, ρ+Γ κ
ρσd

σλ
3+Γ κ

ρ3d
3λ

3+Γ λ
ρσd

κσ
3+Γ λ

ρ3d
κ3

3−Γ σ
3ρd

κλ
σ−Γ 3

3ρd
κλ

3

= dκλ3, ρ+Γ κ
ρσd

σλ
3+Γ λ

ρσd
κσ

3−b κ
ρ d

3λ
3−b λ

ρ d
κ3

3+b
σ
ρ dκλσ (9.104e)

a felület menti kovariáns derivált.
A dκλπ, d

3
λπ, d

κ
3π, d333 és dκλ3 altenzorok felületi kovariáns deriváltjait

rendre a

dκλπ∥ρ = dκλπ, ρ+Γ κ
ρσd

σ
λπ−Γ σ

λρd
κ
σπ−Γ σ

πρd
κ
λσ ,

d3λπ∥ρ = d3λπ, ρ−Γ σ
λρd

3
σπ−Γ σ

πρd
3
λσ ,

dκ3π∥ρ = dκ3π, ρ+Γ κ
ρσd

σ
3π−Γ σ

πρd
κ
3σ ,

d333∥ρ = d333,ρ ,

dκλ3∥ρ = dκλ3, ρ+Γ κ
ρσd

σλ
3+Γ λ

ρσd
κσ

3

(9.105)

egyenletek értelmezik. A (9.105) felületi kovariáns deriváltakat felhasználva
a (9.104a, . . . ,e) felület menti kovariáns deriváltak az alábbi alakban írhatók
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fel :

dκλπ|ρ = dκλπ∥ρ−b
κ
ρ d

3
λπ−bλρdκ3π−bπρdκλ3 ,

d3λπ|ρ = d3λπ∥ρ+bρσd
σ
λπ−bλρd33π−bπρd3λ3 ,

dκ3π|ρ = dκ3π∥ρ−b
κ
ρ d

3
3π+b

σ
ρ dκσπ−bπρdκ33 ,

d333|ρ = d333∥ρ+bσρd
σ
33+b

σ
ρ d3σ3+b

σ
ρ d33σ ,

dκλ3|ρ = dκλ3∥ρ−b
κ
ρ d

3λ
3−b λ

ρ d
κ3

3+b
σ
ρ dκλσ .

(9.106)

Vegyük észre, hogy a (9.106) felület menti kovariáns deriváltak, hasonlóan
a (9.100) felület menti kovariáns deriváltakhoz, két részből állnak. A jobb ol-
dalon álló első tag, azaz a felületi kovariáns derivált a felület érintősíkjában
fekvő tenzorkomponensek felület érintősíkjában végbemenő változását tükrözi.
A jobb oldalon álló második, az ún. járulékos rész, tekintettel a (9.100) kép-
letekre, az S felületre merőleges tenzorösszetevők felület menti változásának
hatását fejezi ki.

A tkℓ(xγ)= t̄kℓ(xγ ,0), tkℓ(x
γ)= t̄kℓ(x

γ ,0), és tkℓ(x
γ)= t̄kl(x

γ ,0) másodrendű
tenzorok felületi és felület menti kovariáns deriváltjaival kapcsolatos összefüg-
gések a

(9.105)5, (9.105)3 és (9.105)2 ,
továbbá a

(9.106)5, (9.106)3 és (9.106)2
képletekből adódnak a

dkℓ3 → tkℓ , dκλσ = 0 ,

dk3p → tkp , dκσπ = 0 ,

d3ℓp → tℓp , dκλσ = 0

cserékkel, illetve helyettesítésekkel.
A t ℓk (xγ) = t̄ ℓk (xγ ,0) egyszer kovariáns, egyszer kontravariáns alakra vo-

natkozó képleteket minden magyarázat nélkül közöljük.
Felületi kovariáns derivált másodrendű tenzorra:

tκλ∥ρ = tκλ, ρ+Γ κ
ρσt

σλ+Γ λ
ρσt

κσ ,

tκλ∥ρ = tκλ, ρ+Γ κ
ρσt

σ
λ−Γ σ

λρt
κ
σ ,

t λ
κ ∥ρ = t λ

κ , ρ−Γ σ
κρt

λ
σ +Γ λ

ρσt
σ
κ ,

tκλ∥ρ = tκλ, ρ−Γ σ
κρtσλ−Γ σ

λρtκσ .

(9.107)

Felület menti kovariáns derivált másodrendű tenzorra:

tκλ|ρ = tκλ; ρ = tκλ∥ρ−b
κ
ρ t

3λ−b λ
ρ t

κ3 ,

tκλ|ρ = tκλ; ρ = tκλ∥ρ−b
κ
ρ t

3
λ−bλρtκ3 ,

t λ
κ |ρ = t λ

κ ; ρ = t λ
κ ∥ρ−bκρt

λ
3−bρλt 3

κ ,

tκλ| ρ = tκλ, ρ = tκλ∥ρ−bκρt 3λ−bλρtκ3 .

(9.108)
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Vegyük észre, hogy az S felület kétméretű terében érvényes (9.107)1,...,4 képle-
tek rendre a háromdimenziós térben érvényes (8.35), (8.36))1,...,3 képletek ana-
logonjai, hiszen a latin betűket görögre cserélve rendre megkaphatók a (8.35),
(8.36))1,...,3 képletekből.

Ami a (9.96), (9.97); a (9.105) és a (9.107) felületi kovariáns deriváltak
felület menti kovariáns deriváltakkal való kapcsolatát megadó és a járulékos
tagokat tartalmazó (9.99); (9.106) és (9.108) összefüggéseket illeti, az alábbi
szabályszerűség olvasható ki az utóbbi képletekből:

Ami a szóhasználatot illeti,
– eredeti tenzornak nevezzük azt a felületi tenzort (ezalatt magán az S fe-

lületen értelmezett tenzort kell érteni) vagy azt az altenzort (az utóbbi a
háromdimenziós térben értelmezett és az S felületre épített KR-ben értel-
mezett tenzor vagy ennek egy altenzora az S felületre lokalizálva), melyet
deriválni akarunk,

– deriválási indexnek nevezzük azt a görög indexet, melyre vonatkozóan a
kovariáns deriváltakat képezni akarjuk,

– tekintett indexnek nevezzük az eredeti tenzor azon indexét, amely a járulékos
tag forrását adó bázisvektort azonosítja.

A következő szabályszerűségek figyelhetők meg:
– a járulékos tag mindig az eredeti tenzor és a görbületi tenzor szorzata,
– a szorzat előjele {negatív} [pozitív], ha a tekintett index {görög index} [a

hármas szám] (a dκλ3|ρ derivált esetén a (9.105)5 képletben 3 az utolsó
tekintett index, míg a tκλ| ρ derivált esetén a (9.108)4 képletben κ az első és
λ a második tekintett index),

– a görbületi tenzor egyik indexe, ez mindig alsó index, a deriválási index,
– ha a tekintett index görög betű, akkor a görbületi tenzor másik indexe min-

dig a tekintett index, amely megtartja az eredeti indexpozíciót, azaz {felső}
[alsó], ha a tekintett index is {felső} [alsó], a tekintett index helyére pedig
a hármas szám kerül,

– ha a tekintett szám a hármas szám, akkor a görbületi tenzor másik indexe
néma görög index, melynek pozíciója {felső} [alsó], ha a tekintett hármas
index {alsó} [felső], míg a párja a tekintett hármas index helyén jelenik meg,

– az eredeti tenzor többi indexe nem változik.

Kimutatható a metrikus tenzor és az epszilon tenzor kovariáns deriváltjá-
val kapcsolatos (8.40) és (8.42) képletek, valamint a (9.108), illetve a (9.106)
összefüggések segítségével, kihasználva a metrikus és az epszilon tenzorok szer-
kezetét, hogy

g κλ|ρ = g κλ∥ρ = 0 , gκλ|ρ = gκλ∥ρ = 0 ,

δ λ
κ |ρ = δ λ

κ ∥ρ = 0 ,
(9.109)

és hogy

εκλ3|ρ = εκλ3∥ρ = 0 , εκλ3|ρ = εκλ3∥ρ = 0 . (9.110)

A (9.109)-re fordítva mondjuk a figyelmet, a (8.40)1, (9.108)1, és (9.14) alapján
a

0 = g κλ; ρ = g κλ| ρ = g κλ∥ρ−b
κ
ρ g

3λ−b λ
ρ g

κ3 = g κλ∥ρ
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eredmény, vagyis a bizonyítani kívánt állítás következik. A többi esetben a
fentiekhez hasonlóan lehet eljárni.

9.3.2. Riemann–Christoffel-féle görbületi tenzor az S felület két-
méretű terében. A továbbiakban, kihasználva majd a 8.4.1. szakasz gondo-
latmenetét, arra a kérdésre keressük a választ, hogy mi a felületi kovariáns
deriválások sorrendjének hatása. Legyen az uµ legalább kétszer folytonosan
deriválható felületi vektormező.

Eltűnik a
dκλρ = uκ∥λρ−uκ∥ρλ (9.111)

különbség, ha a deriválások sorrendje felcserélhető. A (9.107)4 deriválási sza-
bály felhasználásával és a

tκλ → uκ∥λ
cserével

uκ∥λρ = (uκ∥λ), ρ−Γ σ
κρuσ∥λ−Γ σ

λρuκ∥σ

a (9.111) jobb oldalán álló első tag. Felcserélve a λ és ρ indexeket, majd a fenti
képlet és az eredmény (9.111)-be történő helyettesítése után

dκλρ = (uκ∥λ), ρ−(uκ∥ρ), λ−Γ σ
κρuσ∥λ+Γ σ

κλuσ∥ρ (9.112)

a különbség. A felületi kovariáns deriváltakkal kapcsolatos (9.97) képlet alkal-
mas indexcserékkel történő helyettesítésével, nem részletezve a nem túl bonyo-
lult formális átalakításokat, innen az

uκ∥λρ−uκ∥ρλ =R ν
κλρuν (9.113)

eredmény következik, ahol

R ν
κλρ = ∂λΓ

ν
ρκ−∂ ρΓ ν

λκ+Γ ν
λσΓ

σ
ρκ−Γ ν

ρσΓ
σ
λκ (9.114)

a felületi Riemann–Christoffel-féle görbületi tenzor.
Tekintsük a tκλ felületi másodrendű tenzort. A fentiekhez hasonló módon

mutatható ki a (9.105)1, majd a (9.107)2 felhasználásával, első lépésben a

dκλπ∥ρ → tκλ∥χπ és dκλπ∥ρ → tκλ∥χπ

helyettesítésekkel, hogy

tκλ∥πχ− t
κ
λ∥χπ = tκµR

µ
λχπ− t

µ
λR

κ
µχπ (9.115)

a kétszeres felületi kovariáns deriváltak különbsége.
Mivel a (9.114) a felületi Christoffel-szimbólumokat és azok deriváltjait

tartalmazza a felületi Riemann–Christoffel-tenzor független az uµ vektorme-
zőtől.

Az
l → ν , m → κ , q → λ , p → ρ

betűcserékkel a háromdimenziós esetre érvényes

R l
mqp = 0
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egyenletből – v.ö. : (8.52) képlet – az S felületre történő lokalizálással, továbbá
a (8.50) , (9.114) és a görbületi tenzort értelmező (9.45)1,2 képletek felhaszná-
lásával a

0 = ∂λΓ
ν
ρκ−∂ρΓ νλκ+Γ νλσΓ

σ
ρκ−Γ νρσΓ

σ
λκ+Γ νλ3Γ

3
ρκ−Γ νρ3Γ

3
λκ ,

vagy ami ugyanaz, a
R ν

κλρ = b ν
λ bρκ−b ν

ρ bλκ (9.116)

összefüggés adódik. Ez az egyenlet a felület Gauss-féle egyenlete [11, 20]. Ha-
sonló módon a

l → 3 , m → κ , q → λ , p → ρ

betűcserékkel kapjuk, ismét kihasználva a (9.45)1,2, valamint a (9.44) összefüg-
géseket, figyelembe véve továbbá a görbületi tenzor és a Christoffel-szimbólu-
mok szimmetriáját, hogy

R 3
κλρ = ∂λΓ

3
ρκ−∂ρΓ 3

λκ+Γ 3
λσΓ

σ
ρκ−Γ 3

ρσΓ
σ
λκ

= bκρ , λ−bκλ , ρ+bσλΓσρκ−bσρΓσλκ = 0 .
(9.117)

A ν index lesüllyesztésével majd a Kronecker-szimbólum és a (9.29)1 képlet
felhasználásával a (9.116) alatti kifejezés átalakítható:

Rνκλρ = bνλbρκ−bνρbλκ = δ ϑ
ν δ φ

κ bϑλbρφ−δ φ
ν δ ϑ

κ bρφbϑλ

= (δ ϑ
ν δ φ

κ −δ φ
ν δ ϑ

κ )bϑλbρφ = ενκ3ε
ϑφ3bϑλbφρ = ενκε

ϑφbϑλbφρ . (9.118)

Az utóbbi képletben, amint az az eνκ3 és eϑφ3 permutációs szimbólumok tu-
lajdonságait kihasználva – v.ö. : a permutációs szimbólum 1.2.3. szakaszban
adott értelmezését – könnyen ellenőrizhető

eϑφ3 bϑλbφρ = eλρ3 |bπψ| . (9.119)

A (9.119) képlet helyettesítése után (9.118)-ból, felhasználva a determinánsok
szorzástételét, a Gauss-görbülettel kapcsolatos (9.70)2,3 képleteket, valamint
a (9.22)-t, az

Rνκλρ = eνκ3eλρ3|bψπ|= eνκ3eλρ3|b φ
ψ aφπ|= eνκ3eλρ3Kao (9.120)

eredmény adódik, ahol mind K, mind pedig ao különbözik zérustól. Ez egyben
azt is jelenti, figyelembe véve a (9.28)-at, hogy

RΣΣλρ =RνκΣΣ = 0 (9.121)

(a nagy görög index nem összegező, hanem rögzített index, amelynek értéke
vagy egy, vagy pedig kettő lehet) és hogy

R1212 =R2121 =−R2112 =−R1221 ̸= 0 . (9.122)

Utóbbi egyenlet következménye, hogy a felületi kovariáns deriválások sorrendje,
ellentétben a térbeli esettel, általában nem cserélhető fel.

A (9.120)-ból, kifejtve a |bπψ| determinánst az

R1212 = b11b22−b12b12 (9.123)
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és a

K =
R1212

ao
(9.124)

képletek következnek.
A (9.43)3 és a (9.114) képletek szerint R1212 megadható a gαβ=aαβ metri-

kus tenzor és deriváltjai segítségével. Ennek a körülménynek alapján a (9.124)
egyenlet geometriai jelentése a következőképpen fogalmazható meg:

A K Gauss-féle görbület, ami az S felület háromméretű térben való visel-
kedésének egy mérőszáma, meghatározható a felületen végzett hosszmérések
segítségével. Visszaidézve a (9.85) képletet és pontosítva az előző mondatot,
azt mondhatjuk, hogy a két görbületi sugár szorzata mindig meghatározható
az S felület kétdimenziós terében végzett mérésekkel, annak ellenére, hogy a
főgörbületi sugarak a felület mint háromdimenziós alakzat jellemzői.

A (9.117) képlet kibővítésével és a felületi kovariáns deriváltakkal kapcso-
latos (9.107)4 egyenlet felhasználásával, pontosabban a

tκλ∥ρ → bκλ∥λ és tκλ∥ρ → bκρ∥λ

cserékkel, a kibővített egyenletből a

0 = bκρ , λ−Γσκλbσρ−Γσρλbσκ−
[
bκλ , ρ−Γσκρbσλ−Γσλρbσκ

]
,

vagy ami ugyanaz, a
bκρ∥λ = bκλ∥ρ (9.125)

eredmény következik. Utóbbi egyenlet szerint a λ és ρ indexek tekintetében
szimmetria áll fenn. Következésképp

ε3λρbκλ∥ρ = 0 . (9.126)

Ez az összefüggés a differenciálgeometria Gauss–Codazzi-féle egyenletének ten-
zoriális alakja [11, 20, 16].

Az S felületen tekintve a (8.4) és (8.10) összefüggéseket, kihasználva to-
vábbá a görbületi tenzorral kapcsolatos (9.45)1,2 képleteket, a

gα , β = aα , β = Γσαβaσ+bαβa3 ,

gα, β = aα, β = Γαβσa
σ+b α

β a3
(9.127)

és
g3 , β = a3 , β =−b σ

β aσ (9.128)
eredmény adódik a bázisvektorok deriváltjainak számítására. A (9.127)1,2 egyen-
letek Gauss formulái. A (9.128) egyenlet pedig Weingarten képlete. A (9.128)
egyenletet skalárisan szorozva önmagával a

a3 , α ·a3 , β = b σ
α aσφb

φ
β = b σ

α bσβ (9.129)

összefüggés következik, ahonnan a dxαdxβ-val történő átszorzással megkapjuk
az S felület harmadik alapformáját :

da3 ·da3 = b σ
α bσβ dx

αdxβ . (9.130)
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Legyen
cαβ = b σ

α bσβ = bασa
σψbψβ . (9.131)

Vegyük észre, hogy cαβ szimmetrikus tenzor. A bevezetett jelöléssel

da3 ·da3 = cαβ dx
αdxβ = c11 dx

1dx1+2c12 dx
1dx2+c22 dx

2dx2 (9.132)

a harmadik alapforma alakja.
A (9.118), (9.120) és (9.25)1 egybevetése alapján írható

bνλbρκ−bνρbλκ =
√
aoeνκ3

√
aoeλρ3K = ενκ3ελρ3K

egyenlet aνρ-val történő végigszorzásával a

bνλbκρa
νρ−b ν

ν bλκ−ενκ3ελρ3aνρK = 0 (9.133)

eredmény következik. Az

ενκ3ελρ3a
νρ =−aκλ (9.134)

összefüggés – ennek igazolását gyakorlatra hagyjuk –, valamint a (9.70)1, illetve
a (9.71)2 felhasználásával (9.133) a

b ν
κ bνλ−2Hbκλ+aκλK = 0 (9.135)

alakban írható fel. Felemelve a λ indexet a (9.135)-ból a görbületi tenzorra
vonatkozó Cayley–Hamilton-tételt kapjuk:

b ν
κ b λ

ν −2Hb λ
κ +δ λ

κ K = 0 . (9.136)

A (9.131), illetve (9.135)-ba történő helyettesítésével kapott

cκλ−2Hbκλ+Kaκλ = 0 (9.137)

egyenlet a három alapformában álló gκλ = aκλ, bκλ és cκλ tenzorokat, vagy a
dxκdxλ-val történő átszorzás után magát a három alapformát kapcsolja össze.

Gyakorlatok

1. A felület P pontjában a felületi normális és az xα= állandó koordiná-
tavonalak érintői (az aκ vektorok) egy-egy síkot határoznak meg. Ezek
a síkok egyben az r(x1,0,0) és r(0, x2,0) koordinátavonalak érintő sík-
jai is. Mekkora ebben a pontban az említett koordinátavonalaknak a
felület normálisa mentén mért görbületi sugara?

2. Tegyük fel, hogy az (y1, y2, y3) kartézizuszi koordináta-rendszerben a

r= yk(x1, x2)ik

alakban adott egy felület egyenlete. Mutassa meg, hogy ekkor a

bαβ = emnsy
s
,αβ

ym,1y
n
,2∣∣emnsym,1yn,2∣∣

képlettel számítható a görbületi tenzor.
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3. Legyen

y1 = x1, y2 = x2, y3 = f(x1, x2), r= x1i1+x
2i2+f(x

1, x2)i3

a tekintett felület egyenlete az (y1, y2, y3) kartéziuszi koordináta-
rendszerben. Mely egyenletek határozzák meg a főgörbületek értékét
ezen a felületen?

4. Igazolja, hogy fennáll az alábbi összefüggés:

K =
b11b22−b212

ao
.

5. Mutassa meg, hogy

aαβcαβ = 4H2−2K .





10. FEJEZET

Integrálátalakítási tételek és parciális integrálás

10.1. Integrálátalakítási tételek

10.1.1. Bevezető megjegyzések. A leggyakrabban előforduló integrálát-
alakítási tételek tárgyalása során a tételek

– szimbolikus alakban,
– az (x) görbevonalú KR-ben,

illetve ha az alkalmazások szempontjából szükségesnek látszik, akkor
– a (ξ) felületi görbevonalú KR-ben is

bemutatásra kerülnek.
A tételek szigorú igazolására terjedelmi okokból nem kerül sor. Vázlatos

bizonyítást csak a Stokes-tétel esetén adunk.

x 3

x 1

nm

dAm

s

x 2

y 3

y 2

y 1

A

C

Br

10.1. ábra. Az infinitezimális ABC háromszög

10.1.2. Stokes-tétele. Tekintsük az infinitezimális ABC háromszöget,
és vezessük be az

rAB = drI és rAC = drII (10.1)

jelöléseket. A kovariáns bázisvektorok számításával kapcsolatos kapcsolatos
(1.42) képlet, továbbá a

dxkI = xk
∣∣
B
− xk

∣∣
A
, dxkII = xk

∣∣
C
− xk

∣∣
A

(10.2a)

155
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és

dr=
∂r

∂xk
dxk = g k dx

k (10.2b)

összefüggések felhasználásával írható, hogy

drI = gk dx
k
I

∣∣
A
, drII = gk dx

k
II

∣∣
A
, (10.3)

ahol a görbevonalú xk koordináták mellett jobbra lenn álló római számok nem
a szokott értelemben vett indexként szerepelnek. Ez a jelölésbeli megállapodás
nem okoz félreértést, mert a kontravariáns koordinátáknak nincs alsó indexük.

Az ABC háromszöghöz tartozó dA területvektort a

dA=
1

2
drI×drII (10.4)

vektorszorzat értelmezi. A (10.3) képletek helyettesítésével és a kovariáns bá-
zisvektorok vektoriális szorzatát adó (1.29) egyenlet felhasználásával innen a

dA=
1

2
gk×gℓ

∣∣∣∣
A

dxkI dx
ℓ
II =

1

2
εkℓm dxkI dx

ℓ
II g

m

∣∣∣∣
A

,

vagy ami ugyanaz, a

dAm =
1

2
εkℓm dxkI dx

ℓ
II

∣∣∣∣
A

(10.5)

eredmény következik.
Az ABC háromszög által kifeszített sík nm normális egységvektorát akkor

tekintjük pozitívnak, ha a normális egységvektor felől nézve – v.ö. 10.1. ábra –
az ABC körüljárási sorrend az óramutató járásával ellentétes. Ez a körüljárási
értelem a pozitív körüljárási irány.

Nyilvánvaló, hogy
dAm = nm dA , (10.6)

ahol dA az ABC háromszög területe (a skaláris felületelem).

n



h

s

S



10.2. ábra. A h görbével határolt nyitott S felület
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Legyen az S egyszeresen összefüggő, szakaszonként sima nyitott felület.
Legyen továbbá h az S felület szakaszonként sima peremgörbéje. Az S felület
normális egységvektorát n, a h peremgörbe érintő egységvektorát pedig λ jelö-
li. A ν vektor a felület érintősíkjában fekszik és merőleges a n és λ vektorokra.
Feltételezzük, hogy ν=λ×n. Következőleg |ν|=1 (a ν is egységvektor). A ν,
λ, n hármas jobbsodratú egyenesvonalú ortogonális KR-t feszít ki (jobbsodra-
tú vektorhármas). A h peremgörbe mentén mért s ívkoordináta akkor pozitív,
ha a pozitív s irányba haladva a h görbe mentén a felület – feltéve, hogy a
pozitív normális felől tekintjük – a bal oldalon fekszik.

A Stokes-tétel előkészítése érdekében először az infinitezimális ABC há-
romszögön tekintünk egy részproblémát. Ezt követően az S felület esetén al-
kalmazzuk a kapott eredményt.

Legyen u=uk g
k az infinitezimális ABC háromszögön és annak környeze-

tében értelmezett, folyamatosan differenciálható vektormező. Határozzuk meg
a ∮

ABCA

u ·dr (10.7)

vonalintegrál értékét.
A háromszög egyes oldalélein vett integrálokat az u vektormező oldalfe-

lező pontokban vett értékei és a vonatkozó rAB , rBC , illetve rCA vektorok
szorzataiként számítjuk. Az oldalfelező pontokhoz tartozó u értékeket pedig
az A pontra támaszkodó lineáris approximáció adja.

Ezek a közelítések az ABC háromszög infinitezimális volta miatt engedhe-
tők meg.

Fentiek alapján∮
ABCA

u ·dr= drI ·
(
u(A)+ u⊗∇|A · drI

2

)
+(drII−drI) ·

[
u(A)+ u⊗∇|A

(
drI+drII

2

)]
+(−drII) ·

(
u(A)+ u⊗∇|A · drII

2

)
.

Az utóbbi képletből indexes jelölésre térve át és helyettesítve a (10.2b), (10.3)
és (8.31) összefüggéseket a∮

ABCA

uk dx
k =

(
uk(A)+

1

2
uk ; ℓ

∣∣∣∣
A

dxℓI

)
dxkI

+

[
uk(A)+

1

2
uk ; ℓ

∣∣∣∣
A

(
dxℓI+dxℓII

)](
dxkI −dxkII

)
+

(
uk(A)+

1

2
uk ; ℓ

∣∣∣∣
A

dxℓII

)
dxkII

=
1

2
uk ; ℓ

∣∣∣∣
A

(
dxkII dx

ℓ
I−dxℓII dx

k
I

)
.
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eredmény következik. Az egyenlet jobb oldala a Kronecker-szimbólummal kap-
csolatos (1.22) képlet, továbbá az (1.31) összefüggés értelemszerű alkalmazá-
sával, illetve a (10.5) egyenlet felhasználásával tovább alakítható:∮
ABCA

uk dx
k =

1

2
uk ; ℓ

∣∣∣∣
A

(
δℓmδ

k
n−δkmδℓn

)
dxmI dxnII

=
1

2
uk ; ℓ

∣∣∣∣
A

e ℓks emns dx
m
I dxnII =

1

2
uk ; ℓ ε

ℓksεmns

∣∣∣∣
A

dxmI dxnII

=
(
ε sℓk uk ; ℓ

)∣∣
A
dAs .

Ha még a (10.6), illetve a (8.74) alapján írható

dr= λ ds= dxkgk (10.8)

összefüggést is kihasználjuk, akkor a∮
ABCA

ukλ
k ds=

(
ns ε

sℓk uk ; ℓ

)∣∣
A
dA , (10.9a)

illetve szimbolikus alakban írva, a∮
ABCA

u ·λ ds= (n×∇) ·
↓
u

∣∣∣∣
A

dA (10.9b)

eredményre jutunk, ahol az u felett álló és lefelé mutató nyíl azt jelzi, hogy a ∇
operátor az u-ra hat. Ezt a jelölésbeli konvenciót, ha szükséges, a továbbiakban
is alkalmazzuk.

Visszatérve az S felülethez tegyük fel, hogy az S felületen és az S felület
környezetében értelmezett u vektormező folytonosan differenciálható. Célunk
a (10.7) vonalintegrál számítása ezúttal a h zárt peremgörbe mentén a (10.9a)
összefüggés kihasználásával.

Elemi (infinitezimális) háromszögekre osztva fel az S felületet majd össze-
adva az elemi háromszögeken tekintett (10.9a) típusú integrálokat megfigyel-
hető, hogy azokon az oldaléleken, melyek két szomszédos elemi háromszöghöz
tartoznak a körüljárási értelem különbözősége miatt a vonatkozó vonalintegrá-
lok törlik egymást. Alkalmas határátmenet után (azaz a háromszögek számát a
végtelenhez, maximális méretüket pedig zérushoz közelítve) a bal oldali összeg
határértéke h-n vett vonalintegrál, a jobb oldali összeg pedig az S-n vett felü-
leti integrál :∮

h

u ·λ ds=

∫
S

(n×∇) ·
↓
u dA=

∫
S

↓
u ·(n×∇) dA , (10.10a)

vagy ∮
h

uk λ
k ds=

∫
S

nsε
sℓk uk ; ℓ dA=

∫
S

uk ; ℓ nsε
sℓk dA . (10.10b)

A (10.10a,b) egyenletek Stokes-tételének szimbolikus, illetve indexes jelölés-
módban szedett alakjai.
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Ha felületi KR-ben vagyunk, akkor a 9.1.1. alszakasz negyedik bekezdése
és a (9.10) összefüggés alapján

n3 = a3 = a3 . (10.11)

Következőleg ha a felületen vagyunk, akkor fennállnak az

n×∇= a3×as∂s︸︷︷︸
∇

= ε 3σρ aρ∂σ (10.12)

és
∂σu= u k ;σa

k (10.13)
egyenletek. A (10.11), (10.12), valamint (10.13) képletek felhasználásával kap-
juk a Stokes-tétel (10.10a) alatti alakjából a Stokes-tétel felületi KR-ben hasz-
nálatos alakját: ∮

h

uρ λ
ρ ds=

∫
S

ε 3σρ uρ|σ dA . (10.14)

A képletben uρ|σ az uρ vektormező felületen vett kovariáns deriváltja. Ennek
képzéséhez elegendő az ur vektormezőt magán az S felületen ismerni.

Megjegyezzük, hogy a fenti eredmény közvetlenül is megkapható a Stokes-
tétel indexes jelölésmóddal írt (10.10b) alakjából, ha figyelembe vesszük, hogy
felületi KR-ben (a) λ 3 = 0 (a k helyére ρ írható a bal oldalon), (b) nκ = 0,
n3 = 1 (a jobb oldalon elhagyható az ns, az ℓ és k indexek helyére pedig σ és
ρ írható).

10.1.3. Green-tétele. A tételt felületi KR-ben vezetjük le Stokes-
tételéből indulva ki. Legyen w az S felületen értelmezett folytonosan diffe-
renciálható vektormező. Legyen továbbá

u= a3×w . (10.15)

A (10.15) képlet Stokes-tételbe, pontosabban a (10.10a) bal oldalába történő
helyettesítésével – tekintettel a 10.2. ábrával kapcsolatosan már szereplő

ν = λ×n= λ×a3 (10.16)

összefüggésre – kapjuk, hogy∮
h

u ·λ ds=

∮
h

λ ·(a3×w) ds=

∮
h

ν ·wds=

∮
h

να wαds (10.17)

hiszen a ν vektor az S felület érintősíkjában fekszik. A (10.10a) jobb oldala
a (10.15) képlet helyettesítésével és a (10.12) összefüggés felhasználásával ala-
kítható át. Az átalakítások során kihasználjuk a a (9.45)2 és a (9.99) képletek
alapján írható

∂σa
3 = ∂σa3 = g3,σ = Γ π

3σaπ =−bσπaπ , (10.18a)

wπ ; ρ = wπ | ρ = wπ || ρ−bρπw̄3 , (10.18b)
továbbá a

∂σw = w t
;σat , (10.18c)
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illetve a (9.25) és (9.29) egybevetéséből adódó

ε 3σρε 3πρ = δσπ (10.18d)

egyenleteket, és értelemszerűen alkalmazzuk a (9.32)1 képletet. A főbb lépése-
ket az alábbiak részletezik:∫

S

(n×∇) ·u dA=

∫
S

ε 3σρ aρ ·(∂σa3×w) dA

=

∫
S

ε 3σρ aρ ·
[
Γ π
3σ επkt w

kat+a3×
(
wk;σ ak

)]
dA

=

∫
S

ε 3σρε3πρ︸ ︷︷ ︸
δσπ

(
−Γ π

3σw
3+wπ;σ

)
dA

=

∫
S

(
wπ ;π+bπ

π w3
)
dA=

∫
A

wπ ||πdA . (10.19)

A (10.17) és (10.19) összefüggések (10.10a)-val történő egybevetésével, uπ-t
gondolva wπ helyére, adódik Green-tétele:∮

h

uπ νπds=

∫
S

uπ∥πdA . (10.20)

Figyeljük meg, hogy a fenti egyenletben nem jelenik meg az u3 vektorkoordi-
náta.

10.1.4. A Green- és Stokes-tételek általánosításai. Legyen D az S
felületen – lásd 10.2. ábra – és az S felület környezetében értelmezett tetsző-
leges tenzormező. Legyen továbbá a ∗ két tenzor között értelmezhető bármi-
lyen szorzás műveleti jele. A szimbolikus írásmódban írt és így koordináta-
rendszertől független alakú∮

h

D∗λ ds=

∫
S

↓
D∗(n×∇) dA (10.21a)

és ∮
h

λ∗D ds=

∫
S

(n×∇)∗
↓
D dA (10.21b)

egyenletek a (10.10a) Stokes-tétel általánosításai. Valóban, ha a ∗ műveleti jelet
a skaláris szorzás · műveleti jelére cseréljük, és az u vektormezőt gondoljuk a
D tenzor helyére, akkor a (10.21b) egyenletből azonnal megkapjuk a Stokes-
tétel (10.10a) alatti alakját.

A továbbiakban a felületi KR nyújtotta előnyök is kihasználásra kerülnek.
Ha a (10.21a) egyenletben

– a ∗ helyére a vektoriális szorzás × műveleti jelét, majd
- a D tenzor helyére D∗a3-t teszünk,
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akkor a Green-tétel egy általánosítását kapjuk.
A bal oldal átalakítása során az említett cserék végrehajtása után a (10.16)

képlet helyettesítése szükséges.
A jobb oldal átalakítása az említett cserék után a (10.12), (10.18a, . . . ,d) és

(9.32)1 képletek alkalmazását, illetve helyettesítését igényli. Ezt az átalakítást
az alábbiak részletezik:

↓︷ ︸︸ ︷
(D∗a3)×(n×∇) =

↓︷ ︸︸ ︷
(D∗a3)×

(
∂ρ ε

3ρπaπ
)

= ε 3ρπ
[
− (D∂ρ)∗ε 3σπ a

σ+D∗Γ σ
3ρ aσ×aπ

]
=−ε 3ρπ ε 3σπ

[
(D∂ρ)∗aσ+D∗bρσa3

]
=−

[
(D∂ρ)∗aρ+D∗bρρa3

]
.

Fentiek alapján a (10.21a) egyenletből a∮
h

D∗ν ds=
∫
S

[
(D∂ρ)∗aρ+D∗bρρa3

]
dA (10.22)

eredmény következik. Ez az összefüggés a Green-tétel általánosítása. Valóban,
ha a ∗ helyére a skaláris szorzás · műveleti jelét és a D helyére az u vektormezőt
gondoljuk, továbbá tekintettel vagyunk a (10.18c), illetve a (10.18b) képletekre,
akkor a (10.22) összefüggésből megkapjuk a Green-tétel (10.20) alatti alakját.

Ha a D másodrendű tenzor – legyen ez mondjuk az Nkℓ-el jelölt tenzor –, a
∗-al jelölt szorzás a skaláris szorzás, és Nk3=0, akkor a (10.22) összefüggésből,
szem előtt tartva, hogy felületi KR-ben vagyunk, a∮

h

akN
kλνλ ds=

∫
S

akN
kλ

|λ dA (10.23)

eredmény következik.

10.1.5. A Gauss–Osztrogradszkij-tétel. Legyen V egy a végesben
fekvő térfogati tartomány. Jelölje S a V tartomány határfelületét. Legyen to-
vábbá u a V -n értelmezett egyszer folytonosan deriválható vektormező. Jelölje
n az S felület külső normális egységvektorát. Az∫

S

u ·n dA=

∫
V

u ·∇ dV (10.24)

Gauss–Osztogradszkij-tétel a (10.20) Green-tétel általánosításának tekinthető.
Legyen D a V -n értelmezett folytonosan deriválható, egyébként tetszőleges

tenzormező. A Gauss-tétel általánosabb alakja adódik a (10.24) alakból, ha az
u helyére D-t, továbbá a skaláris szorzás · műveleti jele helyett ∗-ot írunk.∫

S

D∗n dA=

∫
V

D∗∇ dV . (10.25)

Ismét hangsúlyozzuk, hogy a ∗ két tenzor között értelmezhető bármilyen szor-
zást jelölhet.
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10.2. Parciális integrálás

10.2.1. Parciális integrálások felületen. Legyen a d kℓr és e kℓ az S
felületen – v.ö. 10.2. ábra – és annak környezetében értelmezett folytonos és
differenciálható tenzormező. Az uρ vektormezőt az

uρ = d kℓρ e kℓ

módon értelmezzük. A d kℓr és e kℓ tenzormezők differenciálhatósága miatt
fennáll, hogy

u ρ ;α = u ρ |α =
(
d kℓρ ekℓ

)
|α = d kℓρ |α ekℓ+d

kℓ
ρ ekℓ |α .

Ez az összefüggést a Stokes-tétel (10.14) alatti alakjába helyettesítve a felületi
integrálokra vonatkozó egyik parciális integrálási szabály adódik:∫

S

ε 3σρd kℓρ |σ ekℓ dA=

∮
h

λρ d kℓρ ekℓ ds−
∫
S

ε 3σρd kℓρ ekℓ |σ dA . (10.26)

A felületi integrálokkal kapcsolatos második parciális integrálási szabály a fen-
tiekhez hasonló módon az

uρ∥π =
(
d ρλµ e

λµ
)
∥π

= d ρλµ ∥π e
λµ+d ρλµ e

λµ
∥π

összefüggés és a (10.20) Green-tétel egybevetéséből kapható meg:∫
S

d ρλµ ∥π e
λµ dA=

∮
h

νρ d
ρ
λµ e

λµds−
∫
S

d ρλµ e
λµ

∥πdA . (10.27)

10.2.2. Parciális integrálás térfogati tartományon. Legyen

uk = d kℓm e
ℓm ,

ahol a d klm és elm tenzorok differenciálhatók az S felülettel határolt V térfogati
tartományon. Következésképp

uk; k =
(
d kℓm e

ℓm
)
; k = d kℓm ; k e

ℓm+d kℓm e
ℓm

; k .

Utóbbi egyenlet felhasználásával kapható meg a (10.24) Gauss–Osztrogradszkij-
tételből a térfogati integrálokkal kapcsolatos∫

V

d kℓm ; k e
ℓmdV =

∫
S

n k d
k
ℓm e

ℓmdA−
∫
V

d kℓm e
ℓm

; k dV . (10.28)

parciális integrálási szabály.



A FÜGGELÉK

Térbeli felületre épített koordináta-rendszerek

A.1. Hengerfelületre épített koordináta-rendszer

Az A.1. ábra egy R sugarú hengerfelületre – ez héjak esetén a héj középfelülete
lehet – épített görbevonalú KR-t szemléltet.

)

a1 g1=

g1

g3
P

P

1,x 2,x 3r(

y 1

y 2

y 3

O

x 2

)x 1,x 2,0r(=r

g3
3 = 3a a g

a2 g2=

g2

x 2

3

1x

= = a 3

x1  

R

R

1x

R+x3

=

x

3x

r=

cosr

sinr

=y 3

A.1. ábra.
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Leolvasható az ábráról, hogy

x1 = φ , x2 = y3 , x3 = r−R (A.1)

a három hengerkoordináta (x1 ∈ [−π, π], x2 = y3 ∈ (−∞,∞), x3 >−R). A tetszőlege-
sen választott P̄ pont helyvektora az (y1, y2, y3) kartéziuszi KR-ben – a vonatkozó
egységvektorokat összhangban az eddigiekkel rendre i1, i2 és i3 jelöli – az

r̄= r̄
(
x1, x2, x3)= y1i1+y2i2+y3i3 = r cosφ i1+r sinφ i2+x2 i3

= (R+x3) cosx1 i1+(R+x3) sinx1 i2+x2 i3 (A.2)

alakban írható fel. Következőleg

ḡ1 =
∂r̄

∂x1
=−(R+x3) sinx1 i1+(R+x3) cosx1 i2 ,

ḡ2 =
∂r̄

∂x2
=

∂r̄

∂y3
= i3 ,

ḡ3 =
∂r

∂x3
= cosx1 i1+sinx1 i2

(A.3)

a három bázisvektor, és

[ḡkℓ] = [ḡk · ḡℓ] =

 (
x3+R

)2
0 0

0 1 0
0 0 1

 (A.4)

az alsóindexes metrikus tenzor mátrixa. Ennek

ḡ◦ = r2 =
(
x3+R

)2
(A.5)

a determinánsa. A felsőindexes metrikus tenzor mátrixa az alsóindexes metrikus ten-
zor mátrixának inverze:

[ḡpq] =


1

(x3+R)2
0 0

0 1 0
0 0 1

 . (A.6)

A felsőindexes bázisvektorok indexemeléssel számíthatók:

ḡ1 =ḡ1ℓgℓ = ḡ11ḡ1 =
1

R+x3

(
− sinx1 i1+cosx1 i2

)
,

ḡ2 =ḡ2ℓḡℓ = ḡ22ḡ2 = i3 ,

ḡ3 =ḡ3ℓḡℓ = ḡ33ḡ3 = ḡ3 = cosx1 i1+sinx1 i2 .

(A.7)

A másodfajú Christoffel-szimbólumok a

Γ̄mkℓ = ḡk,ℓ · ḡm (A.8)

összefüggés felhasználásával adódnak. Az alábbiakban csak a nem azonosan zérus
Christoffel-szimbólumokat közöljük:

Γ̄3
11 = ḡ1,1 · ḡ3 =

∂ḡ1

∂x1
· ḡ3

=
[
−(R+x3) cosx1 i1−(R+x3) sinx1 i2

]
·
(
cosx1 i1+sinx

1 i2
)
=−(R+x3) ,

(A.9a)

Γ̄1
31 = ḡ3,1 · ḡ1 =

∂ḡ3

∂x1
· ḡ1

=
(
− sinx1 i1+cosx1 i2

)
· 1

R+x3

(
− sinx1 i1+cosx1 i2

)
=

1

R+x3
. (A.9b)
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Nem nehéz belátni az előzőek alapján, hogy az x3 = 0 hengerfelületen a

g1 = a1 =R
(
− sinx1 i1+cosx1 i2

)
, g2 = a2 = i3 ,

g3 = a3 = cosx1 i1+sinx1 i2 ,

g1 = a1 =
1

R

(
− sinx1 i1+cosx1 i2

)
, g2 = a2 = i3 ,

g3 = a3 = cosx1 i1+sinx1 i2

(A.10)

összefüggések adják a bázisvektorokat. A metrikus tenzorokat, illetve a nem zérus
Christoffel-szimbólumokat tekintve pedig az

[gkl] = [akl] =

 R2 0 0
0 1 0
0 0 1

 , [gpq] = [apq] =

 1
R2 0 0
0 1 0
0 0 1

 , (A.11)

illetve a

Γ3
11 =−R , Γ1

31 =
1

R
. (A.12)

képletek használhatók. A Christoffel-szimbólumok birtokában

[bαβ ] =
[
Γ 3
αβ

]
=

[
−R 0
0 0

]
, [b µα ] =− [Γµα3] =

[
−1/R 0

0 0

]
(A.13)

a két görbületi tenzor mátrixa. A bázisvektorok P̄ pontból a P pontba történő át-
helyezésének tenzora (a tenzor mátrixa) a (9.48a) képlet alapján (A.13)2 felhaszná-
lásával számítható:

[µ ν
α ] =

[
δ ν
α −x3b ν

α

]
=

[
1+x3/R 0

0 1

]
. (A.14)

Ennek a tenzornak

[µ ν
κ ] =

[ 1
1+x3/R

0

0 1

]
(A.15)

az inverze.

A.2. Gömbfelületre épített koordináta-rendszer

Az A.2. ábra egy az R sugarú gömbfelületre – ez héjak esetén a héj középfelü-
lete lehet – épített görbevonalú KR-t (ekvatoriális KR-t) szemléltet. Leolvasható az
ábráról, hogy

x1 = φ , x2 = ϑ , x3 = r−R (A.16)

a három gömbi koordináta (x1 ∈ [0, 2π], x2 ∈ [−π, π], x3 > −R). A tetszőlegesen
választott P̄ pont helyvektora az (y1, y2, y3) kartéziuszi KR-ben – a vonatkozó egy-
ségvektorokat rendre i1,i2 és i3 jelöli – az

r̄= r̄
(
x1, x2, x3)= y1i1+y2i2+y3i3 = r cosϑ cosφ i1+r cosϑ sinφ i2+r sinϑ i3

= r cosx2 cosx1 i1+r cosx2 sinx1 i2+r sinx2 i3 (A.17)

módon írható fel.
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)

a1 g1=

a2 g2

g1

g2

P

x 3

x 2

P

1,x 2,xr(

y 1

y 2

y 3

O

)x 1,x 2,0r(=r

x 1

x

R=r

=r x 3R+

3

x1

g3
3= = 3a a g

x 2

=

g3= a 3

3=

=x 2 

x 1= rcosx2

rcosx2 cosx1

rcosx2 sinx1

A.2. ábra.

Következőleg

ḡ1 =
∂r̄

∂x1
=

∂r̄

∂φ
= r

(
− cosx2 sinx1 i1+cosx2 cosx1 i2

)
,

ḡ2 =
∂r̄

∂x2
=

∂r̄

∂φ
= r

(
− sinx2 cosx1 i1−sinx2 sinx1 i2+cosx2 i3

)
,

ḡ3 =
∂r̄

∂x3
=

∂r̄

∂r

∂r

∂x3
= cosx2 cosx1 i1+cosx2 sinx1 i2+sinx2 i3

(A.18)

a három bázisvektor, és

[ḡkℓ] = [ḡk · ḡℓ] =

 r2 cos2 x2 0 0
0 r2 0
0 0 1

=

(x3+R
)2

cos2 x2 0 0

0
(
x3+R

)2
0

0 0 1

 (A.19)

az alsóindexes metrikus tenzor mátrixa. Ennek

ḡ◦ = r4 cos2 x2 =
(
x3+R

)4
cos2 x2 (A.20)
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a determinánsa. A felsőindexes metrikus tenzor mátrixa az alsóindexes metrikus ten-
zor mátrixának inverze:

[ḡpq] =

 1
r2 cos2 x2

0 0
0 1

r2
0

0 0 1

=


1

(x3+R)2 cos2 x2
0 0

0 1

(x3+R)2
0

0 0 1

 . (A.21)

A felsőindexes bázisvektorok indexemeléssel adódnak:

ḡ1 = ḡ1ℓḡℓ = ḡ11ḡ1 =
1

r cosx2

(
− sinx1 i1+cosx1 i2

)
=

1

(R+x3) cosx2

(
− sinx1 i1+cosx1 i2

)
,

ḡ2 = ḡ2ℓḡℓ = ḡ22ḡ2 =
1

r

(
− sinx2 cosx1 i1−sinx2 sinx1 i2+cosx2 i3

)
=

1

R+x3

(
− sinx2 cosx1 i1−sinx2 sinx1 i2+cosx2 i3

)
,

ḡ3 = ḡ3ℓḡℓ = ḡ33ḡ3 = ḡ3 .

(A.22)

A másodfajú Christoffel-szimbólumok a

Γ̄mkℓ = ḡk,ℓ · ḡm (A.23)

összefüggés felhasználásával számíthatók. Az alábbiakban csak a nem azonosan zérus
Christoffel-szimbólumokat közöljük:

Γ̄3
11 = ḡ1,1 · ḡ3 =

∂ḡ1

∂x1
· ḡ3

=−r
(
cosx2 cosx1 i1+cosx

2 sinx1 i2
)
·
(
cosx2 cosx1 i1+cosx

2 sinx1 i2+sinx
2 i3
)

=−r cos2 x2 =−
(
R+x3) cos2 x2 , (A.24a)

Γ̄3
22 = ḡ2,2 · ḡ3 =

∂ḡ2

∂x2
· ḡ3 =−r

(
cosx2 cosx1 i1+cosx2 sinx1 i2+sinx2 i3

)
·
(
cosx2 cosx1 i1+cosx2 sinx1 i2+sinx2 i3

)
=−r =−

(
R+x3) , (A.24b)

Γ̄1
31 = ḡ3,1 · ḡ1 =

∂ḡ3

∂x1
· ḡ1 =

(
− cosx2 sinx1 i1+cosx2 cosx1 i2

)
· 1

r cosx2

(
− sinx1 i1+cosx1 i2

)
=

1

r
=

1

R+x3
, (A.24c)

Γ̄2
32 = ḡ3,2 · ḡ2 =

∂ḡ3

∂x2
· ḡ2 =

(
− sinx2 cosx1 i1−sinx2 sinx1 i2+cosx2 i3

)
· 1
r

(
− sinx2 cosx1 i1−sinx2 sinx1 i2+cosx2 i3

)
=

1

r
=

1

R+x3
, (A.24d)

Γ̄2
11 = ḡ1,1 · ḡ2 =

∂ḡ1

∂x1
· ḡ2 =−r

(
cosx2 cosx1 i1+cosx

2 sinx1 i2
)

· 1
r

(
− sinx2 cosx1 i1−sinx2 sinx1 i2+cosx

2 i3
)
= cosx2 sinx2 , (A.24e)

Γ̄1
12 = ḡ1,2 · ḡ1 =

∂ḡ1

∂x2
· ḡ1 = r

(
sinx2 sinx1 i1−sinx2 cosx1 i2

)
· 1

r cosx2

(
− sinx1 i1+cosx1 i2

)
=− sinx2

cosx2
. (A.24f)
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Az x3 = 0 gömbfelületen az (A.18) és (A.22) képletek alapján

g1 =a1 =R
(
− cosx2 sinx1 i1+cosx2 cosx1 i2

)
,

g2 =a2 =R
(
− sinx2 cosx1 i1−sinx2 sinx1 i2+cosx2 i3

)
,

g3 =a3 = cosx2 cosx1 i1+cosx2 sinx1 i2+sinx2 i3

(A.25)

a három bázisvektor, és

g1 =a1 =
1

R cosx2

(
− sinx1 i1+cosx1 i2

)
,

g2 =a2 =
1

R

(
− sinx2 cosx1 i1−sinx2 sinx1 i2+cosx2 i3

)
,

g3 =a3 = g3 = a3

(A.26)

a három reciprok bázisvektor. Ami a metrikus tenzorokat illeti, az (A.19) és (A.21)
képletek alapján írhatjuk, hogy

[gkℓ] = [akℓ] =

 R2 cos2 x2 0 0
0 R2 0
0 0 1

 , [gpq] = [apq] =

 1
R2 cos2 x2

0 0
0 1

R2 0
0 0 1

 . (A.27)

A gömbfelületen az (A.24) képletek alapján

Γ 3
11 =−R cos2 x2 , Γ 3

22 =−R , Γ 1
31 =

1

R
,

Γ 2
32 =

1

R
, Γ 2

11 = cosx2 sinx2 , Γ 1
12 =− sinx2

cosx2

(A.28)

a nem azonosan zérus Christoffel-szimbólumok értéke. Ezek birtokában azonnal adód-
nak a görbületi tenzorok mátrixai :

[bαβ ] =
[
Γ 3
αβ

]
=

[
−R cos2 x2 0

0 −R

]
(A.29a)

és [
bλκ

]
=
[
gλνbνκ

]
=

[
− 1
R

0
0 − 1

R

]
. (A.29b)

Az (A.29a) összefüggés felhasználásával rögtön számítható a µ ν
α áthelyező tenzor

mátrixa:

[µ ν
α ] =

[
δ ν
α −x3b να

]
=

[
1+x3/R 0

0 1+x3/R

]
, (A.30a)

amivel

[µ ν
κ ] =

[
1

1+x3/R
0

0 1
1+x3/R

]
(A.30b)

az inverz.
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A.3. Kúpfelületre épített koordináta-rendszer

Az A.3. ábra egy α félnyílásszögű kúpfelületre - ez héjak esetén a héj középfelü-
lete lehet – épített görbevonalú KR-t szemléltet.

)

a g1 a g2

g1
g2

P

x 3

x 2

P

1,x 2,xr(

y 1

y 2

y 3

x 1

O

2

)x 1, 2,0r(=r

3 g3=
3a a g

x

g3= a3

x

3



x2 sin

x2 sincosx1

x2 sinsinx1

=1
2

x

1x

x 1=

= =3

x2  h

=

A.3. ábra.

Leolvasható az ábráról, hogy x1=φ, x2 az origó és a P pont közötti távolság, x3

pedig a P és P̄ pontok közötti előjeles távolság, pozitív, ha a P̄ pont a kúpfelületen
kívül helyezkedik el, negatív, ha a kúpfelületen belül fekszik. A kúp csúcspontja
szinguláris pont. Nyilvánvaló, hogy x1∈[−π, π], x2>0, és hogy x3∈

(
−x2 sinα,∞

]
. A

kúpfelület P pontjának helyvektora az (y1, y2, y3) kartéziuszi KR-ben – a vonatkozó
egységvektorokat összhangban az eddigiekkel rendre i1, i2 és i3 jelöli – az

r= r̄
(
x1, x2,0

)
= y1i1+y2i2+y3i3 = h cosφ sinα i1+h sinφ sinα i2+h cosα i3

= x2 cosx1 sinα i1+x2 sinx1 sinα i2+x2 cosα i3 (A.31)

módon írható fel. Következőleg

g1 = a1 =
∂r

∂x1
= x2 (− sinx1 i1+cosx1 i2

)
sinα ,

g2 = a2 =
∂r

∂x2
=
(
cosx1 i1+sinx1 i2

)
sinα+cosα i3

(A.32)
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a két bázisvektor a kúpfelületen. A harmadik bázisvektor a

g1×g2 =

∣∣∣∣∣∣
i1 i2 i3

−x2 sinx1 sinα x2 cosx1 sinα 0
cosx1 sinα sinx1 sinα cosα

∣∣∣∣∣∣
= x2 (cosx1 i1+sinx1 i2

)
sinα cosα−x2 sin2 α i3

vektorszorzat
|g1×g2|= x2 sinα

abszolút értékének felhasználásával számítható:

g3 = a3 =
g1×g2

|g1×g2|
=
(
cosx1 i1+sinx1 i2

)
cosα− i3 sinα . (A.33)

A bázisvektorok birtokában

[gkℓ] = [akℓ] = [ak ·aℓ] =

 (
x2
)2

sin2 α 0 0
0 1 0
0 0 1

 (A.34)

az alsóindexes metrikus tenzor mátrixa. Ennek

g◦ =
(
x2)2 sin2 α (A.35)

a determinánsa. A felsőindexes metrikus tenzor mátrixa az alsóindexes metrikus ten-
zor mátrixának inverze:

[gpq] = [apq] =


1

(x2)2 sin2 α
0 0

0 1 0
0 0 1

 . (A.36)

A felsőindexes bázisvektorok indexemeléssel számíthatók:

g1 = g1ℓgℓ = g11g1 =
1

x2 sinα

(
− sinx1 i1+cosx1 i2

)
,

g2 = g2ℓgℓ = g22g2 = g2 =
(
cosx1 i1+sinx1 i2

)
sinα+cosα i3 ,

g3 = a3 = g3 = a3 =
(
cosx1 i1+sinx1 i2

)
cosα−sinα i3 .

(A.37)

A P̄ pontnak
r̄= r+x3g3 (A.38)

a helyvektora. Következésképp

ḡ1 =
∂r̄

∂x1
=

∂r

∂x1
+x3 ∂g3

∂x1

= g1+
x3

x2
x2 (− sinx1 i1+cosx1 i2

)
sinα︸ ︷︷ ︸

g1

cosα

sinα
=

(
1+

x3

x2
ctgα

)
g1

=
(
x2 sinα+x3 cosα

) (
− sinx1 i1+x2 cosx1 i2

)
, (A.39a)

ḡ2 =
∂r̄

∂x2
=

∂r

∂x2
+x3 ∂g3

∂x2︸︷︷︸
=0

= g2 =
(
cosx1 i1+sinx1 i2

)
sinα+cosα i3 , (A.39b)

ḡ3 =
∂r̄

∂x3
= g3 = a3 = g3 = a3 =

(
cosx1 i1+sinx1 i2

)
cosα−sinα i3 (A.39c)
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a három alsóindexes bázisvektor,

[ḡkℓ] = [ḡk · ḡℓ] =

 (
x2 sinα+x3 cosα

)2
0 0

0 1 0
0 0 1

 , (A.40)

a kovariáns metrikus tenzor mátrixa, amelynek

[ḡpq] =


1

(x2 sinα+x3 cosα)2
0 0

0 1 0
0 0 1

 (A.41)

az inverze. Ez egyben a kontravariáns mértéktenzor mátrixa. Az utóbbit és az (A.39)
képleteket felhasználva kapjuk meg a kontravariáns bázisvektorokat:

ḡ1 = ḡ11ḡ1 =
1

x2 sinα+x3 cosα

(
− sinx1 i1+cosx1 i2

)
, (A.42a)

ḡ2 = ḡ22ḡ2 = ḡ2 =
(
cosx1 i1+sinx1 i2

)
sinα+cosα i3 , (A.42b)

ḡ3 = g3 = a3 = g3 = a3 =
(
cosx1 i1+sinx1 i2

)
cosα−sinα i3 . (A.42c)

Az alábbiakban a nem azonosan zérus Christoffel-szimbólumok számítását te-
kintjük át:

Γ̄3
11 = ḡ1,1 · ḡ3 =

∂ḡ1

∂x1
· ḡ3 =

{
∂

∂x1

(
x2 sinα+x3 cosα

) (
− sinx1 i1+x2 cosx1 i2

)}
· ḡ3

=−
(
x2 sinα+x3 cosα

) (
cosx1 i1+sinx

1 i2
)
·
[(
cosx1 i1+sinx

1 i2
)
cosα−sinα i3

]
=−

(
x2 sinα+x3 cosα

)
cosα , (A.43a)

Γ̄1
31 = ḡ3,1 · ḡ1 =

∂ḡ3

∂x1
· ḡ1

=
1

x2 sinα+x3 cosα

{
∂

∂x1

(
cosx1 i1+sinx1 i2

)
sinα

}
·
(
− sinx1 i1+cosx1 i2

)
=

sinα

x2 sinα+x3 cosα

(
− sinx1 i1+cosx1 i2

)
·
(
− sinx1 i1+cosx1 i2

)
=

sinα

x2 sinα+x3 cosα
. (A.43b)

A kúpfelületen a görbületi tenzorok mátrixai tekintetében a

[bαβ ] = Γ̄3
αβ

∣∣
x3=0

=

[
−
(
x2 sinα+x3 cosα

)
cosα 0

0 0

]∣∣∣∣
x3=0

=

[
−x2 sinα cosα 0

0 0

]
(A.44a)

és[
bλκ

]
=
[
gλνbνκ

]
=

[
1

(x2 sinα+x3 cosα)2
0

0 1

] [
−
(
x2 sinα+x3 cosα

)
cosα 0

0 0

]∣∣∣∣∣
x3=0

=

[
− cosα
x2 sinα

0
0 0

]
(A.44b)

összefüggéseket kapjuk.
A bázisvektorok P pontból a P̄ pontba történő áthelyezésének tenzora az (A.44b)

képletek alapján számítható:

[µ ν
α ] =

[
δ ν
α −x3b ν

α

]
=

[
1+ x3

x2
ctgα 0

0 1

]
. (A.45a)
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Ennek

[µ ν
α ] =

[
x2

x2+x3ctgα 0

0 1

]
(A.45b)

az inverze.

A.4. Tóruszfelületre épített koordináta-rendszer

Az A.4. ábra az R◦ középkörű és R sugarú tóruszfelületre - ez héjak esetén a héj
középfelülete lehet – épített görbevonalú KR-t szemléltet.

y 3

y 1

O

P

Pg2

g3= a 3g1

x 2

1x

g3
3 = 3a a g3=

3x

a2=

x
2

y 2

1

R

)x 2,0r(

,r(x ,x 2 )1 3

=g1a

g
2

x

1x

1x

=
Ro

= x 2

=

r

=r x ,1

A.4. ábra.

Leolvasható az ábráról, hogy

x1 = φ , x2 = ϑ , x3 = r−R (A.46)

a három tóruszi koordináta (x1 ∈ [0,2π], x2 ∈ [−π, π], x3 > −R). A tetszőlegesen
választott P̄ pont helyvektora az (y1, y2, y3) kartéziuszi KR-ben – a vonatkozó egy-
ségvektorokat rendre i1,i2 és i3 jelöli – az

r̄= r̄
(
x1, x2, x3)= y1i1+y2i2+y3i3

= (Ro+r cosϑ) cosφ i1+(Ro+r cosϑ) sinφ i2+r sinϑ i3

=
[
Ro+

(
R+x3) cosx2] cosx1 i1+

[
Ro+

(
R+x3) cosx2] sinx1 i2

+
(
R+x3) sinx2 i3 (A.47)
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alakban írható fel. A helyvektor ismeretében

ḡ1 =
∂r̄

∂x1
=−

[
Ro+

(
R+x3) cosx2] sinx1 i1+

[
Ro+

(
R+x3) cosx2] cosx1 i2 ,

ḡ2 =
∂r̄

∂x2
=−

(
R+x3) sinx2 cosx1 i1−

(
R+x3) sinx2 sinx1 i2+

(
R+x3) cosx2 i3 ,

ḡ3 =
∂r

∂x3
= cosx2 cosx1 i1+cosx2 sinx1 i2+sinx2 i3

(A.48)

a három bázisvektor és

[ḡkl] = [ḡk · ḡl] =

 [
Ro+

(
R+x3

)
cosx2

]2
0 0

0
(
R+x3

)2
0

0 0 1

 (A.49)

az alsóindexes metrikus tenzor mátrixa. Ennek a mátrixnak

ḡ◦ =
[
Ro+

(
R+x3) cosx2]2 (R+x3)2 (A.50)

a determinánsa. A felsőindexes metrikus tenzor mátrixa az alsóindexes metrikus ten-
zor mátrixának inverze:

[ḡpq] =

 1
r2 cos2 x2

0 0
0 1

r2
0

0 0 1

=


1

[Ro+(R+x3) cos x2]2
0 0

0 1

(R+x3)2
0

0 0 1

 . (A.51)

A felsőindexes bázisvektorok indexemeléssel adódnak:

ḡ1 =ḡ1lḡl = ḡ11ḡ1 =
1

Ro+(R+x3) cosx2

{
− sinx1 i1+cosx1 i2

}
,

ḡ2 =ḡ2lḡl = ḡ22ḡ2 =
1

(R+x3)2
(
− sinx2 cosx1 i1−sinx2 sinx1 i2+cosx2 i3

)
,

ḡ3 =ḡ3lḡl = ḡ33ḡ3 = ḡ3 .

(A.52)

Az alábbiak a nem azonosan zérus Christoffel-szimbólumok:

Γ̄3
11 = ḡ1,1 · ḡ3 =

∂ḡ1

∂x1
· ḡ3 =−

{[
Ro+

(
R+x3) cosx2] (cosx1 i1+sinx1 i2

)}
·
(
cosx2 cosx1 i1+cosx2 sinx1 i2+sinx2 i3

)
=−

[
Ro+

(
R+x3) cosx2] cosx2 , (A.53a)

Γ̄3
22 = ḡ2,2 · ḡ3 =

∂ḡ2

∂x2
· ḡ3 =−

{(
R+x3) (cosx2 cosx1 i1+cosx2 sinx1 i2+sinx2 i3

)}
·
(
cosx2 cosx1 i1+cosx2 sinx1 i2+sinx2 i3

)
=−

(
R+x3) , (A.53b)

Γ̄1
31 = ḡ3,1 · ḡ1 =

∂ḡ3

∂x1
ḡ1 =

(
− cosx2 sinx1 i1+cosx2 cosx1 i2

)
· 1

Ro+(R+x3) cosx2

{
− sinx1 i1+cosx1 i2

}
=

cosx2

Ro+(R+x3) cosx2
, (A.53c)

Γ̄2
32 = ḡ3,2 · ḡ2 =

∂ḡ3

∂x2
· ḡ2 =

(
− sinx2 cosx1 i1−sinx2 sinx1 i2+cosx2 i3

)
· 1

R+x3

(
− sinx2 cosx1 i1−sinx2 sinx1 i2+cosx2 i3

)
=

1

R+x3
, (A.53d)
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Γ̄2
11 = ḡ1,1 · ḡ2 =

∂ḡ1

∂x1
· ḡ2 =−

[
Ro+

(
R+x3) cosx2] (cosx1 i1+sinx1 i2

)
· 1

R+x3

(
− sinx2 cosx1 i1−sinx2 sinx1 i2+cosx2 i3

)
=

1

R+x3

[
Ro+

(
R+x3) cosx2] sinx2 , (A.53e)

Γ̄1
12 = ḡ1,2 · ḡ1 =

∂ḡ1

∂x2
· ḡ1 =

(
R+x3) (sinx2 sinx1 i1−sinx2 cosx1 i2

)
· 1

Ro+(R+x3) cosx2

{
− sinx1 i1+cosx1 i2

}
=− R+x3

Ro+(R+x3) cosx2
sinx2 . (A.53f)

Az x3 = 0 tóruszfelületen az (A.48) és (A.52) képletek alapján

g1 = a1 =
(
Ro+R cosx2) (− sinx1 i1+cosx1 i2

)
,

g2 = a2 =R
(
− sinx2 cosx1 i1−sinx2 sinx1 i2+cosx2 i3

)
,

g3 = a3 = cosx2 cosx1 i1+cosx2 sinx1 i2+sinx2 i3

(A.54)

a három bázisvektor, és

g1 = a1 =
1

Ro+R cosx2

{
− sinx1 i1+cosx1 i2

}
,

g2 = a2 =
1

R

(
− sinx2 cosx1 i1−sinx2 sinx1 i2+cosx2 i3

)
,

g3 = a3 = g3 = a3

(A.55)

a három reciprok bázisvektor. Ami a metrikus tenzorokat illeti, az (A.49) és (A.51)
képletek alapján adódik, hogy

[gkℓ] = [akℓ] =

 (
Ro+R cosx2

)2
0 0

0 R2 0
0 0 1

 ,

[gpq] = [apq] =


1

(Ro+R cos x2)2
0 0

0 1
R2 0

0 0 1

 .

(A.56)

A tóruszfelületen az (A.53) képletek alapján

Γ 3
11 =−

(
Ro+R cosx2) cosx2 , Γ 3

22 =−R ,

Γ 1
31 =

cosx2

Ro+R cosx2
, Γ 2

32 =
1

R
,

Γ 2
11 =

(
Ro+R cosx2) sinx2 , Γ 1

12 =− R

Ro+R cosx2
sinx2

(A.57)
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a nem azonosan zérus Christoffel-szimbólumok értéke. Ezek birtokában az (A.57)
képletek alapján azonnal adódnak a görbületi tenzorok mátrixai :

[bαβ ] =
[
Γ 3
αβ

]
=

[
−
(
Ro+R cosx2

)
cosx2 0

0 −R

]
(A.58a)

és [
bλκ

]
=
[
gλνbνκ

]
=

[
1

(Ro+R cos x2)2
0

0 1
R2

][
−
(
Ro+R cosx2

)
cosx2 0

0 −R

]

=

[
− cos x2

Ro+R cos x2
0

0 − 1
R

]
. (A.58b)

A fenti (A.58b) összefüggés felhasználásával számítható a µ ν
α áthelyező tenzor mát-

rixa:

[µ ν
α ] =

[
δ ν
α −x3b να

]
=

[
1+ x3 cos x2

Ro+R cos x2
0

0 1+x3/R

]
, (A.59a)

amivel

[µ ν
κ ] =

 1

1+ x3 cos x2

Ro+R cos x2

0

0 1
1+x3/R

 (A.59b)

az inverz. Ha Ro = 0, akkor a jelen szakasz képleteiből visszakapjuk a gömbfelületre
épített KR-el foglalkozó A.2. szakasz valamennyi képletét.

A.5. Forgásfelületre épített koordináta-rendszer

Az A.5. ábra az S forgásfelületre – ez héjak esetén a forgáshéj középfelülete lehet
– épített görbevonalú KR-t szemléltet.

Legyen az y1=R
(
y3
)

az (y1, y2, y3) KR (y1, y3) koordinátasíkjában fekvő síkgör-
be – ezt az ábra nem tünteti fel –, amelyre nézve feltételezzük, hogy (a) y1=R(y3)≥0
továbbá, hogy (b) az R(y3) függvény folytonosan differenciálható az y3 koordináta
szerint. A görbe mentén mért ívkoordinátát s jelöli. Feltevés szerint, ha y3=0, akkor
s= so = 0. Megjegyezzük, hogy az R(y3) görbének meridiángörbe a neve.

Az S forgásfelületet úgy hozzuk létre, hogy megforgatjuk az R(y3) görbét az
(y1, y2, y3) KR y3 tengelye körül. Eszerint az R(y3) =R(s) a forgásfelület sugara az
y3 helyen.

Leolvasható az ábráról, hogy x1=φ, x2=s, az x3 pedig a szokott módon a felület
normálisa mentén mért előjeles távolság a felületen fekvő P és a normálison fekvő
P̄ pontok között. x3 pozitív, ha a P̄ pont felé haladva távolodunk az y3 tengelytől,
ellenkező esetben pedig negatív. A P ponthoz tartozó y3 koordinátát az y3 = f(x2)
függvény adja meg.

Az y3 koordinátatengelyt is tartalmazó síkok helyzetét az x1=φ polárszög hatá-
rozza meg. Megjegyezzük, hogy az A.5. ábra a φ polárszöghöz tartozó síkban szem-
lélteti az R(y3) meridiángörbét.
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

y 3

y 1

x1 

P

g 3=a3

g1

a1 g1=

3=

)1,x x 3r(x ,2

a3

)x 1,x 2,0r(=r

a2 g2=

g2

P

x 2=s

g

O

O

O

R(s)

3g

x 3
=3a =



K

y 2

S



so

A.5. ábra.

Nyilvánvaló, hogy x1∈[−π, π] és x3∈
[
−R(y3)/ sinϑ,∞

]
. (0≤ϑ≤π a forgásfelület

P pontbeli normálisa és az y3 tengely közötti szög.)
Vezessük be a

dR(y3)

dy3
=R′(y3) =R′ = tgα (A.60)

jelölést – az α szög geometriai jelentése leolvasható az ábráról.
A forgásfelület P pontjának helyvektora az (y1, y2, y3) kartéziuszi KR-ben – a

vonatkozó egységvektorokat összhangban az eddigiekkel rendre i1, i2 és i3 jelöli – az

r= r̄
(
x1, x2,0

)
= y1i1+y2i2+y3i3 =R(s) cosφ i1+R(s) sinφ i2+y3 i3

=R(x2) cosx1 i1+R(x2) sinx1 i2+f(x2) i3 (A.61)

módon írható fel. Nem nehéz ellenőrizni, hogy az x2 koordinátavonalon

ds= dx2 =

√
1+(R′)2︸ ︷︷ ︸
A2(y3)

dy3, A2

(
y3)≥ 1 (A.62)
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az ívelem, ahol az A2

(
y3
)

függvényt a képlet megjelölt része értelmezi. Az A2

(
x2
)

függvény ismeretében

x2 = x2(y3) = x2
∣∣
y3=0

+

∫ y3

y3=0

A2

(
η3) dη3 , η3 = y3 (A.63)

az x2 ívkoordináta számításának képlete. Az (A.62) és (A.63) képletek szerint fennáll,
hogy

dx2

dy3
=A2

(
y3) , dy3

dx2
=

df

dx2
=

1

A2
és

dR

dx2
=

dR

dy3

dy3

dx2
=

R′

A2
. (A.64)

A fentiek alapján a forgásfelületen

g1 = a1 =
∂r

∂x1
=R

(
− sinx1 i1+cosx1 i2

)
,

g2 = a2 =
∂r

∂x2
=

1

A2

(
R′ cosx1 i1+R′ sinx1 i2+ i3

) (A.65)

a két bázisvektor. A harmadik bázisvektor a

g1×g2 =
1

A2

∣∣∣∣∣∣
i1 i2 i3

−R sinx1 R cosx1 0
R′ cosx1 R′ sinx1 1

∣∣∣∣∣∣=
=

1

A2

(
R cosx1 i1+R sinx1 i2−RR′ i3

)
vektorszorzat

|g1×g2|=
1

A2

√
R2
(
cos2 x1+sin2 x1

)
+(RR′)2 =

1

A2
R

√
1+(R′)2 =R

abszolút értékének felhasználásával – fentebb kihasználtuk az A2 (A.62) alatti értel-
mezését – számítható:

g3 = a3 =
g1×g2

|g1×g2|
=

1

A2

(
cosx1 i1+sinx1 i2−R′ i3

)
. (A.66)

A bázisvektorok birtokában írható, hogy

a1 ·a1 =R2 , a2 ·a2 =
(R′)

2
+1

A2
2

= 1 , a3 ·a3 = 1 ,

tehát

[gkℓ] = [akℓ] = [ak ·aℓ] =

 R2 0 0
0 1 0
0 0 1

 és g◦ =R2 (A.67)

az alsóindexes metrikus tenzor mátrixa, illetve determinánsa. A felsőindexes metrikus
tenzor mátrixa az alsóindexes metrikus tenzor mátrixának inverze:

[gpq] = [apq] =

 1
R2 0 0
0 1 0
0 0 1

 . (A.68)
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A felsőindexes bázisvektorok indexemeléssel adódnak:

g1 = g1ℓgℓ = g11g1 =
1

R

(
− sinx1 i1+cosx1 i2

)
,

g2 = g2ℓgℓ = g22g2 = g2 =
1

A2

(
R′ cosx1 i1+R′ sinx1 i2+ i3

)
,

g3 = a3 = g3 = a3 =
1

A2

(
cosx1 i1+sinx1 i2−R′ i3

)
.

(A.69)

A későbbiek kedvéért összefoglalás-szerűen megadjuk az alábbi deriváltakat:

d

dx2
R′ =

dR′

dy3

dy3

dx2
=

R′′

A2
,

d A2

dy3
=

d

dy3

√
1+(R′)2 =

1√
1+(R′)2

R′R′′ =
R′R′′

A2
,

(A.70a)

d

dx2

1

A2
=

(
d

dy3

1

A2

)
dy3

dx2
=− 1

A3
2

dA2

dy3
=−R′R′′

A4
2

, (A.70b)

d

dx2

R′

A2
=

 d

dy3

R′√
1+(R′)2

 dy3

dx2︸︷︷︸
1/A2

=
1

A2

d

dy3

R′√
1+(R′)2

=
1

A2

R′′

(A2)
− 1

A2

(R′)
2
R′′(

1+(R′)2
)3/2 =

R′′

(A2)
2

(
1−
(
R′

A2

)2
)

=
R′′

(A2)
4 . (A.70c)

A forgásfelület normálisán fekvő P̄ pontnak

r̄= r+x3g3 (A.71)

a helyvektora. Következésképp – kihasználva az (A.70) alatti deriváltakat mindenütt,
ahol ez szükséges – kapjuk, hogy

ḡ1 =
∂r̄

∂x1
=

∂r

∂x1
+x3 ∂g3

∂x1

= g1+
x3

A2R
R
(
− sinx1 i1+cosx1 i2

)︸ ︷︷ ︸
g1

=

(
1+

x3

A2R

)
g1

=

(
1+

x3

A2R

)
R
(
− sinx1 i1+x2 cosx1 i2

)
, (A.72a)

ḡ2 =
∂r̄

∂x2
=

∂r

∂x2
+x3 ∂g3

∂x2
i3 = g2−x3 d

dx2

R′

A2︸ ︷︷ ︸
(A.70c) alapján

i3 = g2−x3 R′′

(A2)
4 i3

=
1

A2

{
R′ cosx1 i1+R′ sinx1 i2+

(
1−x3 R′′

(A2)
4

)
i3

}
, (A.72b)

ḡ3 =
∂r̄

∂x3
= g3 = a3 = g3 = a3 =

1

A2

(
cosx1 i1+sinx1 i2−R′ i3

)
(A.72c)

a három alsóindexes bázisvektor,

[ḡkℓ] = [ḡk · ḡℓ] =


R2
(
1+ x3

A2R

)2
0 0

0 1
A2

2

[
(R′)

2
+
(
1−x3 R′′

(A2)
4

)2]
0

0 0 1

 (A.73)
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a kovariáns metrikus tenzor mátrixa, amelynek

[ḡpq] =


1

R2
(
1+ x3

A2R

)2 0 0

0
A2

2

(R′)2+
(
1−x3 R′′

(A2)4

)2 0

0 0 1

 (A.74)

az inverze. Ez egyben a kontravariáns mértéktenzor mátrixa. Az utóbbi és az (A.71)
képleteket felhasználva adódnak a kontravariáns bázisvektorok:

ḡ1 = ḡ11ḡ1 =
1

R
(
1+ x3

A2R

) (− sinx1 i1+cosx1 i2
)
, (A.75a)

ḡ2 = ḡ22ḡ2 =
A2

(R′)2+
(
1−x3 R′′

(A2)
4

)2 {R′ cosx1 i1+R
′ sinx1 i2+

(
1−x3 R′′

(A2)
4

)
i3

}
,

(A.75b)

ḡ3 = g3 = a3 = g3 = a3 =
1

A2

(
cosx1 i1+sinx1 i2−R′ i3

)
. (A.75c)

Az alábbiakban az S felületen vett nem azonosan zérus Christoffel-szimbólumok
számítását tekintjük át:

Γ1
31 = g3,1 ·g1 =

∂g3

∂x1
·g1

=

{
∂

∂x1

1

A2

(
cosx1 i1+sinx1 i2−R′ i3

)}
· 1
R

(
− sinx1 i1+cosx1 i2

)
=

1

A2

(
− sinx1 i1+cosx1 i2

)
· 1
R

(
− sinx1 i1+cosx1 i2

)
=

1

RA2
, (A.76a)

Γ1
21 = g2,1 ·g1 =

∂g2

∂x1
·g1

=

{
∂

∂x1

1

A2

(
R′ cosx1 i1+R′ sinx1 i2+ i3

)}
· 1
R

(
− sinx1 i1+cosx1 i2

)
=

R′

A2

(
− sinx1 i1+cosx1 i2

)
· 1
R

(
− sinx1 i1+cosx1 i2

)
=

R′

RA2
, (A.76b)

Γ2
11 = g1,1 ·g2 =

∂g1

∂x1
·g2

=

{
∂

∂x1
R
(
− sinx1 i1+cosx1 i2

)}
· 1

A2

(
R′ cosx1 i1+R′ sinx1 i2+ i3

)
=R

(
− cosx1 i1−sinx1 i2

)
· 1

A2

(
R′ cosx1 i1+R′ sinx1 i2+ i3

)
=−RR′

A2
, (A.76c)
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Γ3
22 = g2,2 ·g3 =

∂g2

∂x2
·g3 =

{
∂

∂x2

1

A2

(
R′ cosx1 i1+R′ sinx1 i2+ i3

)}
·g3

=

{(
d

dx2

1

A2

)
︸ ︷︷ ︸
−R′R′′/A4

2

(
R′ cosx1 i1+R′ sinx1 i2+ i3

)

+
1

A2

(
d

dx2
R′
)

︸ ︷︷ ︸
R′′/A2

(
cosx1 i1+sinx1 i2

)}
·g3

=

{
R′′

(A2)
2

[
1−
(
R′

A2

)2
] (

cosx1 i1+sinx1 i2
)
− R′R′′

A4
2

i3

}

· 1

A2

(
cosx1 i1+sinx1 i2−R′ i3

)
=

{
R′′

(A2)
3

[
1−
(
R′

A2

)2
]
+

R′′

(A2)
3

(
R′

A2

)2
}

=
R′′

A3
2

. (A.76d)

Γ2
32 = g3,2 ·g2 =

∂g3

∂x2
·g2

=

{
∂

∂x2

1

A2

(
cosx1 i1+sinx1 i2−R′ i3

)}
· 1

A2

(
R′ cosx1 i1+R′ sinx1 i2+ i3

)
=

{(
d

dx2

1

A2

)
︸ ︷︷ ︸
−R′R′′/A4

2

(
cosx1 i1+sinx1 i2−R′ i3

)
− 1

A2

(
d

dx2
R′
)

︸ ︷︷ ︸
R′′/A2

i3

}

· 1

A2

(
R′ cosx1 i1+R′ sinx1 i2+ i3

)
=

{
−R′R′′

A4
2

(
cosx1 i1+sinx1 i2

)
− R′′

(A2)
2

[
1−
(
R′

A2

)2
]
i3

}

· 1

A2

(
R′ cosx1 i1+R′ sinx1 i2+ i3

)
=− (R′)

2
R′′

A5
2

− R′′

(A2)
3

[
1−
(
R′

A2

)2
]
=− R′′

(A2)
3

((
R′

A2

)2

+1−
(
R′

A2

)2
)

=− R′′

(A2)
3 , (A.76e)

Γ3
11 = g1,1 ·g3 =

∂g1

∂x1
·g3 =

{
∂

∂x1
R
(
− sinx1 i1+cosx1 i2

)}
·g2

=R
(
− cosx1 i1−sinx1 i2

)
· 1

A2

(
cosx1 i1+sinx1 i2−R′ i3

)
=− R

A2
, (A.76f)
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Γ3
22 = g2,2 ·g3 =

∂g2

∂x2
·g3 =

{
∂

∂x2

1

A2

(
R′ cosx1 i1+R′ sinx1 i2+ i3

)}
·g3

=

{(
d

dx2

1

A2

)
︸ ︷︷ ︸
−R′R′′/A4

2

(
R′ cosx1 i1+R′ sinx1 i2+ i3

)

+
1

A2

(
d

dx2
R′
)

︸ ︷︷ ︸
R′′/A2

(
cosx1 i1+sinx1 i2

)}
·g3

=

{
R′′

(A2)
2

[
1−
(
R′

A2

)2
] (

cosx1 i1+sinx1 i2
)
− R′R′′

A4
2

i3

}

· 1

A2

(
cosx1 i1+sinx1 i2−R′ i3

)
=

{
R′′

(A2)
3

[
1−
(
R′

A2

)2
]
+

R′′

(A2)
3

(
R′

A2

)2
}

=
R′′

A3
2

. (A.76g)

A forgásfelületen a görbületi tenzorok mátrixai tekintetében a

[bαβ ] = Γ3
αβ =

[
− R
A2

0

0 R′′

A3
2

]
(A.77a)

és a [
bλκ

]
=
[
gλνbνκ

]
=

[
1
R2 0
0 1

][ − R
A2

0

0 R′′

A3
2

]
=

[
− 1
RA2

0

0 R′′

A3
2

]
(A.77b)

összefüggéseket kapjuk. A bázisvektorok P pontból a P̄ pontba történő áthelyezésé-
nek tenzora az (A.77b) képlet felhasználásával számítható:

[µ ν
α ] =

[
δ ν
α −x3b ν

α

]
=

[
1+ 1

RA2
x3 0

0 1− R′′

A3
2
x3

]
. (A.78a)

Ennek

[µ ν
κ ] =

[ RA2
RA2+x3

0

0
A3

2

A3
2−R′′x3

]
(A.78b)

az inverze.
Nyilvánvaló a (9.84) és az (A.78b) képletek egybevetése alapján, hogy a P pont-

ban a g1,g3 és g2,g3 bázisvektorok által kifeszített sík görbületi fősík, az első fősík-
ban pedig

b 1
1 =− 1

R(1)

=− 1

RA2
, azaz R(1) =RA2 =R

√
1+(R′)2 =

R

cosα
(A.79a)

a főgörbület sugara, a második fősíkban pedig ugyanilyen módon adódik, hogy

b 2
2 =− 1

R(2)

=
R′′

A3
2

, azaz R(2) =−A3
2

R′′ . (A.79b)

Az első esetben Oφ, a másodikban pedig Oϑ jelöli a görbületi középpontot az ábrán.





B FÜGGELÉK

A gyakorlatok megoldásai

B.1. 1. Fejezet

1. Gyakorlat. Lineárisan függetlenek az azonos ponthoz kötöttnek tekintett (kö-
zös alkalmazási pontú) a1, a2 és a3 vektorok, ha zérustól különböző a ve-
gyesszorzatuk. Nem nehéz ellenőrizni, hogy a gyakorlat egyik vektorhármasa
sem lineárisan független, mivel

[a1a2a3] =

∣∣∣∣∣∣
2 1 3
5 10 2
6 3 9

∣∣∣∣∣∣= 0 és [a1a2a3] =

∣∣∣∣∣∣
2 1 3
6 7 5
9 10 8

∣∣∣∣∣∣= 0 .

2. Gyakorlat. Ha bázist alkotnak a g1, g2 és g3 vektorok, akkor zérustól különböző
a vegyesszorzatuk:

γ◦ = [g1g2g3] =

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
1 1 2
1 2 3

∣∣∣∣∣∣=−1 .

A

g1 =
g2×g3

γ◦
=−

∣∣∣∣∣∣
i1 i2 i3
1 1 2
1 2 3

∣∣∣∣∣∣= i1+ i2− i3 ,

g2 =
g3×g1

γ◦
=−

∣∣∣∣∣∣
i1 i2 i3
1 2 3
1 1 1

∣∣∣∣∣∣= i1−2i2+ i3 ,

g3 =
g1×g2

γ◦
=−

∣∣∣∣∣∣
i1 i2 i3
1 1 1
1 1 2

∣∣∣∣∣∣=−i1+ i2

reciprok vektorokkal

a1 = a ·g1 = (6i1+9i2+14i3) ·(i1+ i2− i3) = 6+9−14 = 1 ,

a2 = a ·g2 = (6i1+9i2+14i3) ·(i1−2i2+ i3) = 6−18+14 = 2 ,

a3 = a ·g3 = (6i1+9i2+14i3) ·(−i1+ i2) =−6+9 = 3

a keresett három koordináta, azaz

a= a1g1+a2g2+a3g3 = g1+2g2+3g3 .

183



184 B. A gyakorlatok megoldásai

3. Gyakorlat. Ha lineárisan összefügg a b1 és b2 a háromméretű térben, akkor
fennáll az

λa1+4a2+2a3 = κ (a1+λa2−a3)

egyenlet, amelyben a λ és κ ismeretlen. Szorozzuk át ezt az egyenletet ska-
lárisan az a1, a2 és a3 vektorokhoz tartozó a∗

1, a∗
2 és a∗

3 reciprok vektorokkal
– mivel bázist alkotnak az a1, a2 és a3 vektorok, létezik az a∗

1, a∗
2 és a∗

3

reciprok vektorhármas –, és használjuk ki, hogy

ai ·a∗
j =

{
1 i= j ,
0 i ̸= j .

Három skaláregyenletet kapunk:

λ−κ= 0 , 4−λκ= 0 és 2+κ= 0 .

A harmadik egyenletből κ=−2, ezzel az első egyenletből λ=−2. A kapott
megoldáspár teljesíti a második egyenletet is.

4. Gyakorlat. Bázist alkotnak a g1, g2 és g3 bázishoz tartozó és az (1.20) képle-
tekkel értelmezett g1, g2 és g3 reciprok vektorok a háromméretű térben, ha
a

c1g
1+c2g

2+c3g
3 = 0

egyenletnek csak triviális megoldása van a c1, c2 és c3 állandókra nézve.
Átszorozva a fenti egyenletet gk-val, és kihasználva a gk ·gl=δlk összefüggést
azonnal kapjuk, hogy ck = 0. Ez egyben az állítás igazolása.

5. Gyakorlat. Vegyük észre, hogy Jy,x a λ1, λ2 és λ3-at adó

λ1g1+λ2g2+λ2g3 = 0

homogén lineáris egyenletrendszer determinánsa – lásd az (1.41) összefüg-
gést tartalmazó bekezdést. Mivel ez nem zérus, csak triviális megoldás van
a λ1, λ2 és λ3 skalárokra.

B.2. 2. Fejezet

1. Gyakorlat.
i. a kk = a 1

1 +a 2
2 +a 3

3 ;
ii. amnb

n = am1b
1+am2b

2+am3b
3 ;

iii. cmamn = c1a1n+c2a2n+c3a3n ;
iv. cmamm – ez a kifejezés hibás;
v. akkb

pq = (a11+a22+a33) b
pq ;

vi. akrb
kr = a11b

11+a12b
12+a13b

13+a21b
21+ · · ·+a32b

32+a33b
33 ;

vii. armcmn = ar1c
1n+ar2c

2n+ar3c
3n ;

viii. eijkajk = e123 (a23−a32)+e231 (a31−a13)+e312 (a12−a21)
= (a23−a32)+(a31−a13)+(a12−a21) .

2. Gyakorlat.
i.-ii. Tekintettel arra, hogy a néma indexek átnevezhetők, a második kifeje-
zés esetén fennáll a dr a

r
s =a n

s dn összefüggés. A kifejezés jobb oldala csak a
szabad indexben tér el az első kifejezéstől. Mivel a szabad index tetszőleges
lehet, a két kifejezés ugyanazt a mennyiséget adja eredményül.
iii.-iv. Mivel a néma indexek átnevezhetők, a iv. alatti kifejezés tekinteté-
ben fennáll, hogy arsc

sr=amnc
mn. Ez azt jelenti, hogy a iv. alatti kifejezés,

valamint a iii. alatti kifejezés értéke egyaránt ugyanaz a skalár.
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3. Gyakorlat.
Az összegek alkalmas kiírása igazolja az állítást:

akℓb
kbℓ = a11︸︷︷︸

=0

b1b1+ a22︸︷︷︸
=0

b2b2+ a33︸︷︷︸
=0

b3b3

+(a12+a21)︸ ︷︷ ︸
=0

b1b2+(a23+a23)︸ ︷︷ ︸
=0

b2b3+(a31+a13)︸ ︷︷ ︸
=0

b3b1 = 0 .

4. Gyakorlat.
Jelölje d a b×c szorzatot:

d= dpg
p = b×c= εpqrb

qcrgp .

Felhasználva a fenti képlet jobb oldalát, valamint az (1.31) összefüggést,
írható, hogy

a×(b×c) = a×d= εnspasdpgn = εnspεpqrasb
qcrgn = δnsqr asb

qcrgn

=
(
δnq δ

s
r−δnr δ

s
q

)
asb

qcrgn = (arc
rbn−asb

scn)gn .

Ha ezt az eredményt megszorozzuk skalárisan gk-val és átnevezzük az s
néma indexeket r-re, akkor az igazolni kívánt eredményt kapjuk:

[a×(b×c)] ·gk = (arc
rbn−asb

scn) gnk = arc
rbk−arb

rck .

Szimbolikus írásmódban:

a×(b×c) = (a ·c)b−(a ·b) c .

Ez az eredmény az (1.3a) alatti kifejtési tétel igazolása.
A 4. Gyakorlat második egyenletének helyessége – a kifejtési tétel (1.3b)

alatti alakja – hasonló módon igazolható.
5. Gyakorlat.

A vektoriális szorzások, majd pedig a skaláris szorzás végrehajtása után
használjuk ki az (1.31) összefüggést, illetve a Kronecker-delta indexátneve-
zési funkcióját. Kapjuk, hogy:

(a×b) ·(c×d) = arbkε
rkscmdnεmns = arbkc

mdnεrksεmns

= arbkc
mdn

(
δrmδkn−δrnδ

k
m

)
= arc

rbkd
k−ard

rbkc
k .

Ugyanez az eredmény a vegyes szorzat átalakításával szimbolikus írásmód-
ban is megkapható, ha kihasználjuk az (1.3b) alatti kifejtési tételt is :

(a×b) ·(c×d) = [(a×b)×c] ·d= (a ·c) (b ·d)−(b ·c) (a ·d) .

6. Gyakorlat. Az

a×b= εpqra
qbrgp , c×d= εuvwc

vdwgu

és
gp×gu = εpusgs

szorzatok, továbbá az (1.31) összefüggés, illetve a Kronecker-delta indexát-
nevezési funkciójának felhasználásával adódik a bizonyítandó összefüggés:

(a×b)×(c×d) = εpqrε
pus︸ ︷︷ ︸

δuq δ
s
r−δur δsq

aqbr εuvwc
vdwgs

= εuvwa
ucvdw bsgs−εrvwb

rcvdw bsgs = [acd]b− [bcd]a .
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7. Gyakorlat. Az (1.3b) kifejtési tétel szerint

a×(b×c) = (a ·c)b−(a ·b) c

és
(a×b)×c= (a ·c)b−(b ·c)a .

Mivel a gyakorlat egyik feltétele előírja, hogy

a×(b×c) = (a×b)×c

következik, hogy
(a ·b) c= (b ·c)a ,

ahonnan
c=

b ·c
a ·ba és a=

a ·b
b ·c c .

Eszerint kollineáris az a és a c, ha teljesül a gyakorlat másik két feltétele is,
azaz ha a ·b ̸= 0 és b ·c ̸= 0.

8. Gyakorlat. Nem nehéz ellenőrizni az (1.3a) kifejtési tétel értelemszerű felhasz-
nálásával, hogy valóban fennáll a Jacobi-féle azonosság:

a×(b×c)+b×(c×a)+c×(a×b) =

= (a ·c)b−(a ·b) c+(b ·a) c−(b ·c)a+(c ·b)a−(c ·a)b= 0 .

B.3. 3. Fejezet

1. Gyakorlat. Jelölje Gpr a gpr adjungáltját. Nyilvánvaló a (3.10)1 képlet alapján
– az a betűk helyére megfelelő betűnagyságban g-t, |asj | helyére g◦-át kell
gondolni –, hogy

g◦ = gprGpr . (B.1)
Következésképp

∂g◦
∂gPq

= gpr
∂Gpr

∂gPq︸ ︷︷ ︸
=0

+Gpr ∂gpr
∂gPq︸ ︷︷ ︸
=δ

q
r

, (B.2)

ahol a P rögzítettnek tekintett index. A képlet jobb oldalán megadott érté-
kek magyarázatát az alábbiakban ismertetjük.
(a) A jobb oldalon álló utolsó deriváltnak csak p = P -re különbözhet az

értéke a zérustól. Ennek alapján nyilvánvaló a
∂gpr
∂gPq

= δqr

összefüggés helyessége.
(b) Ha azt is figyelembe vesszük továbbá, hogy az Gpr adjungált p = P

esetén nem tartalmazza gPq-t akkor azonnal következik, hogy

∂Gpr

∂gPq
= 0 .

Fentiek alapján átírható a (B.2) összefüggés:

∂g◦
∂gpq

= Gprδqr = Gpq . (B.3)
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Ha még a
Gpq = g◦g

pq

összefüggést is felhasználjuk – ez az adjungált és az eredeti tenzor közötti
kapcsolat, melynek felírása során kihasználtuk azt a körülményt is, hogy
szimmetrikus a metrikus tenzor –, akkor azonnal megkapjuk a (B.3)-ból az
igazolni kívánt

∂g◦
∂gpq

= g◦g
pq (B.4)

egyenletet.
2. Gyakorlat. Az igazolni kívánt képlet azonnal adódik az 1. Gyakorlat eredményé-

nek, azaz a (B.4) összefüggésnek felhasználásával :

∂ ln g◦
∂gpq

=
1

g◦

∂g◦
∂gpq

=
1

g◦
g◦g

pq = gpq .

B.4. 4. Fejezet

1. Gyakorlat. Legyen v = vℓg
ℓ = vrgr tetszőleges vektor. A gyakorlat állításainak

helyessége azonnal következik a

δkℓ gk⊗gℓ ·(vrgr)︸ ︷︷ ︸
v

= gℓg
ℓ ·gr︸ ︷︷ ︸
δℓr

vr = vℓgℓ = v

és

gkℓ gk⊗gℓ ·(vrgr)︸ ︷︷ ︸
v

= gkℓ gk gℓ ·gr︸ ︷︷ ︸
gℓr

vr = gkℓgℓr︸ ︷︷ ︸
δkr

gkv
r = vrgr = v

átalakításokból.

2. Gyakorlat. Az állítás igazolása a (4.32) képlet alkalmas átalakítását igényli :
′d k ℓ = t p

k apr δ
r
q b

q
st

s
ℓ = t p

k apr t
r
v τ v

q︸ ︷︷ ︸
δrq

bqst
s
ℓ

= t p
k apr t

r
v︸ ︷︷ ︸

′a k v

τ v
q bqst

s
ℓ︸ ︷︷ ︸

′b v
ℓ

= ′a k v
′b vℓ .

Ezt kellett igazolni.

B.5. 5. Fejezet

1. Gyakorlat. Ahhoz, hogy az ap és bq sokaságok ugyanazt a vektort jelentsék az
(x) görbevonalú KR-ben a

apgp = bqg
q = bqg

qpgp ,

vagy ami ezzel egyenértékű, a

bqg
q = apgp = apgpqg

q

összefüggésnek kell fennállnia. Ha az első egyenletet gr-rel, a másodikat pe-
dig gs-sel skalárisan átszorozzuk, akkor kihasználva a jól ismert gp·gr=δrp és
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gq ·gs=δqs összefüggéseket, továbbá indexátnevező operátorként működtetve
a Kronecker-deltát kapjuk, hogy

ar = bqg
qr és bs = apgps .

Ez az eredmény az indexemelés, illetve -süllyesztés szabálya – ez a szabály
kapcsolja tehát össze az ap és bq sokaságokat, ha azok ugyanazt a valódi
vektort jelentik.

2. Gyakorlat. Ahhoz, hogy az apq és b q
p sokaságok ugyanazt a másodrendű tenzort

jelentsék az (x) görbevonalú KR-ben, az

apqg
p⊗gq = b r

p gp⊗gr

összefüggésnek kell fennállnia. Ha ezt az egyenletet balról gk-val, jobbról
pedig gℓ-el skalárisan megszorozzuk, és kihasználjuk a jól ismert gk ·gp=δpk,
gq ·gℓ=δqℓ , gr ·gℓ=grℓ összefüggéseket, valamint indexátnevező operátorként
működtetjük a Kronecker-deltát, akkor kapjuk, hogy

akℓ = b q
r grℓ .

Hasonló gondolatmenettel mutatható meg, hogy a

akℓ = gkpc
p
ℓ

és
akℓ = gkpd

pqgpℓ

összefüggéseknek is fenn kell állniuk. A fenti képletek az indexemelés és
-süllyesztés szabályai – ezek kötik tehát össze a apq, b r

p , cpq és a dpq soka-
ságokat, ha azok ugyanazt a másodrendű tenzort reprezentálják.

3. Gyakorlat. A

′gmn = ′gm · ′gn =
∂ξm

∂xp
∂ξn

∂xq
gp ·gq = τ mp τ nq gpq

átalakításból azonnal következik, hogy valódi tenzor a gpq metrikus ten-
zor. A fenti képlet a kovariáns metrikus tenzorokkal kapcsolatos (5.5) alatti
összefüggés párja.

4. Gyakorlat. Az

′εuvw =
(′gu× ′gv

)
· ′gw =

∂ξu

∂xp
∂ξv

∂xq
∂ξw

∂xr
(gp×gq) ·gr = τ up τ vq τ wr εpqr

átalakításból azonnal következik, hogy valódi tenzor a kontravariáns εpqr

tenzor. Ez az összefüggés egyébként a kovariáns permutációs tenzorral kap-
csolatos (5.6) alatti egyenlet párja.

5. Gyakorlat. Az előző, azaz a 4. Gyakorlat megoldása szerint

′γo = ′ε123 =
(′g1× ′g2) · ′g3 =

∂ξ1

∂xp
∂ξ2

∂xq
∂ξ3

∂xr
(gp×gq) ·gr

= τ 1
p τ 2

q τ 3
r εpqr = τ 1

p τ 2
q τ 3

r epqrγo =
∣∣∣τ ℓk ∣∣∣ γo .

Következésképp ′γo ̸= γo, ami azt jelenti, hogy nem valódi skalár a γo. Ezen
eredmény átírható a

′γo = tMγo; M =−1

alakba – t= 1/τ = 1/
∣∣τ ℓk ∣∣. Az utóbbi képlet az (5.7b) alatti képlet párja.
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6. Gyakorlat. A 4. Gyakorlat megoldása alapján írható, hogy

′εuvw = ′γo′euvw =
(′gu× ′gv

)
· ′gw

=
∂ξu

∂xp
∂ξv

∂xq
∂ξw

∂xr
(gp×gq) ·gr = τ up τ vq τ wr εpqr = γoτ up τ vq τ wr epqr .

Következésképp

euvw =
γo

′γo
τ up τ vq τ wr epqr = tMτ up τ vq τ wr epqr , M = 1 .

Mivel ′γo ̸= γo, azonnal következik a fenti képletből, hogy pszeudotenzor
a felsőindexes permutációs szimbólum. A fenti eredmény egyben az (5.8)
alatti összefüggés párja.

7. Gyakorlat. A

γ◦ = [g1 g2 g3] = g1kg2ℓg3m[gk gℓ gm]

= g1kg2ℓg3mεkℓm = g1kg2ℓg3mekℓm︸ ︷︷ ︸
g◦

γ◦ =
g◦

γ◦

átalakítás szerint

(γ◦)
2
= g◦ .

Következésképp – tekintettel a ′γo ̸= γo egyenlőtlenségre – fennáll, hogy
′go ̸= go. Ez azt jelenti, hogy nem valódi skalár a g◦. Mivel g◦=1/g◦ azonnal
adódik, hogy a g◦ sem valódi skalár.

8. Gyakorlat. Legyen az a és b két tetszőleges vektor. A gyakorlat állításának he-
lyessége azonnal következik az

a ·b= akb
k = akδ

k
ℓ b
ℓ = akt

k
s τ

s
ℓ︸ ︷︷ ︸

δk
ℓ

bℓ = akt
k
s︸ ︷︷ ︸

′as

τ sℓ b
ℓ︸︷︷︸

′bs

= ′as
′bs

átalakításból.
9. Gyakorlat. Az igazolást csak másodrendű tenzorokra vázoljuk, ugyanis a gon-

dolatmenet minden más esetben változatlan. Legyen a ℓk és b ℓk két valódi
másodrendű tenzor. Ez esetben nyilvánvaló, hogy

′a q
p = a ℓ

k t
k
p τ q

ℓ és ′b qp = b ℓk t
k
p τ q

ℓ .

Legyen továbbá α és β a két súly. A gyakorlat állításának helyessége az
előzőek alapján írható

α′a q
p +β′b qp = αa ℓk t

k
p τ q

ℓ +βb ℓk t
k
p τ q

ℓ =
(
αa ℓk +βb ℓk

)
t kp τ

q
ℓ

összefüggés következménye, hiszen ez világosan mutatja, hogy a vonatkozó
transzformáció szabályai a súlyozott összegre is érvényesek maradnak. Ve-
gyük észre, hogy a kapott eredmény összhangban van az (5.3) összefüggéssel.

10. Gyakorlat. Legyen a ℓr
k és bsq két valódi tenzor. Ez esetben fennállnak a

′a vw
u = a ℓr

k t ku τ v
ℓ τ w

r és ′bmn = bsqt
s
mt qn
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összefüggések. Tekintsük elsőként az ′a vw
u

′bwn = ′c vu n skaláris szorzatot.
Nyilvánvaló, hogy

′c v
u n = ′a vw

u
′bwn = a ℓr

k t ku τ v
ℓ τ w

r bsqt
s
w t qn

= a ℓr
k t ku τ v

ℓ τ w
r t sw︸ ︷︷ ︸
δ s
r

bsq t
q
n = a ℓr

k brq︸ ︷︷ ︸
c ℓ
k q

t ku τ v
ℓ t qn = c ℓ

k qt
k
u τ v

ℓ t qn .

Kiolvasható innen, hogy a tekintett skaláris szorzat – lásd az aláhúzott kép-
letrészeket – eleget tesz a vonatkozó transzformációs szabályoknak. A gon-
dolatmenet a két tenzor más skaláris szorzataira (más indexösszeejtésekre)
is változatlanul alkalmazható.

Ugyanilyen módon mutatható meg, hogy a ′a vw
u

′bmn = ′d vw
u mn szorzat

esetén fennáll a
′a vw
u

′bmn︸ ︷︷ ︸
′d vw

u mn

= a ℓr
k bsq︸ ︷︷ ︸
d ℓr
k sq

t ku τ v
ℓ τ w

r t sm t qn

egyenlet. Ez azt jelenti, hogy két valódi tenzor tenzoriális szorzata is valódi
tenzor.

11. Gyakorlat. Az alábbi átalakítások igazolják az (5.15c) képletek helyes voltát:

gk ·D ·gℓ = gk ·dmngm⊗gn ·gℓ
= dmn(gk ·gm)(gn ·gℓ) = δkmdmngnℓ = d kℓ ,

gk ·D ·gℓ = gk ·dmngm⊗gn ·gℓ

= dmn(gk ·gm)(gn ·gℓ) = gkmdmnδ ℓ
n = d ℓ

k ,

gk ·D ·gℓ = gk ·dmngm⊗gn ·gℓ

= dmn(gk ·gm)(gn ·gℓ) = δkmdmnδ ℓ
n = d kℓ .

12. Gyakorlat. Ha a ck=akℓb
ℓ szorzatba helyettesítjük a ck és bℓ-hez tartozó cK =

= c<K>/
√

gKK és bL = b<L>/
√
gLL fizikai koordinátákat, akkor kapjuk,

hogy

c<K>√
gKK

=

3∑
L=1

aKL
b<L>
√
gLL

, azaz hogy c<K> =

3∑
L=1

aKL

√
gKK

gLL︸ ︷︷ ︸
a<KL>

b<L> .

Innen azonnal adódik az igazolni kívánt

a<KL> = aKL

√
gKK

gLL
(B.5a)

összefüggés. Ami a bal oldali fizikai koordinátákat illeti, a fenti gondolatme-
nettel kapjuk a dℓ = bkakℓ szorzatból a

d<L>√
g LL

=
3∑

K=1

b<K>
√
gKK

aKL −→ d<L> =

3∑
K=1

d<K>aKL

√
g LL

gKK︸ ︷︷ ︸
a<KL>

,
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vagyis az

a<KL> = aKL

√
g LL

gKK
(B.5b)

eredményt.
13. Gyakorlat. Az előző gyakorlat megoldásának gondolatmenete alapján indulva

ki a cp = apqbq szorzatból írhatjuk, hogy

c<P>
√
gPP

=

3∑
Q=1

aPQ
b<Q>√
gQQ

, azaz hogy c<P> =

3∑
Q=1

aPQ
√

gPP
gQQ︸ ︷︷ ︸

a<PQ>

b<Q> .

Innen azonnal következik a jobb oldali fizikai koordinátákat adó képlet:

a<PQ> = aPQ
√

gPP
gQQ

. (B.6a)

Ami a bal oldali fizikai koordinátákat illeti, nem nehéz a fentiek és a dq =
= bpa

pq szorzat felhasználásával ellenőrizni, hogy helyes a

a<PQ> = aPQ
√

gQQ
gPP

(B.6b)

összefüggés.

B.6. 6. Fejezet

1. Gyakorlat. Az igazolást csak a (6.2a)1 esetre ismertetjük. A (6.1) képlet alap-
ján zérus értékű kell legyen a (6.3) különbség. Az idézett különbségben a
kivonandónak

vpgp ·
(
akℓg

k⊗gℓ
)

︸ ︷︷ ︸
A

·wqgq = vpδ kp akℓδ
ℓ
qw

q

= vpapqw
q = wpaqpv

q = wp δ ℓp︸︷︷︸
gp·gℓ

akℓ δ kq︸︷︷︸
gk·gq

vq

= wp gp ·
(
akl g

ℓ⊗gk
)
·vq gq ,

a kisebbítendőnek pedig

wpgp ·
((

aT
)
kℓ

gk⊗gℓ
)
·vqgq = wpδ kp

(
aT
)
kℓ

δℓqv
q = wp

(
aT
)
pq

vq

az értéke. Mivel zérus az idézett különbség, teljesülnie kell egyrészről a ke-
retezett képletrészek alapján írható

w ·
[
AT −akℓ g

ℓ⊗gk
]
·v = 0 (B.7)

összefüggésnek, másrészről pedig az aláhúzott képletrészek alapján adódó

wp
(
aT
)
pq

vq−wp aqp vq = 0 (B.8)

egyenletnek. A (B.7) egyenlet csak akkor teljesülhet tetszőleges v és w ese-
tén, ha

AT = akℓ g
ℓ⊗gk . (B.9)
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Vegyük észre, hogy a fenti képletben az A tenzor előállításához képest –
lásd az első kapcsos zárójellel megjelölt képletrészt a jelen megoldás első
képletében – fordított a bázisvektorok sorrendje a (B.9) jobb oldalán (a bá-
zistenzort alkotó diádban). Következésképp azt a szabályt olvashatjuk ki
a (B.9) képletből, hogy az A = akℓg

k⊗gℓ alakban írt másodrendű tenzor
transzponáltja is úgy kapható meg, hogy felcseréljük a bázistenzort alkotó
diádban a bázisvektorok szorzási sorrendjét. Tömören: a transzponálás mű-
velete a bázistenzort alkotó diádok szorzási sorrendjének cseréje.
A másik két esetben részint a 6.1.1. szakasz gondolatmenetének (lásd a ten-
zor (6.2a)3 alatti alakját) alapján, részint pedig fentiek alapján (lásd a ten-
zor (6.2a)4 alatti alakját) látható be, hogy a transzponálás művelete ezekben
az eseteken is a bázistenzort alkotó diádok szorzási sorrendjének cseréje.

2. Gyakorlat. A transzponáltat értelmező (6.1) egyenletet bal oldalát tekintve a

v ·A ·w = vk gk ·(apq gp⊗gq)︸ ︷︷ ︸
A

·wℓ gℓ = vk akℓ w
ℓ = wk aℓkv

ℓ ,

a jobb oldalt tekintve pedig a

w ·AT ·v = wk gk ·
((

aT
)
pq

gp⊗gq
)

︸ ︷︷ ︸
AT

·vℓ gℓ = wk
(
aT
)
kℓ v

ℓ

összefüggés áll fenn. Az aláhúzott részek egyenlőségéből tekintettel wk és vℓ

tetszőleges voltára adódik, hogy(
aT
)
kℓ = aℓk .

A másik két esetben a fenti lépések értelemszerű alkalmazásával kapható
meg a kívánt eredmény.

3. Gyakorlat. Valódi vektor a kérdéses

d(a) s =−1

2
εqrs dqr

vektorinvariáns, ha (ξ) KR-beli

′d(a)w =−1

2
′εuvw ′duv

értelmezése megegyezik a d(a) s vektor

′d(a)w = d(a) sτ w
s

transzformáltjával. A vonatkozó transzformációs képletek alapján az elérni
kívánt eredmény adódik:

′d(a)w =−1

2
′εuvw ′duv =−1

2
τ u
q τ v

r τ w
s εqrstu

mtv
ndmn

=−1

2
τ u
q tu

m︸ ︷︷ ︸
δmq

τ v
r tv

n︸ ︷︷ ︸
δnr

εqrsdmnτ
w
s =−1

2
εqrsdqrτ

w
s = d(a) sτ w

s .

Ez egyben a gyakorlat állításának igazolása.
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4. Gyakorlat. Ha a (6.23) képletben az eleve ferdeszimmetrikus spq tenzort gon-
doljuk a d[lm] helyére, illetve az spq tenzor s(a) r vektorinvariánsát a d(a) r

helyére, akkor értelemszerű betűcserékkel írhatjuk, hogy

spq =−εpqr s
(a) r .

Nyilvánvaló az εPPr = 0 (P = 1,2,3) egyenlet alapján az

s11 = s22 = s33 = 0

képletek helyessége. Kihasználva a továbbiakban az εpqr =
√
g◦epqr össze-

függést, valamint a permutációs szimbólum tulajdonságait, írhatjuk, hogy

s12 =−√
g◦e123s

(a)3 =−√
g◦s

(a)3 , s21 =−s21 ,

s13 =−√
g◦e132s

(a)2 =
√
g◦s

(a)2 , s31 =−s13 ,

s23 =−√
g◦e231s

(a)1 =−√
g◦s

(a)1 , s32 =−s23 .

Következésképp

[spq] =
√
go

 0 −s(a)3 s(a)2

s(a)3 0 −s(a)1

−s(a)2 s(a)1 0

 . (B.10)

Ezt kellett megmutatni.
5. Gyakorlat. A gyakorlat állításának helyessége azonnal következik az

′dℓ
ℓ = ′dℓ

sδ ℓs = ′dℓ
sτ ℓk t

k
s︸ ︷︷ ︸

δ ℓ
s

= τ ℓk
′dℓ
s t ks = dk

k

átalakításból.
6. Gyakorlat. A (6.29a) összefüggés helyessége azonnal következik az értelmezés

alapján írható

trD = I · ·D = d ℓ
ℓ

képlet és az ugyancsak az értelmezés alapján írható

trDT = I · ·DT = dkk = gkℓ d s
ℓ gsk = gsk g

kℓ︸ ︷︷ ︸
δ ℓ
s

d s
ℓ = d ℓ

ℓ

képlet egybevetéséből. A (6.29b) összefüggés helyessége pedig azonnal kö-
vetkezik a

tr (D+S) = I · · (D+S) = I · ·D+I · ·S = trD+trS

átalakításból.
7. Gyakorlat. A (6.29c) képlet bal oldalának átalakításával kapjuk az igazolni kí-

vánt eredményt:

tr (D ·S) = I · · (D ·S) = dkℓ s
ℓk = sℓkdkℓ = I · · (S ·D) = tr (D ·S) .
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A (6.29d) képlet esetén az alábbi átalakítások igazolják az egyes képletrészek
helyességét:

tr
(
D ·ST

)
= dkℓ

(
sT
)ℓk

= skℓ dkℓ︸ ︷︷ ︸
S··D

=
(
sT
)ℓk (

dT
)
ℓk︸ ︷︷ ︸

ST ·· DT

= skℓ
(
dT
)
ℓk︸ ︷︷ ︸

tr (S·DT )

=
(
dT
)
ℓk

skℓ︸ ︷︷ ︸
tr (DT ·S)

=
(
sT
)ℓk

dkℓ︸ ︷︷ ︸
tr (ST ·D)

.

8. Gyakorlat. Értelmezése szerint

a ·b= |a| · |b| cosφ

a skaláris szorzat értéke, ahol φ∈ [0, π] a két vektor által bezárt szög. Mivel
|cosφ| ≤ 1, nyilvánvaló a fenti értelmezés alapján a bizonyítani kívánt

|a ·b| ≤ |a||b|

Schwartz-féle egyenlőtlenség.
9. Gyakorlat. Nyilvánvaló, hogy az

f(x) = (D−xS) · · (D−xS) =D · ·D−2D · ·S+x2S · ·S

függvény értéke pozitív, illetve speciális esetben zérus. Következésképp az
f(x) = 0 másodfokú egyenletnek vagy két komplex, vagy speciális esetben
egy kettős valós gyöke van. Ez csak akkor lehetséges, ha az egyenlet d diszk-
riminánsa vagy negatív vagy pedig zérus:

d= 4 (D · ·S)2−4 (D · ·D) (S · ·S)≤ 0 .

Innen azonnal adódik a bizonyítani kívánt

|D · ·S| ≤ |D| |S|

egyenlőtlenség.
10. Gyakorlat. A (3.9) alapján indexcserékkel felírható

A m
ℓ =

1

2
eℓjke

mst a j
s a k

t

összefüggés, valamint a (3.10)3 alapján ugyancsak indexcserékkel felírható

a ℓ
nl

A m
ℓ

|a v
u | = δ m

n

képletek egybevetése alapján adódik, hogy(
a−1)

ℓ
m =

A n
ℓ

|a j
s |

=
1

2! |auv|
eℓjke

mst a j
s a k

t .

Ezt kellett igazolni.
11. Gyakorlat. Nyilvánvaló az előző képlet alapján, hogy(

a−1)m
r
=

1

2! |avu|
emsterjk a

j
s a

k
t .

12. Gyakorlat. Azt kell megmutatni a főtengelyek által alkotott KR-ben, hogy
fennáll az

A3−AI A
2+AII A−AIIII = 0
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egyenlet. Jelölje rendre λi és ni az A tenzor i-edik sajátértékét és sajátvek-
torát. Nyilvánvaló, hogy

A=

3∑
i=1

λini⊗ni , A2 =

3∑
i=1

λ2
ini⊗ni , (B.11)

A3 =

3∑
i=1

λ3
ini⊗ni , I =

3∑
i=1

ni⊗ni , (B.12)

és hogy

AI = λ1+λ2+λ3 , AII = λ1λ2+λ2λ3+λ3λ1 , AIII = λ1λ2λ3 .

A fenti egyenletek helyettesítésével kapjuk, hogy

A3−AI A
2+AII A−AIIII =

3∑
i=1

[
λ3
i −(λ1λ2+λ2λ3+λ3λ1)λ

2
i

+(λ1λ2+λ2λ3+λ3λ1)λi−λ1λ2λ3

]
ni⊗ni .

Ha i= 1, akkor azonnal adódik, hogy az ni⊗ni tag együtthatója zérus:

λ3
1−(λ1+λ2+λ3)λ

2
1+(λ1λ2+λ3λ1+λ2λ3)λ1−λ1λ2λ3 = 0 .

Ha i=2 vagy i=3, akkor ugyanilyen módon adódik a vonatkozó együtthatók
eltűnése. Ezzel igazoltuk a Caley–Hamilton-tétel fennállását a főtengelyek
KR-ében.

13. Gyakorlat. A

B ·nℓ=(αA+β1) ·nℓ = αA ·nℓ︸ ︷︷ ︸
χℓnℓ

+β1 ·nℓ︸ ︷︷ ︸
nℓ

= (αχℓ+β)︸ ︷︷ ︸
parallel to nℓ

nℓ, Σℓ|

átalakításból azonnal következik, hogy αχℓ+β, és nℓ a B tenzor sajátértéke
és sajátvektora. Vagyis koaxiális a B és A. A Σℓ| szimbólum mutatja, hogy
nem érvényes az összegezési konvenció az ℓ index tekintetében.

14. Gyakorlat. Legyen a B és a C két másodrendű tenzor. Ezek skaláris szorzatára
nézve fennáll, hogy

(B ·C)T =CT · BT .

A további gondolatmenetben úgy alkalmazzuk majd ezt a szabályt, hogy
arra külön nem hívjuk fel a figyelmet. Ki fogjuk azt is használni, hogy a
szimmetrikus A tenzor transzponáltja önmaga: A=AT .

Az A tenzor második hatványát tekintve írhatjuk, hogy(
A2)T = (A ·A)T =AT ·AT =A ·A=A2 .

Ezek szerint szimmetrikus tenzor a szimmetrikus tenzor második hatványa.
Tegyük fel a továbbiakban, hogy szimmetrikus az As tenzor (s ≥ 2). Meg-
mutatjuk, hogy ez esetben szimmetrikus az A tenzor s+1-edik hatványa.
Elemi átalakításokkal adódik, hogy(

As+1)T = (As ·A)T =AT ·(As)T =A ·As =As+1 .

Ezt kellett igazolni.
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15. Gyakorlat. A megoldást a feltett kérdések szerint tagolva közöljük.
1. A tenzor szimmetriájának ellenőrzésére számítsuk ki a kontravariáns

koordinátákat (összetevőket):

[Bmn] =
[
Bm

qg
qn]=

 104 30 0
120 40 0
0 0 48

 1 0 0
0 4 0
0 0 1


=

 104 120 0
120 160 0
0 0 48

 .

Mivel Bmn=Bnm, a tenzor szimmetrikus. Megjegyezzük, hogy ugyanez
az eredmény azonnal következik a

BT =
(
F ·F T

)T
= F ·F T =B

átalakításból is.
2. A B tenzorral kapcsolatos karakterisztikus egyenlet a

−
∣∣Bp

q −λδpq
∣∣=−

∣∣∣∣∣∣
104−λ 30 0
120 40−λ 0
0 0 48−λ

∣∣∣∣∣∣
= (λ−48)

∣∣∣∣ 104−λ 30
120 40−λ

∣∣∣∣
= (λ−48)

(
λ2−144λ+560

)
= 0

alakban írható le, ahonnan

λ1 = 140 , λ2 = 48 és λ3 = 4

a három sajátérték. Következőleg pozitív definit a tenzor, és így van
négyzetgyöke.

3. Nyilvánvaló [Bmn] szerkezetéből, figyelembevéve a gyökök sorrendjét,
hogy a g3 irány a második főirány:

n
(2)

= g3 .

Az első főirányt adó

n
(1)

= n
(1)

kgk

vektor a [
Bp

q −λ1δ
p
q

]
n
(1)

q = 0

egyenlet alapján felírható

(104−λ1) n
(1)

1+30 n
(1)

2 =−36 n
(1)

1+30 n
(1)

2 = 0 ,

vagy

120 n
(1)

1+(40−λ1) n
(1)

2 = 120 n
(1)

1−100 n
(1)

2

egyenletekből számítható. Az eredmény

n
(1)

1 =
5

6
n
(1)

2 .
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A főirányok kölcsönös merőlegessége miatt az is nyilvánvaló, hogy

n
(1)

3 = 0 .

A főirányokat kijelölő irányvektorokkal kapcsolatos normálási feltétel
szerint

n
(1)

kgkl n
(1)

l = n
(1)

1g11 n
(1)

1+ n
(1)

2g22 n
(1)

2 =

(
25

36
+

1

4

)
n
(1)

2 n
(1)

2 = 1 ,

ahonnan

n
(1)

2 =
6√
34

és n
(1)

1 =
5√
34

.

Végeredményben

n
(1)

=
1√
34

(5g1+6g2) =
1√
34

(
5g1+

6

4
g2

)
.

A harmadik főirány abból a feltételből adódik, hogy jobbsodratú kar-
téziuszi KR-t alkotnak a főirányok egységvektorai :

n
(3)

= n
(1)

× n
(2)

=
1√
34

(5g1+6g2)×g3 =
1√
34

(
5ε132g

2+6ε231g
1)

=

√
go√
34

(
6g1−5g2)= 1√

136

(
6g1−5g2)

=
1√
136

(6g1−20g2) , go =
1

4
.

4. A főtengelyek KR-ében

B = λ1 n
(1)

◦ n
(1)

+λ2 n
(2)

◦ n
(2)

+λ3 n
(3)

◦ n
(3)

= 140n
(1)

◦ n
(1)

+48n
(2)

◦ n
(2)

+4n
(3)

◦ n
(3)

a B tenzor diádikus szorzatokkal történő előállítása és

V =
√
140n

(1)
◦ n
(1)

+
√
48n

(2)
◦ n
(2)

+2n
(3)

◦ n
(3)

a tenzor négyzetgyöke, hiszen

V 2 =B .

5. Az (x) görbevonalú KR-re térve át írhatjuk, hogy

V =

√
140

34
(5g1+6g2)◦

(
5g1+

6

4
g2

)
+
√
48g3 ◦g3

+
1

68
(6g1−20g2)◦

(
6g1−5g2)

=

{√
140

34
(25g1+30g2)+

1

68
(36g1−120g2)

}
◦g1

+

{
3
√
140

68
(5g1+6g2)−

5

68
(6g1−20g2)

}
◦g2+

√
48g3 ◦g3 ,



198 B. A gyakorlatok megoldásai

azaz hogy

V =

{
50

√
140+36

68
g1+

60
√
140−120

68
g2

}
◦g1

+

{
15

√
140−30

68
g1+

18
√
140+100

68
g2

}
◦g2+

√
48g3 ◦g3 .

Következésképp

[
V m

q

]
=

 50
√

140+36
68

15
√
140−30
68

0
60

√
140−120
68

18
√

140+100
68

0

0 0
√
48

 ,

és amint az némi számolással ellenőrzésként adódik:

[
V m

q V
q
n

]
=

 50
√

140+36
68

15
√
140−30
68

0
60

√
140−120
68

18
√
140+100
68

0

0 0 +
√
48


 50

√
140+36
68

15
√
140−30
68

0
60

√
140−120
68

18
√
140+100
68

0

0 0 +
√
48


=

 104 30 0
120 40 0
0 0 48

= [Bm
n ] .

B.7. 7. Fejezet

1. Gyakorlat. Nem nehéz ellenőrizni – mindkét tenzor szimmetrikus –, hogy

Q−1

1
=QT

1
=Q

1
=

 2/3 2/3 −1/3
2/3 −1/3 2/3

−1/3 2/3 2/3

 , Q
1
QT

1
=Q2

1
=

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 ,

det
(
Q

1

)
=

∣∣∣∣∣∣
2/3 2/3 −1/3
2/3 −1/3 2/3

−1/3 2/3 2/3

∣∣∣∣∣∣=−1

és

Q−1

2
=QT

2
=Q

2
=

 1/2 1/2
√
2/2

1/2 1/2 −
√
2/2√

2/2 −
√
2/2 0

 , Q
2
QT

2
=Q2

2
=

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 ,

det
(
Q

2

)
=

∣∣∣∣∣∣
1/2 1/2

√
2/2

1/2 1/2 −
√
2/2√

2/2 −
√
2/2 0

∣∣∣∣∣∣=−1 .

Mivel negatív a két determináns, egyik tenzor sem forgató tenzor.
2. Gyakorlat. Nem túl nehéz ellenőrizni, hogy

det
(
Q
)
=

1√
2

(
1

2

1√
2
+

1

2

1√
2

)
+

1√
2

(
1

2

1√
2
+

1

2

1√
2

)
=

1

4
+

1

4
+

1

4
+

1

4
= 1 .
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Fennáll továbbá, hogy

QQT =


1
2

− 1√
2

− 1
2

1
2

1√
2

− 1
2

1√
2

0 1√
2




1
2

1
2

1√
2

− 1√
2

1√
2

0

− 1
2

− 1
2

1√
2



=


1
2
+ 1

2
+ 1

4
1
4
− 1

2
+ 1

4
1

2
√
2
− 1

2
√
2

1
4
− 1

2
+ 1

4
1
4
+ 1

2
+ 1

4
1

2
√
2
− 1

2
√
2

1

2
√
2
− 1

2
√
2

1

2
√
2
− 1

2
√
2

1
2
+ 1

2

=


1 0 0

0 1 0

0 0 1

 ,

azaz hogy
QT =Q−1 .

Következésképp forgató tenzor a Q tenzor. A továbbiakban szükség lesz
a Q tenzor ferdeszimmetrikus részére. Jelölje ezt S. Egyszerű számítással
kapjuk, hogy

S=
1

2

(
Q−QT

)
=

1

2


0 −

(
1
2
+ 1√

2

)
−
(

1
2
+ 1√

2

)
1
2
+ 1√

2
0 − 1

2

1
2
+ 1√

2

1
2

0



=


0 − 1+

√
2

4
− 1+

√
2

4

1+
√
2

4
0 − 1

4

1+
√
2

4
1
4

0

 .

Figyelembe véve: (a) hogy kartéziuszi az (y1, y2, y3) KR (egységnyi tehát
a metrikus tenzor determinánsa), (b) és kihasználva a (B.10) képleteket
kapjuk, hogy

q(a) = s(a) = s(a)1i1+s(a)2i2+s(a)3i2 =
1

4
i1−

1+
√
2

4
i2+

1+
√
2

4
i3

a Q tenzor vektorinvariánsa. Vegyük észre, hogy az egységnyi abszolút ér-
tékű

a=

√
2

2
i2+

√
2

2
i3

vektor merőleges q(a)-re, azaz benne fekszik a forgatás síkjában. Követke-
zésképp a forgatás φ szöge a

cosφ= a ·Q ·a︸︷︷︸
b

képletből számítható. Fentiek szerint az elforgatott b vektor:

b=

√
2

2


1
2

− 1√
2

− 1
2

1
2

1√
2

− 1
2

1√
2

0 1√
2




0

1

1

=

√
2

2


− 1+

√
2

2

− 1−
√
2

2

1√
2

 ,
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és ezen részeredmény felhasználásával azonnal adódik a keresett szög koszi-
nusza és maga a szög is :

cosφ= a ·b=
1

2

[
0 1 1

] 
− 1+

√
2

2

− 1−
√
2

2

1√
2


=

1

2

(
−1−

√
2

2
+

1√
2

)
= 0,457 106 78

φ= 1,096 056 817 radián = 62,79◦ .

3. Gyakorlat. Legyen ortogonális a Q1 és Q2 tenzor. Ha a két tenzor összege is
ortogonális akkor fenn kell állnia a

(Q1+Q2) ·(Q1+Q2)
T = I

összefüggésnek. A képlet baloldalát átalakítva írhatjuk, hogy

Q1 ·Q
T
1︸ ︷︷ ︸

I

+Q2 ·Q
T
2︸ ︷︷ ︸

I

+Q1 ·Q
T
2 +Q1 ·Q

T
2 = I ,

vagy ami ugyanaz, hogy

I+Q1 ·Q
T
2 +Q1 ·Q

T
2︸ ︷︷ ︸

−I

= 0 .

Az utóbbi egyenlet csak akkor állhat fenn, ha a megjelölt képletrész a met-
rikus tenzor (az egységtenzor) ellentettje. Mivel ez a feltétel csak speciális
esetben állhat fenn, adódik a következtetés, hogy két ortogonális tenzor
összege nem szükségképpen ortogonális tenzor.

4. Gyakorlat. A

(P ·Q ·R) ·(P ·Q ·R)T = P ·Q · R ·RT︸ ︷︷ ︸
I

·(P ·Q)T

= P · Q ·QT︸ ︷︷ ︸
I

·P T = P ·P T = I

átalakításból azonnal következik a gyakorlat állításának helyessége.

Jelölje W a P ·Q ·R szorzatot. Nyilvánvaló a (6.6a) képlet alapján, hogy

W r
s = P u

s Q v
u R r

v =
(
WT

)r
s
.

Következésképp

P kℓQ
ℓ
qR

q
r

(
WT

)r
s
= P kℓQ

ℓ
q R

q
r R

r
v︸ ︷︷ ︸

δ
q
v

Q v
u P u

s

= P kℓ Q
ℓ
v Q

v
u︸ ︷︷ ︸

δℓu

P u
s = P kℓ P

ℓ
s = δks .

Ez az átalakítás indexes jelölésmódban igazolja a gyakorlat állítását.
5. Gyakorlat. A számításokat az (y1, y2, y3) kartéziuszi KR-ben végezzük. Követ-

kezik a P = P ℓ
k ik ⊗ iℓ tenzor értelmezéséből, hogy alkalmas sor- (illetve

oszlopcserékkel) diagonálissá tehető a tenzor P mátrixa. Mivel a főátlóban
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ekkor mindenütt az egyes szám áll, azonnal adódik, hogy egységnyi a ten-
zor determinánsa: det(P ) = 1. Legyen továbbá M =M s

r ir⊗ is tetszőleges
másodrendű tenzor. Tegyük fel, hogy P L

K = 1 (P L
q = 0, q ̸= K). Tekint-

sük a T s
k = P r

k M s
r szorzatot. Nyilvánvaló a P értelmezéséből, hogy az

M s
L sor (az L-edik sor) a szorzat T s

K sora (a szorzat K-adik sora) lesz.
Következésképp

(
P−1

)
ℓ
k meg kell hogy egyezzen

(
PT
) ℓ
k

= P ℓk-val, mert
csak ekkor történik meg visszafelé a sorcsere, azaz csak ekkor áll fenn, hogy(
P−1

)
ℓ
k T s

ℓ =M s
r .

6. Gyakorlat. Mivel szimmetrikus a

Q= I−2a⊗a

tenzor, fennáll, hogy

Q ·QT =Q2 = (I−2a⊗a) ·(I−2a⊗a)

= I−2a⊗a−2a⊗a+4 (a ·a)︸ ︷︷ ︸
=1

a⊗a= I .

Ez azt jelenti, hogy valóban ortogonális a Q tenzor.

Indexes jelölésmódban

Qk
ℓ = δkℓ−2akal

a kérdéses tenzor alakja, és a tenzor szimmetriáját is kihasználva fennáll,
hogy

Qk
ℓQ

ℓ
s =

(
δkℓ−2akaℓ

)(
δℓs−2aℓas

)
= δks−2akas−2akas+4 aℓaℓ︸︷︷︸

=1

akas = δks .

Ez az átalakítás ugyancsak a gyakorlat állításának igazolása.
7. Gyakorlat. Legyen ortogonális a Q tenzor. Nyilvánvaló,hogy

Q2 ·
(
Q2)T =Q ·Q ·QT︸ ︷︷ ︸

I

·QT =Q ·QT = I .

Ez azt jelenti, hogy ortogonális tenzor az ortogonális tenzor második hat-
ványa. Tegyük fel a továbbiakban, hogy ortogonális a Qs tenzor – s ≥ 2.
Megmutatjuk, hogy ez esetben ortogonális a Q tenzor s+1-edik hatványa.
Elemi átalakításokkal adódik, hogy(

Qs+1) ·(Qs+1)T = (Qs ·Q) ·(Qs ·Q)T

=Qs ·Q ·QT︸ ︷︷ ︸
I

·(Qs)T =Qs ·(Qs)T = I .

Ezt kellett igazolni.
8. Gyakorlat. Tekintsük a QT ·Q=Q ·QT = I szorzat determinánsát. A determi-

nánsok szorzástételét kihasználva írható, hogy

det
(
QT ·Q

)
= det

(
QT
)
det (Q) = [det (Q)]2 = det (I) = 1 ,

ahonnan
det (Q) =±1 .
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A továbbiakban vizsgáljuk meg – összhangban a Gyakorlat célkitűzésével–,
hogy ismeretlennek tekintve az a vektort, van-e a

Q ·a=±a

feladatnak megoldása. Ha van, akkor fennáll a

QT ·a=QT ·(±Q ·a) =±QT ·Q︸ ︷︷ ︸
I

·a=±a

egyenlet is. Vonjuk ki az utóbbi egyenletet az azt megelőző egyenletből,
majd osszuk el az eredményt kettővel. Tekintettel a másodrendű tenzorok
ferdeszimmetrikus részét értelmező (6.18) képletre kapjuk, hogy

1

2

(
Q−QT

)
·a=Qasz · a= 0 .

Jelölje qa a Q tenzor vektorinvariánsát. A vektorinvariáns birtokában átír-
ható a (6.25) összefüggés szerint a fenti képlet:

Qasz · a= qa×a= 0 .

Ez az eredmény azt jelenti, hogy a gyakorlatban felvetett feladat a megol-
dása párhuzamos a Q tenzor qa vektorinvariánsával.

Tekintsük a továbbiakban a Q ortogonális tenzorral kapcsolatos

Q · a= λa , |a|= 1

[λ a det (Q−λI) = 0 polinom gyöke]

sajátérték-feladatot, amely λ = ±1 esetén megegyezik formailag a Gyakor-
latban felvetett feladattal. Ha az a sajátvektor és a λ sajátérték, akkor

λ2 = λ2a · a= λa ·λa= (Q · a) ·(Q · a) = a ·QT ·Q︸ ︷︷ ︸
I

·a= a ·a= 1 ,

ahonnan valóban λ=±1.
Vizsgáljuk meg a továbbiakban az előjelek szerepét.
Tételezzük először fel, hogy det (Q)=1. Az alábbi és a viszonyok tisztá-

zását célzó átalakításban (a) felhasználjuk, hogy a tenzor determinánsa meg-
egyezik a transzponáltja determinánsával, (b) helyettesítjük, ahol szükséges
a QT · Q = I képletet, és (d) alkalmazzuk a determinánsok szorzástételét:

det (Q−I) = det
[
(Q−I)T

]
= det

(
QT −I

)
= det

(
QT −QT · Q

)
= det

[
QT ·(I−Q)

]
= det

(
QT
)

︸ ︷︷ ︸
det (Q)=1

det (I−Q) =−det (Q−I) .

Mivel egy valós szám akkor egyezik meg az ellentettjével, ha a szám zérus,
fennáll a

det (Q−λI)|λ=1 = det (Q−I) = 0

egyenlet.
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Tételezzük fel másodszorra, hogy det (Q) = −1. A fenti gondolatmenet is-
métlésével kapjuk, hogy

det (Q+I) = det
[
(Q+I)T

]
= det

(
QT +I

)
= det

(
QT +QT · Q

)
= det

[
QT ·(I+Q)

]
= det

(
QT
)

︸ ︷︷ ︸
det (Q)=1

det (I+Q) =−det (Q+I) ,

azaz hogy
det (Q−λI)|λ=−1 = det (Q+I) = 0 .

A kapott eredmények a következő módon foglalhatók össze:

Q ·qa = qa , ha det (Q) = 1 [ekkor ugyanis λ= 1] és
Q ·qa =−qa , ha det (Q) =−1 [ekkor ugyanis λ=−1] .

Vegyük észre, hogy fennáll a

QT ·qa =±qa

egyenlet is.
9. Gyakorlat. A megoldást tagoltan, a gondolatmenet lépéseit egymástól elkülö-

nítve közöljük:
1. Első lépésben a C = Ckℓgk ◦gℓ = F T ·F tenzort számítjuk ki:

[Ckl ] = [(FT )ksF
s
l ] =

 0 0.5 0
−3.2 0 2.4
−1.2 0 3.4

 0 −0.8 −1.2
2 0 0
0 0.6 3.4


=

 1 0 0
0 4 12
0 3 13

 .

2. A karakterisztikus egyenlet mostmár a

−
∣∣Cpq −λCpq

∣∣=−

∣∣∣∣∣∣
1−λ 0 0
0 4−λ 12
0 3 13−λ

∣∣∣∣∣∣
= (λ−1)

∣∣∣∣ 4−λ 12
3 13−λ

∣∣∣∣= (λ−1)
(
λ2−17λ+16

)
alakban írható fel, ahonnan

λ1 = 16 és λ2 = λ3 = 1

a három sajátérték. Következőleg pozitív definit a tenzor, és van négy-
zetgyöke.

3. Nyilvánvaló a [Ckl ] mátrix szerkezetéből, hogy a g1 irány főirány. Le-
gyen ez, összhangban a továbbiakkal, a második főirány:

n
(2)

= g1 .

Az első főirányt adó

n
(1)

= n
(1)

kgk

vektor a [
Cpq −λ1C

p
q

]
n
(1)

q = 0
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egyenlet felhasználásával adódóan a

(4−λ1) n
(1)

2+12 n
(1)

3 =−12 n
(1)

2+12 n
(1)

3 = 0 ,

vagy pedig a

3 n
(1)

2+(13−λ1) n
(1)

3 = 3 n
(1)

2−3 n
(1)

3

egyenletekből számítható. Az eredmény pedig:

n
(1)

2 = n
(1)

3 .

A főirányok merőlegessége miatt az is nyilvánvaló, hogy

n
(1)

1 = 0 .

A normálási feltétel szerint

n
(1)

kgkℓ n
(1)

ℓ = n
(1)

2g22 n
(1)

2+ n
(1)

3g22 n
(1)

3 = (g22+g33) n
(1)

2 n
(1)

2

=

(
1

4
+1

)
n
(1)

2 n
(1)

2 = 1 ,

ahonnan

n
(1)

2 = n
(1)

3 =
2√
5
.

Végeredményben

n
(1)

=
2√
5
(g2+g3) =

2√
5

(
1

4
g2+g3

)
.

A harmadik főirány kihasználva az (1.29)1 képletet abból a feltételből
adódik, hogy jobbsodratú kartéziuszi KR-t alkotnak a főirányok egy-
ségvektorai :

n
(3)

= n
(1)

× n
(2)

=
2√
5
(g2+g3)×g1 =

2√
5

(
ε213g

3+ε312g
2)

=
2
√
go√
5

(
g2−g3)= 1√

5

(
g2−g3)= 1√

5
(4g2−g3) .

4. A főtengelyek KR-ében

C = λ1 n
(1)

◦ n
(1)

+λ2 n
(2)

◦ n
(2)

+λ3 n
(3)

◦ n
(3)

=

= 16n
(1)

◦ n
(1)

+ n
(2)

◦ n
(2)

+ n
(3)

◦ n
(3)

a C tenzor diádikus alakja és

U = 4n
(1)

◦ n
(1)

+ n
(2)

◦ n
(2)

+ n
(3)

◦ n
(3)

a tenzor négyzetgyöke, hiszen

U2 =C .

5. Az is nyilvánvaló, hogy

U−1 =
1

4
n
(1)

◦ n
(1)

+ n
(2)

◦ n
(2)

+ n
(3)

◦ n
(3)

.
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6. Az (x) görbevonalú KR-re térve át írhatjuk, hogy

U =
16

5
(g2+g3)◦

(
1

4
g2+g3

)
+g1 ◦g1+

1

5
(4g2−g3)◦

(
g2−g3)

= g1 ◦g1+

{
4

5
(g2+g3)+

1

5
(4g2−g3)

}
◦g2

+

{
16

5
(g2+g3)−

1

5
(4g2−g3)

}
◦g3 ,

azaz hogy

U = g1 ◦g1+

{
8

5
g2+

3

5
g3

}
◦g2+

{
12

5
g2+

17

5
g3

}
◦g3 .

Következésképp

[
Umq

]
=

 1 0 0
0 8

5
12
5

0 3
5

17
5

 ,

és amint az némi számolással ellenőrzésként adódik:

[
UmqU

q
n

]
=

 1 0 0
0 8

5
12
5

0 3
5

17
5

 1 0 0
0 8

5
12
5

0 3
5

17
5


=

 1 0 0
0 4 12
0 3 13

= [Cmn ] .

Az is adódik behelyettesítések után, hogy

U−1 =
1

5
(g2+g3)◦

(
1

4
g2+g3

)
+g1 ◦g1+

1

5
(4g2−g3)◦

(
g2−g3)

= g1 ◦g1+

{
1

20
(g2+g3)+

1

5
(4g2−g3)

}
◦g2

+

{
1

5
(g2+g3)−

1

5
(4g2−g3)

}
◦g3 ,

azaz hogy

U−1 = g1 ◦g1+

{
17

20
g2−

3

5
g3

}
◦g2+

{
−3

5
g2+

2

5
g3

}
◦g3

és [(
U−1)m

q

]
=

 1 0 0

0 17
20

− 3
5

0 − 3
20

2
5

 .

Valóban,

[
Uks

(
U−1)s

ℓ

]
=

 1 0 0
0 8

5
12
5

0 3
5

17
5


 1 0 0

0 17
20

− 3
5

0 − 3
20

2
5

=

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 .
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7. A forgató tenzor különböző alakjai pedig az alábbiak szerint számítha-
tók:

[
Rkℓ

]
=
[
F ks

(
U−1)s

ℓ

]
=

 0 −0.8 −1.2
2 0 0
0 0.6 3.4


 1 0 0

0 17
20

− 3
5

0 − 3
20

2
5


=

 0 −0.5 0
2 0 0
0 0 1

 ,

[Rnm] =
[
gnkR

k
m

]
=

 1 0 0
0 1

4
0

0 0 1

 0 −0.5 0
2 0 0
0 0 1

=

 0 −0.5 0
0.5 0 0
0 0 1

 ,

[R m
n ] = [Rnsg

sm] =

 0 −0.5 0
0.5 0 0
0 0 1

 1 0 0
0 4 0
0 0 1

=

 0 −2 0
0.5 0 0
0 0 1

 ,

[Rnm] =
[
gnpR m

p

]
=

 1 0 0
0 4 0
0 0 1

 0 −2 0
0.5 0 0
0 0 1

=

 0 −2 0
2 0 0
0 0 1

 .

Ellenőrzésként számítsuk ki az R ·RT szorzatot:[
Rkr(R

T )rp

]
=
[
RkrR

r
p

]
=

 0 −0.5 0
2 0 0
0 0 1

 0 0.5 0
−2 0 0
0 0 1

=

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 .

Az (y) KR-ben

[Rp q] =
[
t np Rnmt mq

]
=

 1 0 0
0 2 0
0 0 1

 0 −0.5 0
0.5 0 0
0 0 1

 1 0 0
0 2 0
0 0 1

=

 0 −1 0
1 0 0
0 0 1


a forgató tenzor.

8. Végezetül a V = F ·RT képlet alapján kapjuk, hogy[
V k
ℓ

]
=
[
F ks (R

T )sℓ

]
=
[
F ksR

s
ℓ

]
=

 0 −0.8 −1.2
2 0 0
0 0.6 3.4

 0 0.5 0
−2 0 0
0 0 1

=

 1.6 0 −1.2
0 1 0

−1.2 0 3.4

 ,

amivel

[
V k
ℓ V

ℓ
s

]
=

 1.6 0 −1.2
0 1 0

−1.2 0 3.4

 1.6 0 −1.2
0 1 0

−1.2 0 3.4

=

 4 0 −6
0 1 0
−6 0 13

 .
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Másrészről, mivel V 2 = F ·F T , mód van az ellenőrzésre is :[
F ks (F

T )sℓ

]
=
[
F ks F

s
ℓ

]
=

 0 −0.8 −1.2
2 0 0
0 0.6 3.4

 0 0.5 0
−3.2 0 2.4
−1.2 0 3.4

=

 4 0 −6
0 1 0
−6 0 13

 .

Ezzel a feladatot megoldottuk.

B.8. 8. Fejezet

1. Gyakorlat. Megmutattuk az 5. Fejezet 10. Gyakorlatának megoldása során – a
részleteket illetően lásd a 189 o.-t – hogy valódi tenzor két tenzor tenzoriális
szorzata. Mivel valódi vektor az uk, és mivel a kérdéses u k ; ℓ kovariáns
derivált az u és nabla vektorok tenzoriális szorzata, akkor teljesül a jelen
gyakorlat állítása, ha valódi vektor a ∇ vektor. Ennek igazolását illetően
visszautalunk a (8.20) képletet követő bekezdésre.

2. Gyakorlat. Azt is megmutattuk az 5. Fejezet 10. Gyakorlatának megoldása so-
rán – a részleteket illetően ismét lásd a 189 o.-t – hogy valódi tenzor két
tenzor skaláris szorzata. Az előző megoldás gondolatmenete alapján azonnal
adódik, hogy valódi skalár az u k ; k divergencia (azaz az u és nabla vektorok
skaláris szorzata).

3. Gyakorlat. Első esetben a (8.36)1 képlet értelemszerű felhasználásával, ezt köve-
tően pedig a parciális deriválások végrehajtásával – alkalmazni kell eközben
a (8.4) és (8.10) összefüggéseket is – jutunk eredményre:

δkℓ ;m =

︷ ︸︸ ︷
δkℓ ,m

(gk·gℓ),m

+δsℓ Γ
k
sm−δks Γ

s
ℓm

=−Γ k
sm gs ·gℓ︸ ︷︷ ︸

δs
ℓ︸ ︷︷ ︸

−Γ k
ℓm

+Γ s
ℓm gk ·gs︸ ︷︷ ︸

δks︸ ︷︷ ︸
Γ k
ℓm

+Γ k
ℓm−Γ k

ℓm = 0 .

Második esetben a (8.36)3 és a (8.10) képletek felhasználásával kapható meg
a kívánt eredmény:

gkℓ;m =

(gk·gℓ),m︷ ︸︸ ︷
gkℓ,m −gsℓΓ

s
km−gksΓ

s
ℓm

= Γ s
km gs ·gℓ︸ ︷︷ ︸

gsℓ

+Γ s
ℓm gk ·gs︸ ︷︷ ︸

gks

−Γ s
kmgsℓ−Γ s

ℓmgks = 0 .

4. Gyakorlat. A (8.41) egyenlet kapcsán részletezett lépésekkel – alkalmazni kell
eközben a harmadrendű kovariáns tenzorok kovariáns deriváltját adó
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összefüggést (ez a (8.39) képlet értelemszerű felhasználásával adódik), a szor-
zatderiválás szabályát és a (8.10) képleteket – kapjuk, hogy

ε pqr;m =

[gpgqgr ],m︷ ︸︸ ︷
ε pqr,m +Γ p

smεsqr+Γ q
smεpsr+Γ r

smεpqs

=−Γ p
sm[gsgqgr]︸ ︷︷ ︸

εsqr

−Γ q
sm[gpgsgr]︸ ︷︷ ︸

εpsr

−Γ r
sm[gpgqgs]︸ ︷︷ ︸

εpqs

+Γ p
smεsqr+Γ q

smεpsr+Γ r
smεpqs = 0 .

5. Gyakorlat. Első esetben szinte szó szerint követjük a (8.42)1 összefüggés igazolá-
sának gondolatmenetét. Nyilvánvaló, hogy zérus a tetszőleges, de egyébként
állandó a = apgp és b = bqgq (|a| ̸= 0, |b| ̸= 0 és c = a×b ̸= 0) vektorok
kovariáns deriváltja:

ap;m = 0 , bq;m = 0 .

Képezzük, kihasználva a szorzatderiválás szabályát a két vektor cr=ε pqr a
p bq

vektoriális szorzatának kovariáns deriváltját. Mivel állandó a c vektor, tel-
jesülnie kell a

c r ;m = (ε pqr ap bq) ; r

= ε pqr ;m a p b q+ε pqr a
p
;m︸︷︷︸

=0

bq+ε pqr a
p bq;m︸︷︷︸

=0

= ε pqr ;m ap bq = 0

egyenletnek. Az aláhúzott tag csak akkor tűnik el tetszőleges ap és bq esetén,
ha

ε pqr ;m = 0 .

Ezt kellett igazolni.
Második esetben a (8.41) egyenlet kapcsán részletezett lépésekkel – al-

kalmazni kell eközben a harmadrendű kovariáns tenzorok kovariáns derivált-
ját adó összefüggést (ez a (8.39) képlet értelemszerű alkalmazásával írható
fel), a szorzatderiválás szabályát és a (8.10) képleteket – kapjuk, hogy

εkℓr;m =

[gkgℓgr ],m︷ ︸︸ ︷
εkℓr;m −Γ s

kmεsℓr−Γ s
ℓmεksr−Γ s

rmεkℓs

= Γ s
km[gsgℓgr]︸ ︷︷ ︸

εsℓr

+Γ s
ℓm[gkgsgr]︸ ︷︷ ︸

εksr

+Γ s
rm[gkgℓgs]︸ ︷︷ ︸

εkℓs

−Γ s
kmεsℓr−Γ s

ℓmεksr−Γ s
rmεkℓs = 0 .

Vegyük észre, hogy ez az igazolás szinte szó szerint megegyezik az előző
gyakorlatban közölt igazolással.

6. Gyakorlat. Definíció szerint:

∆=∇·∇=

(
gk

∂

∂xk

)
·
(
gℓ

∂

∂xℓ

)
= gkℓ

∂2

∂xk∂xℓ
+gk ·

(
∂gℓ

∂xk
∂

∂xℓ

)
.

A továbbiakban vegyük figyelembe, hogy gkℓ = 0, ha k ̸= ℓ. Kapjuk, hogy:

∆= g11
∂2

∂x1∂x1
+g22

∂2

∂x2∂x2
+g33

∂2

∂x3∂x3
+gk ·

(
∂gℓ

∂xk
∂

∂xℓ

)
= g11

∂2

∂x1∂x1
+g22

∂2

∂x2∂x2
+g33

∂2

∂x3∂x3
−gk ·gs︸ ︷︷ ︸

gks

Γ ℓ
sk

∂

∂xℓ
,



B.8. 8. Fejezet 209

ahol a ∂gℓ/∂xk =−g s Γ ℓ
sk összefüggést is figyelembe vettük. Innen azonnal

adódik a kívánt végeredmény:

∆= g11
∂2

∂x1∂x1
+g22

∂2

∂x2∂x2
+g33

∂2

∂x3∂x3
(B.13)

−g11Γ ℓ
11

∂

∂xℓ
−g22Γ ℓ

22
∂

∂xℓ
−g33Γ ℓ

33
∂

∂xℓ
. (B.14)

7. Gyakorlat. A probléma megoldása előkészületeket igényel. Az A.1 szakaszban
áttekintettük a hengerfelületre épített görbevonalú KR-ek sajátosságait.
Tekintettel az esetleges héjelméleti alkalmazásokra, a harmadik kovariáns
bázisvektor irányát a henger felületre merőlegesen választottuk meg az idé-
zett szakaszban. A rugalmasságtani alkalmazásokban azonban a harmadik
kovariáns bázisvektort a körhengerfelület tengelyével párhuzamosan szokás

P

O

x =

R  

cosR

sinR

z

r=R  + i zziR

i

iR

iz=i 3
i 2

i1

y 2

y 3
3 y =3

x =1

φ

y 1

φx 2=

g
3

g
1

i z

g
2

φ

φ

x =2 φ

A.1. ábra. HKR

felvenni. Emiatt első lépésben röviden áttekintjük az utóbbi választás követ-
kezményeit. A gondolatmenet lépései az A.1. ábrán alapulnak. Leolvasható
az ábráról, hogy

x1 =R, x2 = φ, x3 = z , (B.15)
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és az is hogy

r= x1 cosx2 i1+x1 sinx2 i2+x3 i3

=R cosφ i1+R sinφ i2+x3i3 =RiR+ziz (B.16)

P pont helyvektora. Ennek ismeretében

g1 =
∂r

∂x1
= cosx2 i1+sinx2 i2 = cosφ i1+sinφ i2 = iR ,

g2 =
∂r

∂x2
=−x1 sinx2 i1+x1 cosx2 i2

=−R sinφ i1+R cosφ i2 =R iφ ,

g3 =
∂r

∂x3
= i3 = iz

(B.17)

a három kovariáns bázisvektor. Könnyen ellenőrizhető most már, hogy

[gkℓ] =

 1 0 0
0 R2 0
0 0 1

 és
[
gkℓ
]
=

 1 0 0
0 1/R2 0
0 0 1

 (B.18)

az alsó és felső indexes mérték tenzorok mátrixa. A kontravariáns bázisvek-
torok pedig a gn = gnkgk szorzatból adódnak:

g1 = g1 = iR , g2 =
1

R
g2 =

1

R
iφ , g3 = g3 = iz . (B.19)

A zérustól különböző Christoffel-szimbólumok a (8.11) képletekkel számít-
hatók:

Γ21 , 2 = Γ12 , 2 =
1

2
g22,1 =R , Γ2

21 = Γ2
12 = Γ12 , 2g

22 =
1

R
, (B.20a)

Γ22 , 1 =−1

2
g22,1 =−R , Γ1

22 = Γ22 , 1g
11 =−R . (B.20b)

Könnyen ellenőrizhető az előzőek alapján, hogy

∇=
∂

∂xk
gk =

∂

∂R
iR+

1

R

∂

∂φ
iφ+

∂

∂z
iz . (B.21)

Az előző gyakorlat (B.13) képletéből, kihasználva a (B.18) és (B.20) képle-
teket, megkapható a HKR-beli Laplace-operátor is :

∆=
∂2

∂R2
+

1

R2

∂2

∂φ2
+

∂2

∂z2
+

1

R

∂

∂R
. (B.22)

Áttérve most már a probléma konkrét kérdéseire, az u vektor HKR-beli[
uk
]T

=
[
u1 u2 u3

]
, [uk]

T =
[
u1 u2 u3

]
koordinátái, valamint az ezen vektor[

u<k>
]T

=
[
u<1> u<2> u<3>

]
=
[
uR uφ uz

]
fizikai koordinátái közt fennálló kapcsolat azonnal adódik az (5.29) képletek
felhasználásával – pl. u2 = u<2>/

√
g22 :

[
uk
]
=

 uR
1
R
uφ
uz

 , [uk] =

 uR
Ruφ
uz

 . (B.23)
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Ami a σ tenzor

[
σ<k><ℓ>

]
=
[
σ <k>
<ℓ>

]
=

 σRR τRφ τRz
τφR σφφ τφz
τzR τzφ σzz

 (B.24)

fizikai koordinátáit illeti, az alábbi összefüggések állnak fenn:

[
σkℓ
]
=


σRR

1
R
τRφ τRz

1
R
τφR

1
R2 σφφ

1
R
τφz

τzR
1
R
τzφ σzz

 , [σpq] =


σRR RτRφ τRz

RτφR R2σφφ Rτφz

τzR Rτzφ σzz

 , (B.25a)

[σrs] =


σRR RτRφ τRz
1
R
τφR σφφ

1
R
τφz

τzR Rτzφ σzz

 , [σ w
v ] =


σRR

1
R
τRφ τRz

RτφR σφφ Rτφz

τzR
1
R
τzφ σzz

 . (B.25b)

Ezeket a megoldásokat az (5.30a), (5.31a), (B.5) és (B.6) képletek felhasz-
nálásával kaptuk meg. Felhasználva a (B.6a) képletet,

σ22 = σ<22>

√
g22

g22
= σφφ

√
1/R2

R2
=

1

R2
σφφ

az egyik részeredmény, az (5.30a) képletből pedig többek között a

σ2
1 = σ<2>

<1>

√
g11
g22

=
1

R
τφR

formula adódik. Etc.
8. Gyakorlat. A három egyensúlyi egyenlet tetszőleges görbevonalú KR-ben az

alábbi alakban írható fel :

σ 1ℓ
; ℓ = σ 11

, 1+σ 12
, 2+σ 13

, 3+Γ 1
sℓ σ

sℓ+Γ ℓ
sℓ σ

1s+f1 = 0 ,

σ 2ℓ
; ℓ = σ 21

, 1+σ 22
, 2+σ 23

, 3+Γ 2
sℓσ

sℓ+Γ ℓ
sℓ σ

2s+f3 = 0 ,

σ 3ℓ
; ℓ = σ 31

, 1+σ 32
, 2+σ 33

, 3+Γ 3
sℓ σ

sℓ+Γ ℓ
sℓ σ

3s+f3 = 0 .

Ha figyelembe vesszük, hogy HKR-ben a (B.20) képletek adják meg a nem
zérus Christoffel-szimbólumok értéket, akkor innen a

σ 11
, 1+σ 12

, 2+σ 13
, 3+Γ 1

22 σ
22+Γ 2

12 σ
11+f1 = 0 ,

σ 21
, 1+σ 22

, 2+σ 23
, 3+Γ 2

12 σ
12+Γ 2

21 σ
21+Γ 2

12 σ
21+f2 = 0 ,

σ 31
, 1+σ 32

, 2+σ 33
, 3+Γ 2

12 σ
31+f3 = 0

képleteket kapjuk. Helyettesítsük most már a fenti egyensúlyi egyenletekbe
(a) a feszültségtenzor σ kℓ koordinátáit a (B.25a)1 képletből a fizikai ko-
ordinátákkal kifejezve, (b) a tehervektort a fizikai koordinátákkal kifejezve
a (B.23)1 képlet alapján, (c) a nem zérus Christoffel-szimbólumok értéke-
it, és (d) jelöljük ki, valamint ahol kell, végezzük is el az x1 = R, x2 = φ,
valamint x3 = z szerinti parciális deriválásokat. Ha a második egyenletet
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megszorozzuk emellett R-el, megkapjuk a kívánt végeredményt:
∂σRR
∂R

+
1

R

∂τRφ
∂φ

+
∂τRφ
∂R

− σφφ−σRR
R

+fR = 0 ,

∂τφR
∂R

+
1

R

∂σφφ
∂φ

+
∂τφz
∂z

+
τφR+τRφ

R
+fφ = 0 ,

∂τzR
∂R

+
1

R

∂τzφ
∂φ

+
∂σzz
∂z

+
τzR
R

+fz = 0 .

(B.26)

9. Gyakorlat. Ha zérus a térgörbe κ(s) görbülete, akkor fennáll a (8.81)1 képlet
szerint, hogy

κµl =
δλl

δs
= 0 .

Ez azt jelenti, hogy állandó a görbe λ érintője, azaz

r(s)−r◦ = λ s

alakú szimbolikus írásmódban a görbe egyenlete – r◦ a görbe s=0 pontjához
tartozó helyvektor. Ez egyenes egyenlete paraméteres alakban, a paraméter
pedig az s ívkoordináta.

10. Gyakorlat. Megmutatjuk, hogy a kérdéses zérus torziójú (τ = 0) térgörbe az

r(ξ1, ξ2) = r◦+ξ1λ (s◦)+ξ2µ (s◦)

egyenletű síkban fekszik – ξ1 és ξ2 a sík egyenletének két paramétere, r◦
a térgörbe s◦ ívkoordinátához tartozó pontja, λ (s◦) és ν (s◦) ugyanitt az
érintő és a főnormális. Nyilvánvaló, hogy az s ívkoordinátához tartozó gör-
bepont helyvektora az

r(s) = r◦+

∫ s

s◦

λ (s) ds

képlettel számítható. Tekintsük az s◦ ponthoz kötöttnek gondolt és az ottani
kísérő triéder által kifeszített KR-t: a

g1 = λ (s◦) , g2 = µ (s◦) , g3 = ν (s◦)

vektorok ortogonális egységbázist feszítenek ki. Jelölje αi az erre a bázisra
vonatkoztatott koordinátákat. Ebben a KR-ben

λ (s) = αi(s)gi

a görbe érintő egységvektora. Vegyük észre, hogy a harmadik Frenet-féle
képlet szerint – lásd a (8.92) összefüggést –

dν (s)

ds
=−τµ(s) = 0, azaz ν (s) = ν (s◦) .

Következésképp λ (s) ·ν (s◦) = λ (s) ·g3 = 0, vagyis

λ (s) = α1(s)g1+α2(s)g2 = α1(s)λ (s◦)+α2(s)µ (s◦) ,

amivel

r(s) = r◦+λ (s◦)

∫ s

s◦

α1(s) ds︸ ︷︷ ︸
ξ1(s)

+µ (s◦)

∫ s

s◦

α1(s) ds︸ ︷︷ ︸
ξ1(s)

.

Az utóbbi összefüggésből azonnal következik a gyakorlat állítása.
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11. Gyakorlat. A kérdéses csavarvonalat az A.2. ábra szemlélteti. Az ábra m > 0
esetén szemlélteti a viszonyokat.

y 3

y 2

y 1

R


P





2

m



s

r  rs

A.2. ábra.

A (8.93) képlet alapján írható, hogy

dr

dφ
=−R sinφ i1+R cosφ i2+mi3 ,

∣∣∣∣ drdφ
∣∣∣∣=√R2+m2 = állandó .

Figyelembe véve másrészről, hogy

ds=

∣∣∣∣ drdφ
∣∣∣∣ dφ ,

kapjuk, hogy

ds=
√

R2+m2dφ, φ(s) =

∫ s

so=0

ds√
R2+m2

=
s√

R2+m2
.

Az utóbbi összefüggések szerint

r(s) =R cos
s√

R2+m2
i1+R sin

s√
R2+m2

i2+
ms√

R2+m2
i3 ,

amivel

λ=
dr

ds
=

1√
R2+m2

(
−R sin

s√
R2+m2

i1+R cos
s√

R2+m2
i2+m i3

)
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az érintőirányú egységvektor. A (8.81)1 képlet alapján írható, hogy

κµ=
dλ

ds
=− R

R2+m2

(
cos

s√
R2+m2

i1+sin
s√

R2+m2
i2

)
,

ahonnan azonnal adódik a κ görbület és a ρ görbületi sugár

κ=
R

R2+m2
, ρ=R+

m

R2
.

m = 0-ra megegyezik a ρ a körhenger R sugarával. Végezetül a (8.88) és
(8.92) képletek alapján

ν = λ×µ=
1√

R2+m2

∣∣∣∣∣∣∣
i1 i2 i3

−R sin s√
R2+m2

R cos s√
R2+m2

m

− cos s√
R2+m2

− sin s√
R2+m2

0

∣∣∣∣∣∣∣
=m sin

s√
R2+m2

i1−m cos
s√

R2+m2
i2+R i3

a binormális, és fennáll, hogy

dν

ds
=

m√
R2+m2︸ ︷︷ ︸

τ

−µ

(
cos

s√
R2+m2

i1+cos
s√

R2+m2
i2

)
︸ ︷︷ ︸=−τµ ,

miszerint
τ =

m√
R2+m2

a torzió értéke.

B.9. 9. Fejezet

1. Gyakorlat. A (9.64) képlet szerint

κ(n) = bπρλ
πλρ,

ahol most az első esetben

λ1 = λ1a1 =
a1

|a1|
.

Következésképp

λ1 =
1

|a1|
=

1√
a11

, λ2 = 0 ,

amivel – ebben az esetben π = 1 és ρ= 1 – kapjuk, hogy

κ(1) =
b11
a11

.

A második esetben ugyanígy jutunk a

κ(2) =
b22
a22

eredményre.
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2. Gyakorlat. Az r= yk(x1, x2)ik felületen

aα =
∂r

∂xα
= yk,αik, yk,α =

∂yk

∂xα

és

a3 =
a1×a2

|a1×a2|
=

ym,1im×yn,2in∣∣ym,1im×yn,2in
∣∣ = emns

ym,1y
n
,2∣∣emnsym,1yn,2∣∣ is

a bázisvektorok értéke. Az

aα,β = yk,αβik

deriválttal azonnal adódik az igazolni kívánt képlet:

bαβ = aα,β ·a3=yk,αβ ik · is︸ ︷︷ ︸
δ s
k

emns
ym,1y

n
,2∣∣emnsym,1yn,2∣∣=emnsy

s
,αβ

ym,1y
n
,2∣∣emnsym,1yn,2∣∣ .

3. Gyakorlat. A tekintett felületen

a1 =
∂r

∂x1
= i1+f,1i3 , f,1 =

∂f

∂x1
,

a2 =
∂r

∂x2
= i2+f,2i3 , f,2 =

∂f

∂x2
,

a3 =
a2×a2

|a2×a2|
=

−f,1i1−f,2i2+ i3√
1+(f,1)2+(f,2)2

a bázisvektorok értéke. Ezeket kihasználva a

bαβ = Γ3
αβ = aα,β ·a3, aα,β =

∂aα
∂xβ

képletek alapján adódnak a görbületi tenzor elemei:

b11 = f,11i3 ·a3 =
f,11√

1+(f,1)2+(f,2)2
,

b12 = f,12i3 ·a3 =
f,12√

1+(f,1)2+(f,2)2
= b21,

b22 = f,22i3 ·a3 =
f,22√

1+(f,1)2+(f,2)2
.

Következőleg

χ(1)+χ(2) =BI = b11+b22 =
f,11+f,22√

1+(f,1)2+(f,2)2
,

χ(1)χ(2) =BII = |bαβ |=
1√

1+(f,1)2+(f,2)2

∣∣∣∣ f,11 f,12
f,21 f,22

∣∣∣∣
=

f,11f,22−(f,12)
2√

1+(f,1)2+(f,2)2

a keresett két egyenlet.
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4. Gyakorlat. A (9.120) képlet felhasználásával írható, hogy:

R1212 = e123e123|bψπ|= b11b22−b212 = |b φ
ψ aφπ|= |b φ

ψ ||aφπ|=Kao ,

ahonnan azonnal következik az igazolni kívánt összefüggés.
5. Gyakorlat. Az alábbi átalakítások adják a kérdéses képlet igazolását:

aαβcαβ = ↑
(9.131)

= aαβb σ
α bσβ = b σ

α bσβ︸ ︷︷ ︸
2Hbαβ−Kaαβ

aαβ = 2Hb α
α −Kδ α

α = 4H2−2K .
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