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Bevezetés

Kornyezeti dramléds természetes kozegeink, a leveg$ és a viz nagy anyagmennyiséget érintd
mozgasa. E jelenségek az emberi léptéknél joval nagyobb tavolsagskaldn zajlanak amely a tobb
1000 km-t is elérheti, azaz 6sszemérhet6vé valhat a Fold sugaraval. Az dramlasokhoz tartozé
idGskala viszont emberi 1épték: 6ra, esetleg nap nagysagrendd. Nem kétséges, hogy a kornye-
zeti aramlésok is a hidrodinamika témakoréhez tartoznak, csak mas léptékiiek mint a hagyo-
manyos (vagy mérnoki) hidrodinamika jelenségei, amelyek kiterjedése méter nagysagrendd.

Torténetileg a 1égkor és az 6ceanok dinamikajanak vizsgalata két kiilon tudomany, mai ne-
viikon a dinamikus meteoroldgia és a fizikai oceanogréfia keretében kezd6dott meg a XX. sza-
zad elején. A 30-as, 50-es években mdr alapvet$ jelentGségti felismerések sziilettek. Ezekhez
feltin6en nagy szamu skandindv tudoés jarult hozza, részben a sarkkutaté expediciok eredmé-
nyei dltal vezérelve. A korai eredmények azonban jelentSségiik ellenére nem kertiltek be a fizi-
kusi/mérnoki koztudatba. A 60-as években kezd§dott meg annak a felismerése, hogy a dina-
mikus meteoroldgia és a fizikai oceanografia kozott igen erés az atfedés, mert szdmos fontos
jelenség fiiggetlen az aramlo kozeg anyagi Osszetételétdl. A 1égkor és a vizek dramldsat, és ezek
kozds vonasait leir6 tudomény a geofizikai folyadékdinamika (GFD) nevet kapta, amelyre egyre
gyakrabban alkalmazzék a kdrnyezeti dramlasok fizikaja elnevezést is. A leirt jelenségek univer-
zélisak, azaz mds kornyezetben is el6fordulhatnak, igy pl. mas bolygok légkorében, vagy a Fold
kopenyében és magjaban.

A hagyoméanyos hidrodinamikaval szemben a kornyezeti hidrodinamika két legfontosabbak
0j vonasa:

o forgo rendszerhez kotott, amelyben a mozgésegyenlet a newtoni formaban nem érvényes:

a leirasban az eltérit6 hatdst Coriolis-erd jelenléte alapvetd,

o rétegzett rendszer, amelyben az egyes, kozel vizszintes rétegek kiilonbozé stirtiségtek.
Ehhez jarul az is, hogy sekélyfolyadék rendszer, amelynek mélysége sokkal kisebb vizszintes mé-
reténél (hiszen a légkor legfontosabb alsé rétege, a troposzféra, és az 6cednok atlagos vastagsaga
is csak néhany km), tovabba gombi rendszer, amelyben a Fold gorbiilete nem hanyagolhato el.

A kornyezeti &ramldsok szamos olyan altalanos érvényd jelenségre vezetnek, amelyek a ha-
gyoméanyos hidrodinamika alapjan elképzelhetetlenek. A nagyskaldja viselkedésrél éppen tgy
nem lehetnek hétkoznapi tapasztalataink, mint a mikrovilagrél. Igy meglepé tényként érzékel-
jik példaul, hogy

— az dramldsok nem a nyomaskiilonbség iranydba, hanem arra kozel merdlegesen zajlanak,

— a felszin kozelében a sebességvektor nemcsak né, hanem el is fordul a magassaggal,

— az Oceani dramlatok felett az 4tlagolt vizfelszin nem vizszintes, hanem enyhén dontott,

— a strdségkiilonbség miatt kiviilrdl lathatatlan rezgések és belsd hulldamok johetnek létre,

— az allando strtségd feliiletek nem mindig vizszintesek, veliik felfelé erdsédd dramlds tarsul,

— er@s 6cedni aramlatok csakis a medencék nyugati pereme mentén alakulnak ki,

— a nemlinearitadsbdl ad6d¢ instabilitasok nagyskalan a kétdimenziés turbulencia felé vezet-

nek.
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A konyv elsé része (,, Alapismeretek”) a kdrnyezeti dramldsokkal kapcsolatos legfontosabb,
és a hagyomanyos hidrodinamika szempontjabdl legmeglepdbb jelenségek megértéséhez sziik-
séges hétteret adja. Mindeniitt bemutatunk szdmadatokkal alatdmasztott becsléseket és konkrét
kornyezeti példakat. Az 6sszefoglal6 tdblazatokat (anyagi paraméterek, dimenziétlan szdmok,
jellegzetes tavolsagok, alkalmazott kozelitések) kezdettSl fogva érdemes fellapozni az olvasas
soran. A masodik rész (, Kiegészits fejezetek”) a f6 szoveg gondolatmenetét kiegészits témadkat
dolgoz fel, a fejezetek cimei és témakorei a két részben azonosak.

A konyv a kiilonb6z6 hatdsok egymadsra épiilését mutatja be (1. dbra). Az 1. fejezetben a
forgatas okozta 1j vonasokat vizsgaljuk homogén folyadékban. A 2., majd 4. fejezet bemutatja,
hogy a sekélység és a Fold gorbiilete hogyan befolyédsolja a forgatott kozeg mozgdasat. Az élta-
laban gyenge, de nem teljesen elhanyagolhat6 viszkozitds (4. fejezet) mindezeket a hatdsokat
egységesen értelmezhetd rendszerbe fogja. A rétegzettség kovetkezményeit elGszor (5. fejezet)
forgatas nélkiil, de a sekélységet figyelembe véve tekintjiik at, ezért ez a fejezet az el6zGek isme-
rete nélkiil is olvashaté. A 6. fejezet egyarant tekinthet§ a rétegzett rendszerek forgatdsa vagy a
forgatott rendszerek rétegz6dése kovetkeztében 1étrejové jelenségek bemutatasanak. E két hatas
a kornyezeti &ramldsokban 0sszemérhets. A 7. fejezet a kiilonb6z6 tipust turbulens dramldsok
kvalitativ attekintését adja, és kitér a szennyez&désterjedés dinamikajéra is.

Turbulencia (7, 14)

Forgatas, gorbiilet és rétegzettség sekély kdzegekben (6, 13)

Gorbiilet (3, 10)

Sekélység (2,9) Viszkozitas (4, 11) Rétegzettség (5,12)

Forgatas (1, 8)

1. dbra. Az egyes fejezetek anyagénak egymasra épiilése (alulrdl felfelé). A szdmok a témat tar-
gyalo fejezetek, illetve kiegészits fejezetek sorszdmat adjak meg.

Ezen Osszetett jelenségkor lefrdsa 6hatatlanul kozelitéseken alapul. Igy van ez annak elle-
nére, hogy a hidrodinamikai egyenletek egzaktul ismertek, de nemlinearitdsuk miatt altalanos
megolddsuk reménytelen. A kornyezeti aramlésok fizikaja igy j6 példa egy komplex problé-
ma természettudoményos megkozelitésére, amely megfigyelésen, a szdmadatok ismeretén, egy-
szer(sitett elméleti leirdson, modellalkotdson, a modell érvényességi korének meghatarozdsan,
majd a tapasztalathoz igazod¢ finomitasan alapul.

Alapvet§ kérdés: lehetséges-e a nagyskaldji kornyezeti dramlasok kisérleti modellezése la-
boratériumban? A dinamikai hasonlésig torvénye szerint ennek sziikséges feltétele az, hogy az
egyes hatasokat jellemzé dimenziétlan aranyszdmok azonosak legyenek a valdsagos és a labo-

ratériumi dramldsban. A konyv minden fejezete egy-egy fontos jelenség, és az azzal kapcsolatos
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dimenziétlan aranyszdm koré épiil. Kimutatjuk, hogy e szamok valdsagos értékei forgékadak
és strdségrétegzett kozegek (legegyszertibben sés viz) haszndlatdval laboratériumban is meg-
valésithatok: a kornyezeti aramlasok hiien modellezhetSk emberi méretekben!

Az dramlédstannak ez az aga a XX. szdzad legvégéig nem szerepelt a magyar fizikusi és mérnoki
oktatisban. A kornyezettudatossag és interdiszciplinaritds szemléletét kovetve, az ELTE Fizikai
Intézete Horvath Viktor, Janosi Imre, Szab6 K. Gabor, és a szerzé javaslatdra 1998 §szén létrehoz-
ta a Kdrman Kornyezeti Aramlasok Laboratériumot hallgatéi mérések és a téméaval kapcsolatos
kisérleti kutatads beinditasara.

A konyv els6 kiaddsanak tekinthetS ,Kornyezeti dramldsok” cimd 2003-as online jegyzet
azzal a céllal irédott, hogy a Karman Laboratériumba jaré kiilénb6z6 szakos hallgatok mind
megtaldlhassdk benne a szdmukra j6l kovethetd felépitést. 2012-ben megsziiletett az akkor in-
dul6 Kornyezettudomanyi Doktori Iskola timogatasara a Janosi Imre és a szerz§ altal irt ,Be-
vezetés a kornyezeti dramlasok fizikdjaba” cim tananyag. Ez alapszintd matematikatuddsu ol-
vasoOk szdmara ad attekintést, gazdag képanyaggal, mdhold-felvételekkel illusztralva, amelyek
megtekintése e konyv olvasdinak is ajanlhat6. Ugyanakkor a legfontosabb fizikai alapegyenle-
tek (kontinuitdsi, Navier-Stokes-, hédifftizios egyenlet) egyszert levezetése is megtaldlhaté a
kiadvanyban.

Mindez lehetSséget ad arra, hogy ebben az dtdolgozott kiaddsban az anyagot a fizika egy fe-
jezeteként, a hidrodinamika targy folytatasaként mutassuk be, azok elemi ismeretét feltételezve.
Az atdolgozott anyag elsGsorban a fizikus, geofizikus és mérnok hallgaték és kutatok igénye-
ihez igazodik, de hasznosnak taldlhatjak az ilyen targyalds irant érdekl6d6 meteoroldgus és
foldtudomany szakos olvasok is.

Az elméleti fizika kisérleti tapasztalatokra épit. Ennek szellemében mindeniitt utalunk le-
hetséges mérésekre, és sok téma kapcsan kisérleteket bemutaté révid, szabadon hozzaférhetd
videdk linkjeit is megadjuk, amelyek hten tiikrozik a Kdrmén Laboratériumban is megfigyel-
het6jelenségek korét. A jelenségbemutat6 videdk a szovegben megjelens QR-kédokra kattintva,
vagy azok beolvasasaval érhetdk el.

A fogalmi tisztasdghoz elegendének érezziik, hogy e konyvben kizardlag fekete-fehér dbrak
szerepeljenek. Az egész anyaggal nem titkolt célunk az is, hogy a fizika szépségét és sokréttisé-
gét bemutassuk egy adott kérdéskoron beliil.

Koszonetnyilvanitas

A 2003-as kiadds alapos elolvasasaért és épitd, kritikai megjegyzéseikért koszonet illeti Janosi
Imre és Szab6 K. Gabor kollégaimat. Az abrdk gondos, koriiltekint6 és j6 min&ségli megrajzo-
lasa Barabas Istvan munkéja volt. Az e kiadason alapul6 oktatds kapcsan sok értékes hallgatoi
javaslat gytlt Ossze az évek sordn, itt Abel Daniel, Bajko Ildiko, Czifrik Xénia, Dolowschiak
Mark, Fenyvesi Néra, Hunyadi Viktoéria, Kirdly Andrea, Kovacs Istvdn, Labancz Krisztina, Loh-
ner Roland és Voros Zoltan nevét emlitjiik.

Az 4j véltozat el6készitéseként Fehér Szilveszter, Janosi Déniel és Somogyfoki Réka hallga-
tokkal 2023 tavaszi szemeszterében alkalmunk volt arra, hogy atbeszéljiik, a régijegyzet els6 hat
fejezetében milyen médositasok sziikségesek. Az anyagot késébb rendkiviili alapossaggal atol-
vastadk Herein Matyas és Weidinger Tamds kollégdim, részletes és értékes megjegyzéseket téve.
A szolitonokkal kapcsolatos fejezeteket Bene Gyula és Palla Laszl6 nézte at kritikusan. A magne-
tohidrodinamika elemi tdrgyaldsdnak és a barotrép instabilitas témdajanak sziikségességét Here-
in Matyas, illetve Vincze Mikl6s vetette fel, és Petrovay Kristof egészitett ki. A kdrnyezeti prob-
1émakrol alkotott képemhez nagyban hozzajarultak a Jézsa Janossal, Karolyi Gyorggyel, Kiss

Adammal és Antonello Provenzaléval folytatott beszélgetések, az Gj kiadas lehetGségét tana-


http://etananyag.ttk.elte.hu/FiLeS/downloads/EJ-Janosi-Tel_kornyaram.pdf
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csokkal is tdimogattak Patkés Andras és Racz Zoltan kollégaim. Koszonet minden segité tartal-
mi hozzajaruldsért, és kiilon koszonet Urban Ferencnek a régi Latex és képi dokumentumok
felfrissitéséért.

A demonstracios kisérletek bemutatdsanak gondolata Fred Feudellel folytatott beszélgetés-
ben meriilt fel, aki megosztotta velem a hasonlé témaja egyetemi el6addsahoz Potsdamban
hasznalt anyagot. Az itt bemutatott gydjteményt Vincze Miklés nézte at alaposan, és tette tel-
jessé. Vallalta a mérésekhez irott rovid szovegek lektoralasat is, a kisérletez§ szemszogébdl.

Nélkiilozhetetlen segitséget jelentettek a lektor, Tegze Gyorgy megjegyzései is, amelyek
nagyban hozzajarultak az anyag pontositdsdhoz és aranyossa tételéhez, értékes demonstraci-
s kisérletek bemutatdsat is javasolva.

Koszonet illeti a Typotex Kiad6t a szerkesztési folyamat soran kapott segitségért, az Gj abrak
megrajzolasaért, a régiek szépitéséért, és a gondos tordelésért, valamint a Magyar Tudomanyos
Akadémiét a Konyvkiadasi palydzat keretében nyujtott anyagi timogatasért.

Zar6 gondolat: §szinte halaval tartozom a Karman Laboratériumot megalapité kollégaim-
nak a labor kiépitésének dromteli folyamataért, majd a didkokkal is végzett ottani k6z6s mun-
kakért, az egyditt folytatott mérésekért. Kiilonosen sokat tanulhattam a fizikarol és a kisérleti
fizikusi hozzaallasrdl Janosi Imrétél, akivel a 2000 évek elején sokat dolgozhattam egyiitt, és
aki sajnos mar nincs koztiink. Az § szemléletét koveti Vincze Mikl6s, aki tovdbbviszi a megkez-
dett laboratériumi munkét és hagyomanyt.

Tél Tamds



I. rész

Alapismeretek






1. fejezet

Forgatott homogén kozegek aramlasa

Az dramlésok vizsgdlata sordn kiilondsen hasznosnak bizonyulnak az tn. dimenziétlan arany-
szamok, amelyek egy jelenség erésségét mérik valamely masik jelenség erdsségéhez viszonyit-
va. Nagy vagy kis értékiik segit eldonteni, hogy a jelenség adott Gsszefiiggésben lényeges-e. Az
ilyen szamok természetesen jelennek meg a mozgésegyenletek dimenziétlanitasakor. Ismeretiik
alapvetSen fontos a laboratériumi modellezhet§ség szempontjabdl: csak olyan dramlds model-
lezhet6 htien mérésekkel, amelynek laboratériumi dimenziétlan szdma jé kozelitéssel megegye-
zik a természetivel.

Minden lényegesen 1j jelenséghez tartozik egy dimenziétlan szam. Ez a fizika kiilénb6z6
agai koziil talan legtisztdbban az d&ramlastanban figyelhet§ meg. Az egyes fejezetek ennek meg-
felelGen a targyalt jelenséghez tartoz6 dimenziétlan szam révid bemutatdsaval kezdSdnek.

A Foldon (vagy maés forgé égitesten) zajlé kornyezeti dramlds esetén az inerciarendszerben
torténd leiras helyett természetes az egytitt forg6 rendszer vizsgélata, hiszen a megfigyel ebben
helyezkedik el. Az el6zében a forg6 kontinensek, mint peremfeltételek kezelése sokkal bonyo-
lultabb leirast igényelne, mint a tehetetlenségi erék figyelembevétele. Koziiliik a Coriolis-erd
dominal, amely a vizszintes sikban zajlé mozgésokat ebben a sikban eltériti.

A Coriolis-er6 fontossagat az

u

Ro= -~
° = 210|L

(1.1)

Rossby-szdm méri, amely megadja a hidrodinamikai mozgast okoz6 ered§ erd és a Coriolis-erd
viszonyat a fiiggbleges tengely koriil allandé () szogsebességgel forgatott folyadék U tipikus
sebességgel L vizszintes tartomanyra kiterjed$ dramlasdban. A Rossby-szdm fontossagat C.-G.
Rossby (1898-1957) svéd meteoroldgus, a geofizikai folyadékdinamika egyik megalapozdja, a
forgatassal kapcsolatos sok jelenség elsé leiréja ismerte fel.

A Foldre gondolva, az dramlést egyeldre az Eszaki-sark (Q) > 0) vagy a Déli-sark (Q < 0)
kornyékére képzeljiik, derékszogti koordinadtdkat hasznalva, viszonylag kis kiterjedésti tarto-
manyban (ldsd majd 1.6. dbra), vagyis a Fold gorbiiletét nem vessziik figyelembe. Ezzel a va-
lasztassal biztositjuk, hogy a forgatési szogsebesség nem helyfiiggs, épptigy mint laboratériumi
kisérletekben. A Rossby-szam fiiggetlensége az anyagi paraméterektdl (7.1. tdblazat) arra utal,
hogy a forgatas szerepe egyarant fontos minden kozegben. A Coriolis-er$ akkor jelentds, ha a
sz0gsebesség relative nagy, vagyis ha a Rossby-szam kicsi.
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1.1. A Rossby-szdamrél részletesebben

Tekintsiink egy homogén (azaz nem rétegzett) folyadékot, amelyet idében allandé Q) szogse-
bességgel forgatunk a fliggéSleges tengely koriil. A szogsebesség elGjele pozitiv, ha a forgatas
az dramutato jarasaval ellentétes irdnyt. A Fold forgasa az északi-féltekérdl nézve tehat pozitiv
szogsebességl. Legyen L az dramlas linedris mérete a vizszintes sikban, és U az dramlés jel-
legzetes vizszintes sebességének nagysaga az egyiitt forg6 rendszerben. A Rossby-szam tobb
mennyiség hanyadosaként is értelmezhetd.

1.1.1. Ertelmezések

Idén alapulé értelmezés. Aty forgatési id6 aranyos a forgatasi szogsebesség reciprokéval, valaszt-

hat6 mint!: ,
tr= Tk (1.2)
Az dramlés t, hidrodinamikai idejét gy becstiljiikk, mint
L
th = —. 1.
= (1.3)

oA

Ha ez a t), sokkal kisebb a ¢ forgatasi id6nél, akkor az dramlést nyilvan nem befolyasolja 1é-
nyegesen a forgds. Ha viszont hosszabb az dramlas ideje, mint a forgatasi id6, akkor a forgatds
szerepe lényeges az dramlasban. Az (1.1) Rossby-szam tehat a t¢/t), ardnyt adja meg:

Ro — forgatési id6
"~ hidrodinamikai id§"

(1.4)

Gyorsuldson alapulo értelmezés. A forgatott rendszerben mozgo testek kiils§ eréhatds nélkiil
is gorbiilt palydn mozognak, hiszen a rendszer ,elfordul” alattuk. Az egyiitt forgé megfigyeld
a szabad mozgas palydjanak gorbiilését okozo Coriolis-erét tapasztal. A dinamikéra gondol-
va, a Rossby-szdm az a; hidrodinamikai gyorsulds és a 2U() nagysagrendti Coriolis-gyorsulas
(pontos alakjat majd (1.9) adja) hanyadosa. Mivel a;, az dramlasi sebesség idébeli véltozasa,
becsiilhets mint U /t;, amely a hidrodinamikai id6 (1.3) kifejezése alapjan a, = U?/L, és ezzel

hidrodinamikai gyorsulds
Ro = — .
Coriolis-gyorsulas

(1.5)

Orvényességen alapulé értelmezés. Egy dramlast a v(r, t) sebességtérrel jellemziink, azaz meg-
adjuk a sebességet minden r pontban és ¢ pillanatban. Ehhez egy w(r, ) 6rvénytér is tartozik, a
sebességtér rotcidja (w = rotv). Az érvényvektor dimenzidja U/ L, tehdt ez a mennyiség épp-
ugy frekvencia egységekben mérendd, mint a forgds szdgsebessége. Tipikus értéke becsiilhets
U/ L-ként, és ezért irhatjuk, hogy

_ atlagos Orvényesség
- 2|0

(1.6)

A Rossby-szam tehat az atlagos 6rvényesség és a forgatasi szogsebesség viszonyét is megadja.
Orvénymentes dramldsban a Rossby-szadm elttinik, de a kérnyezeti dramldsok altalaban orvé-
nyesek (1.2. fejezet).

1A nevezében fellép6 2-es faktort az indokolja, hogy a Coriolis-hatésban a forgatas szogsebessége mindig a 20)
kombinaciéban jelenik meg (lasd pl. (1.9)).
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1.1.2. Tipikus értékek

A Fold forgasanak szogsebessége ()r = 27 /nap, a bolygénkon zajlé dramldsokra nézve az
emberi idGskalan univerzélis dlland6%:

QOr=7310"°1/s. (1.7)

Ez nagyon alacsony frekvencidnak felel meg. Hagyomanyos, nem forgatott laboratériumi kisér-
letekben, ahol a linearis méret m, a sebesség m/s nagysdgrendd, a Rossby-szam 10* koriili, azaz
ilyenkor a Fold forgasanak hatésa jogosan hanyagolhato el.?

Merében més a helyzet nagyskalaju fo6ldi dramlasokban. Elséként tekintsiink egy tobb or-
szagnyi kiterjedésd ciklont, amelynek mérete vehet§ L = 1000 km-nek. Benne az dramldas sebes-
sége U = 10 m/s kortili (ez 36 km/dra sebességt szelet jelent). Ezekkel a paraméterekkel a
Rossby-szdm becsiilhet6 mint Ro = U/ (2Q¢L) = 0,07.

Egy 6cedni példa a nagy dramlatokbol, mint pl. aGolf-dramlatbél leszakadé drvények vagy
gyiiriik (eddy-k) mozgasa, amelyek mintegy L = 100 km atmérdjdek, és benniik a kertileti se-
besség U = 1 m/s = 3,6 km/h koriili, ugyanannyi, mint az &ramlatok tipikus sebessége (amely
koriilbeliil a Duna dramlasi sebességének felel meg). Ezzel Ro = 0,07. Az egész 6ceani meden-
cékre kiterjed$ aramldsok joval lassabbak és egyben nagyobb kiterjedéstiek. Jellegzetes adataik
U =0,1-0,01m/s, L tobb ezer km, ezért a hozzajuk tartozé Rossby-szam kett6-négy nagység-
renddel kisebb. Szamos mas példa is azt mutatja, hogy a nagy skildjii kornyezeti dramlisokban a
Rossby-szdam eqynél hatdrozottan kisebb, azaz azokban a forgatds hatdsa jelentds.

Erdemes réviden megbecsiilni a bolygdlégkirik jellegzetes Rossby-szdmait a 7.2. tablazat ada-
tai alapjdn. A Vénusz sugara 0sszemérhetd a Foldével, forgésa igen lassu (periddusideje 243
nap), és a felszini szelek is gyengék. U = 1 m/s-mal szdmolva az L = 1000 km-es skalan
Ro =~ 1,7. A Vénusz felszini daramlasaiban tehat a forgas nem jatszik lényeges szerepet. A Mars
sugara a foldinek mintegy fele, forgasideje alig hosszabb egy napnél. A tipikus szélsebesség
U = 30 m/s, amellyel az L = 500 km-es skélan Ro ~ 0,4. A Mars esetében mar nem hanyagol-
hat6 el a forgas, de nem az a domindal6 hatds: az id6jaras egyaltalan nem valtozékony, a marsi
szelek id6ben kozel periodikusan ismétlédnek. A Jupiter sugara tobb mint 10-szerese a Foldé-
nek, tengelyforgasi ideje viszont alig 10 6ra. Az dramlasok jellegzetes linedris mérete ezért egy
nagysagrenddel nagyobb mint a F6ld6én, L = 10000 km koriilinek vehetd, de a sebességek is na-
gyobbak, U = 100 m/s. Igy 6sszességében a Rossby-szdma a Fold 1égkorére jellemzénél kisebb,
Ro =~ 0,03, és ennek megfelelGen ciklonok és anticiklonok létezhetnek a Jupiter légkorében.

1.1.3. A Rossby-szam kicsinységének fizikai jelentése

Kis Rossby-szam esetén gyorsan forgatott &ramlasrél van sz6. A gyorsasdgot azonban nem hét-
koznapi értelemben kell érteni, hanem az dramlas bels¢ idejéhez képest. A Ro < 1 feltétel azt

jelenti, hogy

u
|Qf > T (1.8)

Elsé halldsra ellentmondésnak ttinhet, hogy bér a Fold lassan forog, hidrodinamikéja mégis
egy gyorsan forgatott rendszeré. Laboratériumban kis Rossby-szdmot biztosithatunk, ha pél-
daul egy L = 1 méteres edényt, amelyben az dramlas sebessége U = 1 cm/s, percenként 1

2A geofizikai idGskalan a forgés lassul, a nap hossza 100 000 év alatt kb 2 s-mal né.

3Ezért nem a Fold forgasa az els6dleges meghatarozéja a haztartési vizlefolyokban megfigyelhets forgasiranya-
nak (csak akkor lenne az, ha minden mas hatést, pl. a peremekét, egy erre a célra tervezett kisérletben gondosan
kikiiszobolnénk). Népszertisit6 anyagként lasd: http://theorphys.elte.hu/fiztan/CoriolisH/.
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fordulattal forgatunk. Ekkor 2|Q)| = 0,21/s, és ezért Ro = 0,05. A laboratériumi szogsebesség
tobb mint ezerszer gyorsabb a Fold szogsebességénél. A latszélagos ellentmondés abban rej-
lik, hogy nem a laboratériumi és a foldi szogsebességet kell dsszevetniink, hiszen az daramlasok
egyéb adatai is masok. A dinamikai szempontb6l érvényes (1.8) 6sszehasonlitasban a szogse-
bességet az adott rendszerbeli dramlas karakterisztikus frekvenciajahoz, U/ L-hez viszonyitjuk.
Tehat hiaba kicsi az QO szamértéke (sokkal kisebb a hang frekvencidjanél), mégis sokkal na-
gyobb a kornyezeti aramlasok jellegzetes frekvencidjanal.

A Bevezetésben emlitett tulajdonsdg, miszerint a f6ldi kornyezeti dramlasok idéskaldi em-
beri léptékiiek, a tdvolsdgskalak viszont a méternél joval hosszabbak, kovetkezik a Rossby-szdm
kicsinységébdl és az U ~ 3,6 km/h, 36 km/h 6ceani, illetve 1égkori dramlési sebességbdl. (Mi-
vel 1/(2QF) kortilbelil 2 6ra, Ro = 0,1 esetén azt kapjuk, hogy L/U = 20 6ra, amelyhez
L = 100,1000 km nagysagrendd tavolsag tartozik.)

A Rossby-szdm kicsinysége egyszerre jelenti az dramlas lasstisdgat a forgatas iddskaldjan
(1.4), a hidrodinamikai gyorsulds kicsinységét a Coriolis-gyorsuldshoz képest (1.5), és az orvé-
nyesség gyengeségét a forgatas szogsebességéhez viszonyitva (1.6).

1.2. Coriolis-eltérités

Az F¢ Coriolis-er§ merdleges a forgatott rendszerbeli sebesség iranydra, és merSleges a forgds-
tengelyre is, a mozgas sebességének abszolatértékét nem valtoztatja. Vektoridlis irdsmédban a
v sebességgel mozgo test Coriolis-gyorsulédsa

ac =2v x Q. (1.9)

Az Q) szogsebesség-vektor a forgastengely irdnyaba esik. A gyorsulas a pillanatnyi sebességtél
jobbra mutat pozitiv forgatasi szogsebesség esetén. Az erd helyett f6leg a Coriolis-gyorsulast
hasznaljuk, a hidrodinamikai egyenletekben ugyanis az egységnyi tomegre hat6 eré jelenik
meg.*

Erdemes elfogadni, hogy a fizikaban hasznalatos vy, vy, v; jelélés helyett a geofizikai folya-
dékdinamikaban kertilik az indexeket, és u-val, v-vel jelolik az x, illetve y irdnyt két vizszintes
sebességkomponenst, mig a fliggSleges komponens jele w.

A forgéstengelyt z irdnytnak valasztva, amikor O = (0,0,Q)), a Coriolis-gyorsulds a viz-
szintes sikba esik:

ac = (200, —20u,0). (1.10)

Az x tengely irdnyt gyorsulds tehat a sebesség y komponensével, az y irdnyt pedig az x kom-
ponens ellentettjével aranyos.

Az dramlédsok szempontjabol a forgatott rendszerek egyik meghatarozé hidrodinamikai tu-
lajdonséaga, hogy orvényesek, barmilyen fligg6leges dramlds drvényességet hoz létre. Ha példa-
ul valamely ledramlés egy adott szinten 6sszefolydst okoz, amely kezdetben a kozéppont felé
iranyul, akkor a Coriolis-gyorsulds miatt az eredetileg radiélis d&ramlasban erre meréleges moz-
gas, forgds, cirkuldci6 is megjelenik. Jol latszik ez, ha forgatott folyadékba kozel fiiggSlegesen
festéket fecskendeziink. A fels§ szinteken dsszedramlas torténik, amely nem forgatott rendszer-
ben radidlis 6sszedramlast okozna (szaggatott vonalak az 1.1. 4brén), de a forgatds miatt fellép6
Coriolis-erd pozitiv () esetén a folyadékelemeket eltériti és Osszességében az 6ramutato jarasa-
val ellentétes, pozitiv koriiljarasa korkords aramlést ad hozza a radiélishoz (folytonos vonalak

4A 2-es faktortdl eltekintve az (1.9) osszefiiggés megfelel a B magneses térben mozgé toltott részecskére hatod
Lorentz-er§ altal okozott gyorsuldsnak.
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az 1.1a dbrén). A festékrendszer becsavarodik. Az alsé felszint elérve a szétteriil§ aramlas el-
lenkez§ koriiljarasa lesz (1.1b. dbra).

[
\*//f

<<,

1.1. dbra. Forgatott rendszerben torténd dramlésok alaptulajdonsaga. A le-, vagy feldramlés ese-
tén az adott szinten torténd dssze- vagy szétaramlas nem maradhat sugérirdnyd a folyadékré-
szecskékre hat6 Coriolis-erd miatt. Ez a hatas kis Rossby-szdm esetén kiilénosen jelentds. Pozitiv
forgasirany mellett az Osszedramlas pozitiv cirkuldciét vagy orvényességet hoz létre (a), szét-
dramlds pedig negativat (b).

A hagyomanyos hidrodinamikénak egyik fontos tulajdonsidga az daramlasok forgasi er§ssé-
gének, cirkuldciéjanak megmaradésa (elhanyagolhat6 viszkozitds esetén). A kornyezeti dram-
lasokban azonban a cirkuldcié megmaradasa nem teljesiil! Forgatott rendszerben tehat sziilethet
vagy elttinhet cirkulaci6, annal gyorsabban, minél gyorsabb a forgatds (részletesebben lasd 8.1.,
8.2. fejezet).

Erdemes néhany gondolattal elSre tekinteni a Fold sarkaitél tdvolabb érvényes leirdsra,
amelyrdl részletesen a 4. fejezetben lesz sz6. Az idGjarasunkat befolydsol6 ciklonok és anticik-
lonok els@sorban a kozepes szélességeken fordulnak elS. Ciklonokban a levegd felaramlik, a
felszin kozelében Gsszedramlds torténik, a magasban (a troposzféra fels6 részén) szétdramlas.
Anticiklonban a magasban 6sszedramlds, mig a felszin kozelében szétaramlas zajlik. Az 1.1. 4bra
a) ésb) része tekinthetd a ciklonok, illetve anticiklonok felszin kozeli aramldsat mutaté dbranak
is az északi féltekén. (A ciklonok felszin kozeli felhSzete valdban a 1.1a. abra nyilaihoz hason-
16 rajzolatot mutat.) Ciklonalisnak a ciklonok felszin kozeli forgasirdnyét nevezziik, amely az
északi féltekén az 6ramutatdéval ellentétes (pozitiv) koriiljarasd, a délin forditva.

Fontos el6re tudatositani azt is, hogy a centrifugélis er§ nemcsak a sarkok koézelében hanya-
golhat6 el, hanem a Fold tetszSleges érintSsikjaban is. Ez azért érvényes, mert az érinté az eredd
nehézségi erére merdleges, amiben benne van a csakis a foldrajzi helytél fiigg$ centrifugélis ers-
nek a gravitdciohoz képest gyenge hatdsa. (A Fold enyhén geoid alakjat éppen a centrifugdlis er§
alakitotta ki, az érint§ ennek a geoidnak az érintéje.) Igy az érintSsikban zajlé mozgdsok nem
érzékelik a centrifugélis erét (annak hatdsat a nehézségi gyorsulds magéban foglalja). A kérnye-
zeti dramldsokban a centrifugilis erd nem jidtszik szerepet. A laboratériumban ezt a tulajdonségot az
edény olyan lasst forgatasaval érhetjiik el, amely még nem vezet a felszin jelentSs behorpada-

sara (néhany dm sugart edényekben percenkénti néhany fordulattal ez elérhet6).

1.3. A Coriolis-er6 hatdsa sikbeli mozgasokra

Miel6tt részletesebb hidrodinamikai megfontoldsokba kezdenénk, érdemes néhany pontmecha-
nikai problémat attekinteni, amelyekbdl utalasok nyerheték a folyadékelemek mozgésara is.
Az () szdgsebességgel forgatott sikon olyan mozgasokat vizsgalunk, amelyekben kizérélag a
Coriolis-eré a tehetetlenségi erd.
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1.3.1. Tehetetlenségi kormozgas

Tekintsiik el6szor a kiilsé er6ktSl mentes szabad mozgést sikban. Mivel a Coriolis-eré merdéleges
a sebességre, a valamilyen v, sebességgel meglokott test korpalyan mozog (hasonléan a kons-
tans magneses térben mozgo toltott részecskéhez). Jeloljiik a szogsebességét wo-lal. Az ry su-
gard korpalyan tartashoz sziikséges row? centripetalis gyorsulast egyediil a 2|Q)|rgwy Coriolis-
gyorsulds biztosithatja (1.2. d4bra). Ezért a mozgés wy korfrekvencidja éppen a forgatasi szogse-
besség kétszerese:

wo = 2|QY, (1.11)

figgetleniil a korpalya kozéppontjatol és a keriileti sebességtsl. Az ilyen tehetetlenségi kormoz-
gas periddusideje tehat a forgatdsi periddusidé fele. A mozgds irdnya ellentétes a forgatdséval:
mindig anticiklondlis koriiljarasu.

Q
Q 0y = 207’0

wo :ZIQ‘

1.2. dbra. Tehetetlenségi kormozgas a forgatott rendszer barmely pontja koriil kialakulhat, ha a
mozg6 testre csak a Coriolis-erd hat. A korbefordulds irdnya pozitiv () esetén negativ.

Ha egy stirlédasmentes sikon ellokiink magunktél egy testet, akkor az —kizarélag a Coriolis-
er$ jelenlétében — visszatér kiinduldsi pontjaba, az eredeti sebességgel. A korpélya ry sugarat
meghatdrozza a kezdeti sebesség. A centripetalis és a Coriolis-gyorsulds nagysagat a v3/ro, il-
letve 2|Q)|vy alakba irva, a kett§ egyenlGségébdl:

00

ro = 72|Q’

(1.12)

A sugar annal kisebb, minél gyorsabb a forgatds. Az ryp = 10 km sugart koron tehetetlenségi
mozgast végzd test vy kertileti sebessége a Foldon 1 m/s nagysdgrendd. A kormozgdas adataival
szamolt vy / (2|Q)|ry) Rossby-szdm egységnyi.
Ennek a szabad mozgasnak az (u, v) sebességkomponensekre vonatkoz6 mozgasegyenlete
(1.10) alapjan
1 = 2Qv, 0= —20u (1.13)

Barmelyik egyenletet még egyszer derivalva és a masikat behelyettesitve, a sebességkomponen-
sekre a harmonikus rezgés differencidlegyenletét kapjuk a |2Q)| korfrekvencidval. Ezeket a trigo-
nometrikus alakokat integrélva, az y irdnyban vy sebességgel meglokott test esetében (2 > 0-ra
példaul:

%0 Y0

_ % _ % _ 9y
=54 50 cos 202, T sin 20t (1.14)

Erdemes megjegyezni, hogy a kozvetleniil az x véltozéra felirt egyenlet harmadrendd: ¥ =
—(2Q2)2%. Ebben el6 kell irni a kezdeti gyorsulést is: mivel a sebesség kezdetben y iranyd, ez
Coriolis-gyorsulas, 2Q0vy.
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1.3.2. Allandé kiilsé erd hatasa

Tegytik fel, hogy a Coriolis-erén kiviil allandé Fy erd is hat a testre. Mutasson ez az y irdnyba,
és az altala okozott konstans gyorsulast jeloljiik ap-lal.
A mozgasegyenletek
1 =200, 0 = ag — 2Qu. (1.15)

Az egyenleteket még egyszer derivalva, visszahelyettesités utan
i = —(20)*u+20ay, =—(20). (1.16)

Az u-ra vonatkozé egyenlet ag/ (2Q2)-val eltolt kbzéppontd, a v-re vonatkoz6 pedig origd ko-
zéppontt harmonikus rezgés. Az eltting kezd&sebességhez (uy = 0, vy = 0) tartozé megoldas
Q> 0-ra

u(t) = %(1 — cos20)t), o(t) = %SinZQt. (1.17)

Az mozgdas meglepd vondsa, hogy a sebességek idébeli dtlagat véve

ao

A ToY

v =0. (1.18)
Annak ellenére, hogy az er§ az y irdnyban hat, az dtlagsebesség nem arra mutat, hanem arra
merdlegesen.

Erdemes észrevenni, hogy a gyorsuldskomponensek ag sin 20t és ag cos 20, vagyis a gyor-
sulds iranya valtozik, de nagysiga nem:

|a(t)| = ao. (1.19)

A Coriolis-er§ az érint§ irdnyba nem képes gyorsitani, teljesitménye azonosan nulla.
A palya meghatdrozdsa érdekében még egyszer integraljuk az (1.17) egyenleteket. Figye-
lembe véve, hogy a kezd&pont az orig6, az

ao a0

x(t) = 55t~ 207 0

(20)?

sin 20}, y(t) =

[1 — cos20)t] (1.20)

megoldést kapjuk. Ez mutatja, hogy az er irdnyaba létrejon egy ag/(2Q))* nagységt atlagos
elmozdulés (eltling atlagsebességgel). A palya alakja az 1.3. dbran lathat6
2,01
151
1,0 |

0,5

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 ©
1.3. dbra. Mozgas az y iranyba mutato, alland6 ay gyorsuldst okozé erd és a Coriolis-erd hata-
séra, nyugalombdl inditva, pozitiv forgasirdny esetén. A tdvolsdgot az ag/(2Q))? dimenzi6tlan

egységben mérjiik. A palya (csticsos) ciklois. [A cikloisok paraméteres egyenlete x = t — esint,
y =1—ecost, e = l-re csticsos, e > 1-re hurkolt ciklois. ]
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Fc

1.4. dbra. Az Fy kiils6 er6 olyan mozgést alakit ki, amelyben az Fc atlagos Coriolis-er6 vele ellen-
tétes lesz, és a hosszu idejd mozgés dlland6 u atlagsebességti, a kiilsé erére merdleges iranyban.

A kiils6 er§ tehdt megakadélyozza a pontos visszatérést a kiindulasi helyre, de csak a rd
merdleges irdnyban tudja a testet jelentGsen elmozditani. A hosszttdvi mozgas olyan, hogy
a kiils6 eré és a Coriolis-er$ atlaga kiejti egymadst (1.4. dbra). 200u = ag. Ez az egyensuly a
hidrodinamikaban az tn. geosztrofikus dramldsokban valésul meg (1.9. dbra).

A véges sebességgel meglokott test mozgdsaban mutasson, az egyszertiség kedvéért, a kez-
d@sebesség az erd y irdnyaba és legyen nagysdga vg. Mivel az (1.20) megolddsban nincsenek
szabad paraméterek, az tekinthetd az (1.16) inhomogén linedris egyenlet partikuldris megolda-
sdnak. Az dltalanos megoldast tigy kapjuk, hogy ehhez hozzaadjuk a homogén egyenlet (amely
(1.15) alapjan (1.13)) &ltalanos megoldasat. A valasztott kezddfeltétel akkor teljesiil, ha ez az
(1.14) tehetetlenségi kormozgds. Az éltalanos megoldas esetiinkben tehét

_ b _ Y% —
X=28 750 cos 20t + x.(t), y= sm2Qt+yc( ), (1.21)

ahol x.(t), y.(t) az (1.20) kifejezéseket jelenti. Az (1.21) eredmény mutatja, hogy az Gj mozgas
is tehetetlenségi, csak a kor kozéppontja a gyorsit6 erd kévetkeztében kialakul6 y.(x.) palyan
mozog:

(r— 20 () + (- wel)? = ()" (1.22)

vz

Mivel a tehetetlenségi mozgas csak rdszuperponélédik az eltliné kezdGsebességtire, az erék
atlagos egyenstlya, minden kezddéfeltétellel érvényes.

Masrészt x.(t), y.(t) konkrét alakjat behelyettesitve és az addicios tételt hasznalva, azt kap-
juk, hogy

ap 0020 ’U()ZQ
x(t):(m)2 20 + L+ (= n (20t +¢) |,

TJ()ZQ

2
1+ > cos (2Qt+¢) |, (1.23)

ahol megjelent a ¢ fazis, amelyre tg ¢ = v92(2/ag. A mozgas hasonld, mint kezdGsebesség nél-
kiil. Erdekes, hogy a kezdésebesség elGjelétdl fiiggetleniil nagyobb lett az amplitidé, a kiilon-
boz§ elGjelti kezdeti sebességgel inditott mozgasok csak a fazisban kiilonboznek, ahogy az 1.5.
dbra is mutatja.’

5A Lorentz- és Coriolis-er6k hasonlésagabol kovetkezik, hogy az egymadsra meréleges konstans magneses és
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FITTrET

1.5. dbra. Mozgas az y iranyban hat6 alland6 erd és a Coriolis-erd hataséra, y iranyu kezddse-
bességgel. A dimenzidtlan vy2(}/ag kezdGsebesség a bal oldalon 2, a jobb oldalon —2. Jél 1atszik,
hogy a gorbék, hurkolt cikloisok, azonosak, csak eltoltak a fazisok eltérd elGjelének megfelelGen.

1.4. A hidrodinamikai mozgasegyenletek

Tekintsiink egy homogén, azaz nem rétegzett, és természetesen izotrép folyadékkal toltott viz-
szintes alju edényt, amelyet () alland6 szogsebességgel forgatunk egy fiiggdleges tengely kortil
(1.6. dbra), mint tipikus laboratériumi kisérletekben. A Foldre gondolva, képzeljiik edénytinket
egyel6re az Eszaki- (Q > 0), vagy a Déli-sarok (Q < 0) érintSsikjdba. Az edényt csak an-
nak szemléltetésére hasznaljuk, hogy a vizsgalt aramlédsok tipikus vizszintes mérete az edény
L szélessége, de a fligglleges falakon nem irunk el§ peremfeltételeket. A vizszintes méretrsl

feltessziik, hogy joval kisebb a Fold R sugardndl.
lo

lg H~L

L

- >

1.6. dbra. Folyadék fiiggdleges tengely koriil forgatott edényben. A H atlagos mélység dsszemér-
het6 a L szélességgel. Ez utébbi tekinthetd egyben az dramlés jellemzé vizszintes méretének. Az
elrendezés a Fold sarkvidékei kornyékén vagy a laboratériumban megval6sulé esetnek felel meg,
hiszen g a forgastengely iranydba esik.

A hidrodinamikai alapegyenlet, a Navier-Stokes-egyenlet, nem mds, mint a folyadékelemre
felirt Newton-torvény, amely kifejezi, hogy a disszipacié ardnyos a deformadcids sebességgel,
és hogy a probléma leirdsa elforgatds-invaridns. A Fold felszinén, mint lattuk, a Coriolis-erd a
relevéans tehetetlenségi erd.® Tomegerdként a sulyt figyelembe véve a

Qdd;’ =20v x QO —grad p + 0g + AAv + A grad div v (1.24)

elektromos térben mozgo toltott részecske mozgasa az itt latotthoz hasonl6 jellegli a magneses térre meréleges sik-
ban.

6 A Fold szoggyorsuldsa ~ 2 ms/100 év, ezért az ezzel kapcsolatos tehetetlenségi gyorsulés, az Euler-gyorsulas
jogosan hanyagolhaté el a Fold esetében.
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alakrajutunk. Itt p(r, t) anyomas, o(r, t) a stirtiség, g a nehézségi gyorsulas (amely a sarkok kor-
nyékén megegyezik a graviticids gyorsuldssal), A a dinamikai viszkozitas, A pedig a mésodik
belsé sarlodasi egyiitthatd, A = div grad a Laplace-operator.

Mivel a v(r, t) sebességet az r = (x,y,z) hely és a t id6 térmennyiségének tekintjiik, a folya-
dékelem teljes gyorsuldsa a sebesség helyi parcialis derivaltjonak és a folyadékrészecske térbeli
elmozdulasabdl ad6do tn. advektiv gyorsuldasnak az Osszege:

dv __ ov ov ov ov ov
T g%-(vgrad)v— §~|— P +v@+w$- (1.25)

A haromdimenzids sebességre most is a v = (u, v, w) jelolést hasznaljuk. Amikor a vizszintes
sikbeli komponensekrdl beszéliink csak, akkor az u = (u, v) jelolést alkalmazzuk. A fenti (1.24,
1.25) osszefliggések jelentik a kornyezeti d&ramldsokra érvényes Navier-Stokes-egyenletet.
A tomegmegmaraddst a
de

dg
5t div(gv) = Fri odivv =0 (1.26)

kontinuitasi egyenlet fejezi ki, amely kapcsolatot jelent a stirtiség és a sebességtér kozott.

Az (1.24), (1.26) egyenletek az anyagi minGségre jellemz§ o(p) termodinamikai allapot-
egyenlet teszi teljessé, hiszen igy kapunk az 6t ismeretlen mennyiségre, (v, 0, p)-re, 6t egyen-
letet.

A légkori és a vizi jelenségek hasonldésaga nyilvanvaléva valik, ha elfogadjuk, hogy legtobb-
jik leirhat6 az dsszenyomhatatlan folyadék kozelitésben. Ez mindaddig helyes, amig az dramlas
sebessége sokkal kisebb, mint a hangsebesség, amely levegében 1200 km/6ra és vizben mint-
egy négyszer akkora (7.1. tdblazat). Mivel a legerdsebb szélvihar is csak néhdny szaz km/éra
sebességt, a feltétel rendszerint j6 kozelitéssel teljestil, és ezért a tovabbiakban mindig 6ssze-
nyomhatatlan kozegeket vizsgalunk. Az egyenletek ilyenkor egyszertibbek a legaltaldnosabb
alaknal, és kisztirnek gyors jelenségeket. Igy példaul nem alkalmasak a hangterjedés vagy a
csapadékképzédés leirdsara.”

Osszenyombhatatlan, homogén és izotép kozegben a stirtiség térben és idében konstans,
0 = 0o. Ekkor (1.26)-bél latszik, hogy a sebességtérnek divergenciamentesnek kell lennie:

Ju oJdv oJw
divv = P + = 3y + e 0. (1.27)

Erdekes, hogy az 6sszenyomhatatlansagi tulajdonsdg, amely arra utal, hogy a kézeg az dramlés
kozben kiilsé behatés nélkiil, magatél nem nyomédik dssze (kiilon eszkozzel persze Ossze lehet
nyomni), a sebességtérre is jelent megszoritést. Osszenyomhatatlan aramlasban ezért a masodik
belsé surlédasi egytitthatoval kapcsolatos viszkozitasi erd elttinik. A ¢ = allandé feltétel egyben
a termodinamikai dllapotegyenlet szerepét jatssza.

Az 1.6. dbra szellemében koordindta-rendszeriink z tengelyét mindig fiiggSlegesnek, a g ne-
hézségi gyorsuldssal ellentétes iranytinak Ve’llasztjuk,8 ami egyben a () irdnya. Az 6sszenyom-
hatatlan kozegre vonatkoz6 alapegyenletiink tehét az (1.24) Navier-Stokes-egyenlet stirtiséggel

"Hasznélni fogjuk azonban azt az egyszerti megfigyelést, hogy a felszall légaramlatok felh6képzdésre vezet-
nek, hiszen ekkor nagy nedvességtartalmu leveg6 kertil alacsonyabb hémérsékletti kornyezetbe, ahol kicsapédik.
A felh6k egyben a légkori dramlasok nyomjelzSinek is tekinthetdk, és hasonld szerepet jatszhat a tengeri, illetve tavi
mozgasokban a planktontartalom.

8Kisérleti elrendezésben a centrifugélis erd akkor hanyagolhat6 el, ha az edény peremén felléps LO? /2 centrifu-
galis gyorsulas joval kisebb g-nél, azaz Q) < (g/L)'/2, amit a tovabbiakban feltesziink. A (1.1) és (1.32) definiciokkal
a feltétel annak felel meg, hogy Ro > Fr.
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vald osztdsa utan

dv =20v XxXn— lglradp—gn—l—vAv. (1.28)
dt 0o

27

Itt n a fligg6leges z irdnyu egységvektor, és megjelent a v = A/ oo kinematikai viszkozitas, amely
jo kozelitéssel dllandd. A peremfeltételek figyelembevételével: 4116 hatarfeliileten a sebességvek-
tornak el kell tinnie, mozg6 fal esetén a fal sebességét kell felvennie,” és a nyomésra vonatkozé
peremfeltétellel a forgé rendszerbeli v(r, t) és p(r, t) sebesség-, illetve nyomésmezs egyértelmti-
en megkaphat6. Az (1.27), (1.28) egyenlet kozvetlentil a sebességre vonatkozik. A nyomads te-
hat nem dinamikai véltoz6 abban az értelemben, hogy id6fiiggését kiilon egyenlet szabalyozna.
A nyomasnak 6nkonzisztensen kell véltoznia tigy, hogy az (1.28) egyenlet minden pillanatban
fennélljon. A nyomast tehat maga az dramlas hatarozza meg.

1.5. A dimenziétlan alak

Ahhoz, hogy meg tudjuk becsiilni, amelyik tag, mikor jelentSs, érdemes az (1.28) egyenletet
dimenziétlan alakba atirni. Mérjiik a tdvolsagot az L jellemzd§ linedris kiterjedés egységében, a
sebességet a U karakterisztikus vizszintes sebesség egységében, ekkor az idSegység értelem-
szertien t;, = L/U. A nyomaés kialakuldsdban a Coriolis-er$ nyilvanvaléan fontos, ezért mérték-
egységét 20| ()| LU-nak valasztjuk. Ezzel azt fejezziik ki, hogy a nyomasi er6 és a Coriolis-erd
osszemérhet6vé valhatnak.!? A csillaggal jelolt dimenziétlan mennyiségek tehat igy fiiggnek
Ossze az eredeti dimenziés mennyiségekkel:

L
r=1Lr", v=Uv", t= Et*' p = 200|QLUp". (1.29)
Az (1.28) egyenletbe helyettesitve
u dv* 200|QLU vU
— =2QUv" - pt— — AV 1.
LU dr Uv* xn ool grad” p* —gn + A (1.30)

Itt felhasznaltuk, hogy a gradiens és a Laplace-operator képzése egy, illetve kétszeres térbeli
derivélassal jar, ami dimenziésan L, illetve L2-tel val6 osztas. A csillaggal jelolt operécidk a di-
menziétlan térbeli valtozékra vonatkoznak. Az egész egyenletet U?/ L-lel osztva

Z‘;* = ZQTLV* Xn— 2|3|L grad® p* — %I;n + %A*v*. (1.31)
Vegyiik észre, hogy a jobb oldal minden tagja el6tt megjelent egy ardnyszam. Az els6 két tag
el6tt a (1.1) Rossby-szdm reciproka all. A harmadik és negyedik tag el6tt pedig az

Fr = \/UT (1.32)
8
Froude-szam,!! illetve az
UL

9 A viszkézus tag elhanyagolasaval kapott Euler-egyenletben mindez a feliiletre mergleges komponensekre érvé-
nyes.
10A nem forgatott esetben ggU? a természetes egység. Ha ezt tartanank, az (1.31) egyenlet grad* p* tagja el6tti
egylitthato 1 lenne, vagyis a gyorsan forgatott (2Q0L/U >> 1) hataresetben a nyomds hatésa elhanyagolhatéva valna
a Coriolis-ergjéhez képest.
' Ha a szélesség joval nagyobb, mint a mélység, a mélységgel képzett U/ \/§H Froude-szam valik jelentdssé, lasd
2. fejezet.
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Reynolds-szdm jelenik meg. A csillagokat ezutan elhagyjuk, mert a dimenziétlan szdmok egy-
értelmiien mutatjdk, hogy a dimenziétlan egyenletr$l van sz6. A dimenziétlan Navier-Stokes-
egyenlet tehat

dv 1 1 1
=T (fvxn—gradp) — " + EAV' (1.34)

Mivel a Rossby-szam csak a szdgsebesség abszolutértékét tartalmazza, megjelent a vektorszor-
zatban egy =+ tényezd. A felsé elGjel tartozik a pozitiv forgasiranyu esethez.

Az (1.29) megfeleltetéstdl az (1.34) egyenletig tarté muveletsort roviden agy is fogalmaz-
hatjuk, hogy az

r—Lr, v—=>Uv, t— %t, p — 200|QLUp (1.35)

athelyettesités a dimenziétlan (1.34) Navier-Stokes-egyenletre vezet. A dimenzidtlanitasok
kapcsan a késGbbiekben is ezt a jelolést haszndljuk.

A dimenziétlan szdmok az egyes tagok stlyat hatdrozzdk meg a mozgdsegyenletben, mivel
a dimenzidtlan gyorsuldsok éltalaban egységnyi nagysagrendtiek. Két d&ramlast akkor tekinthe-
tiink hasonlénak, ha geometridjuk hasonl6 (tehat pl. azonos formajt akadély van benntik) és, ha
dimenziétlan szdmaik (Ro, Fr és Re) azonosak. Ilyenkor ugyanis a peremek egyszerd transzfor-
maciéval egymasba vihetdk, ezért a dimenziétlan peremfeltételek azonosak, és a dimenziétlan
mozgasegyenletek is megegyeznek. A megoldasok ekkor csak ardnyossagi tényezSkben térhet-
nek el egymastol. Ez a feltétel szabja meg tehat azt is, hogy nagyskaldja kornyezeti aramlasok
mikor modellezhet&ek htien laboratériumi kisérletekkel.

A Rossby-szam (1.5) alakjahoz hasonléan, a Froude-szam négyzete az a;, = U?/L hidrodi-
namikai és a g nehézségi gyorsulds aranya:

2 hidrodinamikai gyorsulds

1.
nehézségi gyorsulds (1.36)

a Reynolds-szdm pedig a hidrodinamikai gyorsuldsnak a vU /L? viszkézus gyorsuldshoz val6
viszonyat adja,
_ hidrodinamikai gyorsulas

Re = : 1.37
¢ viszkézus gyorsulas (1.37)

Az 1.1. tabl4zatban feltiintetjiik e hdrom paraméter értéket egy ciklon és a tengerdramlatok
gytrdinek tipikus példajan (a kinematikai viszkozitast a 7.1. tdbldzat alapjan véve).

1.1. tdbldzat. Ciklon és tengeraramlatok gytrdinek jellemzd dimenzi6tlan szdmai, hossz-, és se-

bességadatai.
Ro Re Fr L (km) U (m/s)
Ciklon 71-1072 6,7-101 32-107% 1000 10
Oceéani 6rvények  7,1-1072 1,0-10"! 1,0-1073 100 1

A legegyszertibb hidrodinamikai esetet akkor kapnank, ha mind a hdrom szam értéke na-
gyon nagy lenne, hiszen ez a nem forgatott (Ro = o), idedlis azaz sturléddsmentes (Re = o)
és sulytalan (Fr = oo) folyadék egyenletét jelentené. A dimenziétlan szamok végessége tehat
annak mértékét fejezi ki, hogy mennyire tériink el ett6l az egyszerd aramlastol.

A tablazat azt mutatja, hogy a Reynolds-szdm igen nagy, tehét a strlédds szempontjabol
kozel vagyunk az ideédlis esethez: a viszkozitds a peremektdl tavol jogosan hanyagolhat6 el.
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Ezért amig a 4. fejezetben nem tériink rd a hatarrétegbeli d&ramlasok vizsgdalatara, a viszkézus
tagot nem irjuk ki, az an. Euler-egyenletet hasznéljuk. Ugyanakkor a Froude-szdm kicsi, tehat
messze vagyunk a sdlytalan folyadék esetétél. Vegyiik észre azonban, hogy a suly csak a fligg6-
leges iranyt mozgast befolyasolja, amelyre egyéltaldn nincs hatassal a Coriolis-erd. A vizszintes
sikban torténé aramlds szempontjabdl tehdt a nyoméson kiviil a Coriolis-hatés a legjelent&sebb,
és mindketts 1/ Ro-val ardnyos.'?

1.6. Dinamikai nyomads

Mivel a Froude-szam csak konstanssal szorzédik az (1.34) Navier-Stokes-egyenletben, a vele
aranyos tag kikiiszobolhetS. A stly miatt akkor is magassagfiiggs a nyomads, ha nincs dram-
las. A v = 0 nyugalmi édllapothoz az (1.28) egyenlet szerint egy po(z) hidrosztatikai nyomas
tartozik, amelyre

dpo _
- 8 (1.38)

Ennek megoldésa po(z) = po — 008z, ahol py a helytél fiiggetlen tetszéleges konstans. Aramlas

jelenlétében ezért célszerd a teljes p nyomast a hidrosztatikai eloszlds és egy tj tag Osszegére
bontani, és azt irni, hogy

p(r,t) = po(z) + p'(x,1). (1.39)

Mivel az aramlést a p’ nyoméseltérés hozza létre, ezt a mennyiséget dinamikai nyomdsnak nevez-
ziik. Ezzel a nyomasi er$ okozta gyorsulds

_Qlo gradp = gn — Qlograd p. (1.40)

A dinamikai nyomads gradiensének elsé két komponense tehat ugyanaz, mint a teljes nyomasé,
a fiiggbleges komponensben pedig éppen a nehézségi gyorsulds koztiik a kiilonbség. A dinami-
kai nyomaéssal kifejezett hidrodinamikai mozgasegyenletben a g nehézségi gyorsulas tehat nem
jelenik meg:

dv 1 ,
i 20v X n & gradp'. (1.41)

A komponensekben torténé felirdshoz haszndljuk a Coriolis-gyorsulés (1.10) alakjat:

du 19p
dv 1 9p’
dw 1 9p

12A Froude- és a Reynolds-szamok a 2. és 7. fejezetekben térgyalt jelenségek kapcsan jatszanak majd kozponti
szerepet.
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Az (1.34)-nek megfelel§ dimenziétlan mozgésegyenlet idealis folyadékra a dinamikai nyomas
hasznalataval.'®

/
Ro% = <j:U — B;;) , (1.45)
/
Ro% = (IFu — %F;) , (1.46)
dw ap’
Ro™ = (—a’;) . (1.47)

Ezekbdl az egyenletekbdl is latszik, hogy elhanyagolhat6 viszkozitas esetén a folyadék belsejében
zajlé mozgésok szempontjdbol a Rossby-szdm az egyetlen dimenzidtlan szam.

1.7. A gyorsan forgatott folyadék

1.7.1. Oszlopos dramlas, a Taylor-Proudman-tétel

Gyors forgatas, vagyis Ro < 1 esetén az (1.45)—(1.47) egyenletekben a Rossby-szdmtdl fiigget-
len tagok domindlnak. Célszertinek bizonyul el6szor az Ro — 0 hataresetet vizsgdlni. Ekkor a
zérojelben levs tagoknak el kell ttinnitik:

op’
to- 2= =0, (1.48)
ap’
Fu— 2 =0, (1.49)
dy
ap’
] (1.50)

Az utolsé egyenlet szerint a dinamikai nyomads nem fiigg a magassagtol, a teljes p nyomas ma-
gassagfliggése hidrosztatikus. Az (1.48), (1.49) egyenletek z szerinti derivaltjabol azt kapjuk,

hogy

Ju 0v
S5, =35, =0 (1.51)

Ez az an. Taylor-Proudman-tétel, amely azt mondja ki, hogy a vizszintes sebességkomponen-
sek nem fiiggnek a magassagtol, a rétegek vizszintes irdnyban azonosan mozognak, az dramlds
oszlopos szerkezet.

Az (1.48) egyenlet y szerinti, az (1.49) x szerinti derivaltjat véve majd kivonva Sket egymas-
bdl, azt kapjuk, hogy az aramlas div u sikbeli divergencidja elttinik:

. ou Jdv
divu = P + - 0. (1.52)

A vizszintes sikbeli dramlds Osszenyomhatatlan. A teljes 0sszenyomhatatlansagi feltétellel,

13Az (1.35)-ben hasznalt 2¢y| Q2| UL valéjdban a dinamikai nyomas jellemz8 nagységa, nem a pg(z) hidrosztatikai
nyomésé. Az utébbi nagysaga 00gH ~ 09gL. A dinamikai nyomés mér§szama 200|QUL = 09gLFr?/Ro, vagyis
a dinamikai és a hidrosztatikai nyomads viszonya Fr2/Ro, ami Fr kicsinysége miatt kicsi. A dinamikai nyomds ti-
pikus értéke a foldi légkorben néhany hektopascal (hPa), az 6ceanban néhény ezer hPa (1 hPa = 100 N/m? =
100 kg/ (m s?) = 1 mbar). A felszini légnyomas 1000 hPa koriili.
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(1.27)-tel ez azt jelenti, hogy

ow

=0 (1.53)

azaz a fligg6leges sebesség nem fligghet a z koordinatatol.

Ha w = 0, azaz a folyadék teljes mélységében nincs fiiggSleges mozgds, az dramlas kétdi-
menzids. Bz a Taylor-Proudman-tétel erésebb véltozata. Az erds forgatas szinkronizéltan mozgé
vizszintes rétegekbe kényszeriti a folyadékot, hiszen a vizszintes sikban hat6é Coriolis-eré do-
minél. Az egymas folotti rétegek tehat dramlasdinamikai szempontbdl nem kiilonboztethetk
meg.

Mar véges, de kicsi Rossby-szamok esetén is vildgosan latszik az oszlopos aramlas kiala-
kuldsanak tendenciaja. Ha forgatott folyadékba injekcids ttvel feliilrél festéket fecskendeziink,
a kezdetben szabdlytalan festékfelh$ a relativ sebesség miatt kialakul6 aramlas kovetkeztében
elmozdul, és rovid id6 utdn mar fiiggdleges gorbiilt feliiletek (Taylor-fliggonyok) mentén he-
lyezkedik el (1.7. abra).

A jelenség oldalnézetbdl és feliilnézetbdl is egyidejtileg megfigyelhets ebben a kisérletben.

D e D e
p— p—
& N i

g

1.7. dbra. A Taylor-Proudman-tétel kisérleti megnyilvanuldsa. a) Gyorsan forgatott edénybeli
folyadékba feliilrdl festéket juttatunk. b) Fiiggdleges festékfiiggonyok alakulnak ki.

Az oszlopos szerkezet egy mésik bizonyitéka Taylor kisérlete (G.I. Taylor (1886-1975) angol
fizikus, a modern hidrodinamika egyik megalapozdéja). Ha egy forgatott edény aljara korongot
helyeziink és lasst aramlast hozunk létre a korong koriil, azt tapasztaljuk, hogy a korong fe-
letti egész vizoszlop egyditt all a koronggal (1.8. dbra). Ez elképzelhetetlen dolog a hétkéznapi
életben: a korong mintegy magéhoz csatolja az egész folotte levs vizoszlopot.

4b

%

1.8. dbra. a) A Taylor-kisérlet oldalnézeti képe: forgatott edény aljara kis korongot helyeziink.
A pontozott vonal a korong felett elhelyezked§ folyadékoszlopot jeldli. b) Az egytitt forgé rend-
szerben feliilr6l megfigyelt aramlas sematikus rajza: a lassan mozg6 festékesikok kiviilrél meg-
keriilik a korong alapt hengert (szaggatott vonal). A henger belsejébdl indulé csepp a henger
belsejében marad. A fekete pont a forgastengely.

A jelenség magyardzatat a kétdimenzids jelleg adja: ha ugyanis az dramlés nem fiigg a fiig-
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golleges irdnytol és az edény aljan elkertili a korongot, akkor minden més magassagban is el kell
kertilnie azt a hengert, amelynek alapja a korong.
Taylor-oszlop kortili d&ramlds lathat6 feliilnézetben ebben a kisérletben. A forgatés kikap-

f csolasakor a struktira megsztinik.

Az oszlopos szerkezet jelenlétét a kdrnyezeti jelenségekben az a megfigyelés is alatdmasztja,
amely szerint a partt6l tadvoli lasst tengerdramlatok helyenként 1 km mélységig azonosan mo-
zognak, és a tropszféra f0lotti magaslégkar, a sztratoszféra dramlédsai nagy skédldn gyakorlatilag
kétdimenzidsak. Taylor-oszlopok jelenlétére egyértelmd utalast 6ceani megfigyelések adnak.
A Szibériat és Alaszkat 6sszekotd Bering-szorostol északra elteriils sekély (Csukces-) tengerben
felszin alatti zatonyok taldlhatok, amelyek sugara kb. 50 km, felettiik a vizmélység 40 m kortiili,
koruilottiik tobb mint 50 m. A jégolvadés kovetése mutatja, hogy a zatonyok fol6tt tobb héttel
késsbb olvad csak el a jég, mint rajtuk kiviil. Ennek magyarazata a zatonyokhoz kétott Taylor-
oszlop, amely lassitja az olvadt viz és jég keveredését a kornyezettel. Hasonlé magyarazata lehet
annak, hogy meredek sziklaparttal rendelkezé magas szigeteket (mint pl. a Ferder-szigetek Lit-
la Dimun-jat) szinte 4lland¢ felhGtakaré fedi: a novényzetbdl felszallé nedves levegét a Taylor-
oszlop csapdéba ejti.'* A Fold belsejében is van olyan dramlas, amelyben a Taylor-oszlopok na-
gyon jelentSsek, nevezetesen a Fold magjanak forr¢ és folyékony tartoménydban, a kiils6 mag-
ban, ahogy arrél a 8.3. fejezetben lesz sz6. Megjegyezziik, hogy a foldinél kisebb Rossby-szdmu
Jupiter Nagy Voros Foltja nulladik kozelitésben szintén tekinthetd Taylor-oszlopnak.

1.7.2. Geosztrofikus dramlés

A gyorsan forgatott hatdresetben lehetSség nyilik egy sajatos iddfiiggetlen, stacionarius aramlas
kialakuldsara. Amennyiben a nyomaéseloszlas idé6tél fliggetlen, az (1.48)—(1.50) egyenletekbdl
kovetkezik, hogy a

(1.54)
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sebességeloszlas is staciondrius. Az ilyen dramlast geosztrofikusnak, azaz a Fold forgésa éltal
meghatarozottnak nevezziik. A tapasztalat szerint ez természetes kdzegeink nagyskaldji moz-
gésaira jellemzd dramlési tipus,'® legaldbbis elss kozelitésben.

A fenti egyenlet azt mutatja, hogy a vizszintes nyomasgradiens ellenstlyozza a Coriolis-erét:
+u, x n = grad p'. Tehat a nagyon gyorsan forgatott dramlasokban létezik olyan egyenstily,
amelyben a — grad p’ nyomasi er6 kompenzélja a Coriolis-erét, amint az 1.9. dbra szemlélteti.
Ez 6hatatlanul azt jelenti, hogy ebben az (er§)egyenstlyi allapotban a kozeg dramlik, hiszen
kiilonben elttinne a Coriolis-erd.

A geosztrofikus dramlas olyan vizszintes sikbeli dramlas, amelynek u, sebessége merdleges
a dinamikai nyomds gradiensére (amely a vizszintes sikba esik):

ug grad p’ = 0. (1.55)

Az dramlés tehat nem arra folyik, amerre a nyomads hajtand, hanem arra merélegesen. Ez teljesen
ellentétes hétkdznapi tapasztalatunkkal, mert egy cs6ben példaul a nyomésgradiens irdnyédba

14Koszonet Vincze Miklésnak ezért a felismerésért.

I5A torténeti eredetti elnevezés ellenére a Fold forgdsa szamos mds dramlésban is szerepet jétszik, hiszen a
Coriolis-er6 még egységnyi Rossby-szam esetén is jelentds, mint pl. a kozepes kiterjedést hullimmozgasokban.
Kisskal4ja kornyezeti jelenségekben a Fold forgdsa nem lényeges, a Rossby-szam nagy. Egy 100 m atmér6jd torna-
déban példaul U = 40 m/s-mal szdmolva, a Rossby-szam 3000-nél is nagyobbnak adédik.
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1.9. dbra. Eréviszonyok a geosztrofikus dramlésban: a Coriolis-er§ a nyomasi erével ellentétesen
egyenlS. Rajuk merdleges a kialakul6 kétdimenzids geosztrofikus dramlés ug sebességvektora.
A magasabb nyomds pozitiv forgatés esetén a sebességvektor jobb oldaldra esik.

folyik a viz. Ez a viselkedés azonban 6sszhangban van az 1.3.2. fejezet pontmechanikai példéja-
val, ahol az atlagsebesség merdéleges a kiils6 erére (1.4. dbra). A geosztrofikus sebesség irdnya a
nyomdsi er6re mindig meréleges, pozitiv (negativ) forgatasi irdny esetén u, ezen eré vektoratol
jobbra (balra) mutat. Az dramlés jobb (bal) oldalan taldlhat6 tehat a magasabb nyomas.

Minden idéfliggetlen nyoméstérhez tartozik egy geosztrofikus dramlas. Nézziik meg, hogy
ez milyen tipusi kor alakt izobarok esetén, ha a kézéppontban alacsonyabb vagy magasabb a
nyomads, mint kiviil (1.10a, b 4brak). Mivel az 1.9. dbra a sebesség irdnyitottsagatol fiiggetlentil
helyileg mindeniitt érvényes, az izobdrok mentén korkoros aramlas alakul ki, amely koriilfolyja
az alacsony vagy magas nyomadsu helyet. Az alacsony nyomadsu esetben () > 0 mellett ez pozitiv
koriiljarasu, az északi félteke ciklonjaihoz hasonlé dramlas.

p2>p

a) DQ

1.10. dbra. Forgasszimmetrikus nyomdéseloszlas hatdsara kialakul6 geosztrofikus dramlés ala-
csony (a) és magas (b) nyomdasa kozpont koriil (3 > 0 esetén. Nyomdsminimum kortil (a) abra)
az dramlés ciklondlis, a maximum koriil (b dbra) anticiklonalis. Negativ forgasirdnyhoz negativ
ciklonélis 6rvénylés tartozik.

Az ilyen jellegt helyi viselkedésekbdl az 1.11. dbran lathaté dramldsi kép &ll 6ssze. J6 ko-
zelitéssel teljesiil, hogy a sebesség az 4lland6 nyomadst gorbékkel, az izobarokkal parhuzamos,
vagyis az izobarok egyben dramvonalak. Pozitiv forgdsirdny esetén az dramlds irdnyaba nézve
a magasabb nyomds mindig a jobb oldalon taldlhato.

A val6sagos adatokkal valo Osszevetés céljabdl érdemes attérni a dimenzids alakra. Az
egyenstily (1.41) alapjan azt jelenti, hogy a 2goug x Q Coriolis-er§ a — grad p’ nyomasi erével
ellentétesen egyenld:

!
gradp’ (1.56)

Zng Xn=
00



36 1. FORGATOTT HOMOGEN KOZEGEK ARAMLASA

1.11. dbra. Altalanos geosztrofikus dramlds sematikus képe pozitiv forgasirdny esetén. A folyto-
nos vonalak izobarok, a kis nyilak az d&ramlas sebességvektorat adjak meg néhany helyen. A szom-
szédos izobarok folydmederként terelik az d&ramlast, mas széval az izobarok dramvonalak. Az A
és M bettik alacsony, illetve magas szélsGértékd nyomdsi kozpontokat jeldlnek.

amibél uy = (n x grad p’) /(2Q0o), avagy

B 1 oap 1 oy
ug = 2090@, Ug = ZQQO g, (157)

tehat a nyomasgradiens és 229 viszonya szabja meg az dramlas er&sségét.

Ezek szerint ha két, r = 100 km tavolsagban futé izobart tekintiink, amelyek kozott a nyo-
maéskiilonbség 6p = 2 hPa = 200 N/m?, akkor a leveg6 oo = 1,2 kg/m? stirtiségével és Qp-fel
szamolva azt kapjuk, hogy |us| = dp/(2QF0odr) ~ 12 m/s ~ 43 km/h. Ez a valédi szél-
sebességek nagysagrendje. A geosztrofikus dramléds hasonlé jellegli marad kozepes foldrajzi
szélességeken, azaz az altalunk ismert idGjarasi zéndban (lasd 3.4. fejezet).

A dimenzi6s alak lehetSséget teremt arra is, hogy meggondoljuk, hogy az 1.10. dbra dram-
lasaiban miért nem sziikséges a centripetdalis erd figyelembevétele a kormozgés feltételeként.
A csak a radidlis tavolsagtol fiiggd ue(r) = 1/(2Q000)dp(r)/dr geosztrofikus sebesség az
ac = 20oug(r)Q) Coriolis-gyorsulas és a nyomasi er6bél ad6dé gyorsulas egyenlSségébsl adé-
dott. A ketts kiilénbségének szigortan az a., = Qoig(r)?/r centripetélis gyorsulast kellene ad-
nia az r sugart korpalyan. Vegyiik azonban észre, hogy ac,/ac = ug(r)/(2r()), ami az dram-
lasnak megfelel6 Rossby-szdm. Mivel a geosztrofikus hatdresetben a Rossby-szdm nagyon kicsi,
a centripetalis gyorsulés elhanyagolhat6 a masik kett mellett.'®

A késébbiekben gyakran fogjuk haszndlni, hogy barmilyen sikbeli 6sszenyomhatatlan
u(x,y, t) sebességii dramldshoz tartozik egy 1 (x, y, t) dramldsi fliggvény, amelyre

% v = % (1.58)

”:_ay’ - ox’

hiszen ekkor div u = 0. Az d&ramvonalak a i dramlési fiiggvény szintvonalainak felelnek meg.!”

16Erdemes Gsszevetni ezt a tehetetlenségi kormozgassal (1.3.1. fejezet). A Coriolis-gyorsulds ott megegyezik a
centripetélis gyorsulassal, a ciklonszerti korkoros dramlasokban viszont a nyomasi gyorsuldssal. A két mozgds tehat
dinamikailag teljesen mas eredetd. Ennek egyik megnyilvanuladsa az is, hogy a tehetetlenségi kormozgéds mindig
anticiklondlis, a masik esetben viszont mindkét koriiljérasi irdny el6fordulhat adott elgjelti forgatdsi szogsebesség
esetén is.

17 A hagyoményos hidrodinamikdban hasonlé szerepet a ® sebességpotenciél jatszik, de az csak 6rvénymentes
dramldsokhoz tartozhat. A kornyezeti dramldsok altaldban Srvényesek, ezért a tovabbiakban az dramlési fliggvényt
hasznéljuk.
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A fentiekbdl kovetkezik, hogy a geosztrofikus dramlési fliggvény a dinamikai nyomassal
aranyos:
_ Lt

(1.59)

Innét is 1atszik, hogy az dramvonalak az 4llandé nyomast gorbék, az izobérok.

Az orvényvektor a fliggbleges irdnyba mutat, megegyezik z irdnyt komponensével, amelyet
{-valjeloliink. Ez a komponens tehat { = w, = (rotug), = dv,/dx — dug/dy, és érvényes, hogy

— _ 1 /
[=Ap= 2QQOA;9 . (1.60)

A kialakul6 orvényességet az dramlési fiiggvény Laplace-operatora hatdrozza meg.

1.8. A kvazi-geosztrofikus kozelités

A geosztrofikus egyenstly elméleti létezése megmagyardzza, hogy miért hosszu életdek a cik-
lonok és anticiklonok a Foldon. Az erdsen forgatott hatdresetben nem is véltozhatndnak id6-
ben. A valddi ciklonok lassan mozognak és deformédlédnak, mert idGskaldjukat a geosztrofikus
aramlastodl vald, Rossby-szam rendt csekély eltérés hatdrozza meg. Mivel a Rossby-szam kicsi,
a mozgas lassu.

Altaléban a geosztrofikus dramlés szolgal kiinduldsul minden lasst, nagyskaldja kornyezeti
aramlasi problémaéban. El§szor megértjiik a geosztrofikus hataresetet, és utdna hozzavessziik
az idében lassan véltoz6 korrekciokat. Ebben a kozelitésben a kormozgas feltételében mar nem
hanyagolhat6 el a centripetalis gyorsulds, de kicsinek bizonyul a tobbihez képest.

A nyomasgradiens komponenseit formélisan azonosithatjuk a geosztrofikus aramlas u, se-
bességével (1.57), azaz a teljes (1.42)—(1.44) hidrodinamikai egyenlet irhat6, mint

GZ[ =120 (v —1vg), (1.61)
CZ = 20 (1 —ug), (1.62)
dvo  19p

ahol a hdromdimenzids v sebességtér divergenciamentes: (1.27), de a vizszentes sikbeli u mar
nem feltétlentil az. Amennyiben feltehetd, hogy a geosztrofikus eredményt6l valé u — ug, v — vg,
és dp’ / 9z eltérés kicsi, ezt az egyenletrendszert nevezziik a forgatott folyadék hidrodinamikaja
kvizi-geosztrofikus kozelitésének. Megadja, hogy mik az els6 korrekcidk a geosztrofikus hatér-
esethez képest, és egyben mar megenged id6fiiggé dinamikat is. Ez a teljes derivéltak jelen-
léte miatt nemlinedris egyenlet, és ezért egzakt kijelentések csak specidlis esetekben tehetSk a
kvazi-geosztrofikus viselkedésrdl. Az (1.35) dimenziétlanitassal a jobb oldal mindentitt 1/ Ro-
val szorzdédik, mig a bal oldal egységnyi. Ezért a dimenziétlanitott sebesség geosztrofikustol va-
16 eltérésének szintén Ro rendtinek kell lennie. A kvazi-geosztrofikus egyenlet vizsgalata lesz a
késébbiekben egyik f6 célunk.
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1.9. Tehetetlenségi hullamok

1.9.1. Hullamokrdl altalaban

Hulldmokban a hidrodinamikai mennyiségek térben és idében is véaltoznak.'® A kis amplitadé-
ja, linedris hullimok legegyszertibb valtozatai térben és idében is periodikusak. A nagy ampli-
tadoja hullamokat nemlinedris hullimoknak nevezziik. Ezek szdmos érdekes tulajdonsaggal ren-
delkeznek, példakrol késébb lesz szo6.

Minden linedris hullamban azt vizsgéljuk, milyen dramlés alakul ki, ha a folyadékot kissé
kimozditjuk a v = 0 nyugalmi allapotbdl. Mivel ekkor az dramlds gyenge, az advektiv gyorsu-
lasok elhanyagolhatok, és a teljes derivaltak jo kozelitéssel helyettesithetSk az idébeli parcialis
derivaltakkal. A mozgéasegyenletek ebben a kozelitésben dllandé egyiitthatés, homogén linearis
differencidlegyenlet-rendszert adnak.

Az alapmegoldés adott frekvencidjt, tn. monokromatikus sikhulldm, amelyben tetszéleges
hidrodinamikai valtozo6, nevezziik A-nak, az r helykoordinétatol és a t id6tdl szinuszosan fligg:

A(r,t) = acos (kr — wot + ¢) = acos (kr — wot + ¢) =
= a.cos [2% <;—;) +¢] = acos [k (V—%t) +<P] (1.64)

Itt k a hulldm haladasi irdnyaba mutaté hullimszamvektor, k ennek hossza, r a haladési irany-
ban mért tdvolsdg, wo a hullam frekvencidja, ¢ a fazisa, a az amplitadéja.
Ezeket a megolddsokat szokds komplex exponencialis fiiggvénnyel leirni, az A véltozora a
kovetkez§ alakban:
A = getkex+kyy+k:z—wot+¢) (1.65)

A fenti komplex alakot (melyben a kr szorzatot kifejeztiik a hullimszamvektor (ky, k, k.) kom-
ponenseivel) azért érdemes hasznalni, mert igy egyszertbb Osszefiiggésekre jutunk. A valtozo
fizikailag értelmezhetd viselkedését a valds rész képzésével kapjuk a szamolds végén.

A sikhullamalakot a linearizalt mozgésegyenletekbe helyettesitve algebrai egyenletrend-
szert kapunk. Az (1.66) képlet, aminek a neve diszperzios relaci6, adja meg, hogy hogyan fiigg
a frekvencia. Ennek nemtrivialis megolddsa megadja, hogy a frekvencia hogyan fiigg a hullam-
szamtol, az

wo = wo(k) (1.66)

tn. diszperzios reldciét.' Minden linedris hullimnak a diszperzi6s relaci6 a legfontosabb jellem-
zGje, egyfajta ujjlenyomata. A diszperzids relaciobol kétfajta sebességijellegti mennyiség is ko-
vetkezik.
Az (1.64) egyenlet utols6 egyenl6ségébdl latszik, hogy a hullam terjedési sebessége (fazis-
sebessége) a terjedés k iranyaban
wo (k)
-

Cc =

(1.67)

Terjedési sebességek az egyes koordinatatengelyek mentén is megfigyelhetSk, és ezek a megfe-

18Ezért geosztrofikus esethez nem tartozhatnak hulldmok.
Ha w képzetesnek adédik, hullammegoldas nem létezik. Amennyiben a megoldés idében novekvé, akkor kis
zavarok exponencidlisan feler6sodnek, az eredeti daramlasi dllapot instabil (5.13.1. fejezet).
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lel6 hullamszamkomponenssel val6 osztdssal kaphatok:

Cy = — Cy = —— C; = —. (1.68)

Erdemes hangstlyozni, hogy a cy, ¢y, c; szimhdrmas nem alkot vektort, amely latszik abbdl is,
hogy négyzetdsszegiik nem azonos c*-tel.

A c sebesség csak akkor allandd, ha a diszperzids reldcié linedris: wy ~ k. Az ilyen hullamo-
kat nemdiszperziv hullimoknak nevezziik, és legismertebb példdik a hang és a fény (vakuum-
ban). Erdemes megjegyezni, hogy a j6l ismert hullimegyenlet a hullamok egy kis csoportjét, a
nemdiszperziv hullamokat irja csak le.

A diszperziv hullamok, a kornyezeti hullimok dontd tobbsége ilyen, alapvetSen kiilonboz-
nek nemdiszperziv tarsaiktél. Ez a hulldimcsomag-megoldasok dsszehasonlitdsabol latszik jol.
Minden linedris egyenletre érvényes a szuperpozicio elve, vagyis alapmegolddasaik linearis kom-
bindcidja is megoldas. Az egyszertiség kedvéért x iranyban haladé megoldast vizsgélva a hul-
lamcsomag alakja

A(x,t) = Y ajelkix—enlkt)) (1.69)
j

ahol az 6sszegzés a hullimcsomagot alkot6 k; hullimszamt hullimokra torténik. (MegfelelGen
valasztott és elegendSen nagy szamu hulldmszam jelenlétében ez az A(x, t) hulldmalak Fourier-
sora.) A fazisokat itt nem irtuk ki, mert az a; amplitidékat komplexnek tekintjiik, amelyekbe
beolvasztottuk a fazisfaktorokat. A kezdeti hullamalak

A(x,0) =Y ae™, (1.70)
j

vagyis az a; egylitthatok a kezdeti alakbol kovetkeznek.

Egyszertien kezelhet§ az az eset, amikor a hulldimcsomag kozel monokromatikus, a k; ér-
tékek kozel esnek valamely kozponti k értékhez. A hullimcsomag ekkor nagy kiterjedésd az x
tengely mentén, és a diszperzids reldcié jo kozelitéssel irhaté mint

wo(kj) = wo(k) + C*(k)(kj — k), (1.71)

ahol ¢* a diszperzids relacio k szerinti derivaltja:

w1y — dwo(k)
(k) = =5 (1.72)
A sorfejtett alakot (1.69)-be helyettesitve
A(X, t) — ei(kxfwo(k)t) Zajei(kjfk)[xfc*(k)t} _ eik(x—c(k)t)A“ (x —c* (k)t) , (1.73)
j

ahol a masodik tényez6 megjelenése mutatja, hogy a hullam moduléltta valt, amelyet az A bur-
koléfiiggvény jellemez. Ez a burkol6 alakjat megtartva a c* sebességgel halad az eredeti ha-
ladési irdnyba. A c* mennyiséget ezért csoportsebességnek nevezziik. A burkolén beliil minden
monokromatikus hulldm kozel azonos sebességgel halad, ezek egyiittese vezet a burkol6 c*-gal
torténd egyenletes haladaséhoz.?

A (1.71) sorfejtés nem egzakt, a magasabb rendd tagok is lényegesek lehetnek. Kiilonosen,
ha a kezdeti hullimcsomag koncentralt kiterjedést. Ekkor a burkolé nem tartja meg alakjat,
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1.12. dbra. A diszperziéval kapcsolatos szétfolyds jelensége: a kiilonb6z6 hulldmhosszu kompo-
nensek kiilonb6zd sebességgel terjednek, és ezért minden lokalizalt kezdeti alak szétfolyik. Az
dbra harom, egymadst kovet$ id6pontban mutatja sematikusan a burkol6 alakjat.

szétfolyik, hiszen a lényegesen eltéré sebességti komponensek egymastol tdvolodnak, mikozben
a burkolé deformalédik is, ahogy a sematikus 1.12. 4bra mutatja.?!

A hulldamcsomag energidja is a c* csoportsebességgel halad, épptigy, mint a modulélt hulldm,
hiszen egyetlen szinuszhulldm energiaja térben allandé. Altaldban a ¢* csoportsebesség-vektor
a frekvencia hullamszam szerinti gradiense:

- (520 ) |

A csoportsebesség vektora ezek szerint tetszSleges szoget is bezarhat a hulldamszamvektorral.

1.9.2. A tehetetlenségi hullam

A forgatott folyadék kollektiv viselkedésében a tehetetlenségi mozgas megfelelGje egy specialis
hullamfajta, a tehetetlenségi hullam. A (1.42)—(1.44) egyenletek nyugalmi allapot koriili lineari-
zalt alakjaban, amelyben minden térmennyiség valtozasa kicsi, a teljes id6derivaltak a parcialis
derivaltakkal helyettesithetdk:

ou 19p
Tl +2Q00 — 20 91’ (1.75)
/
% pqu- L (1.76)
ot 00 9y
ow 1 9p

mikozben az (1.27) divergenciamentességi (0sszenyomhatatlanségi) feltétel is érvényes.
A komplex irdasmédot hasznalva, a megoldast a

(v,p'/00) = (g, vy, wo, Py) ¢! kxxthuytkez—cot) (1.78)

alakban keressiik, ahol az amplitadék mind konstansok.
A megoldast az egyszertiség kedvéért az y irdnyban eltoldsinvaridnsnak tételezziik fel
(ky =0). Az (1.75)-(1.77) és (1.27) egyenletekbdl a keresett homogén lineéris egyenletrend-

20 Az osszefiiggésbdl az is latszik, hogy nemdiszperziv hullamban, amikor c* = c, a burkolé is ¢ sebességgel halad,
tehat tetsz6leges hullamcsomag megtartja kezdeti alakjat.

21 A hullamdiszperzi6 a fizika mas dgaiban is ismert. A fehér fény szinekre bomldsa alapjelenség. A fény kozegbeli
sebessége ¢ = cg/n, ahol ¢y a vakuumbeli fénysebesség, n a térésmutatéd. Ez fiigg a fény hullimhosszatdl, azaz
hulldmszamatol is. Ezért a diszperzids reldcio wy (k) = cok/n(k). Ebb8lc* = ¢(1 — (k/n)dn/dk). Mivel a térésmutatd
(pl. tivegben, vizben) cs6kken a hulliamhosszal, dn/dA < 0, azaz dn/dk > 0, igy ¢* < c. A szétfolyas az m tomegd
szabad kvantumrészecske megtalalasi valészintiségében is j6l ismert, ahol a diszperzi6s relacié wo (k) = hk?/(2m),
amib6l c* = 2¢ = fik/m.
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szer, az Un. polarizaciés egyenletek:

—iwoug = 2Qvg — ik, Py, (1.79)
—iwopvg = —2Quy, (1.80)
—iwgwy = —ik, Py, (1.81)
kytio + kywo = 0. (1.82)

Mivel az amplitadék értéke fontos informadciét ad a hulldm szerkezetérdl, nem toreksziink a
determindns kozvetlen meghatdrozasara, hanem az egyiitthatok kikiiszobolését kovetjiik. Az
(1.81)—(1.82) egyenletekb6l: Py = —cwougky/k2. Ezt (1.79)-be helyettesitve

2

—iMOE(UQ = 2000, (1.83)

ahol k = \/kZ + k2 a hullamszamvektor hossza. Az (1.80) egyenletbdl viszont
ivowo = 201/[0. (184)

E két utébbi egyenletet 6sszeszorozva latszik, hogy nemzérus egyiitthatok, azaz hulldam csak
akkor létezhet, ha

wo (ky, k) = ﬂQ’Z = +2Q)siné. (1.85)

Ez a tehetetlenségi hullamok diszperzids reldcidja, ahol 0 a k hulldimszamvektornak a vizszintes
egyenessel bezart szoge.?”> A diszperzids relaci6 a k vektornak csak az irdnyéatol fiigg, vagyis a
k. /ky aranytol. A 6 szog k, < 0 esetén maga is negativ. A £ elGjel azt fejezi ki, hogy minden
hulldmszdmvektorhoz tartozik egy vele azonos és ellentétes irdnyban haladé hulldm is. A sin 0
tényez6 mutatja, hogy a hulldm frekvencidja feliilr6l korlatos: nagysaga nem lehet nagyobb a

|2Q)| értéknél (1.13. abra).
wp
_______________ ZQ___________________.
Yo I
(kx/kz)? +1
kx
3 2 -1 1 2 3 ke/ks
—20) !
(kx/kz)2+1
______________ 20 e T

1.13. dbra. Az (x, z) sikban terjedd (k, = 0) tehetetlenségi hullamok wy (k; /ky) diszperziés rela-
cidja. |2Q2|-nél nagyobb frekvencidji hullimok nem létezhetnek. A nyilhoz tartozé alak csak az
origé kornyékén érvényes.

22 Az osszefiiggés érvényes y iranyban is terjed hulldmokra is, ha 6 a hullamszamvektornak a vizszintes sikkal
bezért szogét jeloli.
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A polarizéaciés egyenletekbdl a sebességtér alakjara is kovetkeztethetiink. (1.82) szerint az
aramlés a k hullamszamvektorra merdéleges sikban torténik: a hulldm transzverzalis. (1.84)-bdl

LW
uy = zﬁvg, (1.86)

a két vizszintes sebességkomponens komplex amplitudéja tehét kiilonbozé fazisa, a faziskii-
16nbség 71/2. A val6s részeket képezve (1.78)-ban a sebességkomponensek hely- és idéfliggése

U= —w:—z = —vo% sin (kyx + kzz — wot), v = vgcos (kyx + kzz — wot) (1.87)
X

alakt. A fenti egyenletek azt fejezik ki, hogy a teljes sebességvektor abszolutértéke a vy allandé.
Az (1.85) relaci6 alapjan ugyanis u? + w? = vZsin? (kyx + k.z — wot), vagyis u? + v + w? =
v3. A terjedési irdnyra merdleges sikban a sebességvektor 271/ wy periédussal forog: a hullam
cirkuldrisan polarizalt (1.14. dbra). Mivel a folyadékelemek tehetetlenségi mozgast végeznek, a

sebességvektor idébeli elforduldsa adott helyen anticiklondlis, wy elGjelétdl fliggetlendil.

& %jrjedési
sebesség

1.14. dbra. A sebességvektorok térbeli elrendezédése tehetetlenségi hullamban. Egy adott helyen
a v sebességvektor végpontja korpdlyan (szaggatott vonal) mozog.

A diszperzi6s relacié szemléletes jelentése a kovetkezd. Mivel a sebesség a k-ra merdleges
sikba esik, a Coriolis-hatast az € vektor k-ra esé vetiilete, azaz () sin § hatdrozza meg. A folya-
dékelemek ezért tehetetlenségi kormozgdst végeznek az (1.85) frekvenciaval. Ennek megfele-
16en a hulldimmozgas (1.4) szerinti Ro = |wp/(2Q))| = |sin 6| Rossby-szama egységnyi nagy-
sagrendd, éppugy, mint a tehetetlenségi kormozgasé. (Kivétel a vizszintes terjedés (6 = 0)
hatéresete, amikor a hullamzas megsztinik: wy — 0. Ez 6sszhangban van a Taylor-Proudman-
tétellel, hiszen k, — 0-ra Ro nullava valik.)

Megjegyezziik, hogy az (1.28) egyenletbeli viszkézus tag megtartdsa az wy — wp — ivk>
helyettesitésnek felel meg az (1.79)—(1.82) egyenletrendszerben. A viszkozitast is figyelembe
véve tehdt a diszperzios relacié

wy = £2Qsin f — ivk>. (1.88)

Az imagindrius rész idében exponenciélis csillapodést ir le az exp (—vk*t) szabaly szerint.
A csillapodas ilyen formdja megjelenése mas hulldmokra is jellemzé: a csillapodés eréssége
a kis szamértékd kinematikai viszkozitassal ardnyos. Ebbél a példébél levonhatjuk azt az &l-
talanos kovetkeztetést, hogy a hosszt hullamok (kis k) csillapodésa a leglasstibb. Barmilyen
rendszerben kialakul6 hulldmrdl van is sz9, keltése utan elegend@en hosszu id§ (tipikusan a
trelax = L?/v relaxacios id6, ahol L a linedris méret) eltelte utdn mar csak a legnagyobb (L-lel
Osszemérhet§) hullamhosszt hulldimok figyelhet6k meg, mert a tobbiek kihaltak.
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1.9.3. Fazis- és csoportsebesség

A tehetetlenségi hulldimok x és z iranyu terjedési sebessége (1.68) szerint

wo k, wo 1
=7 W ST k’ (1.89)
amely erésen fligg a hulldimszdmkomponensektdl.
Az (x,z) sikban terjed$ tehetetlenségi hulldimokban az (1.74) csoportsebesség

% a(,L)() . kxkz % aa)() . ki
&= 3k = F2055, = T £20%. (1.90)

A csoportsebesség nagysaga tehat 2| () cos 6|/ k. Mivel a fiigg6leges terjedés, azaz k, = 0, egzakt
tehetetlenségi kormozgéssal jar, amely magatdl is fennmarad, az ilyen irdnyt hulldmmal energia
nem halad, a csoportsebesség elttinik.

Behelyettesitéssel ellendrizhets, hogy

k=0, (1.91)

azaz a hulldimcsomag és a benne felhalmozodott energia mindig k-ra, tehat a terjedés irdnyéra
merdlegesen terjed. Ha a hullamok hangszer tarsaikt6l valo eltérését a hullamszam és csoport-
sebesség altal bezart szog nagysagaval jellemezziik, akkor a tehetetlenségi hullimok a lehetd
legdiszperzivebb hullamok kozé tartoznak. Az, hogy a csoportsebesség-vektor k-tdl jobbra vagy
balra mutat, a frekvencia elGjelétsl és a hulldimszamvektor irdnyatél (a fazissebesség iranyatol)
figg. A pozitiv frekvencidju hulldm csoportsebessége pl. pozitiv forgatasi szogsebesség esetén
a k vektortol balra mutat, ha a hulliamszamvektor az elsé szognegyedbe esik (1.15. abra).

1.15. dbra. Tehetetlenségi hullamok c* csoportsebességének és k hullamszamvektoranak viszo-
nya pozitiv forgatdsi szogsebesség mellett. A szaggatott nyil a negativ frekvencidhoz tartozo cso-
portsebesség.

Ha forgatott kozegben kis mérett testet rezegtetiink w (|w| < 2|Q)|) frekvencidval, tehetet-
lenségi hulldmokat gerjesztiink, amelyek w frekvencidjtak lesznek. Rajuk wy = w, és (1.85)) ér-
telmében 6 = =+ arcsin (w/2Q)) szog alatt terjednek az x tengelyhez képest. A csoportsebesség-
vektorok ugyanekkora szogeket zdrnak be a fiigg6legessel (1.16. dbra).

A kozeg izotrép jellege ellenére a tehetetlenségi hullam terjedése anizotrép. Ez a tulajdon-
sdg is mutatja, hogy a tehetetlenségi hulldimok mennyire eltérnek a hangszertektdl, hiszen az
utébbiak ugyanilyen keltés mellett minden irdnyba haladhatnanak.

Laboratériumban az energiaterjedés irdnya a torésmutaté enyhe valtozasa révén figyelhetd

meg, vagy a részecskekovet§ (Particle Image Velocimetry, PIV) mdédszer alkalmazaséval. Be- : .,i:'

fecskendezéssel keltett tehetetlenségi hullamok részecskekovetéssel lathatéva tett terjedése 14t-
haté ebben a kisérletben.



https://www.youtube.com/watch?v=EWiWLQcEz_4&t=70s
https://www.youtube.com/watch?v=EWiWLQcEz_4&t=70s
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1.16. dbra. Pontszerd, |w| < 2|Q)| frekvenciaju forrasbol indulé tehetetlenségi hullamok és cso-
portsebességeik lehetséges iranyai. Hullimterjedés a k vektorok irdnyéba lehetséges, energiater-
jedés viszont a rajuk meréleges ¢* irdnyokban torténik.

e ] Egy masik kisérletben ugyancsak a részecskekovetéses mddszert hasznalva, a gerjesztési

EAd amplitadot is valtoztattdk. Kis amplitadok esetén jol kirajzolédik a hulldmterjedés X alakzata,
LA nagyokra azonban szabalytalan (turbulens) terjedés tapasztalhaté (elhagyjuk a lineéris kozeli-
¥ tés alkalmazhatésaganak feltételét).


https://www.youtube.com/watch?v=k_6vbvmqEc0
https://www.youtube.com/watch?v=k_6vbvmqEc0

2. fejezet

A sekélység hatasa

Urhajéb6l nézve a 1égkor keskeny héartyanak ttinik a Fold felszinén. Az 6cedn dtlagos H = 4 km-
es mélysége vagy a légkor legaktivabb als6 részének, a troposzféranak H = 10 km-es 4tlagos
vastagsaga sokkal kisebb, mint a benniik kialakulé dramlasok vizszintes sikbeli L szélessége,
amely tobb ezer km is lehet. A H/L méretarany kicsinysége azt eredményezi, hogy fliggéle-
ges irdnyban csak nagyon lassi mozgdsok johetnek létre. Az dramléds kozel kétdimenzids és
oszlopos szerkezetd, mar forgatds nélkiil is. Ennek kovetkeztében a nyomés magassagtol valoé
fliggése a hidrosztatika torvényei szerint alakul tetszéleges forgatasi sebesség mellett. Ezért a
nyomds helyettesithets a folyadékfelszin alakjaval, és a domborzat alakja is egyszertien vehetd
figyelembe.

A szabad felszini mozgasokkal jaré forgatott sirlédasmentes folyadékban a Rossby-szamon
kiviil megjelenik a H folyadékmélységgel képzett

=Y (2.1)

V&

Froude-szam is mint fontos dimenziétlan paraméter, ahol ¢ a nehézségi gyorsulas. W. Frou-
de (1810-1879) angol mérnok, aki a l1éptékhelyes hajomodellezés kapcsdn mutatta ki, hogy a
hulldmzas hataséat az Fr szam veszi helyesen figyelembe. A kérnyezeti dramldsok témakdrében
a Froude-szdm minden, szabad felszini mozgassal jaré dramléds kapcsan lényeges szerepet jat-
szik. Ertéke nagyskaldju kornyezeti sramlasokban 102 koriili, és ez az érték laboratériumban
is konnyen megval6sithato.

2.1. A forgatott sekély folyadék egyenletei

Vizsgéljuk meg, milyen kdvetkezményekkel jar, ha az dramlas L jellegzetes vizszintes kiterjedése
sokkal nagyobb, mint a folyadék H &tlagos mélysége, azaz ha az

e=H/L (2.2)

méretarany 1-nél lényegesen kisebb.

A felszin alakjét a t pillanatban az 71(x,y, t) fliggvény irja le a nyugalmi folyadékszinthez
képest. A H éatlagos mélységi szinttSl mérjiik a domborzat d(x, y) alakjat, amelyrdl feltessziik,
hogy id6ben nem véltozik (2.1. dbra).
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nyugalmi szint

A
\

2.1. dbra. A forgatott, sekély homogén folyadék (a sarkok kornyékén vagy a laboratériumban) és
a fejezetben hasznilt jelolések: a feliilet nyugalmi szinthez viszonyitott alakjat az (x, y, t) fliigg-
vény, az aljzatét a d(x,y) irja le. A folyadék atlagos H mélysége sokkal kisebb az L vizszintes
kiterjedésnél.

A folyadék adott helyhez tartozé pillanatnyi

h(x,y,t) = H+n(x,y,t) —d(x,y) (2.3)

mélysége 1j dinamikai valtozé. Feltételezziik, hogy a folyadék ellepi a domborzatot: 1 > 0.
A tipikus Reynolds-szdmok nagy értéke miatt a viszkozitdst elhanyagoljuk, idealisfolyadék-
kozelitésben dolgozunk. A viszkozitassal kapcsolatos jelenségekre majd a 4. fejezetben tériink
vissza.

Az elsé6 fontos 1épés a W jellegzetes fliggSleges dramlasi sebesség becslése az 6sszenyomha-
tatlansagbol kovetkez$ div v = 0 kontinuitdsi egyenlet alapjan. A vizszintes sebességkompo-
nenseknek a vizszintes koordinatdk szerinti derivéltjai U / L rendtiek. A fiigg&leges sebességnek
a z koordinata szerinti derivaltjdval, amely W/ H rendd, egytittesen 0-t kell adniuk. Ebbdl azt
kapjuk, hogy

H
W~ UT =Ue < U, (2.4)

tehat fligg6leges irdnyban csak nagyon lassti dramlés torténhet. A sekély folyadék mozgasa min-
dig kozel kétdimenzi6s, fiiggetleniil att6l, hogy forgatott-e vagy sem.

Az (1.28) hidrodinamikai egyenlet fiigg6leges sebességre vonatkozé komponensében a w
idéderivaltja ezért kozelitSleg W/ (L/U) = U?H/L?, ami e-szor kisebb, mint a vizszintes gyor-
sulds U?/L becslése. A fiiggbleges iranyt mozgasbdl ad6dé hidrodinamikai gyorsulds is elha-
nyagolhat6. Idedis sekély folyadékban ezért az (1.28) egyenlet fiiggéleges komponensében a
jobb oldalon levé nyomasi erének és a stilynak kompenzélnia kell egymadst, tehat

Jp _
5 = 008- (2.5)

A sekély folyadék a nyomds magassagfiiggése szempontjabol hidrosztatikai egyensalyban van
mozgdasa kozben is.
Ebbdl

p(x,y,z,t) = 0og (n(x,y,t) + H—z) + po. (2.6)

A kiils6 felszinen feltessziik, hogy a po nyomas allandé (a pp ingadozasabol ad6dé hatdsok a
tapasztalat szerint kdrnyezeti aramlasokban nem jelentSsek!). Szabad felszin esetén a hidro-

1A vizek felszinén a 1égkori nyomasingadozas hPa nagysdgrendd, de nagy stirtiségiik miatt szamottevs dramla-
sok beinditdsdhoz 1000 hPa nagysdgt nyomasvaltozasra lenne sziikség.
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sztatikai nyomdstol val6 eltérést, a

p' = o8y (27)
jarulékot tekintjiik dinamikai nyomésnak. Nyomaskiilonbség tehat a felszini egyenetlenség mi-
att alakulhat ki, és a folyadékmozgas felszini alakvaltozassal jar.

Az u és v vizszintes sebességkomponensekre vonatkozé hidrodinamikai egyenletben a nyo-
masi tagok z-t6l fliggetlenek (hiszen # nem fiigg z-t6l). Ez azt jelenti, hogy ha kezdetben nem
volt z-fliggés a sebességekben, akkor kés6bb sem lesz. A tovabbiakban feltessziik, hogy a kez-
deti u és v sebességek nem fiiggnek a magassagtol,> ekkor

ou 0v
Fr v 0, (2.8)

azaz az dramlds oszlopos szerkezetti minden pillanatban.

A sekélyfolyadék-feltétel tehat két olyan tulajdonsédgot is biztosit tetszSleges forgatasi se-
bességre, amelyet mély folyadékban csak az erésen forgatott hatdresetben tapasztalhattunk: a
fiiggdleges iranybeli hidrosztatikat és az oszlopos szerkezetet. Az dramlés egzakt sikbelisége
(w =0, divu = 0) azonban a folyadék sekélységébdl nem kovetkezik.

A két vizszintes sebességkomponens id6fejlédését ekkor (1.28) alapjan a

illtl =2vx Q —ggrady (2.9)

egyenlet irja le, ahol a d/dt teljes id6derivalt most a d/9dt + ud/dx 4 vd/dy id6derivéltat jelenti,
és u, v fliggetlen a magassagtol. A mély folyadék esetéhez képest masik fontos eltérés, hogy
a nyomdsderivaltak helyett most a felszin alakjat leir6 fliggvény gradiense jelenik meg. Mivel
azonban a felszin formadja ismeretlen, sziikségiink van még egy, #-ra vonatkoz6 egyenletre. Ez
az anyagmegmaraddsbol kovetkezik.

A teljes hdromdimenzids dramlds 6sszenyomhatatlan, de mivel fel- és ledramldsok indulhat-
nak meg, a vizszintes sikbeli u sebesség divergencidja altalaban nem nulla. Az (1.27) divergen-
ciamentességi feltétel kovetkeztében

?;ZU = - <?)Zlc + g;) = —divu. (2.10)
Természetesen ha egy henger alaki tartomény vizszintes irdnyban radiélisan kifelé aramlik, ak-
kor a henger szélesebb lesz, és ezért fligg6leges iranyban 6sszehtizédik. Forditva, ha bedramlas
torténik, akkor a henger megnytlik (2.2. dbra). Mivel a divergencia z-t6l fiiggetlen, a w sebesség
legfeljebb csak linearisan fligghet a magassagtol.

A sikbeli d&ramlas szempontjabdl tehat forrasként vagy nyelSként jelentkezik az, hogy a teljes
folyadékoszlop h magassaga, illetve A alapteriilete véltozik. A divergencia definicidja alapjan az
(x,y) sikbeli aramlas forrdseréssége a vizszintes u sebességvektor divergenciaja. Minél nagyobb
a sikbeli divergencia, anndl gyorsabban valtozik idében a folyadékoszlop A tertilete:

. 1dA
divu = TR (2.11)

A divergencia az alapteriilet relativ novekedési aranyét jelenti.>

2Mert példéul a mozgés nyugalmi allapotbél indul.

3 Az osszefiiggés (amely a Gauss-tétel kovetkezménye) egyszerd igazolasaként tekintsiink az x, y pont koriil egy
dx, dy méretd, A = dxdy teriiletii folyadékelemet az u(x,y), v(x,y) sebességtérben. A bal oldali él dt id§ alatt
u(x,y)dtdy tertiletet surol, a jobb oldali u(x + dx, y)dtdy-t. A teriiletnovekedés az x irdnyt mozgasbol du/dx A dt.
Hasonl6 az y irdnyt névekmény is, a teljes dA tertiletvaltozas divuA dt.
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O 1(x,y,t)

= h(x,y,t)

d(x,y)

2.2. dbra. A sekély folyadék aramlasa oszlopokban torténik: mélyebb folyadékban az anyagmeg-
maradds miatt az oszlopok keskenyebbek lesznek.

Alland6 stirtiség esetén az anyagmegmaradas a folyadékhenger térfogatdnak alland6saga-
val egyenértékd, vagyis a d(hA)/dt = 0. Ebb6l Adh/dt = —hdA/dt. A (2.11) kapcsolatot fel-

hasznélva ih
i —hdivu. (2.12)

Az aramlés sikbeli divergencidja tehat egyben a magassag relativ megnytlasi aranyanak ellen-
tettje. A folyadékmélység pozitiv sikbeli divergencia, szétfolyas esetén csokken.

A teljes idG8derivaltat kiirva és a div(hu) = (ugrad)h + hdivu azonossdgot felhasznalva,
(2.12)-bél a

oh
o Hdiv () =0 (2.13)

ekvivalens alakhoz jutunk. Ez nem méds, mint az (1.26) kontinuitési egyenlet 6sszenyomhatatlan
sekély folyadékban, hiszen h(x,y) aranyos a teljes folyadékréteg (x, y) pontja koriili egységnyi
feliilethez tartoz6 tomeggel, azaz a kétdimenzids strtiséggel.

A sekélyfolyadék-hidrodinamika teljes egyenletrendszere (angolul shallow water equa-
tions) tehat:

ou au ou o

5 +u T = = +200 — 85¢/ (2.14)

v ov v o

5 +u U= +0 e = —2Q0u — gay (2.15)
on  o(hu) o) _ (2.16)

ot ox ay

Fontos megjegyezni, hogy 1 és h nem fliggetlenek, mert kozottiik egy adott fliggvény, a dom-
borzat d alakja teremt (2.3) szerint kapcsolatot. Ez az egyenletrendszer egyenértéki az (1.27)-
(1.28) rendszerrel az ¢ < 1 hataresetben, ideélis folyadékra. Mivel nagyskaldju dramlasokban
¢ tipikusan 1072 vagy kisebb, az ¢ méretaranyban elsérend korrekciokkal altaldban mar nem
érdemes foglalkoznunk (kivételképpen lasd 9.2. fejezet).

A késébbiekben tobbszor hasznéljuk majd az an. merevlap-kozelitést, amely azt jelenti, hogy
a felszini alakvéltozas elhanyagolhat6 a teljes folyadékmélységhez képest: = 0, azaz h =
H —d. Ez a zart felszind eset a laboratériumban a folyadék vizszintes lappal valo letakardsaval
biztosithatd. Az eltling felsziningadozds azonban nem jelenti azt, hogy dinamikai nyomasgra-
diens nincs jelen, hiszen a lap jelentSs erével hathat a folyadékra. Ekkor a p’ dinamikai nyo-
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mas 6ndll6 valtozo, a (2.7) egyenlet nem érvényes és — grad 77 helyett (2.9)-ben — grad p’/(g00)
frandé.
2.2. A dimenziétlan egyenlet
Az egyenletek dimenziétlanitasdhoz (1.35)-6t hasznaljuk, a nyomads helyett az
n — Hpy (2.17)

megfeleltetéssel,4 és hasonldan jarunk el a /1 és d mennyiségekkel is. igy

du 1 1
E = :l:Riou xXn— ﬁgrad 1, (218)
h=1+7y—d, (2.19)

és (2.16) alakja véltozatlan. Itt megjelent a H mélységgel képzett (2.1) Froude-szdm (az L-et
tartalmaz6 (1.32) alakot tobbé nem hasznaljuk). A (2.1) Froude-szam az dramlas jellegzetes
vizszintes sebességének és a sekély folyadékbeli gravitdciés hullamok ¢y = /gH terjedési se-
bességének (2.7. fejezet) aranya:

Fr— ’ /a1.r:i1mlas1 ,sebesseg — E (2.20)
gravitaciés hulldimok sebessége  co

A kornyezeti aramlasok Froude-szamat kicsinek vérjuk. Az 1.1. tdbldzataban a vizmélységgel
szamolt Froude-szamra ciklon esetén (H = 10 km) 10-szer, az 6ceani gytrtk estén (H = 4 km)
5-szor nagyobb, de még igy is 1072 koriili értékeket kapunk. Laboratériumban, 10 cm mélységt
folyadékban 1-10 cm/s erésségti dramlasokhoz 0,01-0,1 nagysaga Froude-szam tartozik.

2.3. A potencidlis orvényesség megmaradasa

A sekélyfolyadék-egyenletrendszernek érdekes tulajdonsdga, hogy egy 4j megmaraddsi tételt
hordoz, amely az 6rvényességgel kapcsolatos. Képezziik a (2.14) egyenlet y szerinti, majd a
(2.15) egyenlet x szerinti derivaltjat, és vonjuk ki ezeket egymasbdl. Igy az w = rotv 6rvény-
vektor

Jv  Jdu
g = x oy (2.21)
fiiggSleges komponensére kapunk egyenletet. Atrendezés utén { teljes id6derivaltjara:
ac ou Jdv\ Jw
i —(C+20) <8x + ay> = (C—l—ZQ)g. (2.22)

Az osszefliggés sekély folyadékra fogalmazza meg azt, amit kordbban kvalitativen targyaltunk
(1.1. &bra): barmely fel- vagy ledramlas, vagyis null4tol eltérg div u forgatott rendszerben min-
dig orvényességet hoz létre.

4Mivel p’ = 00g1, ez a 09gH nyomasegység valasztasnak felel meg.
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() alland6saga miatt a (2.22) egyenlet a {1 = ¢ + 2() teljes drvényességre vonatkozoé egyen-
letnek is tekinthetd. Felhasznalva a folyadékmélységre vonatkozo (2.12) egyenletet és (2.10)-et,
azt kapjuk, hogy

dcr _ Erdh

dt — hodt’

amely szerint a teljes 6rvényesség valtozasat a mélység valtozasa hatdrozza meg.5 A fenti Gssze-
fliggés irhat6 agy is, hogy a

(2.23)

ng—THzg—i_zQ

h h

H (2.24)

mennyiség, az Gn. potencidlis Srvényesség® megmaradé mennyiség:

dg _9oq , 99 09 _
it =3t o5, =0. (2.25)

A teljes drvényesség és az aktudlis mélység hanyadosanak tehat allandénak kell maradnia a
folyadékkal egytitt mozogva. Ez er6s megszoritds, mert azt jelenti, hogy pl. mélyebb folyadék-
rétegbe keriilve megn6 a teljes 6rvényesség (2.3. dbra).

0o >01
< &
ab -
h 2 >

()

2.3. dbra. A potenciélis 6rvényesség megmaradédsanak jelentése: mélyebb folyadékban az oszlo-
pok forgdsa felgyorsul, 6sszhangban az impulzusnyomaték megmaradasaval.

A potencidlis 6rvényesség megmaraddsanak mechanikai magyardzata az impulzusnyoma-
ték megmaradésa a tomegmegmaraddassal kiegészitve. Tekintsiink egy r sugart, h magassagu
hengert. A tomegmegmaradds 4lland¢ strdség mellett azt jelenti, hogy a henger térfogata, te-
hat 2h alland6. Az w szdgsebességgel forgé henger impulzusnyomatéka r?w-val arényos. Az
impulzusnyomaték megmaraddsa tehat egy hengeres alakzatra az w/h = alland¢ feltételt irja
eld.

A potencialis 6rvényesség elnevezés arra utal, hogy a folyadékmélység vastagoddsa mint-
egy felszabaditja a { relativ 6rvényesség egy részét, annyit, amennyit a potencidlis orvényesség
alland6saga megenged. A potencidlis orvényesség kozponti jelent§ségt fogalom a kornyezeti
aramlasok megértésében.

Erdemes megadni a potenciélis 6rvényesség dimenziétlan alakjat. Mivel  egysége U/L, a
potencialis 6rvényességet is U/ L egységekben mérjiik, és igy

_¢£1/Ro
P

ahol ¢ és h dimenzidtlan, és ezért egységnyi nagysdgrendiinek tekinthetd. Kis Rossby-szamu

(2.26)

5 Az egyenlet akkor is érvényben marad, ha Q) helyfiiggs.
® A potenciélis 6rvényességet gyakran a konstans H tényez6 nélkiil definialjak.
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aramlasokban tehét a szdmléloban fellépd relativ 6rvényesség legfoljebb kis korrekcidkat je-
lenthet a forgatasi szogsebességbdl ad6do vezets taghoz.

2.4. Gyorsan forgatott sekély folyadék: a geosztrofikus dramlas

Vizsgéljuk meg a gyors forgatas hatasat sekély folyadékban, azaz tekintsiik a Ro — 0 hatédrese-
tet. Ekkor mar nem feltevés az, hogy az dramlas sebessége nem fiigg a fliggéleges iranytol, mert
az a Taylor-Proudman-tétel (1.51) alakjanak kévetkezménye.

A geosztrofikus dramlés feltétele nyilvadnvaléan most is az, hogy a Coriolis-erd és a nyomaési
eré kompenzéljak egymast. A kompenzéci6 lehet&sége kozvetlentil latszik, ha a gyorsan forga-
tott esetben (2.17) helyett az # — |2Q|UL/ g n helyettesitést hasznaljuk, amellyel

du 1
7 = Ro (tuxn—grady). (2.27)
Az ug geosztrofikus aramlast id6tdl fiiggetlen, szabad felszini alak hatdrozza meg. A dimen-
zios (2.14) és (2.15) egyenletekbdl

_ 8y _ 89
T Taay T 200k (2.28)

kovetkezik. A sekély folyadékban kialakul6 geosztrofikus dramlésra tehat ugyanazok az dssze-
fiiggések érvényesek, mint mély kozegben (lasd pl. (1.57)), csak most a dinamikai nyomast
a szabad felszini alak hatdrozza meg (2.7) szerint. A geosztrofikus dramlas ezért meréleges a
szabad felszin gradiensére:

uggradn =0, (2.29)

a feliilet szintvonalait koveti. Pozitiv () esetén, az dramlasi irdnyt6l jobbra taldlhaté a magasabb
felszin.

A (2.28) geosztrofikus dramlds divergencidja elttinik, az dramlas kétdimenziés. Ebbdl tud-
juk, hogy létezik egy (1.58)-nak eleget tevé aramlasi fliggvény. (2.28) annak felel meg, hogy

P = %17. (2.30)

Az dramlési figgvény tehat ardnyos magaval a felszini alakkal.

A geosztrofikus sebességeloszlas és felszini alak tetsz6leges lehet, de koztiik a (2.28) kapcso-
latnak kell fennéllnia. Erdemes néhany példdban megvizsgalni, hogy konkrét felszini alakokhoz
milyen geosztrofikus aramldsok tartoznak.

Tegytik fel, hogy a felszini alak csak x-t6l fiigg, és adott 7 (x) fliggvény szerint véltozik (2.4.
abra). A (2.28) osszefliggés szerint a geosztrofikus dramlés y irany lesz, és akkor mutat a po-
zitiv y irdnyba, ha a felszin emelkedik x névekvé értékeire. A Fold szogsebességével szdmolva
vg = 1 m/s-0s dramlés kialakuldsahoz diy/dx = 107> nagységrendd gradiensre van sziik-
ség, tehat 100 km-enként 1 méternyi emelkedésre. Az erds tengerdramlatok esetében ilyen fel-
szinemelkedés valoban megfigyelhetS. Az dramlatok tipikus szélessége 50 — 100 km, és ezen a
tavolsdgon az atlagos tengerszint a miiholdas mérések szerint ténylegesen emelkedik kb. egy
méternyit. A tengerdramlatok tehat elsé kozelitésben geosztrofikus egyensulyban levének te-
kinthetSk. (Az dramlés egész 6ceani medencére kiterjedd leirdsa a 4.6.2., 11.3. fejezetekben ta-
lalhato.)
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y
Ay A
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I

=Y

2.4. dabra. Az x irdnyban n6vekvd 77(x) felszini alak kovetkeztében kialakul6 vg = (g/2Q)dy(x)/dx
nagysagu, pozitiv y irdnyt geosztrofikus daramlds (2 > 0 esetén

Misodik példaként tekintsiink egy lokdlis felszini kidudoroddst, amelyet az 7(r) forgds-
szimmetrikus fliggvény ir le (2.5. dbra). A sebesség nagysdga csak a radidlis koordinatatol, r-
tol fiigg: korkoros dramlas jon létre. Pozitiv () esetén negativ elGjelt koraram alakul ki, amely
anticiklondlis dramldsnak felel meg. Ez a geometria jellemzi az erds tengeraramlatokrél levalod
6cedni gytriket.

=Y

2.5. dbra. A forgasszimmetrikus 7(r), r-rel csokkend felszini alak g/ (2Q)|dy(r)/dr| nagysagu,
negativ koriiljarasd, anticiklondlis geosztrofikus dramldst tart fenn Q2 > 0 esetén. A behorpadé
feliilethez ugyanekkor ciklondlis dramlés tartozik.

A geosztrofikus hataresetben a { relativ 6rvényesség a potencidlis 6rvényesség (2.24), (2.26)
kifejezésében elhanyagolhat6 a forgatasi szogsebesség mellett, azaz a geosztrofikus potencialis
orvényesség

20)
Ezért (2.25) szerint az id6fliggetlenség miatt fenn kell allnia az
2 (20 2 (20
— (=2 — (=2 = 2.32
”gax<h>+vgay<h> 0 (2.32)

feltételnek. Mivel Q) dllandé, ez azt jelenti, hogy az dramlds meréleges a 2() /h mennyiség gradi-
ensére, de akkor a h mélység gradiensére is. A geosztrofikus folyadékoszlopok tehat csak azonos
vizmélységii helyek kozott mozoghatnak.

A potencidlis 6rvényességnek 6sszhangban kell lennie a (2.28) egyenletekkel és azok (2.29)
kovetkezményével. Ez azt jelenti, hogy az d&ramlés a felszini 77 alak szintvonalait koveti, (2.32)
szerint viszont a h mélységi szintvonalakat. Ha a domborzat vizszintes sik, d = alland¢, ez a
két feltétel a mélység (2.17) definici6ja miatt ekvivalens.

Kiilon kell kezelni azt az esetet, amikor a domborzat nem vizszintes. Ekkor # és h szint-
vonalai csak akkor lehetnek azonosak, ha a felszini alak ardnyos a mélységi domborzattal:
n(x,y) ~ d(x,y). A 2.5. dbra geosztrofikus aramlasa tehét abbdl is adédhat, hogy az aljzaton
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hengerszimmetrikus kidudorodés van jelen. Az 1(x,y) és d(x,y) kozotti aranyossagi tényezd
tetszéleges lehet, ami azt is mutatja, hogy adott dramlds tobb domborzathoz is tartozhat, de
nem tudjuk megmondani, melyik az ,igazi”.” Az ardnyossag alapjan azt is mondhatjuk, hogy
geosztrofikus dramlds csakis a nyugalmi H — d(x, y) vizmélység szintvonalai mentén torténhet,
tehat az dramlés irdnyahoz nem sziikséges ismerniink a felszini alakot (sebessége viszont kiza-
rélag a felszini alakbél kaphat6). Ezzel a megfogalmazassal a Taylor-kisérlet (1.8. abra) tjabb
magyarazatat kapjuk a sekélyfolyadék-elmélet keretében: a korong peremén a vizmélység ug-
rasszertien valtozik, és azon az aramlas nem hatolhat 4t.

2.5. Kvazi-geosztrofikus mozgds: a topografikus Rossby-hulldam

2.5.1. Szemléletes kép

Megvizsgéljuk, mi torténik, hogyha kissé eltdvolodunk a geosztrofikus hataresett6l. Megen-
gedjiik, hogy a Rossby-szam kicsi legyen, de véges, amihez azt vérjuk, lasst dramlédsok tar-
toznak. A (2.24) potencidlis 6rvényesség az dramlds soran allando, de a { relativ 6rvényesség
most nem hanyagolhat6 el () mellett, ambar |{| < |Q|. A 9.1. fejezetben megmutatjuk, hogy
kvazi-geosztrofikus kozelitésben a megmaradasi torvény egyenértékii az egész sekélyfolyadék-
egyenletrendszerrel.

Az egyszertiség kedvéért egyeldre tegyiik fel, hogy a felszin vizszintes, 7 = 0 (alkalmazzuk
a merevlap-kozelitést). A teljes mélység ekkor h = H — d. Megengedjiik, hogy a domborzat
kissé lejtsen, méghozza gy, hogy az y irdnyban emelkedik (2.6. abra).

ZA

Ry

2.6. dbra. Topografikus Rossby-hulldm kialakuldsdhoz sziikséges dontétt aljzat. A pozitiv y irdny-
ba mozdulé folyadékoszlop orvényessége csokken () > 0 esetén.

Képzeljiik el, hogy a folyadékban egy, az x tengellyel parhuzamos, fiigg6leges folyadékfiig-
gony (feliilnézetben egyenes vonaldarab) olyan részecskékbdl all, amelyek { relativ 6rvényes-
sége éppen 0. A vonalat egy helyen a vizszintes sikban enyhén meghajlitjuk a névekvé y érté-
kek irdnyébea. Itt kisebb lesz a gorbe alatti folyadékmélység, mint ahonnan kimozditottuk.® Ha
csokken a teljes mélység, akkor a g potencidlis 6rvényesség csak tigy maradhat meg pozitiv (2
mellett, ha a { relativ 6rvényesség is csokken: a folyadék forogni kezd, { negativva valik (2.7a.
abra). A negativ 6rvényesség negativ koriiljarasu dramlast indit, amely a gorbiiletet odébb tolja,
méghozza balra. Ez a zavar végighalad a vonal mentén: hulldmszert mozgas alakul ki.

7Ezt a tulajdonsagot angolul geostrophic degeneracy-nak hivjak, amely a kvézi-geosztrofikus kozelitésben majd
megszinik.
8Geosztrofikus egyenstlyban ez nem lenne megengedett.



54 2. A SEKELYSEG HATASA

y <0

X

=y

2.7. dbra. A Rossby-hullamok kialakuldsi mechanizmusa az (x, y) sikban pozitiv forgatasi irany
esetén, y iranyban emelked§ aljzat felett. a) Az eredetileg x irdny1, zérus 6rvényességti folyadék-
vonalon kialakitott kis y irdny kitliremkedés a potencidlis 6rvényesség megmaradésa kovetkez-
tében negativ koraramldast hoz létre, amely a ptpot balra tolja. b) Egy hulldmalak felvéltva hoz
létre negativ és pozitiv 6rvényességet a hullam maximalis, illetve minimélis kitérésének megfe-
lelGen, és mindkét hatds a negativ x irdnyba torténé elmozduldshoz vezet.

Ugyanezt a gondolatmenetet egy szinuszfiiggvény alakt kezdeti deformaciéra alkalmazva
az y tengely mentén lefelé torténdé kitiiremkedés kortil pozitiv iranyt korkoros dramlds jon létre,
de az alakzatot az is a negativ x irdnyba mozgatja (2.7b. abra). Mikozben az egész hullam ebbe
az iranyba halad, az egyes (x, y) pontokhoz tartoz6 folyadékoszlopok az y irdnyban oszcillalnak,
és ezzel magassaguk és alapteriiletiik is véltozik.

Az ilyen hullamokat elsé leir6éjukrdl Rossby-hulldmoknak nevezziik. Mivel domborzati lejtés
nélkiil nem jelenhetnek meg, a topografikus jelzével latjuk el Sket. A geosztrofikus egyenstlytol
val6 kis eltérésnek felelnek meg, ezért a Rossby-hullamok a forgatott kdzegek leglasstibb hul-
lamai. A bemutatott gondolatmenet azt is illusztralja, hogy amplitadéjuk nem feltétlentil kicsi,
azaz ezek a hullamok nemlinedrisak is lehetnek.

Erdemes elgondolkodnunk azon, hogy miért kitiintetett a negativ x irdnyba haladés. Ennek
oka az, hogy a forgatott rendszerben zajl6 jelenségek nem invaridnsak az idtiikrozésre. A pozi-
tiv forgas adott lejtés mellett kitiintet egy (x, y) sikbeli iranyt: a hullamok gy terjednek, hogy a
sekélyebb kozeg a haladési iranytdl jobbra essék. Természetesen megvaltoztatott forgatds mel-
lett a hulldimok az ellenkezé iranyba haladndnak. Az idé§ és a forgatds elGjelét egyszerre kell
megvaltoztatnunk ahhoz, hogy invarianciat talaljunk.’

2.5.2. Zart felszinti Rossby-hullam

A Rossby-hullam kvalitativ tulajdonsagai lefrasdhoz tegyiik fel, hogy a domborzat egyenletesen
lejtds,
d(y) = vy (2.33)

az y = 0 vonal valamely y,x = L szélességl kornyezetében. A v meredekségrdl feltessziik,
hogy kicsi, azaz a mélységvaltozas elhanyagolhat6 a teljes mélységhez képest az egész vizsgalt

9Hasonl6an a mégneses térben mozgé toltott részecske esetéhez.
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tartomanyban: d(y) < H, amelybdl yymax = 7L < H. Ennek feltétele az, hogy a

Be = (2.34)

TH

dimenziétlan topografiai paraméter'’ egynél joval kisebb. Ez azt koveteli meg, hogy a y gradi-
ens még az ¢ = H/L mélységi aranyndl is kisebb legyen. Mivel yy/H < 1 minden y-ra, a zart
felszin (7 = 0) mellett érvényes g = ({ +2Q) /(1 —d/ H) potenciélis 6rvényesség jo kozelitéssel
frhat6 mint: [ 420 0
_ 6+ ~ T

q—l_lyy/va(ZQ—i—é—l- Hy). (2.35)
Itt feltettiik, hogy vy/H < Be legfeljebb ugyanolyan nagysagrendd, mint {/(2Q)) (ez ut6bbi
atlaga a Rossby-szam ), és ezért szorzatukat elhanyagoltuk. A potencialis 6rvényesség elsé tagja,

2Q) definici6 szerint konstans, a megmaradasi tétel ezért a két utolsé tagra jelent megszoritast:

d(+20yy/H) _df 20y _

T =T g 0. (2.36)
Kis amplitadéja hullamot vizsgélva ¢ advektiv derivéltja elhanyagolhato, és igy a
ag 20
linearis egyenletet kapjuk.
A kialakul¢, j6 kozelitéssel kétdimenzids dramlast az
u = (1, vg) e kx¥Fky—cwot) (2.38)

exponenciélis alakban keressiik, ahol wp a hullam frekvencidja, és ky, k, a hullamszamkompo-
nensek. Feltessziik, hogy u vezet§ rendben divergenciamentes. Ez azért jogos, mert a potenciélis
orvényesség megmaraddsat a (2.37) egyenlet Ro rendig helyesen veszi figyelembe, az egyenlet
pontosabb a geosztrofikus kozelitésnél, és ezért az dramlast magat mar kozel 6sszenyomhatat-
lannak tekinthetjiik a vizszintes sikban (mint a geosztrofikus aramlast). Ezért ug = —voky /kx,
és az Orvényesség

_Jdv  du

2
£= Gy~ gy = (bew — ) fbex ) = ivo,’je“"""“‘”‘“of% (2.39)

ahol k? = k2 + k;. Ezt a (2.37) egyenletbe helyettesitve algebrai egyenletet kapunk, amelybdl

20y ky

wo (kX/ ky) - —Tkz. (240)

Ez a topografikus Rossby-hullam diszperzi6s relaciéjal! (szaggatott vonala 2.9. dbran). A (2.40)
diszperzids reldcié érdekes tulajdonsaga, hogy adott k-hoz egyetlen frekvencia tartozik, tehat
nem létezhet egyszerre egy k irdnyaba és egy vele ellentétesen haladé hulldm. A Rossby-
hullamok nem képezhetnek alléhulldmokat.

19Sz0r0s hasonlésaguk miatt a Be jelolés azonos a Fold gorbiilete miatt a kovetkez6 fejezetben bevezetésre keriil§
B paraméter (3.2) dimenziétlan megfelelGjével.

A tetsz6leges iranyban lejts aljzat esetén a szamléléban a kiilénboz6 irany lejtések hullimszdmkomponensek-
kel stlyozott kifejezése jelenik meg.
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Az 1/L egységekben mért hullamszdmmal a dimenziétlan diszperzios relacié:

wo . ki
o Bekz, (2.41)
ahol Be a (2.34) topogréfiai paraméter. Eszerint a Rossby-hulldm lényegesen hosszabb id&skalan
valtozik, mint a forgatds periédusa, a Ro = |wy/(2Q)) | Rossby-szdm sokkal kisebb, mint 1.
A Rossby-hullam x, illetve y irdnyt terjedési sebessége
_wo 20y wo 20 yky

Cx = kx = 7Hk2 P C]/ = k7y = — Hkyk2 . (242)

Az x irdnyt sebesség ()y > 0-ra mindig negativ, a hulldm a negativ x irdnyba halad.

Példaként tekintsiink egy déli iranyban enyhén mélyiil§ tengerpartot, amely 100 km-en
100 m-t siillyed, tehat y = 1073, és az atlagos mélység H = 50 m. A 100 km hulldmhossz, part-
tal parhuzamos hulldm (k, = 27 - 1075 1/m, ky = 0) frekvencidja wy ~ —4,6 - 1075 1/s, tehat
peridédusideje 1,6 nap, terjedési sebessége cx ~ —0,7 m/s = —2,5 km/h. A hullam lasstsédgara
jellemzé, hogy terjedési sebessége jéval kisebb az ugyanebben a kbzegben terjed$ vizhulldmok
co = \/gH = 22 m/s sebességénél.

Mivel a fazissebesség jelentGsen fiigg a hullamszamtol, a Rossby-hulldm is erésen diszperziv.
A csoportsebesség:

o dwy _ 20y ki — Kk . 9w, 200y 2kiky
x = = = .

ke H K YT ok H K (243)

Ez azt jelenti, hogy a csoportsebesség kétszer akkora szoget zar be a vizszintes tengellyel, mint
a k vektor (2.8. dbra).

X

2.8. dbra. A zart felszind Rossby-hullamok ¢* csoportsebességének iranya a k hulldmszamvek-
torhoz képest

2.5.3. Szabad felszind Rossby-hulldimok

Most megengedjiik, hogy 7 valtozhasson térben és idében, és vizsgaljuk, hogy ez mennyiben
modositja a zart felszind topografikus Rossby-hullam tulajdonsagait. A teljes mélység

h=H1+n/H—-vyy/H). (2.44)

Feltéve ismét, hogy az 1 utan all6 dimenziétlan tagok mind kicsik a zardjelben, a (2.24) poten-
cidlis drvényesség frhaté mint

¢+20 < 20 2Qy )
= ~ (20 -4+ —v . 2.45
1 (1+%y/H—vy/H) +¢ H + H Y (2:45)
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Kis amplitidéjt hullam esetén az advektiv derivalt elhanyagolhat6, és a (2.25) megmaradasi

torvény szerint
d 20 20y

Mivel mindkét tag kicsi, v és  kifejezéséhez haszndalhatjuk a geosztrofikus hataresetbdl is-
mert Osszeftiggést, a felszini alak (2.30) szerint aranyos az dramlasi fliggvénnyel: ¢ = 17g/(2Q2)
Ezzel v = 9y /dx és { = Ay (lasd (1.58), (1.60)). Igy azt kapjuk, hogy az d&ramlasi fiiggvénynek

ki kell elégitenie a
d (20)? 20099y
3 <Alp QH ) + H ar 0 (2.47)

egyenletet.> A ¥ = g exp (i(kyx +kyy — wot)) alaku sikhullimmegolddsbol leolvashato,
hogy!3

200y k
wo (kv ky) =~ g gz (2:48)
Itt
H 1/2
R = (g2| ()M (2.49)

az un. Rossby-sugar, a szabad felszinnel kapcsolatos 1j hossztsagjellegi mennyiség. A sugar
elnevezés arra utal, hogy — amint latni fogjuk — R jo kozelitéssel megegyezik nagy adramlasi
orvények méretével. A Rossby-sugar reciprokéat Rossby-hullimszdmnak nevezik.

/ wo
/
% - 3\/%
A /
/’/
1/R kx

2.9. dbra. Az x irdnyban halad6 (k, = 0) szabad felszint Rossby-hullam diszperzios relaci6ja
a k, hulldmszdmkomponens fliggvényében. A szaggatott gorbe a zart felszind Rossby-hullam
diszperzids relacidja. A diszperzids relacié tetszéleges ky mellett is hasonld, csak a szélsGértékek
ky-tol is fiiggenek.

A (2.48) diszperzids relaci6 (2.9. dbra) az R-nél jéval révidebb hullamhosszakra (1/R-nél
nagyobb hulldmszamokra) gy viselkedik, mint a zart felszind esetben. Eltérés a nagy hullam-
hosszaknal (kis hullamszam, Rk < 1) mutatkozik, ahol a felszini valtozasbol ad6dé jarulék do-
mindl. A szabad felszin hatdsa tehat csak az olyan hosszt hullimokban figyelhet§ meg, amelyek

12E7 a 2.6. fejezetben targyalt kvazi-geosztrofikus egyenlet speciélis esete.
13TetszGleges irdnyban lejts aljzat esetén a szamlalban a kiilonboz6 lejtési gradiensek hullimszdmkomponensek-
kel stlyozott kifejezése jelenik meg.
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hulldmszama R~ !-nél kisebb. M4s szavakkal, a révid hullimokban nagyon csekély a felszini in-
gadozas, rajuk jogos a merevlap-kozelités alkalmazasa.'* Ez a helyzet a 2.5.2. fejezet példdjaban
is, ahol a H = 50 m 4tlagos mélységgel a Rossby-sugar R = 160 km-nek adédik, és R~! < k.

A mozg6 szabad felszin a Rossby-hullamokat lassitja: |wg| barmilyen k, ky értékre kisebb,
mint |QQy|R/H. A Rossby-sugér megjelenése végessé teszi a hulldm wy frekvencidjat, még x ira-
nyt terjedéskor is. Ezért a legnagyobb elérhet( fazissebesség is véges, —20yR?/H.Ezta nagyon
hosszt hullamok (k, — 0) val6sitjak meg, amelyek k, = 0 esetén mar nem is diszperzivek (2.9.
dbra). A csoportsebesség a diszperzi6s relaci6 szélséértékei kozott, azaz |ky| < R™!-re negativ.
Egyébként pozitiv, vagyis ellentétes irdnyba mutat, mint a f4zissebesség.

Mivel a hidrodinamikat vezets$ rendben az dramlasi fliggvénnyel jellemezziik, a i fliggvény
aranyos a felszini alakkal, derivéltjai pedig a sebességkomponensekkel. Ezért a felszini alak és
a sebesség negyedfazisnyi (71/2 nagysagu) eltérésben vannak (2.10. dbra). A hulldimban a fo-
lyadékelemek mozgésa vezetS rendben a terjedési iranyra merdleges rezgés a vizszintes sikban.

i PN

2.10. dbra. A felszini alak és a v komponens egy x irdnyban terjed$ szabad felszint Rossby-
hullamban. A zart felszind esetben 1 szerepét a p’ dinamikai nyomas veszi at.

A Rossby-hullamok kisérletileg j6l tanulmanyozhatdk egy olyan hengeres edényben, amely-
nek az alja ktipos (2.11a. dbra). Egy cikkelyt kivalasztva a geometria kozelit6leg ugyanaz, mint
amit az elméleti leirasban feltételeztiink. Ha az aljzat a tengely felé emelkedik, és a forgatas pozi-
tiv irdny, akkor az egyfitt forgé megfigyelS (pl. vide6kamera) balra vonul6 Rossby-hulldmokat
1at, és a fent leirt tulajdonsagok kisérletileg is ellenérizhetSk (2.11b. abra).

a) b)

&Q%
O 0
O
U

0

>

2.11. dbra. a) A Rossby-hullamok laboratériumi vizsgalatahoz kapos aljzati hengert hasznal-
nak. b) A kisérleti Rossby-hullam dramvonalainak sematikus képe. A hulldm a pozitiv irdnyban
egylittforgé megfigyel szempontjabol az dramutato jardsdnak megfelel§ (negativ) irdnyba ha-
lad.

14E7 a kozelités formalisan az R — oo hatéresetnek felel meg.
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A kisérletben a hulldmokat gerjeszteni kell (pl. egy akadaly mozgatdsaval vagy folyadék [m]&H¥
befecskendezésével, kiszivasdval), mert a viszkozitds miatt gyorsan elhalndnak. Kapos aljzatt  F=
edényben keltett Rossby-hullamokat mutat ez a kisérlet, amelyben domborzati egyenetlenség ua: e
gerjeszti a hullamot a forgatasi szogsebesség valtoztatasa utan indul6é dramlasban. [=]7E2:

A jelenség lényege megfigyelhets derékszogt, de dontétt alji forgatott edényben is (méso- Bl
dik vide6 6:15-t61). Az Q) > 0 szogsebességgel egyiitt forgé kamerabdl nézve, a jobb fels sa- =2 gk
rokban a (sekélyebb) vizrétegbe engedett kék jégkocka az edény kozepe felé mozdul, de utana F
jo kozelitéssel a koordinédta-rendszer negativ x irdnydba mozog, jelezve, hogy a kezdeti pertur-
bacié Rossby-hullamot hozott 1étre.

A kovetkez6 fejezetben latni fogjuk, hogy ezzel a berendezéssel a Féld gorbiiletébsl ad6ddan
keletkezd planetaris Rossby-hulldmok is j6l modellezhetSk, amelyek a nagy 1éptéki és lasst
légkori és tengeri mozgasok meghatarozoé elemei.

Mivel a Rossby-sugar a késSbbiekben is alapvet§ szerepet jatszik, érdemes réviden Ossze-
foglalni tulajdonséagait. Ez az a linearis méret, ahol a Coriolis-hatas 6sszemérhetS a nehézsé-
gi gyorsuldsbol adédoval, és ezért minden jelent6s felszinvaltozdssal kapcsolatos jelenségben
megjelenik. Az R tavolsdggal szamolt (1.1) Rossby-szdm megegyezik a (2.1) Froude-szdmmal,
vagyis a dimenziétlan (L egységekben mért) Rossby-sugar a Rossby- és a Froude-szdm hanya-
dosa:

R Ro

- == 2.50

L Fr (2.50)
Ez az arany a gravitdcios és a forgatasbol ad6dé hatdsok viszonyéat adja meg. Egység kortili
értéke a kétféle hatds 6sszemérhetSségét jelenti.

2.6. A kvazi-geosztrofikus egyenlet

Tekintsiink most egy tetszSleges d(x,y) domborzatot, amelynek maximuma az atlagos H mély-
séghez képest feltevés szerint kicsi. A felszini 17 egyenetlenségek kicsinységét is feltételezve, a
potencialis 6rvényesség

7420
1= A+y/H—d/H)

200 md) . (2.51)

~ (20 - —
( e H+H

A kozelit kifejezése akkor érvényes, ha/ H, d / H nem sokkal nagyobb, mint {/ (2Q)). A felszini
alak vezetd rendben ardnyos az dramlési fiiggvénnyel (¢ = 1g/(2Q))), a megmaraddési torvény
a fenti g-raa

0 Jdpod JY o - ay\

at—ayax%—axay} (Al/J—R 1,U+20H) =0, (2.52)
alakot 6lti, ahol d csak a helytél fiigg. A szogletes zardjel két utolsé tagja az advektiv derivaltat
irja le, hiszen u = —0y/0dy, és v = Jdy/dx. Ez az dramlasi fliggvényre vonatkozé nemlinedris

parcidlis egyenlet, a sirlédasmentes sekély folyadék kuvizi-geosztrofikus egyenlete. Ez a lehetd
legegyszertbb tipust hidrodinamikai egyenlet, hiszen egyetlen skaldrfiiggvényre vonatkozik.
Az az érdekes helyzet allt el6, hogy a gyorsan forgatott sekély folyadék lassu viselkedését eny-
he domborzati egyenetlenségek mellett egy olyan egyenlet irja le, amely egyszertibb a teljes
sekélyfolyadék-dinamikénal (csatolt parcidlis differencidlegyenletek). Sima aljzat, d = 0 esetén
egyetlen paraméterként a Rossby-sugarat tartalmazza. A zart felszind eset (merevlap-kozelités)
az R — oo hataresetnek felel meg.


https://youtu.be/dugQcZ3-Ci8?t=220
https://youtu.be/dugQcZ3-Ci8?t=220
https://mirjamglessmer.com/2020/05/20/rossby-wavewatchingwednesday/
https://mirjamglessmer.com/2020/05/20/rossby-wavewatchingwednesday/
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A topografikus Rossby-hullam a fenti kvazi-geosztrofikus egyenlet megoldasa egyenlete-
sen dontott domborzat, d = 7y esetén. Annak ellenére, hogy az el6z6 fejezetben linedris ko-
zelitésben vezettiik le a p = o exp (i(kyx + k,y — wot)) alakt megoldas létezését (a (2.48)
diszperzios relacioval), behelyettesitéssel ellendrizhetd, hogy ez az exponencialis hullamalak a
teljes (2.52) nemlinedris egyenletnek is megoldasa. Ez mutatja, hogy Rossby-hulldmok a legkii-
16nb6z6bb koriilmények kozott is el6fordulhatnak. Nagy amplitadéji, nemlineéris hullamokra
természetesen nem érvényes a szuperpozici6 elve, a fenti alakban megadott Rossby-hulldmok
Osszege ezért mar nem megoldas.

A nagysagrendi viszonyok és a kozelités érvényességi korének felderitésére megadjuk a di-
menziétlanitott alakot is. Hasznélva, hogy az dramlési fiiggvény mértékegysége UL, valamint a
(2.50) osszefliggést, azt kapjuk, hogy a domborzatot H egységekben mérve

9 dpa Id Fr\? d\
at_ayaac+aacay] <A¢—<RO> lP+Ro> =0. (2.53)

A potencialis 6rvényesség (2.51) alakjanak bevezetésekor haszndlt feltételek azt jelentik, hogy
a gombolyld zardjel masodik, harmadik tagja nem lehet sokkal nagyobb, mint 1, azaz Fr/Ro
és d/ Ro legfeljebb egységnyi rendd. Az utébbi megszoritas szerint a domborzati alaknak leg-
feljebb Rossby-szdm nagysagrendtinek szabad csak lennie a kvazi-geosztrofikus kozelitésben.
A szabad felszin vagy a domborzat hatdsa akkor jelent6s, ha Fr/Ro, illetve d/ Ro egységnyi. Az
Fr/Ro < 1vagy d < Ro eset csekély felsziningadozésnak, illetve domborzati hatasnak felel
meg.

Az y irdnyban egyenletesen lejt6 domborzat, d = <y esetén a dimenziétlan kvazi-
geosztrofikus egyenlet
9 dpa Id Fr\? Bedy
o ayox + axay] <A¢ <Ro> l/J) t Rodx — 0. (2.54)

A kvazi-geosztrofikus egyenlet egyszertisége ellenére rendelkezik turbulens megoldédsok-
kal is. A benne megjelend Rossby-sugar mint Gj karakterisztikus hossztisag szabja meg a ki-
alakul6 turbulens 6rvények tipikus méretét. Az egyenlet ezért alkalmas a forgatott kozegekben
létrejové geosztrofikus turbulencia (7.5.3. fejezet) leirdsdra is, amely a légkor és az 6cedanok leg-
bonyolultabb mozgéstipusa. Els6 levezet&jérsl (2.52)-t Charney-egyenletnek is nevezik (J. G.
Charney (1917-1981) amerikai meteorolégus; 1950-ben egyenlete szdmitégépes megoldédsaval
kezdSdhetett meg a numerikus meteoroldgiai el6rejelzés, amelyhez Neumann Janos is nagyban
hozzéjarult).

2.7. Tehetetlenségi gravitaci6hulldim vagy Poincaré-hullam

A (2.14)-(2.16) sekélyfolyadék-egyenlet vizszintes aljzat, d = 0 esetén gyors linearis hullamo-
kat is leir. Ezek a tehetetlenségi gravitacié hullimok,'®> amelyeket Poincaré-hulldimoknak is ne-
veznek.

A nyugalmi allapot koriil kis u, v és n térmennyiségekkel a linearizalt egyenletekben az

15 A térid6 hullamzasat jelents gravitacios hullimoktél valé megkiilonboztetésként azokra a hulldmokra, amelyek-
ben a nehézségi erd jelentds szerepet jatszik, a gravitdcidhullamok kifejezést hasznaljuk.



2.7. TEHETETLENSEGI GRAVITACIOHULLAM VAGY POINCARE-HULLAM 61

advektiv gyorsulasi tag nem jelenik meg, és (2.16)-ban a h = H + 11 tényez H-val helyettesits:

ou on

v o

Fri —20u — g@, (2.56)
am ou Jv
5 H <8x + 8y> . (2.57)

Az (u,n) = (uo,v0,10) exp (i (kxx 4 kyy — wot)) feltevéssel k., k, hulldimszamkomponenst sik-
hullammegoldast keresve a

—iwouy = 2Qvy — tkxgMo, (2.58)
—iwgvg = —2Quo — tkygno, (2.59)
iwoo = H (ikxuo + ikyvo) (2.60)

polarizacids egyenletre jutunk. Az elsé két egyenletbdl a sebességeket kifejezve:

&Mo :
uy = —<"—— (woky + i2Qky), 2.61
0 w%_ (ZQ)Z ( 0hx y) ( )

&’o ;
v) = ——— (wok, — 1200k, ) . 2.62
0 w% _ (20)2 ( 0%y x) ( )

Ezeket (2.60)-ba helyettesitve
gHK?

wy) = —"——w 2.63
o= (263)

ahol k = (k2 + ki)l/ 2 a hullamszamvektor hossza. Ebbél a nemtriviélis megoldas feltétele.'®
W} = (20)* 4 gHK?. (2.64)

A tehetetlenségi gravitacié-hulldmok diszperziés reldcidja tehat

wp (ke ky) = + ((20)2 + ng2)1/2 = £20) (1 + (Rk)2>1/2, (2.65)

ahol R a (2.49) Rossby-sugar. () = 0-ra a sekély vizi hullamokat kapjuk, amelyekhez konstans

co=+/gH (2.66)

sebesség tartozik. A gH — 0 esetben a (2.65) diszperzids relaci6 a tehetetlenségi hullamo-
kénak felel meg (lasd (1.85) ky = 0 -ra), amelyben a részecskék a tehetetlenségi kormozgast
kovetik. Véges gH mellett a tehetetlenségi mozgds hozzdadddik a hullamzashoz, és ezzel egy

16E7 az osszefliggés kovetkezik a (2.55)—(2.57)-bdl a feliileti alakra levezethets zért egyenletbdl is, amelyet tgy
kapunk, hogy az 6sszeftiggéseket rendre x, y és t szerint derivaljuk és a vegyes masodik derivéltakat kikiiszoboljtik:
0%217/9*t — gHAy + H2Q{ = 0. A (2.24) potencialis 6rvényesség megmaradasa miatt ({ +2Q)H/(H + 1) = 20,
hiszen a nyugalmi 4llapothoz nem tartozik sem sebesség, sem feliileti elmozdulés. Ezzel { = #2Q)/ H, és a feliileti
alak egyenlete 9% /0%t — gHAy + (2Q2)%7 = 0. Ez ekvivalens a kvantummechanikab6l ismert 9%y /9%t — c2Ayp +
(mc? /1)y = 0 Klein-Gordon-egyenlettel, amely a zérus spind, m nyugalmi témegt szabad részecskék relativiszti-
kus egyenlete. Ezért nem meglepd, hogy a (2.64) 6sszefiiggés egyenértékd az E> = (mc?)? + c2(ki)? relativisztikus
energiakifejezéssel (c a fénysebesség). A megfeleltetés a két probléma kozott: E /Tt <+ wy, ¢ <+ gH, 2Q) <+ mc? /.
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minimélis frekvencia jelenik meg: a rezgések csak gyorsabbak lehetnek [2Q)|-nél (2.12. &bra).
Az Ro = |wy/ (2Q))| Rossby-szam csak nagyobb lehet 1-nél. A sekélyvizi gravitacichullamoktol
valo eltérés a Rossby-sugédrnal nagyobb hullimhosszakra valik jelent§ssé, amikor Rk < 1. Més
széval a rovid hullaimhosszti mozgasok (Rk > 1) olyan gyorsak, hogy nem érzékelik a forgatas
jelenlétét. Ez ismét mutatja, hogy R az a tavolsag, ahol a forgatés és a gravitacié hatdsa 9ssze-
mérhetS. A hulldm csoportsebessége dltaldban nem egyezik meg a fazissebességével, de mivel
wo a hullamszadm abszolutértékét tartalmazza, ¢* parhuzamos k-val.

—1I/R

2.12. dbra. A tehetetlenségi gravitdcichullam (Poincaré-hulldm) diszperzids relcidja (folytonos
vonal) a hullimszam k, komponensének fliggvényében (k, = 0). A szaggatott vonal a kovet-
kez6 fejezetben targyalt Kelvin-hullam diszperziés relacidja, ha az az x tengely mentén htiz6dé
peremmel parhuzamosan halad, amely téle jobbra esik az északi féltekén.

A (2.58)-(2.60) egyenletekbdl a hulldm 6sszetevSinek viselkedése is leolvashaté. Az egysze-
riiség kedvéért x iranyban halad6 sikhulldmot vizsgalva (k, = 0), (2.59)-b6l ug = iwg/ (202)vo.
A két sebességkomponens tehat negyed fazisnyi eltérésben van. Az exponencialisbél a valésba
torténd attérés ezért azt jelenti, hogy ha v = vg cos (kyx — wot) szerint véltozik, vy valos, akkor

u = ug sin (kyx — wot), ahol ug = —wp/ (2Q) vy szintén valds. Ebbdl
42
=1 (2.67)
(wo/ (200))

A sebességvektor végpontja ellipszis mentén mozog a vizszintes sikban, pozitiv () mellett ne-
gativ irdnyban (2.13. dbra). Az x irdnyba es6 nagytengely |wy/ (2Q2)|-szorosa a kistengelynek,
vagyis az ardny éppen a Rossby-szdm. Altaldban az ellipszis nagytengelye a hullam haladasi
irdanyaba mutat.

A tehetetlenségi gravitdci6hulldmok gyors mozgdasaira a potencidlis 6rvényesség megmara-
dasa mar nem egyenértékd a teljes sekélyfolyadék-egyenlettel. Most ugyanis a sikbeli divergen-
cia egységnyi rendd is lehet, ezért az aramlasi fiiggvény hasznélata nem jogos: hdrom fiiggetlen
dinamikai valtozénk van (u, v, 17), amelyeket egyetlen skalar egyenlet, (2.25) nem helyettesithet.
Az dramléds nem geosztrofikus. Forditva, a kvazi-geosztrofikus kozelitésben nem jelenhetnek
meg a tehetetlenségi gravitdciohullamok. Frekvencidjuk olyan nagy, hogy a Rossby-hullamok
idGskaldjan mar nem kovethetSk. A kvazi-geosztrofikus kozelités tehat kisziiri a gyors mozga-
sokat, és csak a lassu id6fejlédést irja le.
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2.13. dbra. A sebességvektor mozgdsa tehetetlenségi gravitaciohullimban ellipszispélya mentén
torténik, amely a hulldm haladdsi iranydban (jelen esetben az x tengely) nydjtott. A kortiljards
anticiklonalis.

2.8. Kelvin-hullamok

A Kelvin-hulldmok forgatott folyadékok hatirin haladé zavarok, kozel fliggSleges perem menti
mozgésok, amelyekben a peremre merdlegesen nem torténik d&ramlds.'” Ha a falat az x = 0 sik-
nak tekintjiik, és az dlland6 mélységti folyadék a pozitiv félsikot tolti ki, ahogy a 2.14. 4bra szem-
1élteti, akkor az u = 0 feltétel fejezi ki, hogy a peremre merdlegesen nincs dramlés. A (2.55)-
(2.57) linearizalt sekélyfolyadék-egyenletekben (v, 17) = (vo, 110) exp (i(kxx 4+ kyy — wot)), x > 0
alakt megoldast keresve, (2.58)—(2.60)-bdl up = O-ra a

0 = 2Qug — ikxgno, (2.68)
—iwgvg = —ikygno, (2.69)
iwoiyo = ikyHZ)g (2.70)

feltételt kapjuk. Az két utols6 egyenletbdl

wo (ky) = £+/gHky, (2.71)

tehat a hullam y irdnyban a ¢y = |/gH fazissebességgel halad, diszperziémentesen.
Az els6 egyenletbdl latszik, hogy ky-nek képzetesnek kell lennie. A mésodikbdl vy/79 =
gky/wo, és ezt az elsébe helyettesitve

120
ko= 5 ke (2.72)
Az exp(ikyx) alaka helyfliggés exponencialis valtozasnak felel meg, tehat az amplitadé az x
koordinétaval né vagy csokken. Mivel az 6rokké novekvs eset nem valésulhat meg, pozitiv ()
mellett a — elGjeld, negativ mellett a + elGjelti wo-megoldast kell valasztanunk. A (2.71) diszper-
zi0s relaciéban tehat csak az eqyik elGjel valésulhat meg, a hullam csak adott elGjeld sebességgel
haladhat. A fizikailag megval6sul6 esetben

120 11

ahol R a (2.49) Rossby-sugdr. A hulldim tehat az x irdanyban csillapodik, amplitiddja az
exp (—x/R) szabaly szerint Rossby-sugdrnyi tdvolsagon csokken e-ad részére (2.14. dbra).

7Bzt a peremfeltételt az ellipszis alakti részecskepalydk miatt Poincaré-hulldmokkal nem lehet kielégiteni.
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2.14. dbra. Kelvin-hullam egy y tengellyel parhuzamos partvonal mentén pozitiv forgatds esetén.
A hullam c( sebességgel halad, és amplittiddja a falra merélegesen a Rossby-sugarnyi tdvolsdgon
csokken e-ad részére.

Altalanosan az mondhaté, hogy a hulldm gy halad, hogy pozitiv (negativ) forgatasi irdny
esetén a fal a hullam jobb (bal) oldalan helyezkedik el. A part menti nagyobb amplitiid6 szem-
léletesen tigy érthets, hogy a Coriolis-er§ jobbra (balra) térit, és az ennek megfelelS oldalon hal-
mozza fel a folyadékot. Az ilyen hullamot elsé leir6jatél Kelvin-hulldmnak nevezziik. (W. Thom-
son, Lord Kelvin (1824-1907) termodinamikai kutatdsai mellett hozz&jarult alapvetd hidrodi-
namikai jelenségek megértéséhez, felismerte a Coriolis-er$ fontossagat, és az arapaly-hullam
elsé leirasat adta.) A 2.12. dbra szaggatott vonala az x irdnyba haladd, k, hullimszamu Kelvin-
hullam diszperziés relaciéjat mutatja, ha az az x tengely mentén htiz6dé peremmel parhuza-
mosan halad, amely téle jobbra esik az északi féltekén. Ilyen hulldmban wy és k. csak pozitiv
lehet.

2.15. dbra. Kelvin-hulldm haladésa egy kor alakti medencében pozitiv forgatas esetén (feliilné-
zet). A folytonos vonalak az azonos fézisu helyeket kotik Ossze, a szaggatottak pedig az azonos
amplitidémaximumokat. Az amplitid6é a medence kdzepén a legkisebb, és a perem felé novek-
szik.

A fenti orientacids szabalybdl kovetkezik, hogy zart medence peremei mentén a Kelvin-
hulldmok korbe haladhatnak. Pozitiv forgatds esetén haladdsuk az éramutat6 jardsaval ellen-
tétes, azaz ciklondlis jellegti (2.15. abra). Az r sugart medencét 27tr//gH id6 alatt jérja koriil
a Kelvin-hulldm. Ha a sugar éppen a (2.49) Rossby-sugarral egyezik meg, r = R, akkor az id§
7t/|Q)|, vagyis a forgatasi id6 fele. Ennek tulajdonithat6, hogy a Kelvin-hulldmok szorosan kap-
csolédnak az drapélyhullamokhoz is (3.4. fejezet).

Ha sekély folyadékréteget tartalmazo lapos alj, () szogsebességgel forgatott edényben kis-
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méret test w frekvencidji rezgetésével hullamokat gerjesztiink, akkor azt tapasztaljuk, hogy ha
|w| < 2]|Q), csakis Kelvin-hulldm johet létre, amely a fal mentén halad, és amplittidéja az edény
belseje felé csokken. Ha viszont |w| > 2|Q)|, akkor, ahogy a 2.12. dbra is mutatja, Poincaré-
hullam is kialakulhat, amely athalad az edényen nagyobb amplitidécsokkenés nélkiil.

Ebben a kisérletben a gerjesztést a forgatés lasst liiktetésével hoztdk létre, igy csak Kelvin-
hullam alakulhatott ki. A henger hats6 faldra ragasztott papirlapnak kdszonhetSen jol latszik a
kis amplitadéja Kelvin-hulldm haladasa a tdvoli perem mentén is. A pozitiv iranyban forgatott
edényben a ,part” a hullam jobb oldalara esik.

2.9. Nemlinearis felszini hullamok, szolitonok

Erés gerjesztés hatdsara olyan felszini hulldamok alakulnak ki, amelyek amplitiddja nem hanya-
golhato el a teljes folyadékmélységhez képest. Az advektiv gyorsulds nemlineéris tagja ekkor
lényeges szerepet jatszik, és a jelenség mar nem irhaté le linedris egyenletekkel. Ennek kovetkez-
tében az ilyen nemlinedris hullimokra nem érvényes a szuperpozici6 elve: két hulldm 6sszege
nem megoldés. A nemlineéris hulldmok jellegzetes példai a szolitonok. Ezek a lineéris eset hul-
lamcsomagjaihoz hasonlé lokalizalt megolddsok, felszini kidudorodésok.

A szolitonjelenséget J. S. Russel (1808-1882) skot mérnok, hajoépits fedezte fel 1834-ben,
amikor egy csatornan vontatott csonak megéllitdsa utan észrevette, hogy egy maganyos viz-
kidudorodés tovabbhalad, ami alakjat alig valtoztatta, és a kidudorodést hosszu ideig tudta
kovetni lovon.

Az eredeti megfigyelés mai megfelelGje lathat6 ebben a ,,szabadtéri” kisérletben. Russel Ké-
s6bb méréseket is végzett, amelyekbdl a (2.74) Osszefliggés jobb oldali alakjara jutott.

A szolitonok magyarazatahoz tul kell 1épni a sekélyfolyadék-dinamikan, és figyelembe kell EI P
venni az ahhoz ad6dé elsé korrekcidkat. Ebben a képben a linedris hullimok mér gyengén
diszperzivek, ezért a kis amplitud6ji mozgasokbdl képzett hullimcsomagok szétfolynak. Véges
amplitadék esetén azonban az Euler-egyenlet nemlinearitasat is figyelembe kell venni, és ez ép-
pen a szétfolyds megakadalyozasat eredményezi. A részletes leiras helyett itt csak a szolitonok
legfontosabb paramétereit foglaljuk 6ssze (elméleti megkozelitést a 9.2., 9.3. fejezetek adnak).

Nem forgatott sekély folyadékban az x tengely mentén terjedd szoliton egy felszini kidudoro-
dds (2.16. abra), amely alakjat megtartva halad, 7o amplitaddéja véges, de kicsi a teljes vizmély-
séghez képest: 7p < H. Terjedési sebessége

c=co (1 + 10 ) g(H +1no), (2.74)

ahol ¢g a sekélyvizi linearis hullimok /gH sebessége. A (2.74) 6sszefiiggés kozelits egyenld-
sége szerint a terjedési sebesség formdlisan tigy is tekinthet, mint a maximaélis felszini kidudo-
rodds alatti teljes h = H + 179 vizmélységhez tartozé linedris hullamok sebessége. A szolitonok
tehat gyorsabbak az atlagos H folyadékmélységti kozegben terjed§ linearis hullamoknal, sebes-
ségnovekményiik aranyos amplitidéjukkal.

A szoliton félszélessége (hullamhossza)

3
= [4H (2.75)
31’]0
Azl/H dimenziétlan félszélesség az 1o/ H dimenziétlan amplitadé —1/2-edik hatvanya. A szo-
liton joval szélesebb a folyadék mélységénél. A nagyobb amplitiid6ji szoliton keskenyebb, de
gyorsabban halad, mint kisebb tarsa.


https://www.youtube.com/watch?v=qBfAhoba4c0
https://www.youtube.com/watch?v=qBfAhoba4c0
https://www.youtube.com/watch?v=aCy-5x_pe9E
https://www.youtube.com/watch?v=aCy-5x_pe9E
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2.16. dbra. Szolitonok jellemzd alakja és paraméterei. A szoliton nem szinuszhulldm, a feliilet-
véltozds mindeniitt kiemelkedés, 7 sehol nem valt elGjelet.

Ezek a tulajdonsagok (melyek a 9.4. fejezetben targyalt cnoidalis hulldmokra is érvényesek)
alapvetSen kiilonboznek a linearis hullimokétdl, amelyekben sem a sebesség, sem a hulldm-
hossz nem fligg az amplitidé6tol. (A szolitontulajdonsdgot a hang hulldimhosszéra és frekven-
cidjara alkalmazva azt jelentené, hogy a hang magassaga fliggne er&sségétél!)

Ha tobb szoliton szemben halad egymassal, akkor azok kolcsonhatédsba 1épnek, alakjuk meg-
véltozik, de miutan elvéltak és elegendGen eltavolodtak, ismét visszanyerik eredeti formdjukat és

a[m] sebességiiket. E tulajdonsdguk az elemi részecskék szérdsi folyamatokban val6 részvételére em-

8 litonok mozgdsa és iitkozése lathato ebben a kisérletben.

A természetben el6fordulé szolitonok koziil a foldrengés vagy vulkdnkitorés keltette cuna-
mik a legnagyobb energigjtiak. Altaldban legfeliebb néhany m magas hulldmok alakulnak ki,
amelyek a nyilt tengeren néhany 100 km hulldmhosszaak. Ezek tekinthetSk kis amplitadéja
co = \/gﬁ sebességd hulliamoknak. A mély vizben terjedési sebességiik kb. 200 m/s, tobb mint
700 km/h, azaz egy nap alatt egész 6ceani medencéket atszelnek. A sekély tengerparti vizekbe
érve azonban lelassulnak, amplitadéjuk megnd, ezzel a hulldm nemlinedrissa vélik, de a szét-
folyasat a szolitontulajdonsdg egy ideig még megakadélyozza. Végiil az egész sekély vizekben,
ahol magassaguk mar tobb tiz métert is elérhet, a hullim megtorik, és energidja felszabadul.

Végiil megemlitjiik, hogy szamos més nemlinedris hulldm is létezik. Koziiliik az egyik leg-
gyakoribb a torléhulldm (bore), amely akkor alakul ki, ha egy folyadékrétegen nagy tomegt fo-
lyadék teriil szét, ugrasszerd szintvaltozassal.!® A tenger napi drhulldma vezet felszini bore ki-
alakuldsara széles, lapos folyétorkolatokban. Valamivel kisebb skédldn, minden, atbukédssal meg-
tort hulldim mozg6 vizlépcsé6t, bore-t hoz 1étre. A torléhulldm &ll6 formaja a hidraulikus ugrds.
Ezekkel itt nem foglalkozunk, mert rétegzett kozegbeli (bels6) megjelenéseiket a 12.3. fejezet
targyalja, és annak eredményeibdl a felszini valtozatok specialis esetként adédnak.

18 A partvonalakat néha elérik a szolitonjellegti cunamiknal nagyobb pusztitést okozé torléhulldmok is. Ezek okai
lehetnek kozeli foldcsuszamldsok vagy meteorbecsapddasok, mint pl. a dinoszauruszok kihaldsat okozé becsap6das
miatt kialakul6 t6bb 10 méter magassaga hullimok. Ezeket megacunamiknak is nevezik.


https://www.youtube.com/watch?v=wEbYELtGZwI
https://www.youtube.com/watch?v=wEbYELtGZwI

3. fejezet

A gorbiilet hatasa

A nagyskalajua kornyezeti dramlédsok sekély jellege és az annak kovetkeztében mindig gyenge fel-
vagy ledramlasok azzal a kovetkezménnyel jarnak, hogy a Coriolis-erd helyi fliggbleges irdny-
ba mutaté hatasa elhanyagolhatéan kicsi. Ezért a Fold barmely pontja koriil a hidrodinamikai
mozgasegyenlet szempontjabol csakis a helyi fligg6Sleges szogsebesség komponens szamit. Ha
edénytinket tetszSleges foldrajzi koordinataju pontokhoz illesztjiik (3.5. dbra), akkor a benne
érvényes dinamikat a fliggéSleges tengely koriil forgatott sekély folyadékra érvényes egyenletek
irjak le, csak 20} helyett mindeniitt a Fold O szogsebességébdl képzett f = 2()r sin ¢ mennyi-
séget, az un. Coriolis-paramétert kell haszndlnunk, ahol ¢ az edény kozéppontjanak szélességi
koordin4t4ja. Az f paraméter az Eszaki-sarkon a legnagyobb (2Q)r), az Egyenlit6 felé csokken,
ott elGjelet valt, és a Déli-sarkon a legkisebb (—2Q)r).

Ha a vizsgalt tartomany L vizszintes kiterjedése kicsi a Fold Rr sugardhoz képest, akkor a
Coriolis-paraméter helyfiiggése elhanyagolhat6, és elegendé az edény kozéppontjaban kiérté-
kelni. Kordbbi eredményeink mind érvényben maradnak a 2Q2 — fy = 2Q)r sin ¢ helyettesités-
sel, ahol fj a planetaris 6rvényesség az edény ¢ koordinataji origdjanak megfelelS szélességen.
Ennek értelmében a Rossby-szam

u

Ro = ——.
| folL

(3.1)

Az fo paraméter szélességfiiggésének megfelelGen az ugyanakkora sebességhez és sikbeli ki-
terjedéshez tartoz6 Rossby-szam egynél Iényegesen nagyobba valik az Egyenlit6 kézelében. Ott
tehat a Coriolis-erd hatasa elhanyagolhat6 a kornyezeti aramlasokban. Ennek fontos kovetkez-
ménye, hogy ciklonok és anticiklonok az egyenlit6i 6vben nem létezhetnek, a pusztité ereji
trépusi ciklonok vagy hurrikdnok is csak a £10 fokos szélességi korokon kiviil keletkeznek.

Amennyiben a vizsgalt tartomany méretét tobb szaz km-esre kivanjuk kiterjeszteni, amely
sok jelenség szempontjabol elengedhetetlen, akkor a planetéris 6rvényesség helyfiiggésének
legalabbis legfontosabb, linedris részét meg kell tartanunk. Ilyenkor a 20 — fy + By helyet-
tesitést alkalmazzuk, ahol a B paraméter a planetaris orvényesség véltozasi gyorsasaga a sarok
felé torténd elmozdulas kovetkeztében.

A B paraméter fontossagat a

Be = ﬁ; (3.2)

dimenziétlan B paraméter méri. Nagysaga a kozepes szélességeken az 1000 km-es skalan 0,1
koriili, azaz 9sszemérhet§ a Rossby-szdmmal. Két dramlés akkor lehet hasonl6, ha jellegzetes
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szdmaik kozott a Be dimenziétlan B paraméter is azonos. Laboratériumi kisérletben a  para-
méter megfelelGje az aljzat dontottsége, és a hasonldsag feltétele a (2.34) és (3.2) paraméterek
azonossaga.

3.1. Foldrajzi koordinatak, a lokalis rendszer

A Fold felszinén a hagyomanyos foldrajzi koordinatdkat hasznéljuk (3.1. dbra). A szélességet,
azaz az Egyenlit sikjaval bezart szoget ¢-vel jeloljiik. A ¢ = /2, illetve ¢ = —7/2 értékek
az Eszaki-, illetve Déli-sarknak felelnek meg. A foldrajzi hossziisag, azaz a Fold tengelye koriili
elforgatds szoge A. Ez megegyezés szerint Greenwhichnél veszi fel 0 értékét (A = £ a da-
tumvalaszt6 vonal). A leirds megfelel a fizikdban is hasznalt gombi koordindtdknak, a szogek
értelmezése és jelolése azonban eltér attol.

3.1. dbra. A foldrajzi koordinaték. ¢ a foldrajzi szélességet, A a foldrajzi hosszusagot jeloli.

A Fold gombnek tekintett felszinén definidlhatunk tavolsagot jelent§ koordinatédkat. Hagyo-
manyosan

x = (Rpcos @) A (3.3)

jeloli a kelet-nyugati
y = Reg| (3:4)

pedig az észak-déli irdnyban mért helykoordinatdkat, ahol Rr a Fold sugara. Az abszoluatérték
megjelenése azt fejezi ki, hogy az y koordinata mindkét féltekén a sarok felé né.

Tekintsiink a Fold sugardhoz képest kicsiny, L < Rp vizszintes méretd folyadékréteget.
Barmely (¢o,Ag) foldrajzi hely koriil felvehetiink egy jobbsodrasu derékszogt koordinata-
rendszert, amelynek (x,y) sikja az érintGsikban fekszik, y tengelye a kozelebbi pélus irdnya-
ba mutat, és a z koordinata a helyi fligg6leges irdnyban né. Az (x,y,z) koordinatdk az xg =
(RF cos ¢0)Ao, Yo = Rr| o, zo helyzett origétél mérik a tévolsdgot, vagyis

X = RF COS @ ()\ — )\0), y= :i:RF (([) — (po) , (3.5)

ahol az y-beli negativ elGjel a déli félgombre vonatkozik. Ebben a lokidlis rendszerben irjuk le az
L < Rr vizszintes kiterjedésd és H < L mélységul sekély folyadék aramlasait. Ezzel 0ssz-
hangban, az u = (u, v, w) sebesség u komponense a szélességi korokkel parhuzamos (az északi
féltekén keletre, a délin nyugatra né), v pedig az észak—déli irdnyu dramlds sebessége, amely
akkor pozitiv, ha a kozelebbi sarok felé mutat. A fiigg6leges iranyt sebesség w (3.2. abra).
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3.2. dbra. A forgasi szdgsebességvektor komponensei a két féltekén (bal oldali rajz), a Foldet
gombként kozelitve. A lokélis rendszer (jobb oldali rajz), amelyben a z irdny a helyi fliggéleges.

A Fold forgasi szogsebességvektoranak a lokalis rendszerben nemcsak z, hanem vy irdnyad
komponense is van (amint a 3.2. dbra bal oldali rajza mutatja):

Or = (Ox =0,Qy = £Qrcos ¢, O, = Qfsing). (3.6)

L X

Itt O a Fold forgasi szogsebességének (1.7)-tel megadott nagysaga. Az (),-ban fellépd negativ
elGjel a déli féltekére vonatkozik, ahol a forgdsi szogsebesség vizszintes komponense az Egyen-
lit6 felé, azaz negativ y irdnyba mutat. A 2v x Q) Coriolis-gyorsulds komponensei ezért

(—2Qyw + 20,0, —20,u,2Qyu) . (3.7)

Meély folyadékrétegben az (),-nal ardnyos 4j tagok jelentSsek lennének, és ezért ott olyan tipu-
st mozgds is kialakulhat, amely nem lehetséges egy fiiggéleges tengely kortil forgatott edény-
ben. Erdekes médon azonban a H < L sekélyfolyadék-kozelitésben nem ez a helyzet. Ekkor
ugyanis a tipikus W fiiggbleges sebesség legfeljebb UH /L < U, és ezért az x irdnyt Coriolis-
gyorsulasban az (),-nal aranyos tag sokkal kisebb az (),-vel aranyosnal.

A Coriolis-gyorsulas fiigg6leges (z) komponense 2(),u. A keletrél nyugatra mozgé testekre
az északi féltekén emel@ er§ hat. Ez az Eétvds-hatds, amelynek gyorsuldsa 2Q0rU nagysagrendd.
A nehézségi gyorsulashoz képest ez mindig elenyészs, U = 10 m/s esetén kb. 1072 m/s?. Di-
menziétlan mérészama 2Q)u / g, aminemcsak kicsi, hanem nem is n§ az L mérettel. Tobbek ko-
z06tt ez az oka annak, hogy az E6tvos-hatés kornyezeti szerepe elenyészé a Coriolis-eltériiléshez
képest. Az Eotvos-hatés és az (),-nal aranyos tagok mindeniitt elhanyagolhatok a kornyezeti
aramlasok lefrasdban. A Coriolis-gyorsulds lényeges komponensei tehat

ac = (ZQZU, —ZQZM, 0) , (3.8)

a forgdsi szogsebességvektornak csak az ), fiiggdleges komponense jatszik szerepet, és az eltérité
hatdas a helyi vizszintes sikban érvényesiil! A Coriolis-gyorsulads ugyanolyan tipust vektor, mint
a laboratériumi kisérletekben érvényes (1.10), de 1Gj vonds, hogy (), fligghet az y helykoordina-
tatol.

3.2. Szabad mozgds forgé gombon

A hidrodinamikai leiras elStt célszert most is egy pontmechanikai probléma vizsgélataval kez-
deniink. Tekintsiink egy meglokott testet, amely egy () > 0 szogsebességgel forgatott gobmbon
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mozog surl6das nélkiil (,jégkorong a befagyott F6ldon”). A probléma egyszertisége miatt nem
ragaszkodunk a lokalis rendszerhez, a mozgas az egész gombre kiterjedhet, mikézben ra csak a
Coriolis-eré hat. Figyelemre mélt6 a lehetséges mozgédsok sokfélesége, amit a 3.3. abrén figyel-
hetiink meg.

60° 60° T 60°

30° o =30° 30° { 3
=N N0, A

—60° —30° 07| 3 _ e 90° 900 —e0° —30° 0° @@ 90" -6 —30° o\ 30° 60

—30° —30° 1 -3
—60° —60° 1 —60°
¢ ¢ @
60° T 60° 60°
36° o =4
90 = @0 = 36,9° e
30° 30° > ("Q)
A A A
—Ve» 30°  60° 90° —90° —60° —30° 0° 30°  60° 90° -60° —30° 0° 30°  60°
—30%\1 —30° 1 —30°
—60° 1 —60° 1 —60°

3.3. dbra. Az uy = 0,1 és vy = 0 dimenzidtlan sebességgel megadott ¢y szélességi szog helyze-
tekbdl keleti irdnyban meglokott testek palydi pozitiv forgasirany esetén, a A, ¢ sikon dbrazolva.
A @ kritikus helyzetnek az 6todik abra felel meg. Az utolsé dbra mutatja, hogy a sikon tehetet-
lenségi kormozgasnak megfelel6 mozgas nagy gombi méretben nyugatra sodrédé spirdlozédssa
véltozik.

Az R sugart gomb felszinén zajlé mozgésokra a kelet-nyugati és a sarkok iranyaba mutaté
a), illetve ay gyorsuldsok az u, v sebességkomponensekkel kifejezve:

2
. uv .. u
Ay =1— o tge, g =0+ o tg¢, (3.9)

ahol a masodik tagok a gorbiilt feliilet kovetkezményei (részletes levezetésiik a 10.6. fejezetben
taldlhato). A sebességek gombi szogekkel valé kapcsolata (3.3) és (3.4) alapjan

u

RA = ,
cos ¢

R¢ = 0. (3.10)

A ¢ szélességhez tartozo érintGsikban a Coriolis-gyorsulds komponensei (3.8) szerint
ay = 2Qsin ¢v, ap, = —2Qsin gu. (3.11)

A teljes mozgésegyenlet-rendszer (3.9) alapjan tehat

2
1 = 2Q)sin gv + % tg @, 0 = —2()sin pu — % tg @, (3.12)

melyet (3.10) tesz teljessé.
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A tavolségot R, az id6t 1/(2Q)) egységben, és ennek megfelelGen a sebességet 2Q)R egység-
ben mérve, a dinamikai egyenlet

1l = sin v + uvtg @, O = —singu — u*tg @, (3.13)
a kinematikai egyenlet pedig
: u
i— S 14
cos ¢’ p=v (3.14)

alakt, vagyis nincs benniik szabad paraméter. A 3.3. 4bra ezen egyenletek megolddsat mutatja
a keletre mutaté ugp = 0,1, v9p = 0 kezd8sebességgel kiilonb6z6 ¢o > 0 szélességi koordina-
tdkkal inditva. Az Egyenlit6hoz kozel keletre haladds torténik, hiszen itt gyenge a Coriolis-erd,
amely csak a pdlya enyhe hullamzaséat okozza, mindkét féltekére kiterjedSen. Magasabb szé-
lességekrdl inditva, az u sebesség legaldbb ideiglenesen negativ irdnyba mutat. Egy specidlis
sz0gnél az atlagsebesség nulla, majd a palyak hurkolttd valnak, nyugatra sodrédnak. Egy ¢,
kritikus kezd8szognél a pélya belesimul az Egyenlit§ egyenesébe. Ennél nagyobb ¢( szdgekre
nem torténhet dthaladés az Egyenlitén, a mozgas egy féltekére koncentral6dik. Egyben az is lat-
szik, hogy a korkoros mozgas mindig nyugat felé sodrédik, vagyis a tehetetlenségi kormozgast
a gorbiilet modositja!

A részletesebb vizsgélat azon alapul, hogy a mozgashoz két megmaradé mennyiség is tar-
tozik, az

E= % (u? + o?) (3.15)

energia, amely dimenziétlan valtozékban is ilyen alakd, valamint a kiilsé megfigyel§ altal ta-
pasztalt N = Rcos ¢ (R cos pQ) + u) fiiggbleges tengely koriili impulzusnyomaték, amely di-
menziétlan alakban

N = cos ¢ (cos ¢ +2u). (3.16)

Ebbdl

1/ N
U=z (cosq) — Ccos (p) , (3.17)

vagyis az u sebesség a mozgas sordn egyértelmiien meghatdrozza a ¢ szélességi szoget. Az
energiamegmaradds egyenletébe ezt és v = ¢-ot beirva, azt latjuk, hogy

1
S+ V(p) =E, (3.18)
ahol .
_1/ N _ 1,
V(ip) = 3 <cosq) cos <p> = Su (3.19)

egyfajta effektiv potencidl. A ¢ szog szempontjdbdl a mozgds egydimenzids, és a V(¢) poten-
cidlban torténik. Rogzitett ug, vy értékek mellett az E energia minden esetben ugyanaz, de ¢g
novelése cos @ és N csokkenésével jar.

N > 1-re V(¢)-nek minimuma van az origéban, ahol értéke (N — 1)2/8. N < 1-re (uyp = 0,1
esetén ¢ > 25,2 fokra) két minimum jelenik meg cos ¢ = v/N-nél, ahol a fiiggvény értéke 0, és az
orig6 lokélis maximum lesz. Ebben a tartomanyban a potencial kétvolgytivé valik, ahogy a 3.4.
dbra mutatja. (3.17) szerint most az u(t) fiiggvény lehet negativ, vagyis legalébbis ideiglenes
nyugatra sodrdédas torténik. Az Egyenlitéhoz simulé gorbe atmenetet jelez kiilonb6z6 tipust
mozgdasok kozott. A gorbe kezdGszoge ¢, akkor valésul meg, ha a potencidl origéhoz tartozé
(N — 1)2/ 8 lokalis maximuma eléri az E = u%/ 2 értéket, vagyis ha N, = 1 —2ug (¢. = 36,9
fok). Ennél kisebb N-ekre, nagyobb ¢-kre mozgds csak az egyik vagy mdsik volgyben, vagyis az
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3.4. dbra. A V(¢) potencial alakjanak valtozdsa csokkend N értékekre, N > 1-t6l kezdve. A va-
lasztott értékek az el6z8 abra @p-jaihoz tartozé N(¢g) impulzusnyomatékok, ugyanabban a sor-
rendben. A kritikus eset annak felel meg, hogy az origéhoz tartozé maximum eléri a E = u3/2
értéket.

egyik vagy masik féltekére korldtozottan torténhet csak. N, alatt két kiilonb6z6 mozgasforma
valésul meg a kezd@szogtél fiiggSen, a rendszer N.-nél bifurkdcion megy keresztiil.

A pontmechanikai probléma kozepes szélességekre vonatkozé hidrodinamikai analogonja
a p.nél magasabb szélességeknek felel meg. Ott a nyugatra sodr6d¢é spirdlozé mozgas megfte-
leltethetS a Rossby-hulldmok all6 kézegben nyugatra mutato terjedési irdnyanak (3.7. fejezet).

3.3. Sekély folyadék a Fold érintdsikjaban

A 3.1. fejezetben bevezetett lokalis rendszert hasznalva az eddig a sarkokra helyezett ,, edénytin-
ket” tetsz6leges ¢¢ szélességi korhoz tartozé érintésikba helyezziik. Ahogy lattuk, sekély ko-
zegben a vizszintes sikbeli Coriolis-eltérités lényeges csak, amiért az (), fiiggéleges komponens
felelSs. Ennek irdnya megegyezik a g nehézségi gyorsulds irdnyéval, ahogy a 3.5. 4bra mutatja.

Ezért eddigi eredményeink konnyen atvihetSk a lokélis rendszerbe.

3.5. dbra. A foldi dramlasok derékszogt leirdsahoz hasznélt rendszer, valamely ¢y szélességi
(és tetszGleges hossztisagi) koordinataju pont érintsikjaban. A sekély folyadékban lényeges
Coriolis-hatasért felel6s szogsebesség a Fold szogsebességének helyi (), fliggéleges komponense.
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A lokélis rendszerbeli sekélyfolyadék-egyenletek tehat ekvivalensek a fliggéSleges tengely ko-
riil forgatott edénybeli sekélyfolyadék-egyenletekkel, ha 2() helyett mindeniitt az

f =20, =20rsing (3.20)

mennyiséget, az tun. Coriolis-paramétert irjuk, amelyet planetaris 6rvényességnek is neveznek.
Dinamikai szerepe abbdl latszik, hogy a v x 2Q gyorsuldsnak a 3.5. dbra érintSsikjaba esé se-
bességekbdl adodo jarulékai f-fel aranyosak.

A sekélyfolyadék-egyenletek a lokalis rendszerben

i; = fuxn-—ggrady, (3.21)

o d(hu) d(hv)
3t o * ey O (3.22)

alaktak, ahol a helykoordinatékat (3.5) adja. A (3.20) Coriolis-paraméter y-fiiggése a (3.4) kap-
csolat miatt
f = 201: sin((pozty/Rp), (323)

ahol az als6 elGjel a déli féltekén érvényes.

Az edényt két kozelitésben is hasznéljuk: amig az L vizszintes méret sokkal kisebb, mint
a Fold R sugara, az an. f-sik-kozelitésrél beszéliink, amikor pedig ehhez els§ korrekcidt is
figyelembe vesziink, a B-sik-kozelitésrol.

3.4. f-sik-kozelités

Ha az L vizszintes méret nagyon kicsi Rp-hez képest, a Coriolis-paramétert azon a ¢ referen-
ciaszélességen értékelhetjiik ki, amely a koordinata-rendszer origéjanak felel meg. Ez az

f = fo =2Qrsin ¢y = alland6 (3.24)

vélasztast jelenti. A planetéris 6rvényesség ebben a kozelitésben az egész vizsgalt ,,edényben”
allando.
Adott f-sikon korabbi eredményeink a

20) — f() = 2O sin Po (325)

helyettesitéssel érvényesek. A Rossby-szdm definicidjaként mostantdl (3.1)-et fogadjuk el, az-
az a foldrajzi szélességnek megfelel§ Coriolis-paraméterrel szamoljuk. Ez mindeniitt nagyobb
a sarkindl. A 45 fokos szélességen pl. (Magyarorszag a 46 és 48 fokos szélességi korok kozott
fekszik) fo = V2QFr = 1,03-107* 1/s. Ennek megfelelSen az 1.1. tdblazat Rossby-szam érté-
kei a (3.1) definici6 szerint mintegy 1,4-szer nagyobbak. Az Egyenlité felé kozeledve Ro értéke
minden hatdron tal ng, ezért a Ro < 1 feltétel ott sohasem teljesiilhet, a geosztrofikus és kvazi-
geosztrofikus kozelités ott nem alkalmazhato.
Geosztrofikus, tehét id6fliggetlen aramlasra

_go_ Yoo g9y _ 19

_ 8, _ 1
TRy T fway T pax feox’ VT RTT R
ahol ¢ a geosztrofikus dramlasi fliggvény. (Mas szempontbdl jut el a geosztrofikus dramldshoz
a 10.1. fejezet targyaldsa.) Latszik, hogy ugyanakkora felszini vagy nyomasbeli kiilonbség ers-
sebb geosztrofikus dramldsokat hoz létre alacsonyabb szélességeken, mint magasabbakon. Ez

(3.26)
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a tendencia azonban csak addig figyelhet§ meg, amig a (3.1) Rossby-szdm egynél joval kisebb
marad.
A tehetetlenségi kormozgés sugara az f-sikon

%0
ro=—, 3.27
0= (3.27)
novekszik az Egyenlit6 felé kozeledve. Periédusideje
T— 2m T _ 1/2nap (3.28)

ol ~ Qrsin|go| ~ sin|go]

(amely a Foucault-inga koriilfordulasi idejének a fele az adott szélességen).

Térben és id6ben kozel dlland6 hidrodinamikai nyomésgradiens esetén az 6ceédni viztome-
gek viselkedésében megfigyelhet§ a tehetetlenségi mozgds, amelynek korfrekvencidja a fold-
rajzi helyre jellemz6 fo. A kormozgashoz természetesen hozzaadédhat egy dramlat egyenletes
sebessége, amely spiralis el6rehaladasra vezet. Erre mutat példat a 3.6. abra.

3.6. dbra. Tengeri folyadéktomeg mozgasa sematikus abrazolasban a néhanyszor 10 km-es skaldn
kozel 4lland6 nyomds esetén, amikor a mozgds egy lasst északnyugatra irdnyul6 aramlas és a te-
hetetlenségi kormozgds ereddje. Kozepes szélességeken (3.28)-nak megfelelGen egy teljes hurok
bejarasi ideje kb. 0,7 nap.

A Rossby-sugdr az f-sik-kozelitésben

R= \\/f?' (3.29)

Ertéke az Egyenlit6 felé kozeledve né, azaz a szabad felszin hatdsa egyre kevésbé érvényesiil.
A kozepes szélességeken szamolt 1égkori Rossby-sugar kb. 3000 km, az 6ceani kb. 2000 km.

A partok mentén halad6 Kelvin-hullamok lecsengési ratajat a (3.29) Rossby-sugar hatarozza
meg. Ott az dtlagos vizmélység tipikusan néhanyszor 10 m, a Rossby-sugar 100 km koriili, és a
hulldam haladési sebessége néhanyszor 10 m/s.

A Kelvin-hullamok szorosan kapcsolédnak az drapalyhulldmokhoz. A Hold témegvonzasa
altal okozott legfontosabb arapalyhullam naponta kétszer halad 4t a Foldon, hiszen dagaly a
Hold felé esé és az azzal ellentétes oldalon is keletkezik. Kontinensek hidnydban ez a hulldm a
szélességi korok mentén vonulna végig az 6cednokon. Mivel a kontinensek a haladasi irdnyra
lényegében merdlegesen fekszenek, a tényleges drapdlyhullam, a tengerjards inkdbb korkoros
jellegti. Ennek megértéséhez célszerd a félnapos periddussal ismétl6dé dagalyérkezést gerjesz-
tésnek tekinteni az adott medencében. Rossby-sugar nagysagrendd linedris méretti medencék-
ben a Kelvin-hullam korbefutdsi ideje éppen fél nap koriili, ahogy a 2.8. fejezetben lattuk. Nem
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meglepd, hogy a valddi drapalyhulldmok mozgasat mutaté képek (3.7. dbra) hasonléak a 2.15.
abra sematikus rajzdhoz. A hullimok kozponti helyek, tin. amfidromikus pont koriil haladnak,
ahol nem tapasztalhat6 arapaly okozta tengerszint-ingadozés. A partok mentén fél napnyi pe-
ribdust az drapalyhullamzas.

0 100 200 km

3.7. dbra. Az arapalyhullam haladédsa az Adriai-tenger északi medencéjében. A vonalak a dagély
orankénti helyzetét jelzik, a koriiljaras ciklonalis (pozitiv). A medence érintett tartoménya koze-
lit6leg egy 150 km széles, 400 km hosszt téglalap. A 100 m atlagos mélységgel szamolt Rossby-
sugdar kb. 300 km, 6sszemérhetd a linearis mérettel. A V, T és D pontok Velencét, Triesztet és
Dubrovnikot jelolik.

A tehetetlenségi gravitacidhullamok diszperzios reldcidja az f-sikon
wh = f} + gHI® = f3 (1+ (Rk)?) . (3.30)
A topografikus Rossby-hulldmoké pedig

_fO’)’ kx

W= R REiR?

(3.31)

Ezek a hullamok az Egyenlit6 felé kozeledve egyre lassabbak, mert fy csokken.

3.5. B-sik-kozelités

A B-sik-kozelités az f-sik-kozelités kiterjesztése, amely figyelembe veszi a Coriolis-paraméter-
nek a Fold gorbiiletébdl ad6dé legfontosabb helyfliggs jarulékat, és szamos 1j jelenség leirdsat
teszi lehet6vé. Mig az f-sik-kozelités csak enyhén médositja a fiiggdleges tengely koriil forgatott
folyadékok esetében latott tulajdonsagokat, Rossby nevéhez ftiz6dik annak felismerése, hogy a
Coriolis-paraméterben fontos figyelembe venni a vezetd rendd, linedris helyfliggést, azaz f-et
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gy irni, mint

f=fly) = fo+By. (3.32)

Itt fo = f(yo) a Coriolis-paraméter a lokélis rendszer origéjaban, és mivel y = Rr|¢|,

df _ 1df  _ 20

=2 -4 -7/ cos @o = allando, 3.33
Ty T Redgy T R o

a Coriolis-paraméter y szerinti derivéltja ugyanott. Az északi féltekén a p paraméter pozitiv, a
délin viszont negativ, az Egyenlitén athaladva hirtelen elGjelet valt. Ez a kozelités azt jelenti,
hogy figyelembe vessziik a Fold gorbiiletét, de nem a koordinata-rendszer meggdrbitésével.
A 10.6. fejezetben megmutatjuk, hogy kvazi-geosztrofikus folyamatokra ez jogos kozelités.

A lineédris tagnal akkor szabad megéllnunk, ha y/Rr < 1. Ez azt jelenti, hogy a vizsgalt
tartomany L linedris mérete kicsi a Fold sugarahoz képest, tehat konzisztens a lokélis rendszer
hasznalataval. Az Egyenlit§ kozvetlen kornyezetét kivéve ez azt is jelenti, hogy BL < fo. Konk-
rét példaként tekintsiik a 45-6s szélességet, ahol fy ~ 107* 1/s,és B = 1,6 - 107! 1/(ms).
A kiterjedésnek L = yu,r = 300 km-t véve, BL mér 5 szézaléka fyp-nak.! Fontos hangstilyoz-
ni, hogy a sarkok kozelében a linedris kozelités nem jogos, hiszen 71/2-nél a szinuszfliggvény
négyzetesen valtozik. Ugyanakkor azonban az Egyenlit§ koriil alkalmazhaté a B-sik-kozelités,
amint a 10.5. fejezet targyalja.

A B paraméter fontossdganak egy lehetséges dimenzidtlan mérészama a (3.2) mennyiség,
amely a szélességi koordinatatol a

Be = RL ctg | po| (3.34)
F

modon fligg. Megadja, hogy az L linedris méretben hanyszorosa a Coriolis-paraméter valtozasa
a lokdlis rendszer origéjaban érvényes Coriolis-paraméternek:

a Coriolis-paraméter valtozéasa
Be = P k : (3.35)
Coriolis-paraméter

A Be dimenziétlan § paraméter (3.34) alakjabol leolvashatd, hogy értéke a Fold sugardhoz ké-
pest kis kiterjedésti tartomanyokban, az Egyenlit6tdl tavol kicsi: Be < 1.

A lokalis sekélyfolyadék-rendszer a p-sik-kozelitésben leirhaté kordbbi egyenleteinkkel,
azokban a

20— f=f(y) = fot+ Py (3.36)

helyettesitést elvégezve. Figyelniink kell azonban arra, hogy az olyan eredmények, amelyekben
hasznaltuk () dlland6sagat, nem maradnak érvényben.
A (3.21) sekélyfolyadék-egyenletek dimenzidtlan valtozata a felszini alakot H egységében
mérve:
du
7=
ahol a Rossby-szdmot (3.1), a Froude-szamot pedig (2.1) adja, és megjelent a dimenziétlan -
paraméter. Ha a geosztrofikus egyensuly lehet$ségét kivanjuk kifejezni, érdemes 7-t | fo|UL/g
egységben mérni, amivel 1/ Ro jelenik meg grad 7 el6tt is.

1 1
j:R—O(l + Bey)u x n — 2 grady, (3.37)

1A nagysagrendi feltételt lazan kezelve, a B-sik-kozelités hasznalatat a kozepes szélességeken néha kiterjesztik
az 1000 km atmérgjd tartomanyokig.
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A felszini alakkal, illetve a dinamikai nyomassal kifejezve a geosztrofikus dramlési sebesség
(3.26) altalanositasaként:

/

_ & 9y 1 aJp

BT Wy T fWedy’ T fax  f(y)eo ox

A geosztrofikus sebességvektor meréleges a felszini alak, illetve a nyomads gradiensére, (2.29)
tovabbra is érvényben van, vagyis az dramlas a felszini alak szintvonalai, illetve az izobarok
mentén torténik. Forgasszimmetrikus kidudorodas vagy behorpadds esetén a sebesség nagysa-
ga azonban nem &lland6, hanem az Egyenlit6 felé esS részeken gyorsabb.

A nagyskalaja légkori és 6ceani mozgésok a kdzepes szélességeken j6 kozelitéssel geosztrofi-
kusak. J6l mutatjak ezt a meteorolédgiai térképek a néhany kilométernél magasabb tartomanyok-
ban, ahol a viszkozitds hatdsa elhanyagolhat6. A meteorolégiai térképek szélsebességvektorai
valéban az izobarokkal kozel parhuzamosan futnak, amint a 3.8. 4bra mutatja.

44

/
g o _ 1 o (3.38)

X

3.8. dbra. Tipikus meteoroldgiai térkép kozepes magassdgokban. A folytonos vonalak jé kozeli-
téssel izobarok. A zaszldkat alkoté minden egyes hosszabb vonalka 10 csomés (18,5 km /6rés)
szélsebességet jelent, a rovidebbek fele ekkora sebességet (a kis hadromszog 50 csomd). A Hés L
bettik magas, illetve alacsony nyomést kdzpontokra, anticiklonokra, illetve ciklonokra utalnak.
A folytonos vonalak pontos jelentése: azokat a helyeket kétik 6ssze, amelyekben az 500 hPa nyo-
mads azonos magassagra esik (4tlagos értékiik 5,5 km koriili). A rajuk irt szdmok a z(p = 500 hP)
magassagot jelolik deciméterben kifejezve, azaz a térképet nyomasi koordinatdban (10.1. fejezet)
adjdk meg. Mivel a nyomadsvaltozas a vizszintes sikban gyenge, ezek a szintvonalak hasonléan
futnak, mint az azonos magassédghoz tartozé izobarok.

A meteorolégidban mintegy 150 éve ismert a barikus széltérvény (melyet C. Buys-Ballot
(1817-1890) holland meteorologus irt le el§szor): az északi féltekén a szél iranyanak vektoratol
a magasabb nyomds mindig jobbra esik, a déli féltekén pedig forditva. Ez 6sszhangban van
a geosztrofikus szabéllyal, de anndl tobbet is jelent: a geosztrofikus aramlastdl valo eltérés a
valédi szelek esetében még a felszinhez kozel sem annyira erds, hogy az orientaciés viszonyok
felborulhatnénak.

Az 6ceani medencékben mindkét féltekén léteznek hatalmas geosztrofikus korkoros dramla-
sok (angolul gyre), amire a 3.9. dbra ad példat. Az ilyen 6ceani korok kialakuldsdban az uralko-
do szeleknek van nagy szerepe, amint a 4.6.2., 11.3. fejezetben targyaljuk. Mindegyik medence
belsejében egy-két méterrel magasabb az atlagos vizszint, mint a szélén.
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P

3.9. dbra. Az Eszak-atlanti kor sematikus dbrédja. Ez, mint az 6ssze tobbi nagy kor is, 6cedni anti-
ciklon. A vékony nyilazott vonal a kor Golf-aramlatnak nevezett szakaszara utal.

Koénnyen ellendrizhetS, hogy a potencidlis 6rvényesség megmaraddsa a (3.21)-(3.22)
sekélyfolyadék-egyenletben is érvényes a (3.32) helyfliggs forgatdsi szogsebesség mellett: a

q:gﬂﬁ”H (3.39)

mennyiség allandé a folyadék surléddsmentes mozgésa sordn: a (2.25) Osszefiiggés érvényes
ezzel a g-val. Uj tulajdonsédg, hogy most méar a { drvényességnek és az északra torténd elmoz-
dulédsnak egyditt kell valtoznia a vizmélységgel. Ennek fontos kévetkezménye, hogy vizszintes

domborzat esetén is kialakulhatnak Rossby-hulldimok (3.7. fejezet).
A potencidlis 6rvényesség megmaraddsa alapjan a geosztrofikus dramlas feltétele

%i<%?>+%%(%?>:a (3.40)

a (2.32) feltétel 4ltalanositdsa a B-sikra. A geosztrofikus aramlds az ( fo + By) /h mennyiség szint-
vonalai mentén halad, mikozben B|y| < |fo|- A (3.40) kifejezése azonban csak az daramvonalak
jellegét hatdrozza meg, a sebesség a (3.38) alakbol kovetkezik.?

3.6. A Sverdrup-osszefiiggés

A geosztrofikus aramlds a B-sikon is oszlopos szerkezetd, hiszen a (3.38) sebességkomponensek

fiiggetlenek a z koordinatatol. Ugyanakkor azonban nem kétdimenzios az erés forgatas és sekély-
ség ellenére sem: létrejon egy fliggSleges w, sebességd dramlas is. A (3.38) egyenlet szerint

2A (3.38) feltétel az 7 szintvonalai menti aramlast jelez. Az 57 és az h/f = (H + 1 — d)/f mennyiségek gra-
dienseinek parhuzamosségi feltételébdl azt kapjuk, hogy grad ardnyos a gradd + (H/ fy) grad f mennyiséggel
(természetesen grad f = (0,B) és B kicsi). A domborzat tehdt most is meghatdrozza a felszini alak jellegét, ha
gradd # —(H/ fy) grad f. Az ellenkezg esetben, amikor az aljzat y irdnyban dontétt, és meredeksége v = —HB/ fo,
a felszini alak tetsz6leges lehet.
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fennall ugyanis, hogy
d 0
I (f(y)ug) + a9y (f(y)vg) =0, (3.41)
melybdl a hdromdimenziés divergenciamentesség, azaz divuy = —dw,/dz miatt
fy) Uy _ v — F() 208
- +vg y —f(y)divug = f(]/)y (3.42)

Mivel f nem fligg x-t6l, y szerinti derivéltja viszont B-t adja,

0
pog = F(1) S, (3.43)

Vagy
_ Byg _

fy)

Ez az an. Sverdrup-osszefliggés (H.U. Sverdrup, 1888-1957, norvég oceanografus, a lasst 6ce-
ani mozgésok elsé lefréja), amely azt mondja ki, hogy a B-sikon a geosztrofikus egyenstlyban
gyenge fel- vagy ledramlasok alakulnak ki. A folyadékoszlopok fiiggbleges megnytldsi rataja,
dwg/0dz az észak—déli sebességgel ardnyos, de fliggetlen a kelet-nyugatitol. A sekélyfolyadék-
tulajdonség szerint nem fiigg a z koordinatatol sem. Ledramlas w, < 0 esetén a konstans dw, / 0z
csak negativ lehet, s ezért a sikbeli geosztrofikus sebesség mindig az Egyenlit§ felé iranyul
(vg < 0), hiszen f(y)/p mindkét féltekén pozitiv.

A Sverdrup-osszefliggésben szerepl§ fel-le aramlasok gyengék, igy (3.43) j6 kozelitéssel ir-
haté mint

divug = (3.44)

pog = fo— - (3.45)

A dwg /dz megnytlasi rata nagysagrendje U/ L (ugyanakkora mint div ug-¢), igy (3.45) dimen-
ziétlan kifejezése

—— = Bevg, (3.46)

ahol Be a (3.2) dimenziétlan  paraméter. Mivel a B-sik-kozelités érvényességi feltétele Be < 1,
a dimenziétlan megnytldsi rata sokkal kisebb a geosztrofikus sebességnél.

3.7. Planetdris Rossby-hulldm

Konstans H folyadékmélység és elhanyagolhato felszini hulldimzas esetén a (3.39) potenciélis
Orvényesség

q=fo+C+ Py, (3.47)

azaz ugyanolyan alaku kifejezés, mint az y irdnyban enyhén dontétt alju forgatott edénybeli
(2.35) sorfejtett alakja. Ez azt mutatja, hogy Rossby-hulldimok konstans mélység mellett is ki-
alakulhatnak kizdrélag a B paraméter kovetkeztében. Mivel a 1égkori Rossby-hullamok hulldm-
hossza sokszor 6sszemérhetd a Fold sugaraval, azaz néhany hullamhosszal korbefogjak a Fol-
det, planetiris hulliamoknak is nevezik Sket. Az egyszerd széhaszndlat kedvéért a nagyskaldju
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6ceani Rossby-hulldmot is planetarisnak nevezziik. A (3.47) és (2.35) kifejezések 6sszehasonli-
tasabol latszik, hogy tulajdonsagaik leképezhetSk a dontétt aljzata forgatott edénybeliekre a

20y
- B (3.48)

megfeleltetéssel. A 2.11. abrdnak megfelel§ dontott aljzata kisérletben a sekélyebb vizréteg felé
val6é elmozdulas a potenciélis rvényesség novekedésével jar, éppligy mint a Foldon az Eszaki-
sark felé torténd elmozdulas 4lland6 folyadékmélység mellett. A (3.48) reldcio kifejezi a topog-
rafikus és a planetaris Rossby-hullamok hasonlésagat: a 2.7. dbra tovébbra is érvényes: a plane-
taris hullamzas is a vizszintes sikban torténik.

Ha a B paraméterrel lejtSs aljzat parosul, amely a sarok felé v meredekséggel emelkedik,
akkor a potencidlis 6rvényesség

CHfot By

H—y (fo+C+By) (H%y) ~ fo+C+ (/3+fo%) y. (3.49)

Ilyen esetben a dimenziétlan B paraméter altaldnos alakja:

L, L
o TH

Az aramlas jellege tehat fliggetlen attdl, hogy kizardlag lejtSs aljzat vagy B paraméter, vagy
mindkettd jelenlétében alakul ki. Mivel a Foldon nem taldlhaté hosszi, egyenletesen emelkedd
felszini domborzat, a valésagos nagyskalaju légkori vagy 6cedni dramlasokban 7y elhanyagol-
hat6. (A 2.5.2. fejezet 6cedni példajaban a domborzati déntéttség minddssze 100 km-es kiter-
jedésre vonatkozott.)

A planetaris hulldimok (d ~ alland6) a leghosszabb és egyben leglasstibb kérnyezeti hulla-
mok. Diszperziés relacidjuk

Be =B (3.50)

fex - cos
+R2 T Rp

wolke ky) = —B (3.51)

ke
‘Pokz +R2

ahol R a (3.29) Rossby-sugdar. Az elsé egyenl6ségbdl latszik, hogy az 1/L egységekben mért
hulldmszammal az |wy/ fo| Rossby-szam a (3.2) paraméterrel ardnyos, a hulldmzas tehat lassu,
kvazi-geosztrofikus mozgdas. A hullimok x irdnyud sebessége

1

Mivel c, /B < 0, a planetéris hulldimok dll6 kozegben mindkét féltekén nyugatra haladnak (a déli
félgdbmbon a nyugatra haladds novekvé x értékeknek felel meg, de ott § is negativ). Ezt a nyu-
gatra sodrédast tiikrozi az anyagi pont 3.2. fejezetben latott spirdloz6 szabad mozgéasa a kozepes
szélességeken.

Planetaris hulldimok szinte minden meteorolégiai térképen megfigyelhetSk, mint a ciklonok
és anticiklonok kozott kanyargé aramlasok (3.10. dbra), alapvetSen ezek hatarozzdk meg az id6-
jaras alakulasat. Ezek természetesen altalaban nem szinuszfiiggvénnyel megadhaté hullamok,
hanem nemlineéris véltozatok, amelyek nagy kiterjedésiik miatt esetleg mar a B-sik-kozelités
érvényességi korén is kiviil esnek.

3Laboratériumi kisérletekben viszont csak a yL/ H topogréfiai paraméter lehet jelen, és azt tekintjiik a dimenzi-
6tlan B paraméter megfelelGjének.
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3.10. dbra. Planetaris hullam tipikus rajzolata szintvonalakban kozepes magassédgokban. A hul-
lam jelenléte a sarkot kortilolel§ szintvonalak jelenlétében és azok meanderezé jellegében mutat-
kozik meg.

Ak, =1/(1000 km) hulldmszamau planetéris hulldim sebessége a 45 fokos szélességi koron,
ahol B ~ 1,6 1071 1/(sm), |cx|] = 16 m/s ~ 58 km/h. Periédusideje kb. 5 nap. Mivel a
hulldmszadm négyzete kb. tizszer nagyobb a légkdri R~2-nél, a becslésben a Rossby-sugarat el
lehet hanyagolni. A szélességi kor kertilete mintegy 28 000 km, a kort a hulldm kb. 20 nap alatt
kertili meg sturléddsmentes esetben.

Szélességi kor mentén mozg6 (k, = 0) planetaris hullimok érdekes tulajdonsaga, hogy az
Egyenlité felé kozeledve c, sebességiik né, de éppen olyan mértékben, mint a k6zépvonalukhoz
tartozo szélességi kor kertilete. Az adott k, hulliamszamu planetaris hullimok a Foldet azonos
id¢6 alatt kertilik meg. Ez az id6 a (3.33) 0sszefiiggés felhasznélasaval

_ 2mRfpcos o T

=S = [(Rpkx)2+ (RF/R)Z}, (3.53)

gyakorlatilag fliggetlen a ¢ szélességtsl (csak R-en keresztiil jelenik meg benne ¢, de kozepes
szélességeken ez gyenge fliggés). A szinkronban maradasi tulajdonsag a planetaris hullamok
jelenségének erdteljességét mutatja, és az ilyen hullamok gyakori el6fordulédsét biztositja.

Az ilyen planetaris hulldm csoportsebessége is szélességi korrel parhuzamos, nagysdga

* dwy ki —R2
¢t = =p 5
dx (B +R?)

(3.54)

Innét latszik, hogy a Rossby-sugér reciprokanal nagyobb hullamszamu planetaris hullamok
energidja keletre halad, mig a kisebb hulldimszamuaké nyugatra.

Ennek fontos kdvetkezménye, hogy egy peremen visszaver6d6 hulldm hosszanak meg kell
véltoznia, amely f6leg 6cedni Osszefiiggésben lényeges. Mdsként ugyanis nem véltozhatna meg
csoportsebességének elGjele (hiszen frekvencidja nem véltozhat). Az észak—déli partvonalra

bees§ és visszavert hullam ka’E), illetve kgcki) hulldmszdmai tehat kielégitik az wy (k;be)) =

wo (kgcki)> feltételt. Ellenkezd elGjelti csoportsebesség csak akkor tartozhat hozzajuk, ha R~!-

t6l valo eltérésiik is ellenkezd elGjeld (3.11. dbra). Egy nyugati 6cedni peremre energiat hozé
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planetéris hulldm hosszt hulldim, amelyre k§f’e> < R7!, a visszaverédés utan roévid hullam-

hossztva valik: ki > R=1. Az élesen eltérs frekvencidk miatt Rossby-hulldm nem alakulhat
at Poincaré-hullamba, az azonban megtorténhet, hogy a nyugati peremvidékre érkezé Rossby-
hulldm nem Rossby-hullamként ver&dik vissza, hanem kis frekvencidji (nagy hullimhosszt)

Kelvin-hulldmot kelt az eredeti irdnyra merd@legesen, az y iranyt partvonal mentén.
wo

i (be) R-1 sy

kx

c* <0 c*>0

3.11. dbra. Planetaris hullimok diszperzi6s relaciéjabdl leolvashato, hogy észak-déli partvonu-
lattal iitk6zve a beesd és visszavert hulldm csoportsebessége csak tgy lehet ellenkezé elGjeld, ha
a bejové és kimend hullimszamok az R~! Rossby-hullamszdmot kozrefogjak.

3.8. Az altaldnos 1égkorzés zondlis aramlasai

A Fold gombalakjanak kovetkezménye a kialakul6 altaldnos légkorzés is, amelyben szélességi
korok menti, an. zondlis dramldsok figyelhet6k meg a Fold felszinéhez kozel.

A légkor mozgésat a Napbol érkezd energia hajtja. A hésugéarzéas kovetkeztében az Egyenli-
t6 kornyékén a felmelegitett levegd felemelkedik, a magasban (joval a 10 km-es szint felett) a
sarkok felé fordul, helyére pedig a felszinen htivosebb levegé érkezik. Ha a Fold a valésagos-
nal sokkal lassabban forogna tengelye koriil, akkor a magas légkori aramlas csak a sarkoknal
kényszeriilne leszallasra. Ilyen egycellds 1égkorzés figyelheté meg a Vénusz légkorében. A Fold
sokkal gyorsabb forgésa a helyzetet bonyolultabbé teszi.

Az egyenlit6i leveg6, tobbek kozott a mérsékelt égovi Rossby-hullamok és ciklonok, anti-
ciklonok miatt, a magasban csak kb. a 30-as szélességekig jut, ahol leszall. Ez okozza a Bak- és
Raktérits koriili szaraz éghajlatot és az dcedni szélcsendes oveket. A leszallo levegs egy része
innét a felszinen az Egyenlitd felé fordul, amit a Coriolis-eré az északi féltekén jobbra, a délin
balra térit el. Mindkét hatés arra vezet, hogy a passzat 6vezetben keleti, azaz keletrdl fGj6, zonélis
szelek uralkodnak.

A 30-as szélességeken lesz4ll6 levegs masik része a felszinen a sarkok felé dramlik. Ra el-
lenkezé elGjeld a Coriolis-hatés, és igy a mérsékelt éghajlati 6vben a nyugati zondlis szelek a
jellemzgk (3.12. dbra), természetesen hosszt idejd, pl. éves atlagokban.

A mérsékelt égovi levegs a 40-60-as szélességek f6lott taldlkozik a sarkok fell a felszinen
az Egyenlit6 felé draml6 hideg levegével. A két tartomanyt elvéalaszto feliilet az tin. poldris front.
Alakja, barmelyik magassagi szinten nézziik is, id6ben véltoz6, hullimz6, meanderezd, s ez
jelenik meg a felszini frontvonal alakjdban is (3.12. dbra).

A sarki ovezetben leszall6 dramlasok uralkodnak. Az Egyenlit§ felé haladé mozgas a
Coriolis-eltériilés miatt a felszinen ismét keleti szelek megjelenésére vezet. Az altaldnos légkor-
zés tehat a Foldet harom kiilonbdz§ 6vezetre bontja (3.12. abra), amelyekben eltéré irdnytak a
felszinkozeli zondlis aramlasok.

A hédrom o6vezet jol megkiilonboztethet§ a magaslégkorben is. Roviden emlitjiik, hogy az
Egyenlit6 menti és a mérséklet égovi zéna fels6 hatdradn Un. jetstreamek vagy jetek jelennek meg
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3.12. dbra. A Fold felszinén uralkod6 zondlis szelek sematikus rajza
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3.13. dbra. A foldi magaslégkorben futé jetek sematikus képe
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(3.13. abra). Koziiliik a +60-as szélességi kor mentén kb. 10-12 km magassdgban kialakul6 or-
kancsatorna a poldris jet, a £30-as szélességi kor mentén pedig a szubtrépusi jet. Keresztmet-
szetiik atlagos szélessége néhany szdz km, fiigg6leges kiterjedésiik kisebb. Benniik mindkét
féltekén nyugati szelek fijnak, és a szélsebesség elérheti a 200 km /h-t is. A keletre utazé repii-
16gépek a poldris jetben , hatszelezve” csokkentik az utazasi id6t akar tobb oraval is. A jetek
igen nagy amplitadéja meanderezé mozgdst végeznek, igy északi véaltozatuk gyakran lenyulik
Magyarorszag tertilete folé is. A térbeli szerkezet részletesebb leirdsat a 6.12. fejezet adja.



84 3. A GORBULET HATASA

3.9. Rossby-hullam zonalis &ramlasban

Tekintstink kis amplitadéja planetaris hullamokat az 1y = U, vgp = 0 homogén zonalis hattér-
aramlasban. Az északi félgobmbon U > 0, a délin U < 0 felel meg egy nyugatrol keletre iranyuld
folyamnak (nyugati szélnek). Az egyszertiség kedvéért hanyagoljuk el a szabad felszin hatasat,
amikor R nem jelenik meg a (3.51) diszperziés relaciéban, és tételezziink fel vizszintes dom-
borzatot. Mivel a hattérdramlés sebessége egyszertien hozzdadoédik az ismert fazissebességhez,
az x irany1 terjedési sebesség

o=t & (3.55)
A Rossby-hullam a héttéraramlashoz képest mindig nyugatra mozog. (3.55) kovetkezménye,
hogy a Fo6ldon allé megfigyel szdmara c, elGjelet valt, ha a két sebesség kiejti egymast, és ezért
cx = 0. Ekkor a Rossby-hullamra jellemzé vizszintes sikbeli aramlas nem fiigg az id6t6l. Nyugat-
ol keletre torténé zondlis dramlasban, ahol U/ > 0 mindkét féltekén, a stacionarités feltétele

az, hogy a hulldmszam a
ke=+/B/U (3.56)

kritikus értéket vegye fel. A megfelel$ kritikus hullimhossz, amelyet meanderezési hossznak is

neveznek
Ac = 2711 / lg (3.57)

A légkorben értékét U = 10 m/s-mal és B = 107 111/(m s)-mal becsiilve, k. = 1/(1000 km),
Ac = 6280 km. Az 6cednra jellemzd kritikus hullamhossz 3-10-szer révidebb.

Az U > B/k2 sebességli nyugati szélben a A = 271/k, hulldmhosszt planetaris hulldamok
keletre mozognak, és a meteoroldgiai megfigyelés szerint a mérsékelt égdvben ez a planetaris
hullamok gyakori megjelenési formdja.

Keletrdl jové daramlasokban U /B < 0, és ezért azokban vizszintes felszin felett stacionarius
hullam nem létezhet. Ez is jelzi, hogy a B-sikon jelentSs aszimmetria 4ll fenn: a nyugat—keleti
zondlis aramldsok hajlamosak a meanderezésre, és tipikus hulldimhosszuk (3.57), a nyugat-
keleti &ramlasok viszont nem. Zondlis d&ramlés és altalanos domborzati elemek kolcsonhatasarol
a 10.2. fejezetben lesz sz6.

3.10. Hegységrendszer altal gerjesztett Rossby-hullam

3.10.1. Szemléletes kép

Vizsgéljuk meg, milyen stacionarius Rossby-hulldimokat kelt zonélis dramlasban egy kelet-—
nyugati irdnyban kiterjedt hegységrendszer, amelynek atlagos hulldmhossza A (3.14. dbra).

A hegységrendszer rakényszeriti a hullamra sajat periodicitasat, tehat a gerjesztett hulldm
ky = 27/ A hullamszamd lesz. A domborzathoz képest nem mozg6 hullam akkor alakul ki, ha
cx = 0, ha a hegységrendszer hulldmhossza éppen a (3.57) kritikus hulldimhossz, A = A.. Nyu-
gatrol érkezd zondlis dramlasbdl az ilyen hulldm igen nagy energidt nyerhet: rezonancia-szerd
jelenség alakul ki. A rezonancia annak kévetkezménye, hogy a A, hullimhosszt staciondrius
meanderezés a domborzat jelenléte nélkiil is kialakul staciondrius Rossby-hulldmban (3.9. fe-
jezet). Ez a mozgasforma tetszélegesen nagy energiat képes felvenni az ugyanolyan hulldm-
hosszu gerjesztésbdl.
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3.14. dbra. Zonalis dramlas és periodikus domborzat kapcsolata kvazi-geosztrofikus kozelités-
ben. Az dramlds a hegységrendszer (alsé kép) felett staciondrius Rossby-hullamot kelt a vizszin-
tes sikban. A felsé kép a v sebesség helyfiiggését mutatja a k > k. (A < A.) esetben.

A keletrdl jov6 dramlasok is 1étrehoznak stacionarius Rossby-hullamokat hegységrendszer
folott. Ezek azonban sohasem lehetnek rezonancidhoz kozel, hiszen U /B < 0, kritikus hulldm-
hossz nem létezik.

3.10.2. Linearis vizsgdlat

Egyszert valasztasként tekintsiik a

d(x) = A cos (27/?) (3.58)

domborzatot, amely egy A = 271/ky kelet-nyugati hullamhosszti, A < H amplitadéja szi-
nuszfiiggvénnyel leirt hegységrendszert jelol.

A potencialis 6rvényesség, ha a szabad felszin mozgasa elhanyagolhat6 (7 = 0, merevlap-
kozelités),

_ fot+Z+By

~ ()
1= () f+g+‘3y+f0

(3.59)

ahol az atalakitasban felhasznaltuk, hogy a kvazi-geosztrofikus tartomanyban vagyunk, hiszen
a ({ + By)d/H masodrendden kis tagot elhanyagoltuk.

Linedris hullamokat keresiink az ugp = U, vgp = 0 zondlis hattéraramldsban. Jelolje a hattér-
aramlastol valo eltérést az u’ vektor (|u'|,|v'| < |U|), amelyhez a ¢’ dramlési fiiggvény tar-
tozik. A teljes aramldsi fuiggvény ekkor p = —Uy + ¢’. A (3.39) potencidlis Orvényesség
(2.25) megmaradéasénak felirasakor hasznaljuk, hogy u = U+ u/, v = v'. Figyelembe véve,
hogy vd(By)/dy = Pv, és hogy u'dl/dx és v'd’/dy két kis mennyiség szorzata, és ezért elha-
nyagolhato:

9 Yy Ufod
at +,5 i dxd(x) (3.60)
Az Orvényesség kifejezhet§ az aramlasi fliggvénnyel: { = Ay, de mivel a homogén hattér-

dramlés 6rvénymentes, fenndll, hogy Ay = Ay'. Igy a megmaraddsi torvény egyenletet jelent
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az eltérést lefr6 ¢’ dramlési fiiggvényre:*

aA¢/ aA¢ / Uf()

o +U ,3 T dx (x). (3.61)

A stacionarius dramlas feltétele a (3.58) domborzat1 fliggvény behelyettesitése utan®
a3y’ d¢ A
u G —Ufok sin (kyx). (3.62)
A megoldast a ¢'(x) = ¢ coskyx alakban keresve, ahol k a hegyvonulat hullimszama, azt
kapjuk, hogy

AU/H A/H

_ foAU/H _ foA/ (3.63)

T
A jobb oldali egyenl6ség nyugati szél (U/B > 0) esetén érvényes, amikor létezik a (3.56) kri-
tikus hullimszan. A hulldm amplitdddja nyugati szélben annal nagyobb, minél kézelebb van a
hegységrendszer hulldimszama a kritikus értékhez, 3.15. dbra. A ky — k. esetben rezonancia 1ép
fel, a hullamamplittid6 formalisan végtelenné valik.® A szaggatott vonallal jelolt legdmbolyodés
a viszkozitas kovetkezménye, amelyet a 11.4. fejezetben targyalunk.

ol 4

3.15. dbra. Hegységrendszer felett kialakul6 stacionarius Rossby-hulldm ¢ amplitadéja U se-
bességti hattéraramldsban a domborzat k, hullimszdmanak fliggvényében az északi féltekén

A vizszintes sikbeli észak-déli sebesség a v = diy/dx kapcsolat alapjan v(x) =
—tpoky sinkyx, (amihez u(x) = U tartozik), ahol (3.63) szerint ¢ pozitiv, ha ky > k.. A sebes-
ség a hegycsicsok és volgyek (kyx = n7r) helyén nulla, maximalis Egyenlit6 felé mutaté értékét
ky > kc-re negyed hullamhosszal a csticsoktol jobbra veszi fel (3.14. abra). Hosszt hullamok
(kx < k¢) esetében forditott a helyzet, a sebességtér és a domborzat kapcsolata ellentétes elGjeld.
Ilyen hossz, tobb mint 6000 km periodicitdst, szinuszos ismétlédésd hegységrendszerek a Fol-
don nem léteznek, de hegységrendszerek egymdsutanja kozelithet§ ilyen nagy hullamhosszta
vonulatként.

A légmozgds a rezonancitol tavol is jelentSs. Rovid hullimhossz esetén, amikor k, > k.,
v(x) = —(A/H)(fo/ky) sinkyx. A ky = 1/(100 km) (A = 628 km) periodicitast, a volgyek f6-
16tti 2000 méteres csticsokkal rendelkez$ hegységrendszerben, amelyhez a H = 10 km vastag-
sagu troposzféraban A/H = 0,1 tartozik, a sebesség maximalis értéke vyar = (A/H)fo/kx =
1m/s.

“Ez a (3.65) kvézi-geosztrofikus egyenlet specialis esete.

5Ez az egyenlet a dy’ /dx — x, x — t, B/U — w? megfeleltetéssel (ahol x az w sajatfrekvencidjt oszcillator
kitérése és t a mozgas ideje), ekvivalenssé valik az (A/ H) foky sin (kyt) gyorsuldssal gerjesztett surléddsmentes har-
monikus oszcillator egyenletével.

Természetesen ekkor mar a linearis kozelités nem jogos.
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A mérsékelt ovi idGjards szempontjdbdl legfontosabb légkori Rossby-hullamot gerjesztd
hegységrendszerek a Sziklas-hegység, a Himaldja, illetve az Andok és a Kelet-Afrikai-hegység.
Tipikus kelet-nyugati hullamhosszaik 500-1000 km (ky ~ 1/(80 km) —1/(160 km)). Ezek nem
esnek a 6000 km nagysdgrendd A rezonancia-hulldmhossz kozelébe (igazi rezonanciarél tehat
nincs sz6), de a hosszabbakndl érvényesiil az amplitadok er§sodése.

3.11. Kvazi-geosztrofikus egyenlet a f-sikon

A felszini és domborzati 7, illetve d alakok kicsinységét feltételezve, a potencialis 6rvényesség

_ f+Z fonr ﬁd
1= it~ (=R 0. (3.64

Mivel a felszini alak vezetS rendben ardnyos az aramlasi fliggvénnyel, (3.26) szerint = g/ fo,
a megmaradadsi torvény a fenti g-ra, amelyben a konstans fy-t6l eltekintve minden tag kicsi, a

d 9o I L d o _
8t+8x8y_8y8x] (AI,D—R ¢+foH>+ﬁax—0 (3.65)

alakot o6lti. Ez a B-sikon érvényes kvazi-geosztrofikus egyenlet, a (2.52) alak altalanositasa.
A (3.51) diszperzi6s relacidji planetaris Rossby-hulldm a fenti kvazi-geosztrofikus egyenlet viz-
szintes aljzathoz (d = 0) tartoz6 valtozatanak harmonikus sikhullam alakt (de nem feltétlentil
kis amplitadéju) megoldasa.

A kvazi-geosztrofikus kozelités érvényességi kore a dimenziétlanitott alak felirdsabol olvas-
hato le. A potencidlis 6rvényesség U /L egységekben

q=<Rlo<1 Z+z>+€+ﬁ5> (3.66)

alakt. A két utolso tag akkor 6sszemérhets, ha a BL?/U = Be/Ro dimenzi6tlan szdm is egy-
ségnyi, ahol Be a (3.2) dimenziétlan B paraméter. A (3.34) Osszefiiggés alapjan ez azt jelenti,

hogy

L
R7F ~ RO (3.67)

azaz a vizsgalt tartomdny linedris méretének a Fold-sugar Rossby-szamszorosa nagysagrendjé-
be kell esnie. Ro ~ 0,1 mellett igy is tobb szdz km-es tartomanyok vizsgélhatok. Ahhoz, hogy
a tobbi véltozo is azonos rendd legyen, (3.66)-ban teljesiilnie kell annak is, hogy d ~ Ro - H,
amint azt mar a 2.6. fejezetben lattuk.”

A dimenziétlan kvézi-geosztrofikus egyenlet igy

9 dpa opo Fr d\ . Bedy
8t+8xay_8y8x] (Alp ( )1“ ) Roaxr ~ (3.68)

Ha a domborzat dontéttsége linedris, d = «yy (dimenziétlan alakban d = yL/Hy), a d-vel ara-
nyos tag beleolvad az utolsé tagba, és abban Be az egyesitett (3.50) dimenziétlan B paramétert
jelenti.

7(3.66)-bol az is kovetkezik, hogy 1 /d nagysagrendje Ro, de 17 geosztrofikus egysége | fo|UL/g, s az igy dimenzi-
6tlanitott felszini alak 7Fr?/ Ro, és ez megegyezik az UL egységben mért i-vel. Ennek az -nak (Ro/Fr)? rendtinek
lell lennie.






4. fejezet

A viszkozitas hatasa

Sarlodo sekély folyadékban a viszkézus erének a Coriolis-er6hoz valé viszonyat az

. 1% . 1%
-~ 2QJH?  |folH?

Ek (4.1)

Ekman-szdm méri, ahol v a kinematikai viszkozitds, és a jobb oldali alak az f-sikon érvényes. V.
W. Ekman (1874-1954) svéd oceanografus, a forgatott folyadékbeli viszkozitds hatdsdnak elsd
leiréja. Az Ekman-szam fliggetlen a sebességtél, és két aramlds akkor lehet dinamikailag hason-
16, ha Ekman-szamuk is megegyezik. A v kinematikai viszkozitds helyett kornyezeti &ramlasok-
ban a joval nagyobb vy, turbulens viszkozitas haszndland6, de az Ekman-szdm még ezzel is
kicsinek, 1073 — 10> koriilinek adédik. A viszkozitas a folyadék nagy részében elhanyagolhaté.
A peremek koriil azonban mindig létezik egy keskeny hatarréteg, ahol a stirlédas lényeges sze-
repet jatszik. A csak forgatott rendszerben kialakul6 Ekman-réteg dlland¢ vastagsagu, szemben
a hagyomanyos hidrodinamikaban el6forduléval, amely az dramlds irdnyaban altalaban egyre
vastagabba valik.

Erésen viszkézus kozegben (mint pl. a foldképenyben) a hatarréteg formalisan kiterjed a
kozeg teljes vastagsdgara. Ilyen esetekben az Ekman-szdm az egyediili paraméter, amely a for-
gatas fontossagat jelzi, és kis értéke utal a jelent&s Coriolis-hatdsra.

Természetes kozegeinkben a fels6 hatarfeliilet mentén is kialakul egy-egy keskeny hatarré-
teg. A fels6 hatarréteg felszinén rendszerint nem fal helyezkedik el, hanem ott egy kiils6 kozeg
altal keltett o nyirasi fesziiltség hat. A szélnyirds tipikus er&ssége a vizek felszinén néhany tized
N/m2. A szél megmozgatja a felszin kozeli viztomegeket, de a Coriolis-hatés miatt nem feltét-
leniil a szél irdnyaban. A szélnyirasnak alapvet§ hatdsa van az 6ceani dramlatok kialakitasaban.

A nyiras erGsségének dimenziétlan mérészdma a nyirdsmentes esetben U jellegzetes viz-
szintes sebességli d&ramlasban az

T

Sh= ——
| foleoUH

(4.2)

nyirdsi paraméter, ahol 1y a nyirds dimenzids atlagerdssége, oo pedig a kozeg stirtisége. Az Sh
paraméter (melynek jelolésére az angol shear sz6 els6 két betdjét valasztottuk) tipikus értéke
102 koriili.
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4.1. Az Ekman-szdmrol részletesebben

A viszkézus gyorsulds tetszGleges Osszenyomhatatlan folyadékban az (1.28) Navier-Stokes-

egyenlet szerint
A 1/azv +V82V+V82V
VEVe—s + V5 + V=7,
ox2  dy? 922
ahol v a kinematikai viszkozitds. Az x és y szerinti derivaltak az L lineéris méret reciprokaval
ardnyosak, a z szerinti pedig a H mélység reciprokaval. Ezért az els6 két tag ¢> = (H/L)?-szerese

a harmadiknak, és sekély kozegben elhanyagolhaté. Igy sekély folyadékban

(4.3)

v

VAV =~ Vﬁ. (4.4)
A forgé Fold felszinén a 3.5. dbra szerint elhelyezkedd sekély forgatott folyadékban az u viz-
szintes sikbeli sebesség Navier-Stokes-egyenlete! ezért

du 1 0%u
T fuxn-— % grad p’' + Ve (4.5)

ahol n a fiiggdleges z irdnyu egységvektor.? A viszkozités miatt u fiigghet a magassagtol, ezért
d/dt a haromdimenzios a teljes derivalt. A w fiigg6leges sebességkomponens a

ow
divv = di — =0 4.6
ivv iva+ 5 (4.6)
divergenciamentességi feltételbdl kaphato.
Erdemes felirni a dimenziétlan alakot is. Az attekinthetéség kedvéért f helyfiiggését elha-
nyagolva, a z — Hz és (1.35) helyettesitéssel a

du _

dt

P

R
0 0z2

+u x n—grad p’ + Ek (4.7)
dimenziétlan egyenlethez jutunk, amelyben megjelenik a (4.1) Ekman-szam.

Ez a dimenziétlan szdm a viszkozitds és a forgatas egymashoz viszonyitott erdsségét méri:
mivel a viszk6zus vAv gyorsulds nagysagrendje vU/H?, és az ennek megfeleld relaxacios ids

t, = H?/v, (1.2)-t hasznalva azt is frhatjuk, hogy

£k viszkézus gyorsulds forgasi id6 (4.8)
Coriolis-gyorsulds ~ viszkozus relaxacios id§’ ’

Gyorsan forgatott rendszerben az Ekman-szam sokkal kisebb, mint 1.

Tipikus vizzel végzett laboratériumi kisérletben (v = 10° m?/s) percenkénti 5 kériilfordu-
lassal 2Q) &~ 1 1/5s és 10-30 cm-es vizmélységgel szamolva Ek = v/(2QH?) = 10~* — 107°.

A természetes kozegek hatarrétegeiben a kornyezeti dramlasok rendszerint turbulensek, és
kis tavolsagokon nagymértékd térbeli és idébeli rendezetlenséget mutatnak. A turbulens moz-
gés jelentGsen megnoveli a nagyobb tavolsdgokon érzékelhets effektiv viszkozitds mértékét,
amely egy vy, turbulens viszkozitasi (eddy viscosity) egytitthaté megjelenéséhez vezet. Ezért

1Az f Coriolis-paraméter tartalmazza a B-sik-kozelitésben megengedett linearis y-fiiggést. A laboratériumi kisér-
letekre vonatkoz6 eredmények az f — 2() = konstans helyettesitéssel kaphatok.

2Mivel fiiggSleges irdnyban a sekélység miatt hidrosztatikai viszonyok érvényesiilnek, a p’ dinamikai nyomés
kapcsolatban 4ll a szabad felszin 5 alakjaval: p’ = 0pg7.
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az Ekman-szdmban és minden maés kifejezésben, ahol a kinematikai viszkozitds szerepel, el kell
végezni a
V = Viurp (49)

helyettesitést. Annak ellenére, hogy a turbulens viszkozitasi egytitthat6 szamértéke rendszerint
fligg az aramlds jellegétdl és a peremtSl mért tavolsagtol is, j6 tdjékozoddsul szolgal atlagos érté-
ke. Ez levegében vy, = 5 m? /s és vizben v4,,,, = 1072 m? /s, azaz mintegy szazezerszer, illetve
tizezerszer nagyobbak molekularis értékeiknél. Altaldban is igaz, hogy a turbulencia felerdsiti
a transzportfolyamatokat, és a turbulens transzportegyiitthatok jéval nagyobbak a molekuldris
egytitthatoknal (7.2. fejezet).

A vy, mennyiséggel szamolt Ek = v4,5/ (|fo|H?) Ekman-szdm kozepes szélességeken
(fo =10"*1/s) a 10 km vastagsagu légrétegre Ek = 5-107%, a 4 km atlagos mélységti 6cednra
pedig Ek = 6 - 10~°. Ez éppen az a nagységrend, ami laboratériumban is elérhets a molekularis
viszkozitdssal. Az egyezés biztositja, hogy a nagyskalaji jelenségek a viszkozitds szempontjabol
is j6l modellezhetSk kisérletekkel.

4.2. Az Ekman-réteg

4.2.1. Szemléletes kép

7

Az Ekman-szdm kicsinysége azt jelenti, hogy a viszkézus er§ a folyadéktartomény igen nagy
részében elhanyagolhat6 a Coriolis-er6hoz képest, ahogy ezt eddig ki is hasznaltuk. Ez az elha-
nyagolds azonban mindentitt nem lehet jogos, hiszen akkor a peremfeltételek nem elégithetSk
ki. Ezért léteznie kell egy hatdrrétegnek (4.1. dbra), amelyben a viszk6zus eré ugyanolyan lénye-
ges szerepet jatszik, mint a Coriolis-erd. A forgatott folyadékban a hatarréteg anndl keskenyebb,
minél kisebb az Ekman-szam. Az Ekman-réteg tehét olyan hatéarréteg, amelyben a Coriolis-er$
jelentSs szerepet jatszik.

y
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4.1. dbra. A forgatott folyadékbeli als6 és felsé6 Ekman-réteg és a benniik kialakul6 sebességel-
oszlas sematikus képe. A felszinen nyirderd hat, és a folyadék belsejében dramlas van jelen. D az
Ekman-réteg vastagsaga.

Az |fo|U rendd Coriolis-gyorsulds a hatarrétegben 9sszemérhetd a viszk6zus gyorsuldssal,
amelynek nagysagrendje a D vastagsagt hatarrétegben® vU / D?. Ebbél a megfontoldsbol a ko-

3 A természetes kozegekre vonatkozéan a v jelolés a tovabbiakban a vy, turbulens viszkozitést jelenti.
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vetkez§ Osszefiiggés adddik:

(4.10)

D:c\/bTO',

ahol C dimenziétlan alland6.* Az fy planetéris 6rvényesség helyfiiggését figyelembe véve a ha-
tarréteg az Egyenlit§ felé vastagodik. Annak kozvetlen kozelében azonban Ekman-réteg nem
alakulhat ki, hiszen ott a forgatas hatasa elenyészd, hagyoményos hatarréteg van jelen.

Az Ekman-réteg dimenziétlan, H egységekben mért vastagsaga

= CVEK, (4.11)

Tl

az Ekman-szam gytkével ardnyos.

A gyorsan forgatott esetben a C szam elméleti értéke 71/2 = 4,4 (4.3. fejezet). Igy levegs-
ben, ahol VEk = 2-1072, az Ekman-réteg kb. 1 km vastagsagu® (D/H =~ 1/10). Oceédnban
VEk = 2,5- 1078, az Ekman-réteg mintegy 40 m vastagsag® (D/H =~ 1/100). Az emlitett la-
boratériumi kisérletben H = 10 cm-rel vEk ~ 1072, és az Ekman-réteg vastagsiga mintegy
4mm (D/H ~ 4/100).

4.2.2. A gyorsan forgatott hatareset

A forgatott sekély folyadék hatarrétegében érvényes (4.7) egyenletben a gyors forgatdsa Ro — 0
hatéresetnek felel meg, vagyis nagyon lasst aramldsnak, mikozben a sebességfiiggetlen Ek
Ekman-szdm is kicsi, de nem tart nulldhoz. Feltételezve, hogy a dimenzi6tlan gyorsuldsok egy-
ségnyi rendtiek, a bal oldal elttinik. A (4.5) dimenzids alakban ez azt jelenti, hogy

2

1 Jo“u
fuxn-— ® gradp’ + Vag = 0. (4.12)

A gyorsan forgatott folyadék hatarrétegében staciondrius dramlis alakulhat ki, amelyben hdrom
erd: a viszkézus, a nyomasi és a Coriolis-er§ egyenstilyozza egymast, amint azt a 4.2. dbran
szemléltetjiik. A helyzet hasonlit ahhoz, amit a geosztrofikus egyenstlyban lattunk, csak most
a viszkozus er6 is megjelenik, és ezért a sebesség alapvetSen kiilonbozik a geosztrofikustol.

Ebbdl a feltételbSl mar most leolvashaté az Ekman-rétegbeli sebességtér egy meglepd tulaj-
donsaga. Ha tdvolodunk a peremt6l, akkor az dramlési sebesség abszolatértéke ng, mikozben
a viszkézus er$ csokken, mint minden hatarrétegben. Most azonban ezzel egyiitt a Coriolis-eré
is né. Az er6k ereddje csak tigy maradhat zérus, ha kézben a Coriolis-erd irdnya is valtozik. Az
Ekman-rétegben fiiggdleges irdnyban haladva a sebességvektor elfordul.

Az Ekman-rétegen kiviil a viszkozitds elhanyagolhato, és a folyadék belsejében geosztrofi-
kus dramlés alakul ki valamilyen ug sebességgel. Az ezt fenntarté dinamikai nyomads, amely a
geosztrofikusan aramlé folyadék belsejében amugy is fiiggetlen a magassagtol, a keskeny hatar-
rétegbe viltozatlanul hatol be. Feltehetjiik tehét, hogy az (4.12)-ben szerepld p’ ugyanaz, mint a

4Az fy — 0 hataresetben D végtelenhez tart, azaz az dtlagos vastagsag nem forgatott esetben értelmét veszti.
5 A turbulens helyett a kinematikai viszkozitassal szimolva néhany métert kapnank.
®A kinematikai viszkozitassal 40 cm.
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4.2. dbra. A nyomasi, a viszk6zus és a Coriolis-er§ egyenstlya Ekman-rétegben a gyors forga-
tas hataresetében. Az u sebesség eltér a geosztrofikustol, és az alacsonyabb nyomas felé mutat6
komponense is van.

folyadék belsejében, és ezért kifejezhet$ az ottani sebességgel:

ngrad Pl = fug xn. (4.13)
0
Az f-sikon a geosztrofikus dramlashoz tehat a
9%(u — uy)
—fo(u—ug) xn = Vg (4.14)
egyenlet adja meg a hatarrétegben létrejové sebességteret. Komponensekben
0%(u — ug) 0%(v — vg)
—fo(v—vg) = Ve fo(u —ug) = Ve (4.15)

A bal oldali egyenletet még kétszer z szerint derivélva, majd a jobb oldalit behelyettesitve:

0 (u — ug) 12

P = —ﬁ(u — Ug). (4.16)
Ez alland6 egyiitthatds, homogén lineéris egyenlet, amely meghatarozza a geosztrofikustol valé
sebességeltérés z-fiiggését. Ezt e'* alakban keresve, azt kapjuk, hogy A* = —f2/12, amelyb6l

A= (-DV4/fol/v = £/]fol/2v(1 £i) = £(1 £i) /5. Ttt

2v
0=/ (4.17)
| fol
egy hosszusagijellegti paraméter, amely ardnyos a (4.10) becslésb6l kapott D-vel. Az éltaldnos
z-fliggés ezért e/ (ne'*/% + Be~2/?) tipust. A valos részt véve

U—ug = et?/0 (A sin% + Bcos %) . (4.18)
Ehhez ol
= 0l (4 0 Z _ Bein 2 4.1
U—0Ug=F £ e < cos sm5> (4.19)

tartozik, amint arrél behelyettesitéssel meggy6zddhetiink. Az A, B egyiitthatkat a peremfelté-
telek hatdrozzak meg.
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4.2.3. Peremfeltételek

Falak mellett a sarl6d¢6 folyadék felveszi a fal sebességét. Ezt szokds tapadasi peremfeltételnek
nevezni. A leggyakrabban el6fordulé all6 fal esetén a sebesség zérus, tehat

v=0. (4.20)

A (4.4) kozelitéssel elveszithetjiik a lehetSséget arra, hogy a tapadasi peremfeltételt fliggSleges
sikbeli hatarokon el6irjuk. Azt egy D-nél is keskenyebb oldalsé hatarréteg figyelembevételével
tehetjiik meg, ahol a teljes (4.3) érvényes. A (4.4) kozelités tehat az oldals6 peremeken az ideélis
folyadék hatérfeltétellel (u peremre meréleges komponense elttinik) konzisztens.

Mas tipusti a peremfeltétel, ha a folyadékfelszinre adott nyiréerd hat. Ez nem a sebességet, ha-
nem annak derivéltjait szabja ott meg. Tegytik fel, hogy ismert a vizszintes sikban elhelyezkedd
egységnyi feliiletekre haté nyiréerd, a T szélnyirasi vektor, amelynek x és y iranyti komponensei
(Tx, Ty), azaz T = (1o, 7y, 0).

Homogén izotrép 6sszenyomhatatlan folyadékban a j normaélist egységnyi feliiletre haté
nyiréerd [ irdnyt komponense

0v; v
_ ] !
ojj = —]95]‘/1 + V0o <ax1 + aJCj> . (4..21)

Ennek rogzitett | mellett vett (j szerinti) divergencidjabdl adédik a (— grad p + vooAv) er az

dsszenyomhatatlan folyadék (1.28) egyenletében.” A fiigg6leges normalist (j = 3) lapon viz-
szintes sikban megjelend nyiras szokasos sebességjeltlésiinkkel tehat

ow  Jy;
031 = V0o aixﬁg ,

ahol! = 1azx, ] = 2 az y komponensnek felel meg. A feliileten ennek kell megegyeznie a kiils§
7 nyirasi komponenssel.

Sekély folyadékban a helyzet tovabb egyszertsodik, ugyanis a zardjel elsé tagja joval kisebb
a mésodiknal.® Tlyenkor tehat a fiiggSleges irdnyt véltozésok a legfontosabbak, és a peremen a

(4.22)

ou
T=V05- (4.23)

Osszefiiggésnek kell fennallnia.

4.3. Az als6 Ekman-réteg

4.3.1. A sebességtér

Tekintsiink egy vizszintes, nem mozg¢ aljzat f6l6tt elhelyezked$ hatarréteget. A z = 0 szinten
elhelyezkedd aljzattdl mért magassag fliggvényében keressiik a sebességet. A vizszintes kom-
ponensekre a z = 0 szinten a (4.20) tapadasi peremfeltétel értelmében u = 0. Ugyanakkor a
folyadék belsejében a geosztrofikus dramlast kell visszakapnunk, tehédt z — co mellett u — u,.

7 A divergenciamentességi feltétel miatt a dv ;/9x;-lel ardnyos tag eltdinik. Osszenyomhat6 kozegben ez a tag jru-
lékot ad a viszk6zus erd (1.24)-ben szerepl A grad div v alakjahoz. Ugyanilyen tipust jarulék adédik abbél is, hogy
ekkor a 0; ; diagondlis nyiréerkben (4.21) mellett fellép egy div v-vel ardnyos tag.

8 Ardnyuk &2 rendd.
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A geosztrofikus aramlastol valo eltérést megadé (4.18), (4.19) megoldédsban a z-ben expo-
nencidlisan novekve viselkedést (a kitevébeli felsS elGjelet) az u — u, peremfeltétel miatt ki
kell zarnunk. A tapadasi peremfeltételt z = O-ra kielégit6 1 = 0 megoldashoz (4.18) alapjan
B = —u, tartozik. Ugyanakkor v = 0 miatt (4.19)-b6l A = £v,fo/|fo|. Ezzel

z

_ —z/0
u—ug—e (MgCOS(S

+ g sing) , V= vg+e_z/‘5 (j:ug sin% — Vg COS g) , (4.24)
ahol a megmaradt =+ elgjel fy elGjele, tehat az als6 érték a déli féltekén érvényes megoldashoz
tartozik. Vektoridlisan

z
u=ug (1 — e % cos 5) +n x uge*Z/‘s

z
sin —. (4.25)

o
Mindkét alak vildgosan mutatja, hogy a geosztrofikustél valé eltérés jelentds, és iranybeli val-
tozdsban is kifejez6dik. Barmelyik féltekérdl van is sz6, a hatarrétegbeli &ramldsi sebesség nem
parhuzamos az izobarokkal, hanem van az alacsonyabb nyomds felé mutaté komponense, hiszen
+n X ug = fo/|foln x ug a (4.13) Ssszefliggés szerint parhuzamos grad p’-vel. A felszin koze-
lében ezért dramlast varunk az alacsony nyomdsu helyek iranyaba.

Szélességi kor menti geosztrofikus dramlas esetén uy = 19, v, = 0, és a sebességeloszlas

U= U (1 —e*/% cos g) , v = tuge */? sing. (4.26)

A hatarrétegben tehat a felette levs geosztrofikus dramlédsra merdleges, v irdnyt dramlés is je-
len van.

A hatérréteg aljan, z < J-ra a (4.25) Osszefiiggés szerint a sebesség linedrisan ttnik el a
magassaggal:

u= (ug+nxuyg) : (4.27)

N

z
5 (g F vg,vg £ 11g)

Ebbdl az is latszik, hogy a sebesség a geosztrofikushoz képest 45 fokos sziget bezarva jelenik meg.
Az északi féltekén (felsS elGjel) a geosztrofikustdl balra mutat, a délin forditva. Feljebb halad-
va a sebesség nagysaga nd, és a geosztrofikusra meréleges komponens is erdsodik. Egy maxi-
mum elérése utdn ez a komponens csokkenni kezd, és végiil nulldhoz tart (4.3. dbra). A sebes-
ségvektor irdnya az emelkedéssel a geosztrofikus felé fordul, kicsit tdllendiil u, irdnyan, majd
visszafordulva éri azt el. A sebességvektornak ezt a magassaggal val6 viselkedését nevezziik
Ekman-spirdlnak.

A 4.3. dbrérol leolvashatd, hogy a z = 7mé magassagban a geosztrofikus dramlas gyakorlatilag
helyredllt (hiszen exp (—7) = 0,04 < 1), és ezért 7é azonosithat6 a hatérréteg vastagsagaval:

2v
D=,/ - 7T0. (4.28)

Ezzel a (4.10) kifejezésben felléps C = 71v/2 egyiitthatét is meghataroztuk.

A felszin kozeli szeleknek a magassaggal valo jobbra (balra) torténé forduldsa jol ismert
meteorolégiai tény az északi (déli) féltekén. Az Ekman-spirdl masik kovetkezménye, hogy a
ciklonok (anticiklonok) als6 légrétegeiben a viszkozitds miatt 6sszedramlds (szétdramlds) tor-
ténik mindkét féltekén. Az északi féltekére vonatkoz6 szélsebességeket mutatja a 4.4. dbra.
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a) Ekman-spirél
v z
5 T~ g
Vit 4
/’, T
e u(z)
7 \45°
= u
Il
up
b)
u/ug
1 ________________________________
0,3 1 v/ug
7T 21 %

4.3. dbra. Aramlés az alsé6 Ekman-rétegben az északi féltekén a folyadék belsejében uralkodé
ug = ug, vg = 0 geosztrofikus dramlas mellett, a (4.26) Osszefiiggés alapjan. a) A kiilénb6z6
magassagokban kialakul6 u sebességvektorok. A spirdl mellé irt szdmok a ¢ egységekben mért z
magassagot mutatjdk. A z/J = 7 magassagban tiinik el felfelé haladva elsz6r a v komponens.
b) Az u és v sebességkomponensek magassagfiiggése. A hatarrétegbeli sebességaz = D =
7o szinten (a hatdrréteg peremén) j6 kozelitéssel megegyezik a folyadék belsejében jelenlevd
geosztrofikus sebességgel.

(9]
G u_ izobarok u_-
Ug = U
NUSIA SUODY
-~ ~
ciklon als6 hatérréteg anticiklon

4.4. dbra. A szélsebesség étlagos iranya ciklonok és anticiklonok als6 légrétegeiben az északi
féltekén. A bels6 korgytirt nyilai a magasban uralkodé geosztrofikus dramlést jelzik.

4.3.2. Ekman-pumpadlas

A felszin kozeli szétteriilés vagy Osszedramlds vildgosan mutatja, hogy a hatarrétegben a két-
dimenziés divergencia nem zérus, fel- vagy ledramlasoknak kell l1éteznitik. A (4.25) megoldas
alapjan

. . - . Z
divu = £div(n x ug)e /% sin 5 (4.29)
hiszen u, divergenciamentes. Mivel az n x u, vektor komponensei —v, és u,, divergencia-
ja nem mas, mint a geosztrofikus dramlas {; = dvy/dx — dugy/dy fiiggbleges drvényesség-

komponensének ellentettje. A fligg6leges irdnyt sebességre a haromdimenziés dsszenyomha-
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tatlansagbol a

%Z; = —divu = jzgge’z/é sin% (4.30)
egyenletet kapjuk. Az als6 hatarréteg fels6 peremén, a z = D szinten tehat véges, w_ nagysagu
fligg6leges irdnyt sebesség van jelen (az index az als6 hatarrétegre utal). Ez behatol a geosztro-
fikus tartomdnyba, tehat ott is lesz fel- vagy ledramlés. Az exponenciélis magassagfiiggés miatt
w_ j6 kozelitéssel megegyezik a z — oco-re kapott sebességgel. A legalsé szinten w-nek el kell
tinnie, ezért az egyenletet z = 0-t6l végtelenig integralva a keresett sebességre

1 1
W = £0e8 = £, LD (4.31)

adédik.? A folyadék belsejében kialakult geosztrofikus 6rvényesség tehit fel- vagy ledramlast in-
dit el a hatarrétegben (4.5. dbra). Ezt a folyamatot Ekman-pumpildsnak nevezik, amelynek inten-
zitdsa a hatdrréteg vastagsagdval is ardnyos. A geosztrofikus drvényességet (1.6) alapjan Ro| fy|-
kéntbecsiilve, |w_| ~ Ro|fo|D/(27). Az Ekman-pumpélasbo6l ad6dé fliggsleges sebesség a lég-
kori hatarrétegben (Ro ~ 0,1) mm/s nagysagrendd, az 6cedni medencék alsé hatarrétegében
(Ro ~ 10~*) pedig legfoljebb cm/nap nagysagu.

Vegyiik észre azt is, hogy a ciklondlis 6rvényesség feldramldssal parosul: w_ > 0 mind-
két féltekén, az anticiklondlis 6rvényesség pedig ledramladssal. Mindez 6sszhangban van me-
teoroldgiai tapasztalatunkkal, hiszen a felaramlas, ciklon rendszerint csapadékképzd&déssel, a
learamlas, anticiklon pedig szaraz idGjarassal jar.

4.5. dbra. Az Ekman-pumpélds a hatarrétegbdl a folyadék belsejébe iranyul6 fiigg6leges dram-
las, amelynek erdssége a folyadék belsejében jelenlevs geosztrofikus dramlas Srvényességével
aranyos. A ledramlashoz (w_ < 0) anticiklondlis geosztrofikus mozgas tartozik, a feldaramlashoz
ciklonalis.

Laboratériumban mindez j61 demonstralhat6, ha lapos alji forgatott edény aljara festéket
juttatunk, és annak szétterjedését a felszinen tsz6 részecskéhez viszonyitva figyeljiik, amelyek
a geosztrofikus dramléds orvényességének elGjelét jelzik. Mind ciklondlis, mind anticiklondlis
esetre (als6 Ossze-, ill. szétdramldsra) latunk példat ebben a kisérletben.

4.3.3. Felporgetési id6

Az Ekman-pumpalds a hatarréteg feletti geosztrofikus tartomédny Srvényességével aranyos, és
ez fontos kdvetkezménnyel jar az drvényesség idébeli fejlédésére nézve is. A sekély idealis fo-

Hiszen [;° exp (—x) sinxdx = 1/2.
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lyadékra vonatkozé (2.22) egyenlet szerint az f-sikon

T )2 (4.32)

A kozel geosztrofikus esetben { elhanyagolhaté a planetaris 6rvényesség mellett. A folyadék
belsejében a w sebességnek az alsé hatdrréteg folotti w_ értékrdl zérusra kell csokkennie a
z = H felszin elérésekor, amennyiben szélnyirds nem hat. Ezért a dw,/dz derivalt, amely-
nek z-fliggetlennek kell lennie geosztrofikus dramlasban (1.53), —w_ /H-ként irhat6 (hiszen
H — D =~ H). Ezzel

@_ o

5€g |f0!5€g _ \f/g (;y[vgg_ (433)

Az utols6 egyenléségben hasznéltuk a J paraméter (4.17) alakjat. A geosztrofikus orvényesség
idébeli valtozasat a folyadék belsejében tehdt a hatdrréteg vastagsaga, és ezen keresztiil a visz-
kozitds szabdlyozza. Az id&derivalt magaval az 6rvényességgel ardnyos, egyiitthatéja mindig
negativ, és ezért exponencidlis lecsengést tapasztalunk. A geosztrofikus drvényesség a viszko-
zitas kovetkeztében csokken, és ennek a folyamatnak relaxacids ideje

_fi

,_2H _ V2H V2 1 _2nH
" Thle ~ Vil 1Al VEE 1fl D

(4.34)

Mivel Ek < 1, a relaxdciés id6 joval hosszabb a forgdsi id6nél. A természetes kozegekben a
turbulens viszkozitassal szdmolva a légkorben tobb nap, az 6cednban néhany hénap adédik.
A viszkézus relaxacio t, = H? /vy, = 1/(|fo|Ek) = to/v/2Ek ideje azonban még ennél is sok-
kal hosszabb, a levegében tobb mint 100 nap, az 6cednban tobb tiz év. Laboratériumi példank-
ban ty ~ 2 perc, t, pedig kb. 2,5 6ra. Az Ekman-pumpdlds tehét joval hatékonyabb csillapitasi
mechanizmushoz vezet, mint a hagyomanyos viszkozitdsbol ad6dé.

Ha egy edényt hirtelen adott szogsebességgel pozitiv irdnyba kezdiink forgatni, akkor a fo-
lyadék nagy része kezdetben nyugalomban marad, tehat az edényhez képest negativ, anticik-
lonélis 6rvényességgel rendelkezik. Az alsé hatarrétegben kidramlas, a folyadék belsejében le-
aramlas alakul ki. Ezt a felszinen 6sszefolyasnak kell kisérnie. A radidlisan a tengely felé draml6
folyadékelemeket a Coriolis-er§ jobbra tériti, és igy pozitiv cirkuldciéjiva teszi, tehat csokkenti
a folyadék teljes 6rvényességét. Az drvényesség zérushoz tartasa annak felel meg, hogy lassan
az egész folyadék atveszi az edény szogsebességét. A t relaxacios id6t szokas ezért felporgetési
id6nek is nevezni. A felporgetési folyamat Ekman-pumpélés nélkiil sokkal lassabb lenne.

4.4. A fels6 Ekman-réteg

4.4.1. A sebességtér

Tekintsiink egy kozel vizszintes folyadékfelszint, amelyre a felette fGj6 szél miatt T nyiréfe-
sziiltség hat. Az egyszertiség kedvéért koordindta-rendszeriink origdjat erre a szintre helyez-
ziik. A felszin alatti D vastagsagu hatarrétegben keressiik a sebességeloszlast, amelynek most
egy fontos ismeretlene maga a felszini dramlési erésség is. A sebességre a z = 0 szinten a (4.23)
nyirasi peremfeltétel érvényes. Ugyanakkor a folyadék belsejében a geosztrofikus dramlast kell
visszakapnunk, tehat z — —oco mellett u — u,.
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A geosztrofikus dramlastol valo eltérést megad6 (4.18), (4.19) megolddsban a mélységgel
exponencidlisan névekvé viselkedést (als6 eljel) az u — u, peremfeltétel miatt ki kell zar-
nunk. A (4.23) peremfeltételb6l A + B = 7,6/ (voop), A — B = F1,0/(voo). Ezt (4.18), (4.19)-be
helyettesitve a sebességtér

ez/&

u:ug+m (Txcos (%—g) F T, sin (g-g)), (4.35)
)
o=t T (main (- ) +eos (5 ). (436)

Vektoriélisan

e?/9 z z 7

u:ug—l—QO\/W(Tcos((s—Z)i(nxr)sin((s—4)). (4.37)

Mindkét alak vilagosan mutatja, hogy a geosztrofikustdl valo eltérés csakis a nyirdsnak készon-
het6, nem fiigg az als6 u, folyadékaramlastol. Az daramlasnak létezik a T szélnyirdsra merdleges
komponense is, amelyet (4.37) masodik tagja ir le.

Keleti irdnyba mutat6 7, nyiras esetén:

ez/5 ez/§

z . [z T
U=1ug+Ty——F——==00S (< — —), V=0¢+ Ta——F——=sin (- — —, (4.38)
20\ vlfol (‘5 4> 00/l fol <‘5 4>
a sebességeltérés mindkét irdnyban ty-szel aranyos.
A folyadék felszinén (z = 0-ra)
1
u=u,+————(TFnx71), (4.39)
v/ 2v|fo

vagyis a sebességndvekmény 45 fokos szdget zar be a nyirési fesziiltséggel, az északi féltekén a
szélnyirastol jobbra mutat, a délin balra, és nagysaga |e|/ (0o+/v|fo|)- Tipikus, 0,1 N/m? szélnyi-
rasi fesziiltség kozepes szélességeken vizben 0,1 m/s-0s sebességnovekményekre vezet! Ez akar
nagyobb is lehet, mint a mélységi geosztrofikus sebesség értéke. Viharos szelek nyirasi erGssége
elérheti a néhany N/m?-t is.

4.6. dbra. A fels6 Ekman-réteg az északi féltekén: a hatérrétegbeli sebességeltérés vektoranak
sematikus magassagfiiggése
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Az északi féltekén (felsS elGjel) az Ekman-rétegben lefelé haladva a sebesség geosztrofi-
kusra meréleges komponense csokken, elGjelet valt, és végiil nulldhoz tart. A sebességvektor
irdnya egyre tovabb fordul a nyirdsi iranytdl, mikozben a sebesség nagysaga gyorsan kozeledik
a geosztrofikushoz. A sebességvektornak ezt a magassaggal val6 viselkedését is Ekman-spirdlnak
nevezziik (4.6. dbra). A z = —7td mélységben a geosztrofikus dramlas gyakorlatilag helyreall
(4.7. dbra), és ezért 710 ismét azonosithaté a hatarréteg (4.28) vastagsdgaval. Fontos hangsu-
lyozni, hogy a hatarréteg vastagsdga tehat fiiggetlen a nyirasi er§sségtél, noha a benne kialakulé
tobbletsebesség aranyos a nyirdssal, és hogy D vastagsdga megegyezik az als6 hatarréteg vas-
tagsdgaval.

b)

T

004/ f20

W

57T
4

LB

4.7. dbra. Aramlés a fels6 Ekman-rétegben az északi féltekén keleti irinyba mutaté nyirasi vektor
Tx > 0, Ty = 0 esetén, (4.38) alapjan: a) A kiilonb6z6 magassdgokban kialakul6 sebességeltérés
vektorai. A spirdl mellé irt szamok a é egységekben mért mélységet mutatjak. b) A sebességeltérés
kelet-nyugati és észak—-déli komponenseinek magassagfiiggése. A hatarrétegbeli sebességa D =
716 mélységben (ahatarréteg peremén) j6 kozelitéssel megegyezik a folyadék belsejében jelenlevd
u, geosztrofikus sebességgel.

4.4.2. Ekman-transzport

2 X

Erdemes megvizsgélni, hogy a nyirds milyen nagysagu geosztrofikustdl eltérs anyagmozgast
hoz létre a teljes fels6 hatarrétegben. Definidljuk ezért az

S — [ " (u—ug)dz (4.40)

Ekman-transzport nevii mennyiséget, amely megadja, hogy a viszkozitas kovetkeztében idSegy-
ség alatt mekkora feliiletd anyag folyik at egy fligg6leges egyenes mentén, vagy mekkora tér-
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fogati anyag a folyadék teljes mélységét atfogo, egységnyi szélességt feliileten. Az Ekman-
transzport és D hdnyadosa a hatarrétegbeli dtlagos sebességnovekmény. Az integral als6 hatarat
azért vessziik végtelennek, mert a sebességeltérés nagysdganak a magassaggal torténd exponen-
cidlis lecsengése miatt az integral a z = —D szint alatt mar gyakorlatilag nem ad jarulékot. Az
als6 hatarrétegben zajl6 gyenge Ekman-transzportot a 11.1. fejezetben vizsgaljuk.

A (4.14) egyenletet integralva a bal oldalon megjelenik a (4.40) Ekman-transzport, a jobb
oldalon pedig a nyiras,

fnxS="- (4.41)

4
Qo
ugyanis az u sebesség z szerinti derivéltja az alsé hatdron zérus (hiszen ott a mozgéas geosztro-
fikus), a felsén pedig a nyirdssal ardnyos. Ebbdl

1 1
S=—TXn=—— (1, —T«). 4.42
00fo 00fo (% ) (442)

Az Ekman-transzport tehat éppen merdleges a szélnyirasi vektorra, és az északi féltekén T-t6l
jobbra (4.8. dbra), a délin balra mutat. Vegyiik észre, hogy az Ekman-transzport UH egységek-
ben mért dimenziétlan nagysédga és a nyiras dimenziétlan eréssége kozotti ardnyossagi tényezd
éppen a (4.2) nyirdsi paraméter:

S = Sht. (4.43)

T

45°

u felszini
C sebesség

S

4.8. dbra. Az S Ekman-transzport, a T nyirasi vektor és az u felszini aramlasi sebesség egymashoz
viszonyitott irdnya az északi féltekén a fels§ hatarrétegben, egységnyi térfogatra vonatkoztatva.
A C vektor az Ekman-transzport altal okozott sebességnévekményre haté Coriolis-erét jeldli a
teljes hatarrétegben, amely meréleges magara az Ekman-transzportra.

Azt az eredményt kapjuk, hogy az Ekman-rétegben a nyirasbol ad6d¢ dtlagsebesség, amely
S-sel ardnyos, meréleges a szabad felszinen haté nyirasi erére. A sarkkutat6 F. Nansen (1861-
1930) megfigyelése, miszerint az északi féltekén a jéghegyek a szelektdl jobbra sodrédnak, ve-
zette Ekmant (1905-ben) az azéta réla elnevezett sebességtér és transzport elméleti lefrdsara.
A transzport irdnya olyan tulajdonsag, amely csak gyorsan forgatott folyadékban érvényes, a
nem forgatott folyadék arra aramlik, amerre a szél hajtja. A kapott orientacids szabaly annak ko-
vetkezménye, hogy a teljes hatarrétegben a sebességnévekménnyel kapcsolatos Coriolis-erének
pontosan kompenzélnia kell az egyetlen kiils§ erét, a felszini szélnyirast.

Az uralkod¢ szelek éaltal keltett nyirds Ekman-transzportot alakit ki az 6cednok fels6 hatér-
rétegében. Sokszor egy lokdlis szélnyiras kovetkeztében 1étrejott transzport inditja el a folyadék-
tomegek tehetetlenségi mozgdsat (3.6. dbra).

A szélirdnyra merGleges atlagos felszini aramlés a kontinuitas kovetkeztében fliggéleges ira-
nyt dramlast is magéaval hoz, hiszen az elmozdult folyadékrétegnek pétlédnia kell. gy példaul
az Egyenlit6 kornyéki passzatszelek miatt az Ekman-transzport a sarkok felé irdnyul, és ez az
Egyenlit§ ovezetét jelentSs feldramlési teriiletté teszi (4.9a. dbra).
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a) S b)
szél P
passzat L~
L~
_______________________ E lits D — L~
gyenlits S /
< L~
t

passzé %

S

4.9. dbra. A szelek és az Ekman-transzport, vagyis a hatarrétegbeli atlagos sebesség irdnyanak
viszonya. a) Egyenlitéi 6vezet, b) Eszak-déli futasu partvonalak az északi féltekén

Ahol a szeleknek van jelentSs, parttal parhuzamos dsszetevdje, és a part ettSl a vektortdl az
északi féltekén balra (a délin jobbra) esik, ott az Ekman-transzport a nyilt tenger felé mutat, és
ezért feldramlas alakul ki (4.9b. dbra). Tipikusan ez a helyzet az 6cednok keleti peremén, mint
példaul Peru, Kalifornia vagy Nyugat-Afrika partjai mentén. Feldramlasoknak (részletesebben
13.3. fejezet) fontos gazdaségi szerepe van partvonalak kozelében, ugyanis a felszall6 viz tap-
anyagban gazdag, és ezért j6 haldszati lehetSséget teremt. A Fold teljes haldszatdnak mintegy
fele erre a néhany fontos feldaramlési tertiletre koncentralodik.

Cirkularis nyiraseloszlas is fel-, illetve ledramlasokat okoz. Ha példaul a nyirasi vektor-
tér negativ koriiljarasi, anticiklondlis, az az északi féltekén a centrum felé iranyulé6 Ekman-
transzportot eredményez (4.10. dbra), és ennek kovetkeztében learamlast.

N TN
‘ . — \rotzr<o

N

4.10. dbra. Antciklonalis nyiraseloszlas és az Ekman-transzport az északi féltekén

4.4.3. Ekman-pumpalds nyirds kovetkeztében

A fenti példédk is mutatjdk, hogy a kétdimenzids sebességdivergencia a fels6 Ekman-rétegben
sem zérus. Tekintsiik a hdromdimenzids 6sszenyomhatatlansagot kifejezé div(v —v,) = 0
egyenletet, amely frhat6 a

o(w—wg) d(u—ug) d(v—1vyg)
oz = ox o oy ) (444)

alakba is. A teljes mélységre integrédlva a jobb oldalon az Ekman-transzport divergencidja jele-
nik meg, a bal oldalon pedig a felszini w, (z = 0) geosztrofikus felasramlési sebesség (az egzakt
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sebességnek a felszinen el kell ttinnie: w(z = 0) = 0). A hatarréteg keskenysége miatt viszont
a fiigg6leges geosztrofikus sebesség jo kozelitéssel megegyezik a fels§ hatarréteg aljan megfi-
gyelhetd felaramldsi sebességgel, melyet w., -szal jelsliink: wq(z = 0) = w. Igy

dSy =~ 9Sy 1 (E)Ty 8Tx> 1
Wy =—+—=—=—+|=—— =] = —=rot; 7, 4.45
Tox T3y aofo \ox Qofo (445
ahol 5
_ 9y 0Ty
rot, T = oy (4.46)

A nyirdseloszlas orvényessége hatarozza tehat meg a fel- vagy learamlas erdsségét. Negativ nyi-
rasi orvényesség az északi féltekén ledramlast okoz (4.11. dbra), 6sszhangban az 4.10. 4bra fel-
szini képével. Ezt a folyamatot is Ekman-pumpaldsnak nevezik, és az 6cedni fels6 hatarrétegben
jelent6s. A szélnyirds okozta w, fligglleges aramlds tipikus eréssége a nyirdsi orvényességet
T9/ L-ként becsiilve (190 = 0,1 N/m?, L = 1000 km), 1 dm/nap ~ 35m/év.

(-)/1 <0

w4

4.11. dbra. A fels6 hatérrétegben torténd Ekman-pumpalés a hatarrétegbdl a folyadék belsejébe
iranyuld fiigg6leges dramlas, amelynek eréssége a szélnyirds rotacidjaval aranyos. w ennek az
dramlasnak a sebessége a fels§ hatarréteg alsé peremén. Ledramlashoz anticiklonélis szélnyirds
(az északi féltekén rot, T < 0) tartozik, felaramldshoz ciklondlis szélnyirds (az északi féltekén
rot; T > 0).

Nyirés kovetkeztében kialakulé Ekman-pumpalds tanulményozhat6 forgatott edénnyel vég-
zett kisérletekben, amelyben példaul a folyadék felszinére lapos korongot helyeznek, és az edé-
nyétdl eltérs szogsebességgel forgatjdk. A korong edényhez képest ciklonalis értelmd forgatasa
esetén a folyadékba juttatott festék a korong alatt hengeres alakban gytilik 6ssze, amely felaram-
last jelez, ahogy ebben a kisérletben lathato.

Az UH /L egységekben mért fliggSleges aramlasi sebességre az L egységben mért vizszintes
derivéltakkal dimenziétlan alakban azt kapjuk, hogy

wy = Shrot, T, (4.47)

ahol Sh a (4.2) nyirasi paraméter.

A sz¢1 4ltal létrehozott nyiréas tipikus mért értéke 0,1 N/m? nagysagrendd, ezzel az Sh pa-
raméter kozepes szélességeken, 6cedni U = 0,01 m/s geosztrofikus sebességgel, H = 4 km
mellett 102 koriili. Ugyanilyen nagysagu nyirdsi paraméter érhetd el laboratériumban pl. tgy,
hogy 2Q) = 1/s, H = 40 cm, és a nyiras eréssége és a sebesség ugyanaz, mint az 6cednban.

A nyirdsi paraméter a szélnyirds kovetkeztében kialakul6 felaramlds vagy az Ekman-
transzport dimenzidtlan mértéke, de mas jelentéssel is rendelkezik. A (4.39) Osszefiiggésbdl le-

olvashaté, hogy 79/ (Qo U+\/v|fo |) megadja, hogy a szélnyirds okozta sebességnévekmény hany-
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szorosa a geosztrofikusnak. Ezért irhatjuk, hogy

Sh— \/ﬁszélnyirés okozta sebesség

44
geosztrofikus sebesség (4.48)

Mivel az Ekman-szam kicsi, az Sh nyirdsi paraméter kis értéke osszhangban lehet a sebesség-
arany egységnyi vagy nagyobb értékével.

4.5. Sekélyfolyadék-egyenletek szélnyirassal

Hasznalva, hogy a fels§ hatarrétegbeli daramlastobblet csak a szélnyirdstol fiigg, felirhatjuk a
sekélyfolyadék-egyenletek kiterjesztését a kiils6 felszinen haté nyiréeré jelenlétében. Az alap-
gondolat az, hogy a hatarréteg alatti viszonylag vastag ideélis folyadéktartomany tovédbbra is
sekély kozegként mozog, p’ = 1700g, és ezért benne az u sebesség fliggetlen a magassagtol. Kes-
keny hatérréteg jelenlétében a (4.5) hidrodinamikai egyenletnek a folyadékmélységre vonat-
koz¢ atlagat véve, a viszkézus tag kivételével minden tag gyakorlatilag megegyezik az ideélis
folyadéktartomanyban érvényes kifejezésével. A viszkézus tag maga z szerinti derivalt, ezért
integralja csak a felszinrd6l ad jarulékot, a vou/dz kifejezést. Ez azonban (4.23) szerint a T szél-
nyirds és a stirtiség hanyadosa. Kismértékd 7 felsziningadozast és vizszintes aljzatot feltételez-
ve, a folyadék mélysége h = H + 1. Mivel 5 joval kisebb az atlagos mélységnél, a viszkézus erd
atlagdban 77 nem szerepel. Ezzel a mélységre atlagolt sekélyfolyadék-egyenlet

du T
— =fuxn—gerady + —,
f gerady +

= (4.49)

s érvényes a kontinuitasi egyenlet is. A fels6 hatarréteg tehat elsé kozelitésben csak annyiban
modositja a sekélyfolyadék-egyenleteket, hogy azokban kiils§ gerjeszt§ er6ként megjelenik a
szélnyiras. Az egyenlet levezetésében csak azt hasznéltuk, hogy a fels6 hatarréteg keskeny. Ezért
az egyenlet nemcsak a kvazi-geosztrofikus mozgésokat irja le, hanem a nem forgatott, szélnyirta
folyadékokat is (tehat kisebb tavak, pl. a Balaton dramldsainak vizsgalatara is alkalmas). Az
egyenlet kornyezeti alkalmazasaként a 11.2. fejezet a viharhulldmok példéjat mutatja be.

A nyirt sekély folyadék (4.49) egyenletének dimenziétlan alakja a 2.2. fejezetben alkalmazott
eljarast a T — 1T dimenziétlanitasi transzformacidval kiegészitve

du 1 1 Sh
T iﬂuxn—ﬁgradiijE‘r. (4.50)
A (4.49) egyenlet alapjan a { = dv/dx — du/dy drvényességkomponens valtozasara az ado-
dik, hogy
a6
dt

+(+f)diva = IZZJT- (4.51)

Az egyenletet H/h-val szorozva és a (2.12) divu = —dh/ (hdt) kontinuitési 6sszefiiggést hasz-
nalva a g = ({ + f)H/h potencialis 6rvényesség teljes derivaltjara kapjuk, hogy:

dj_ rot, T
dat ooh '

(4.52)

A potencidlis 6rvényesség tehdt a szélnyiras jelenlétében nem megmaradé mennyiség: a nyirasi
rotacid a potencidlis 6rvényesség nyelGje vagy forrasa.
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4.6. A szélhajtotta 6cean

4.6.1. Altaldnos megfontolasok, Sverdrup-transzport

Az 6cednok nagy felszini dramlésait elsGsorban az uralkodé szelek és az azok altal kifejtett nyi-
rasi erék alakitjak ki. Felszini aramldson a fels§ hatarrétegben és az alatta levé idedlis folyadék-
tartomanyban létrejové mozgast értjiik, amely els6 kozelitésben geosztrofikusnak tekinthetd.

A fizikai kép a kovetkezd: a fels§ hatarrétegben az Ekman-pumpalas fliggSleges dramlast
hoz létre. Ez behatol a folyadék belsejébe, és a (3.45) Sverdrup-reldcié kovetkeztében észak-
déli irdnytd geosztrofikus dramlést okoz.

Mivel a 0w/ dz derivaltnak z-t6l fiiggetlennek kell lennie, az dllandé H mélységtinek felté-
telezett 6cean belsejében dw/0z ~ w./H, ahol w, a felaramlési sebesség a felsé hatarréteg
aljan. Az als6 hatarrétegbdl fels6 peremén érvényes w_ sebességet elhanyagoljuk, hiszen az al-
taldban sokkal kisebb w.-ndl. (w_-t a 11.3. fejezet 6ceani modellje veszi figyelembe.) A (3.45)
Sverdrup-relaci6 szerint a létrejové geosztrofikus dramlas észak—déli vy sebességkomponensét
az f-sikon a

VB = fow?;r (4.53)

Osszefliggés hatdrozza meg. A (4.45) sebességet a sz€lnyiras rotacidja adja, és ezzel

0 — rot, T
§ BaoH’

(4.54)

Az észak-déli dramlés erGsségét a szélnyirds tehdt egyértelmien meghatdrozza. A teljes H mély-
ségben kialakul6 dram, azaz a folyadék aljaig leéré egységnyi szélességt feliileten ataramloé fo-
lyadéktérfogat az tn. Sverdrup-transzport

rot, T

~ Bao

(4.55)

A gV tdmegaram nagysaga tehat egyszertien a szélnyiras rotacidja és a f paraméter hanyadosa.
A 4.12. dbra attekinti a kiilonb6z§ transzportfolyamatokat 6ceani medencékben.

Dimenziétlan alakban:

V= %}elrotz T. (4.56)
A (4.43) Ekman-transzport és a Sverdrup-transzport nagysagrendi viszonyét tehat a dimenzi-
6tlan B paraméter adja. Mivel ez egynél kisebb, a teljes Sverdrup-transzport mindig jelentdsebb
a hatarrétegbeli Ekman-transzportnal. Ha pl. 0,1 N/m? nyiréfesziiltség-kiilonbség 250 km-en
1ép fel, akkor a Sverdrup-sebesség v, = 0,01 m/s és V = v H = 40 m?/s. Ugyanekkora nyiras
hatdséra az S Ekman-transzport nagysdga 1 m? /s (az ehhez tartoz6 kb. 0,025 m /s 4tlagos sebes-
ségndvekmény azonban nagyobb ve-nél, hiszen a hatarréteg csak kb. 40 m mély, 6sszhangban
a (4.48) alatti megjegyzéssel).

A (4.54) relaci6 nagy jelentGségi, ugyanis a szélnyiras vagy a feldramlés egész 6ceani me-
dencére terjed§ ismeretében meghatarozza az észak-déli sebességet, de ezzel az egész dram-
lasi teret is, hiszen a geosztrofikus dramléds vezet§ rendben divergenciamentes (az Ekman-
pumpaélasbél adédé dm/nap nagysagu w. fliggsleges sebesség sok nagysagrenddel kisebb a
vizszintes sebességeknél). Az 6cedni dramlashoz rendelhets ezért egy ¢ geosztrofikus dramlasi
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4.12. dbra. Transzportfolyamatok szélnyirasnak kitett folyadéktombben az északi féltekén. S jeloli
az Ekman-transzportot a fels§ hatarrétegben, V a Sverdrup-transzportot a teljes mélységben. Az
dbra csak a két széls§ lapon mutatja, de a Sverdrup-transzport minden pontban jelen van, és
ennél a nyirasi elrendezésnél az Egyenlits felé mutat, de nem feltétleniil azonos a kétlapon. A w.
ledaramlési sebesség a magassdggal linedrisan csokken a w_ < w értékre.

fiiggvény, (1.58), amellyel v, = 9/ dx, és az egyenlet a

871/J _rot; T
ox - ‘BQOH

(4.57)

alakot 6lti. Ez a megfelel§ (x, y) sikbeli peremfeltételekkel meghatdrozza a T szélnyirasi fesziilt-
ség kovetkeztében kialakul6 geosztrofikus aramlési teret.
Miel6tt egy konkrét modellt vizsgalnank, vezessiik be a

¥ = pH (4.58)

mélységi vagy transzport aramlési fiiggvényt, amely a teljes 6cedni mélységben kialakulé
anyagéaramlast jellemzi.'? A (4.55) Sverdrup-transzport tehét a ¥ fiiggvény x szerinti derivéltja.
Ha két kozeli dramvonalon a mélységi dramlasi fiiggvény értéke ¥, illetve ¥ + AY, akkor a koz-
tiik 1év6 tartomédnyban egységnyi id6 alatt AY térfogati anyag dramlik 4t a teljes mélységben.
Ez konnyen latszik, ha az &ramvonalak x irdnytak és tavolsaguk Ay, ugyanis akkor az aramlas
u~ AY/(AyH) er6sség, és a AyH feliiletd téglalapon uAyH = AY térfogatu folyadék halad at
idGegységenként. A mélységi dramlasi fliggvény mértékegysége tehat m®/s. Az dcedni tipikus
térfogati aramerGsségek legalabb 1 millié m® /s nagységtiak, amelyek jellemzésére bevezették a
Sverdrup-egységet, 1 Sv = 10° m3/s. A mélységi ¥ fiiggvényre vonatkozé egyenlet tehat

0¥ (x,y)  rot,T(x,y)
ox  Boo 4

4.6.2. Egyszerd 6ceanmodell

Egy 6cedni medence egyszert modelljeként tekintsiink egy téglalap alakt tartomanyt, amely-
nek oldalhosszai Ly, illetve L,. A medence alsé €le legyen a szubtr6pusi vidéken, ahol a passzat

10 Altaldnos magassagfiiggs aramlas esetén ¥ a ¢ dramldsi fiiggvény z szerinti integrélja.
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szelek domindlnak, fels§ éle pedig a mérsékelt éghajlati 6vben, ahol a nyugati szelek uralkod-
nak (4.13. 4bra). Eves 4tlagban a szelek okozta nyirds maximuma, illetve minimuma essen a
medence északi és déli hatdraira. A nyirds er§sségének leirdsara valasszuk a

T (y) = —Tpcos %, T, =0 (4.60)

¥

fuggvényt, de hangsulyozzuk, hogy megolddsunk tetszSleges 7 (y) mellett érvényben marad.
Az Ly = 6000 km, L, = 4000 km vélasztas megfelel az Atlanti-6cean méreteinek, amely ko-
zelitSleg a 75 és 10 fokos nyugati hossziisagi és a 15 és 50 fokos északi szélességi korok kozott
teriil el. A nyirasi er6sség maximuma 1y = 0,1 N/m?, és B atlagos értéke ebben a térségben
B=2-10"11/(ms).1!

y

4.13. dbra. Ocedni medence és az uralkodo szelek éltal kifejtett nyirdsb6l ad6dé egyszert modell
az északi féltekén. A (4.62) megoldassal leirt aramvonalak mellé irt szamok a ¥ mélységi dramlasi
fliggvény értékét adjak Sverdrupban kifejezve (1 Sv = 10° m3/s). A vastag vonal erds nyugati
part menti peremaramlatot jeldl, amely a névekvé y irdnyban (északra) dramlik.

A mélységi aramlasi fliggvény (4.59) egyenlete ebben az esetben

H__ 1 @ (4.61)
ox Boo dy
A jobb oldal a modell feltevése szerint fiiggetlen x-tdl, ezért a ¥ fliggvénynek x-ben linedrisnak
kell lennie. Ezzel nyilvan csak az egyik észak-déli peremfeltétel elégithetS ki. Valasszuk az x =
Ly keleti partvidéket, hiszen ott az dramlas biztosan elegendSen sima, és irjuk el§ ott az u = 0
peremfeltételt. A megoldas tehat

dt, 1 TO7T . Ty
dy Boo BooL, (Ly — x) sin L’ (4.62)
A fenti adatokkal ¥ tipikus értéke néhanyszor tiz Sv (4.13. dbra), amely a megfigyelt 6cedni
aramerdsségek nagysagrendjébe esik. A modell 6sszhangban van azzal a képpel, hogy az anti-
ciklondlis nyirasi 6rvényességt szélrendszer ledramlést, és a Sverdrup-relacié miatt délre torté-
né geosztrofikus dramlast hoz létre az egész medencében (az északi és déli peremek kivételével,
ahol vy = 0, mert ott d7,, /dy = 0).
A nyugati partvidéken az u = 0 peremfeltétel nem elégithetd ki: az dramvonalak belefutnak
az y tengelyen htiz6d6 partvonalba. A kontinuitds miatt azonban nyilvan kialakul egy délrél

F(xy) (Ly = x)

Hllyen nagy kiterjedést tartomany lefrasakor a B-sik-kozelités érvényességi hataran vagyunk.
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északra fut6 dramlés, de ez olyan keskeny, hogy az adott kozelitésben nem bonthato fel. A nyu-
gati partvonal mentén behtizott vastag vonal egy igen keskeny sdvban futé peremdaramlatot
reprezental.

Az 6cedni medencék nyugati peremein valdban erds peremdramlatok (western intensifi-
cation) figyelhet6k meg. Ilyenek a Golf-dramlat, a Japan partjai el6tt futé Kurosio-dramlat, a Bra-
ziliai &ramlat, a Madagaszkar és Afrika kozotti Agulhas-dramlat és a Kelet-Ausztréliai dramlat.
Ezek vastagsaga tobb tiz km. A nagy 6cedni korok tehat nem kizéppontosak (4.13. és 4.14. dbra),
aramlési sebességiik a nyugati peremen joval nagyobb, mint a keletin, ahol a sebesség a nyuga-
ti ezredrészére is lecsokkenhet. A nyugati peremaramlatok jelenléte a forgé Fold gorbiiletének
egyik legmeglepdbb kovetkezménye. Fontos vondsaik megjelennek mar idedlis folyadékkozelités-
ben is, ahogy a 10.3. fejezet mutatja.

A modell anyagdramanak ugyanakkoranak kell lennie a nyugati peremen észak felé, mint
a medence més részeiben dél felé. Az dramlasi fliggvény maximumataz x = 0,y = L, /2 he-
lyen veszi fel, ahol értéke ¥u.x = T07tLyx/(BooLy) ~ 24 Sv. Mivel a keleti peremen az dramlasi
fiiggvény elttinik, a teljes transzport délre 24 Sv, és ezért ugyanennyinek kell lennie az észak-
ra irdnyul6 keskeny peremaramlatban. Ez az egyszert modell meglep&en j6 6sszhangban van
azzal a ténnyel, hogy a Golf-dramlat er§ssége mintegy 30 Sv.

Az egyes sebességkomponensek (4.62)-bdl:

2
7T Ty T . Ty
U=————(Ly—x)cos—=, = ——sin —.

5QOL§H( = %) Ly BooL,H L,

(4.63)
A medence belsejében a délre mutat6 sebesség 1 mm/s nagysagrendd, a kelet-nyugati &ramlas
a medence szélességi korokkel parhuzamos nyugati peremén kozel cm/s erGsségd.
Laboratériumban mindez dontétt alja edény forgatdsaval demonstralhat, amelynek felszi-
nén anticiklonalis nyirast hozunk létre, példaul ventilldtorok segitségével, mint ebben a kisér-

> nak megfelel§ perem mentén keskeny savban gyors az d&ramlés ,észak” felé, mig az edény nagy
részén lassu ,,déli” daramlas figyelhet§ meg.

Y
t LL__’J/ 700
T (y) < 50°
> 15°
D ] LR --- Egyenlit6

4.14. dbra. Az 6ceéni korok sematikus rendszere és a nyiras atlagos fiiggése a szélességtdl

A nagy 6ceani medencék dramldsat elsGsorban az uralkodé szelek és a kontinensek partvo-
nalai alakitjak ki. Ezek a 3.9. dbra kapcsan emlitett anticiklonalis 6cedni korok. Erdemes hangst-
lyozni, hogy kizarélag x irdnyt nyirds esetén az északi és déli peremnek nem kell partvonalnak


https://www.youtube.com/watch?v=HMAfPsqCnLI&t=87s
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lennie, ugyanis azokon a helyeken, ahol a nyirdsnak szélsGértéke van, az &ramvonalak automa-
tikusan kelet-nyugati irdnytak. Ezek a nagy anticiklondlis 6cedni korok két ciklonélishoz csat-
lakoznak, amelyek mérete azonban sokkal kisebb: az egyenlit&i és a sarki korokhoz (4.14. dbra).

Az itt bemutatott modell dlland6 mélységti vilagéceant feltételezve, de a valosdgos partvo-
nalakkal és a mért atlagos szelek nyirasi er§sségével megoldva jol kozeliti felszini daramlasok
megfigyelt térképét. A modell finomitdsa véges vastagsagtnak adja a nyugati peremaramlato-
kat, ahogy a 11.3. fejezetben latni fogjuk.






5. fejezet

Rétegzett kozegek aramlasa

Természetes kozegeink, a viz és a levegd nem homogének, fliggSleges rétegzettségtiek, sztrati-
fikaltak. Hosszt idSk atlagéban felfelé csokkend stirtiségti, vizszintes rétegekbdl 4116 rendsze-
reknek tekinthetSk. A rétegzettséget okoz6 Ao strtségkiilonbségek a tapasztalat szerint legfel-
jebb néhany szazalékosak, ezért a fligglleges mozgasok gyorsasagit a ' = gAo/ oo redukalt
nehézségi gyorsulds szabja meg, ahol Ag a jellegzetes stirtiségkiilonbség nagysaga és oo az at-
lagstrtség. Ez a 1égkorben 10-20-szoros, az 6cednokban ezerszeres redukciét jelent. A statikus
rétegzettség tehdt viszonylag gyenge.

Ha a felszini mozgas elhanyagolhat6, a nem forgatott rendszerek dramlasét egyetlen dimen-
zi6tlan ardnyszam jellemzi, az an. belsé Froude-szdm, amely a H vastagsadgu kozeg U vizszintes
atlagsebesség aramlasaban

u

V&H

A bels6 Froude-szdm tehat ugyanugy fejezhetd ki a stirtiségkiilonbség kovetkeztében kialakuld
redukalt nehézségi gyorsulassal, mint a kiilsé (2.1) Froude-szam a teljes g-vel. A rétegzettség
az dramlds szempontjabol akkor lényeges, ha a belsé Froude-szadm egynél kisebb. Ertéke a lég-
korben 107}, az 6cednban 1072 koriili. Természetes kozegeinkben a rétegz6dés tehat dinami-
kai szempontbdl lényeges, annak ellenére, hogy statikai értelemben gyenge. Ezek a feltételek
koénnyen biztosithatok laboratériumi kisérletekben is. A Froude-szam (5.1) alakja természetes
vélasztas kétrétegti kozegekben, amikor Ag a két eltérd stirtiségi réteg kozotti stirtségkiilonb-
séget jelenti.

Ha a rétegzettség folytonos, adott stirtiség test (1éggomb, bdja) megtaldlja lebegési szintjét.
Felfelé csokkend rétegzettségi kozegben a folyadékrészek nyugalmi dllapota stabil (mig homo-
gén kozegben csak margindlisan stabil). A stabilitast az mutatja, hogy a fiigg6legesen kimoz-
ditott részecske rezgémozgast végez nyugalmi helyzete koriil. Ennek frekvencidjat, az N tn.
Brunt-Viisdli-frekvenciit a fligg6leges irdnyu strtiséggradiens hatdrozza meg. Ez a frekvencia a
rétegzett folyadék alapvetd jellemzdje, és értéke anndl nagyobb, minél erdsebb a rétegzettség.
Folytonos rétegzettségti kozegekben a bels§ Froude-szam

Fr' =

(5.1)

u
Fr = — 2
"THN (52)

alakja hasznalatos, amely tartalmilag egyenértékii (5.1)-gyel. A gyenge statikus rétegzettség mi-
att a Brunt-Viisald-frekvencia a hétkoznapi életben tapasztaltakhoz képest alacsony frekvencia,
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a légkorben és az 6cednban is 1072 1/s nagysagrendd. Ebb6l az is kovetkezik, hogy a rétegzett-
séggel kapcsolatos hidrodinamikai mozgasok mindig lasstiak, jellegzetes idejiik 10 perc koriili.

5.1. Folyadékok rétegzettsége

A rétegz6dés a gravitacio hatdsara alakul ki, a folyadék a legkisebb potenciélis energia elérésére
torekszik. A stabil rétegz6désben ezért a nagyobb stirtiségt anyag kertil alacsonyabb szintre.
A természetes kozegek rétegzettségét olyan hétkoznapi megfigyelések bizonyitjak, mint a kod

vagy a felhéréteg élesen kirajzol6do6 hatéra.

b)

a) Az km *zkm
1024 1028 @(kg/m?)
10+ —
84 1 el
) termoklin
6__ Zona
—31
4_-
—41
2__
——t
0,6 1 12 g(kg/md)

5.1. dbra. Az alsé 1égkor, a troposzféra (a) és az 6ceanok (b) tipikus atlagos strtiségeloszlasa.

A légkor also hatarrétege id6nként jol kevertté valik. Ebben a planetéris hatarrétegben a stirtiség

kozel dllandé (pontozott vonal). J6l kevert kozeg az 6cednok fels§ hatdrrétegének tin. keveredési

rétege is. Alatta gyors strtiségnovekedés kovetkezik be az an. termoklin zénaban, majd a stirtiség
kozel allandéva valik.

A folytonos rétegzettség egy 0(z) atlagos stirtiségprofillal jellemezhets, amely csak a fliggs-
leges, z koordinatatol fiigg. A légkor stirtisége monoton csokken a magassaggal (5.1a. abra), ki-
lométerenként kb. 6 dkg/ m3-rel, tehat a felszini 1,2 kg/ m3 strdség kb. 6t szdzalékaval. A Fold
felszine folotti réteg gyakran turbulenssé valik, és ez a planetdris hatirréteg, ami a benne tur-
bulensen kevert nagy por- és szennyezéstartalom miatt megfigyelhetd pl. repiil6gép leszallasa
kozben. Ez a jol kevert, kozel allandé stirtiségd réteg minden szélességen létezik. Az egyenli-
t6tdl tavol, ahol a Coriolis-hatés jelentds, kiterjedését tekintve gyakran egybeesik a 1égkori alsé
Ekman-réteggel. A planetaris hatarréteg vastagsaga a foldrajzi hely, évszak és napszak fiigg-
vénye, de 4tlagosan 1 km koriilinek tekinthetd. Az 6cedni strtségprofilban (5.1b. abra) a felsd,

o

néhanyszor 10 m-es keveredési réteg erésen turbulens. Ebben alig véltozik a stirtiség, utana kovet-
kezik a legjelent&sebb stirtiség- és hémérséklet-gradienssel jellemzett tn. termoklin zona a tobb
szaz méteres, esetleg 1 km-es mélységig, amelyet egy igen lassu stirtiségnovekedés kovet. A sti-
rliségkiilénbség még a termoklin zéna felss és alsé hatdra kozott is csak néhany kg/m?, azaz a
felszini 1024 kg/m? stirtiségnek csak néhany ezreléke. A tavakban kialakulé stirtiségeloszlas a
tengeri eloszlasnak kicsinyitett valtozata, ahol a termoklin zéna a néhdny méteres mélységben
is kezdédhet.

Laboratériumban folytonos rétegzettség csokkend koncentrécidju s6- vagy cukoroldat lassa
bedramoltatasaval allithat6 els, de 10 szazalékndl sokkal nagyobb strtségkiilonbség a véges

telitettségek miatt nem allithat6 el6. Ez a kiilonbség néhanyszor 10 cm-en is eloszolhat, tehat a
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gradiens lehet nagyobb, mint a természetben. Dinamikai szempontb6l azonban nem a gradiens
erdssége, hanem annak az 4&ramldsi paraméterekkel kapcsolatba hozott dimenziétlan kifejezése,
az (5.1), (5.2) belsé Froude-szdm a fontos.

Ha néhany, viszonylag vastag és kozel dllando, de egymastdl eltérd stirtiségti réteg helyez-
kedik el egymas f6lott, két, hdrom stb. rétegti rétegzettségrdl beszéliink. Ilyenkor a o(z) eloszlas
szakaszonként konstans. Els6 kozelitésben az 6cedni és tavi vizek kétrétegtinek tekinthetSk: a
keveredési tartomany és az alatta elhelyezked6 homogénnek gondolt stirtibb folyadék egytitte-
sének. A légkorben gyakran jelentds stirtiségugrasok alakulnak ki, de a planetaris hatarréteg és
a folotte elhelyezkedd légréteg is modellezhetd kétrétegti kozegként. Akar a folytonos, akar a
diszkrét esetrdl van is sz6, a jellegzetes Ap stirtiségkiilonbség sokkal kisebb a ¢y dtlagos stiri-
ségnél:

Ao <L (5.3)
Qo

A rétegzett nem forgatott dinamika érdekes parhuzamba 4llithat6 a forgatott homogén fo-
lyadékéval. Ezért egyeldre a folyadék sekélységét nem tételezziik fel, és a Fold forgasat és gor-
biiletét sem vessziik figyelembe. A mély folyadékkal kezdiink, majd ratériink a sekély rétegzett
kozeg targyaldsara, de a kozelitések eddig kialakitott rendszeréhez a 6. fejezetben tériink csak
vissza, ahol a forgatott sekély rétegzett folyadék nagy kiterjedésti foldfelszini mozgésait tanul-
manyozzuk majd.

5.2. A Brunt-Viisala-frekvencia

Tekintsiink egy folytonos 0(z) stirtiségprofilt, nyugalomban levé folyadékot. Ha a z szintrél egy
egységnyi térfogatt folyadékelemet kissé kimozditunk és a z 4 Az szintre juttatunk, akkor az
ott nem marad nyugalomban, hiszen mas stirtiség( kornyezetbe kertilt, és a r4 hat6 felhajtéerd
megvaltozott. A folyadék 6sszenyomhatatlansdga azt jelenti, hogy a térfogat a mozgas sordn is
egységnyi marad, a folyadékelem stirtisége az tj szinten is 0(z), a kdrnyezeté viszont 0(z + Az).
A suly a kiszoritott folyadék go(z + Az) stlyaval csokken, tehat az eredd erGs a z + Az szinten,
a felfelé novekvé z irdnyt tekintve pozitivnak:

_ _ do(z
g(o(z+Az)—0(z2)) = gil(Z)Az. (5.4)
A 0(z) stirtiségt egységnyi térfogatu folyadékelem mozgasegyenlete

Az = idq(z) Az. (5.5)
0(z) dz
Ha a strtség felfelé csokken (5.2. dbra), akkor akdrmilyen irdny is a Az kitérés, a gyorsu-
l4s mindig vele ellentétes. Igy kis kitérésekre harmonikus rezgés alakul ki az N(z) (4ltalanos
esetben magassagfiiggd) frekvencidval, ahol

N2(z) = —Qé) d‘fi(zz). (5.6)

E frekvencia a rétegzettségi vagy Brunt-Vaisala-frekvencia (D. Brunt (1886-1965) angol ma-
tematikus, meteorolégus, V. Viisdld (1889-1969) finn matematikus, meteorolégus, akik szinte
egyszerre és egymastol fiiggetlentil mutattak ki e frekvencia fontossagat rétegzett folyadékok-
ban). Homogén folyadékban, ahol a derivélt elttinik, a Brunt-Vaisild-frekvencia zérus, és ott
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|

Az >0

; )

Az <0

e
5.2. dbra. Felfelé csokkend stirtiségii rétegzettség esetén a nyugalmi allapotébdl felfelé kimozdi-
tott 6sszenyomhatatlan folyadékelem a sajét stirtiségénél ritkabb kozegbe keriil, az erék ereddje

lefelé hat. Lefelé mozditva strtbb kozegbe kertil, a ra hat6 erék ereddje felhajté hatdst. A nyu-
galmi allapot stabil, a kortilotte kialakulé rezgések frekvencidja az N Brunt—Viisdld-frekvencia.

rezgés nem is alakulhat ki. Ugyanakkor (5.6)-b6l latszik, hogy felfelé novekvd strtiség ima-
gindrius frekvencidra vezet, a kitéritett részecske egyre messzebb keriil eredeti szintjétél, azaz
a folfelé novekve strtiségd rétegzddés instabil. A kozeg Osszenyomhatdésdga a Brunt-Vaisala-
frekvenciat valamelyest médositja, amit a 12.6. fejezet mutat be.

A H vastagsagu, az also és fels6 tartomanyai kozotti Ap > 0 strtségkiilonbségt kozegben
a Brunt-Vaisild frekvencia négyzete (5.6) alapjan az

Aol ¢
2 201l &
A’Ng@ff H (57)

kifejezéssel becsiilhets,! ahol megjelent a

g =g (58)
Qo

redukdlt nehézségi gyorsulds. Az elnevezés arra utal, hogy a felhajtéers kovetkeztében a suly ki-

oy

sebb a vakuumbelinél. A stirtiségkiilonbség kicsinységét kifejezd (5.3) feltétel szerint

§<g (5.9)

azaz természetes kozegeinkben a redukci6 jelentds. A rétegzett folyadék fliggSleges iranyt moz-
gasait a redukalt ¢’ szabélyozza, és ezért azok joval lassabbak a szabad felszini mozgasoknal.

A troposzférdban a Brunt-Vaisdld-frekvencia H = 1 km-en Ao/ = 5 szdzalékos redukci-
6t véve, (5.7) alapjan becsiilheté mint N = 2,2 -10721/s(T ~ 5 perc). Az 6ceéni legnagyobb
érték a termoklin zéndban alakul ki. Itt 2,5 ezrelék relativ stirtiségvaltozassal és 600 m-es réteg-
vastagsaggal szamolva N ~ 6 - 1073 1/s frekvenciat kapunk (T = 17 perc). Laboratériumban

(Ao/0o =0,1és H=1m) N kozelitSleg 1 1/s, amely 6 masodperces T periédusidét jelent.
5.3. Hidrodinamikai egyenletek kis stirtiségeltérés esetén, a Boussinesq-
kozelités

A természetes kozegek rétegzettsége, mint lattuk, csak néhany szazaléknyi strtségingadozast
enged meg. Ezért nincs sziikség az 6sszenyomhat6 folyadékok mozgasat megado teljes hid-

LA (5.7) osszefiiggés biztositja (5.1) és (5.2) egyenértéktiségét.
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rodinamikai egyenletre, amely pl. hang- vagy lokéshulldmokat is lefr, hanem elegendé a st-
riiségvéltozasokat vezetS rendben figyelembe venni. Ez az iin. Boussinesqg-kozelités keretében
tehet$ meg.

A kozelités alapfeltevése, hogy a teljes stirtiség mindig irhaté mint

o(r,t) =00 +0"(r,t), [¢"(x,t)] << oo, (5.10)

ahol gg konstans, helyt6l és id6t6l fliggetlen referenciastirtiség, pl. a troposzféra vagy az 6ceanok

o v

4tlagos stirtisége. Ehhez képest a ¢” (1, t)-vel jelolt stirtiségeltérés® minden helyen és pillanatban
kicsi, 6sszhangban az atlagos stirtiségkiilonbségre vonatkozé (5.3) megfigyeléssel. Mivel forga-
tott rendszerekben nemcsak fliggéleges rétegezettség alakulhat ki, hanem ferde is (ami persze
nem feltétlentil stabil ), és szeretnénk, hogy az alapegyenletek majd forgatds mellett is érvényben
maradjanak, az esetleges 0(z) egyensulyi rétegezettséget az (5.10) felbontas nem veszi figyelem-
be, arra a kovetkez§ fejezetben kertiil sor.

Az (1.26) kontinuitasi egyenlet (5.10) értelmében:

1/

do
dt

+ 0" divv + gpdivv = 0. (5.11)

A 0" (r,t) stirtiségeltérés kicsinysége miatt az utolsé tag jéval nagyobb, mint az els6 kettd,
amit gy is tekinthetiink, hogy a sebességtér divergencidja (0”’-vel ardnyos hibaval) elttinik.
A Boussinesqg-kozelités ezt iigy fogalmazza meg, hogy az (5.11) egyenletet két részre bontja: a
divergencia elttinik,

divv =0, (5.12)
mikozben
dQH B B aQ// .
e 0= 5 T (vgrad)o (5.13)

is érvényes.

Az (5.12) Osszefliggés a mozgo folyadékelem térfogat-megmaradésat irja le. Az dramlés te-
hét a stirtségvaltozasok ellenére is divergenciamentes marad. Ennek egyik fontos kévetkezmé-
nye, hogy a viszkézus tagot egyediil a sebesség Laplace-operatora adja az (1.24) Navier-Stokes-
egyenletben.

Az (5.13) egyenlet azt fejezi ki, hogy a folyadékelem mozgésa sordn megtartja stirtiségelté-
rését, hiszen d/dt a teljes derivaltat jelenti. Az igy leirt dramlast is 6sszenyomhatatlannak ne-
vezziik, de ebben a stirtiség csak palyavonalak mentén allando, az egész térben nem az.

Megijegyzés: Az (5.13) egyenlettdl valo eltérésre hévezetési és difftizids folyamatok vezet-
hetnek. A diffazidban résztvevs két, kezdetben kozeli részecske (pl. szennyezSanyag) atlagos
Or tdvolsdga t id6 utan nyugvoé kdzegben or = +/2Dt, ahol D a difftziés 4llandé. A sé difftzids
allandéja vizben 1,4 - 10~ m?/s, amellyel 67 1 nap utdn 1,6 cm, de még egy év alatt is csak kb.
30 cm! A hédifftziés allandé vizben mintegy szdzszor nagyobb, a vizgdz difftziés allanddja le-
veglben pedig ismét szazszor (1asd 7.1. tablazat). Az utébbival tehat napi 1,6 m-es elmozdulas
jar. Még a turbulencia révén feler§sodott mintegy 5 m?/s-os levegdbeli difftzios egyiitthat6 is
csak koriilbeliil 1 km-es tavolsdgra vezet. A diffizids és hévezetési folyamatok tehat a planeta-
ris hatarrétegben és az 6cedni keveredési rétegben lényegesek,®> de annél nagyobb méretekben

2 A stirtiség- és nyoméseltérésekre azért haszndlunk itt kétvesszds jelolést, hogy megkiilonboztessiik a kordbban
is mér hasznalt egyvesszds dinamikai nyomastol (1.39), és a hozz4 tartozé ¢ stirtiségeltéréstsl, amelyet az 5.4. feje-
zetben vezetiink be.

3 Amint az 5.14. fejezetben latjuk.
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a tobbnapos idgskalan elhanyagolhatok. Az (5.12), (5.13) egyenletek tehdt nagyléptéki folyama-
tokban érvényesek.

A Boussinesq-kozelités masik fontos eleme, hogy a Navier-Stokes-egyenlet minden olyan
kifejezésében, amely a teljes ¢ strtiséget tartalmazza, vezet§ rendben go-t irhatunk. Az egye-
diili kivétel a fliggbleges sebesség, ugyanis annak egyenletében a felhajtéers alapvetd szerepet
jatszik. Vélasszuk le ezért a oy stirtiséghez tartoz6 hidrosztatikus po(z) = po — 00gz nyomdsel-
oszlast a teljes nyomdsrol:

p(r,t) = po(z) + 9" (1, t). (5.14)
Az (1.24) Navier-Stokes-egyenletben a nyomadsi eré és a stly — grad p — gon ereddje ugy is
irhat6, mint — grad p” 4+ goon — gon = — grad p” — g0”’n, azaz kifejezhet§ a stirtiség- és nyo-

maéseltéréssel. A Navier-Stokes-egyenlet igy a

1
i%’ = _Qlo grad p”’ — gzon +vAv (5.15)

alakot olti. Itt a v kinematikai viszkozitdst a gy referenciastrtséggel képezziik. A jobb olda-
lon a g helyett a g0” /0o redukalt gyorsulas jelenik meg ((5.8) lokélis megfelelGje). A fenti
(5.12)—(5.15) egyenletek irjak le a tetszSlegesen (de gyengén) rétegezett folyadék mozgasat
Boussinesq-kozelitésben.

A rétegzett folyadék baroklin, vagyis mozgasa sordn az alland6 stirtiségu és dlland6é nyomadsa
feliiletek nem esnek egybe. Az olyan folyadékok, amelyekben az emlitett feliiletek egybeesnek
(pl. 6sszenyomhatatlan homogén folyadék), barotrépok. A baroklinitds fontos kovetkezménye
az, hogy a stirtiséginhomogenitdsok okozta térfogati er6k a kdzegre forgatonyomatékot fejtenek
ki. Ezért a cirkulacié még az idedlis, nem forgatott rétegzett folyadékban sem allandé (13.1. feje-
zet).

5.4. Hidrodinamikai egyenletek fiiggdleges rétegzettség és kis stiritiség-
eltérés esetén

Fuggdleges rétegzettségii esetben célszertibb az adott 0(z) strtségprofiltél valé eltérést jelentd
o' (r, t) mennyiséget hasznalni, azaz azt irni, hogy

o=0+0 =00+0". (5.16)

Mivel a o(z) staciondrius profilhoz dramlds nem tartozik, a ¢’ (r, t) eltérést dinamikai stirtiségnek
nevezik. A 0(z) profilhoz tartozé p(z) nyomaseloszlasnak ki kell elégitenie az (1.24) Navier—
Stokes-egyenletet a mozgdsmentes esetben, ezért fennéll a

0= —gradp —gon (5.17)

hidrosztatikai 0sszefiiggés. Mozgdst nyilvan a p, 0 eloszlasoktol val6 eltérés hozhat csak létre.
Vezessiik be ezért a

p(rt) =p(z) +p'(xt) = po(z) + p"(x1) (5.18)
felbontéssal a p’ dinamikai nyomast, amely az (1.39) egyenlettel definidlt dinamikai nyomas
altaldnositdsa (homogén kozegben p’ = p”). Ezek alapjan — grad p”’ — go’'n = —gradp’ —

g0'n, vagyis a nyomadsi er§ és a suly eredgje ugyantigy fejezhets ki a dinamikai nyomassal és
stirtiséggel, mint a p” és o eltérésekkel.
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A fligg6leges rétegzettségii folyadék egyenletei tehat

/
Al + (vgrad)v = 1 grad p’ — gQ—n + VAV, (5.19)
at Q() Qo
' f 80 eop
o T (vgrad)o' = W= wEN (z), (5.20)
divv = 0. (5.21)

A ¢"-re vonatkoz6 (5.13) strtiségegyenlet ¢’ = 0" + 0p — 0-ra torténd atirasaban felhasznaltuk,
hogy 0 csak a fligg6leges koordinétatol fligg, és behelyettesitettiik a Brunt-Vaisala-frekvencia
(5.6) definicidjat. Ez az egyenletrendszer a fliggGleges rétegzettséggel kapcsolatos mozgasokat
irja le Boussinesq-kozelitésben.

5.5. A dimenziétlan alak, a bels§ Froude-szam jelentése

Erdemes a folytonos sztratifikdciojt eset egyenletét dimenziétlan alakba frni. Mérjiik a vizszin-
tes sikbeli tdvolsdgot valamilyen L jellemzd kiterjedés egységében, a fliggSlegest a folyadék H
mélysége, a vizszintes sebességet pedig az U karakterisztikus sebesség egységében. Az idSegy-
ség L/U. A dinamikai nyomas mértékegységét (forgatds hidnyban) goU2-nek vélasztjuk. A ¢’
dinamikai stirtiség nagysagrendjét az adja meg, hogy a g0’/ 0o redukélt gravitacios gyorsulds
OsszemérhetS a dinamikai nyomésbo6l szarmazo (1/0p)0p’/ 9z fuiggbleges iranyt gyorsuléssal.
A ¢’ dinamikai stirtiség tipikus értéke ezért ooU?/(gH). A tovabbiakban, ha csak kiilén nem
emlitjik, feltessziik, hogy az N Brunt-Viisild-frekvencia dllandé. A fiigg6leges sebesség W
karakterisztikus nagysdga az (5.20) egyenlet alapjan a dinamikai strtiség id6derivaltja osztva
00N?/ g-vel, tehat

W = LS (5.22)
- LHN? '
Az
x,y — Lx, Ly, z — Hz, u — Uu, w — Wuw,
2
t— 51?, P — ooU?p/, o — QgO;—II o (5.23)
athelyettesitéssel a
du ;o1
T gradp’ + EAu, (5.24)
dw 1 L2 fop’ 1
E = _FT’/Z ﬁ <aZ + 0 > + EAW’ (525)
do’
v (5.26)

dimenziétlan egyenleteket kapjuk,* mikdzben a divergenciamentesség (5.12) alakja valtozatlan.
Az (5.25) egyenletben megjelenik a bels6 Froude-szdm az (5.2) alakban.

A teljes derivalt dimenziétlan alakja, (5.27)-et is figyelembe véve, d/dt = 9/0t + ugrad +Fr’>wd/0z, és A =
0%/9x% + 0% /0y + (L/H)?0% /022
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Abels6 Froude-szam értéke légkori és 6ceani példakban is 1072 koriili. A 1égkori becslés U =
10m/s-mal (N =2-1072s71, H = 10km) Fr' = 5-1072. A termoklin zénabeli N = 6- 1073 s~!
értékkel, H = 600 m mélységgel és U = 0,1 m/s-os sebességgel szamolva Fr' = 31072
Ugyanezek az értékek laboratériumban (N = 1s7!, H=1m) U = 3 — 5 cm/s-0s sebességgel
kaphaték meg.

Erdemes emliteni, hogy a fiiggSleges sebesség (5.22) becslése a bels6 Froude-szdmmal irha-
t6 ugy is, mint

W/H

T/L = Frlz. (527)

Fr' tehdt meghatarozza, hogy milyen erds lehet a felaramlas, pontosabban a 0w/ 0z derivalt ér-
téke a vizszintes sikbeli divergencia U/ L nagysagrendjéhez viszonyitva. Annak ellenére, hogy
a vizszintes és fliggSleges méreteket megkiilonboztettiik, a folyadék sekélységét nem tételeztiik
fol. A bels6 Froude-szdm kicsinysége, az erds rétegezettség azonban éppolyan tipusti megszo-
ritast ir el6 a W/ U viszonyra, mint a sekélység. Erésen rétegzett folyadékban a felaramlasok

gyengék.

5.6. Analdgia a forgatott homogén folyadékkal

A bels6 Froude-szam (5.2) definicidja hasonlé a Rossby-szam (1.1) kifejezéséhez. Mindketts-
ben a vizszintes sebességet hasonlitjuk Ossze egy tavolsag és frekvencia szorzataval. A Rossby-
szamban azonban a vizszintes, a Froude-szdmban pedig a fiiggé6leges méret jelenik meg. Ebben
fejez6dik ki az eltérits Coriolis-er§ és a nehézségi erd iranyanak kiilonbozgsége.

5.1. tablazat. A rétegzett, nem forgatott és forgatott, homogén folyadékok jellemzdi kozotti meg-
feleltetés. A belsé hullamokrél a kovetkezs fejezetben lesz sz6.

RETEGZETT  FORGATOTT
FOLYADEK FOLYADEK

Frekvencia N 120
Lényeges irdny fuggdleges vizszintes
Tipikus méret H L
Dimenziétlan szdm Fr = 2L Ro = ﬁ
Jelenség blokkolas Taylor-oszlop
Ennek feltétele Fr <1 Roxk1
Hullam belsé tehetetlenségi

Diszperzi6s relacid6 wp = £Ncosf wp= £2Q2sinf

A dinamikai szempontbdl erds rétegezettség, épptigy, mint a gyors forgatés, az dramlast két-
dimenziéssa teszi. Latszik ez az (5.27) Osszefliggésbdl is, hiszen Fr' — 0 mellett W — 0. Ha
egy rétegezett folyadékot tartalmazo6 edényben akadalyt, pl. vizszintes tengely hengert mozga-
tunk lassan a vizszintes sikban, akkor az a vastagsagédnak megfelel6 folyadékréteget maga elGtt
tolja, illetve maga mogott htizza, anélkiil, hogy a kozeg az akadalyt koriilfolyna. Az adott réteg
tehat egytitt mozog az akadallyal, mert fel- leAramlds nem lehetséges. Ez az tn. blokkoldsi jelen-
ség (blocking) homogén folyadékban nem fordul el§, és a Taylor-oszlopok analogonja rétegzett
kozegekben.
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Béar mind a gyors forgatds, mind az erds rétegzettség kétdimenzids viselkedésre vezet, az
elébbiben a vizszintes, az utébbiban a fiiggSleges méret a lényeges. Ezért az analdgia teljessé
tételéhez ezen irdnyok felcserélése is sziikséges, amint az 5.1. tdblazat mutatja.

Az el6z6 fejezet példai mutatjak, hogy a természeti dramlasok nem extrém erdsen réte-
gezettek, hiszen bels§ Froude-szdmuk nem rendkiviil kicsi. S6t ezen szdamok nagysagrendje
megegyezik a tipikus Rossby-szamokéval (0,1 kortili), amibdl az kovetkezik, hogy a kornyezeti
aramlasok szempontjabdl a rétegzettség és a forgatas osszemérhets fontossagu (6.4. fejezet).

5.7. Belsd hullam

A rétegzett folyadék kollektiv mozgasaban a Brunt-Viisilad-frekvencidji rezgés megfelelGje egy
specidlis hulldmfajta, a bels§ hullam.

5.7.1. Sikhullammegoldasok

A peremektdl tavol, az (5.19)-(5.21) hidrodinamikai egyenleteket kis amplitadéja mozgasra
alkalmazva a masodrenddien kicsiny advektiv gyorsulasok elhanyagolhatdk, és egy linearis val-
tozathoz jutunk. A megoldast az egyszertiség kedvéért i iranyban eltolasinvaridnsnak tételezve
kereshetjiik sikhullam alakban. Tételezziik fel, hogy

(ul w/ EII _Q/S.> — (uol wO/ PO/ ro) ei(kxx+kzZ*w0t)’ (528)
0@ 0N

ahol k = (ky, k;) a hullamszam-vektor, wy a hullam frekvencidja. Ezzel elhanyagolhat6 viszko-
zitas esetén, dlland6 Brunt—Viisala-frekvenciat feltételezve (5.19)—(5.21)-bél az

—iwouy = —iky Py, —iwowy = —ik,Py + Nry, (5.29)
—iworg = —Nwy, kxuog + kywog =0 (5.30)

polarizaciés egyenletekhez jutunk.
Vegyiik észre, hogy ez ekvivalens a tehetetlenségi hullamokra kapott (1.79)—(1.82) rend-
szerrel, ha ott az

ug — wo, wWo — Uy, Vo — To, 200 — N, kx — kz, kz — kx (531)

helyettesitést alkalmazzuk az el6z6 fejezetben és az 5.1. tdblazatban emlitett irdnycserével ossz-
hangban. Az y irdnyu sebesség helyett most a stirtiségvaltozas jelenik meg, és 2() szerepét a
Brunt-Viisila-frekvencia veszi at.

Az analégia alapjan is lathato, hogy az x, z sikban terjed belsé hullamok diszperzios rela-
cidja

wo (ky, kz) = j:N’;: = £Ncos6, (5.32)

ahol 0 a k vektor vizszintes tengellyel bezéart sz6ge® és k> = k3 + k2 (5.3. dbra). A =+ elGjel azt
fejezi ki, hogy minden hulldimszamvektorhoz tartozik egy vele azonos és ellentétes irdnyban
haladé hulldm is. A cos @ tényez8 mutatja, hogy a hullam frekvencidja feliilr6l korlatos: nem
lehet nagyobb az N értéknél : |wy| < N. A legnagyobb frekvencidjuak a vizszintes irdnyaba

5Az Gsszefiiggés y iranyban is terjedé hulldmokra is érvényes, amikor 6 a hullamszamvektornak a vizszintes
sikkal bezart szogét jeloli.
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halad¢ hullamok (k; = 0), amelyekben a folyadékrészecskék fliggSlegesen mozognak a Brunt-—
Viisila-frekvencidval. A bels6 hullamok |wy|/N ardnya tekinthets bels§ Froude-szédmnak is,
értéke cos 0, tehat egységnyi nagysagrendd, vagyis a hulldimokban nem er@s a rétegzettség. Ki-
vételt képez a fligglleges terjedés esete (k, — 0), amikor a hullimzas megsztinik: wg — 0
(Fr" — 0), 6sszhangban a blokkolési jelenséggel.

wo
_______________ N S
1
N T
ky
N
3 2 1 2 3 kye/ks
_ 1
N e
______________ N e T

5.3. dbra. Abels6 hullamok wy (ky / k) diszperziés relécidja (k, = 0). N-nél nagyobb frekvencidji
belsé hulldmok nem létezhetnek. A nyilhoz tartoz6 alak az origd kdrnyékén érvényes. A N —
20), ky 4> kz(cos@ — sinb) cserével a tehetetlenségi hullamok diszperzids relécidjat kapjuk
(1.13. 4bra).

A Brunt-Viisala-frekvencianal gyorsabban rezgé belsé hullamok nem gerjesztheték. Gyors
gerjesztés esetén ugyanis a részecskéknek nincs lehetdségiik sajat, N-nél nem nagyobb frek-
vencidju rezgésiik kialakitdsdra, ezért az energiadtadds lokdlis marad és nem vezet hullam-
terjedésre.

Az (5.30) egyenletbdl latszik, hogy a sebességtér merdleges a hullamszamvektor irdnyara, a
hullam transzverzalis (5.4. dbra). A folyadékelemek tehét a vizszintessel 7t/2 — 0 szoget bezard
,1ejtén” mozognak. A nehézségi gyorsulas lejts irdanyt komponense g cos 8, és a rezgés frekven-
cidja ezért a Brunt-Vaisila-frekvencia cos 6-szorosa. A polarizacids egyenletek szerint, ha 1, wo
val6s, akkor P is az, de rg imagindrius. Ez azt jelenti, hogy a nyomads-, és stirtiségmaximumok
negyed periddus kiilonbséggel kovetik egymadst. 1y, wy azonos fazisban van, a hulldm linedrisan
polarizalt.

5.7.2. Fazis és csoportsebesség

A bels6 hullamok sebessége az x és z iranyban

NN 9N
Cy = ko :i:Nk, c; = Pl j:Nkzk. (5.33)
Az energia terjedését megado c* csoportsebességre azt kapjuk, hogy
. k? . kyk
i = iNk—g, ¢t =FN 1’232. (5.34)
A csoportsebesség abszolutértéke N sin 6/k, irdnya pedig meréleges a k vektorra:
¢’k =0. (5.35)

Az els6 szognegyedben fekvs hullimszdmvektor (ky, k; > 0) esetén a pozitiv (negativ) frekven-
cidjt hullam csoportsebessége a k-t6l jobbra lefelé (balra felfelé) mutat (5.4. dbra). Vizszintes
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ZA
¢*,hawy <0

\

részecsk%g/

mozgas

azonos suruseg
¢, hawyg >0

5.4. dbra. A c¢* csoportsebesség és k hullamszamvektor viszonya belsé hullimban. Az energia
mindig k-ra merélegesen terjed. Az, hogy jobbra vagy balra, a frekvencia elGjelétdl fiigg. A ré-
szecskemozgés a hulldmszamvektorra merdleges sikban torténik.

terjedés (k; — 0) esetén a Brunt-Viisdld-frekvencidju rezgés magatol is fennmarad, az ilyen
irdnyt hullimmal ezért energia nem halad, csoportsebessége elttinik.

Ha a folyadékot valamilyen kis méretti test w (|w| < N) frekvencidji mozgatasaval gerjeszt-
jik, akkor a bels6 hullamok atveszik ezt a frekvenciét: wy = w, és 0 = + arccos (w/N) szog alatt
haladnak az x tengelyhez képest. A bels6 hulldm, mint a tehetetlenségi hullam, erésen anizotrop
modon terjed. A csoportsebesség-vektorok £6 szoget zarnak be a fliggSleges tengellyel, épp-
ugy, ahogy az 1.16. dbra mutatja csak 6 és w kapcsolata mds. A tehetetlenségi hullamok tovabbi
tulajdonsagait mutatja be a 12.1. fejezet.

A c*-hoz tartoz6 irdnyokban megvaltozik a térésmutatd, és az energiaterjedés folyamata
jellegzetes X alakzatot rajzol ki. A gerjeszté szogsebesség novelésekor 6 csokken, az energia |
terjedési irdnya egyre kozelebb esik a fiiggblegeshez, a kialakul6 X alakzat egyre meredekebb.
Ez lathat6 a kisérletben, ahol a felsé és alsé peremr6l visszavert hullamok is megfigyelhetSk.

5.8. Hegy mogotti hullam

5.8.1. Szemléletes magyarazat

A domborzati egyenetlenségek folott az adott iranybol allandé U sebességgel f1j6 szél (vagy ho-
mogén dramlds) rétegzettség esetén jelentds felfelé irdnyul6 energiadramot biztosito staciondrius
bels6 hullamokat hozhat 1étre, amelyek az egyenetlenség elhagyasa utdn is fennmaradnak.

A domborzatnak az dramlés irdnyaval parhuzamos atlagos A hullamhossza meghatarozza
az altala keltett bels6 hulldmok k, hullamszamat: k, = 27t/A. A A tadvolsagban levé két dombor-
zati maximum (hegyvonulat) kozotti dthaladéas ideje A/|U|, a hattéraramlassal egyiitt mozgo
koordinéta-rendszerben a hegyvonulatok tehét |w| = 27|U|/A frekvencidval érkeznek, és ez
felel meg a hulldm gerjesztési frekvencidjanak. Ilyen bels6 hulldm, amelyet hegy mdgdtti hullam-
nak (lee wave-nek) hivnak, csak |w| < N esetén gerjesztédnek, vagyis csak olyan U sebességti
aramlasokra, amelyekre

AN

<
Ul < Ue = 21’

(5.36)

amelyek az U, kritikus sebességnél lassabbak (5.5. dbra). Az (5.36) feltétel rogzitett sebesség
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esetén azt jelenti, hogy a domborzat hullamhosszanak ki kell elégitenie a
u
A> A= 27T‘Z\]| (5.37)

feltételt.

A kritikus sebességa N = 10~2 s~ 1 értékkel szamolva, A = 10 km hullamhossz esetén U, =
16 m/s. A nagy hegyek és hegyvonulatok f6lott tehat még viszonylag erds szelek is képesek
hullamokat kelteni. Az éppen a kritikus sebességgel érkezé aramlés a Brunt-Vaisila-frekvenciat
biztositja, és hozzé vizszintes terjedési irdny, k, = 0 tartozik. Ennél lassabb aramlédsok kisebb
frekvencidju gerjesztést jelentenek, amely véges k, hulldimszadmkomponens megjelenésével jar
a bels6 hullamok (5.32) diszperzids reldcidja szerint. Mivel a keltés a domborzaton torténik,
a hulldm innét tavolodik k, > 0, ezért ky > O-ra jobbra felfelé halad: a hulldm frontja k-ra
merdleges, az aramlds felé dél (5.5b. abra). U > U, esetén viszont hulldim nem keletkezik,
felfelé lecseng6 hullamzas alakul ki (5.5a. abra).

a) b)

5.5. dbra. Periodikus domborzat hattéraramlésban staciondrius sebességteret alakithat ki. A kri-
tikus sebességnél gyorsabb dramlas esetén a mozgas erdssége a magassdggal csokken (a). En-
nél lassabb dramldsban csillapitatlan bels§ hullimok keletkeznek, amelyek az dramlds iranya-
ban és felfelé terjednek (b). A relativ mozgas csoportsebessége meréleges a terjedési irdnyra
(tg(0) = kz/ky), de a hattéraramlds sebességével képzett ered§ parhuzamos vele, ahogy a felsé
betétrajz mutatja. A hegységrendszerek f6l6tt kialakul6é Rossby-hullamokkal (3.14. dbra) szem-
ben a hulldamzas itt a fiiggdleges sikban torténik, és barmilyen el§jeld hattéraramlasban kialakul-
hat.

Laboratériumban hegy mogotti hullam tgy hozhat6 létre, hogy egy (vagy esetleg néhany

& [8] egymas utdni) domborzati elemet htizunk rétegezett folyadékban, nem tal gyorsan. Ebben a

kisérletben a hegy alakt idomot, a folyadék tetején hazzdk. Latszik, hogy az akadaly mozgasa
a kiilonbo6z6 szintre festett rétegekben mindeniitt hulldimzast hoz 1étre, a legintenzivebbet ter-

* mészetesen az akadalyhoz kozel es6 rétegekben. J6l megfigyelhets, hogy a hulldimzdas milyen

hosszan elnytilik a , hegy” mogott.

A hegyvonulatok vagy izolalt hegyek mogotti hulldimok érdekes meteorologiai jelenségek-
re vezetnek. A hullamzas okozta feldramlas térben periodikus (de idében alig véltozo) felhs-
s0dést és esetleg csapadékképzddést okozhat, hiszen a hulldimhegyekben a levegd elérheti a
kicsapddasi szintet. Az ilyen felhésavok a hegyvonulattal parhuzamosan, azaz a szél irdnya-
ra merdlegesen alakulnak ki (5.6. dbra). A felhdsavok tavolsdga a hegyvonulat hullamhossza.
A hullamhegyekben idénként lokalizalt lencse-felhSk (lentikuldris felhSk) jonnek létre. A hegy
mogotti hulldmokban kialakul6 felhSket a szél nem elftijja, hanem &tfdj rajtuk: a hullamvol-
gyekbe keriilve a vizgdz elpdrolog, viszont 1j légcsomagok érkeznek a hullamhegyekbe, ahol
végbemegy a kicsapddas. A felh dinamikus egyenstlyban létezik, alakja helyhez kotott, a sta-
cionarius aramlasnak megfelelGen.
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5.6. dbra. Hegy mogotti hullamok sematikus képe. Ha a kozépsd levegdréteg nedves, és a hul-
lamhegyek elérik a kicsap6dasi szintet (szaggatott vonal), akkor a hegyvonulattal parhuzamos
felhGsavok, vagy lencsefelhdk alakulnak ki.

5.8.2. Linedris leiras

Tekintsiink bels6 hulldmokat egy up = U, wy = 0 sebességti kétdimenzids hattéraramlasban. Az
(5.19)-(5.21) mozgasegyenletet ekkor a sebességben ezen konstans érték kortil kell linearizélni,
amely a v/ = v — (U, 0) sebesség-eltérésekre idealis folyadékban a

Iyl v-_1 s
<at—|—uax>v T w grad p gQOn, (5.38)
i i 1 190,12
(at+uax>g =w gN (2), (5.39)
divv' =0 (5.40)

egyenletekre vezet. Sikhulldimmegoldasra az egyenletek azt mutatjdk, hogy az 5.7. fejezetben
targyalt bels6 hulldmokra vonatkoz6 eredményben az wy — wo — Uk, helyettesitést kell elvé-
gezniink. A diszperzios relaci6 tehat a hegyhez rogzitett rendszerben

k

wo(ky, kz) = Uky & N%, (5.41)
mig a hattéraramlassal egyiitt mozgoban (5.32).
Amennyiben a hulldimot egy
27X
d(x) = Acos <A> (5.42)

figgvénnyel leirt hegyvonulat hozza létre, a hulldm &tveszi az ennek megfelel§ k, = 27r/A >0
hulldmszdmot. A hegyhez rogzitett rendszerben a hulldm akkor valik staciondriussa, frekven-
cidja akkor ttnik el, ha

|l = N (5.43)
k
vagyis ha a fliggbleges hullamszamkomponensre igaz, hogy
NZ
K= i K. (5.44)

A val6s megoldés feltétele [N/U| > ky, azaz |U| < U, ahol U, az (5.36)-ban meghatarozott
kritikus sebesség.
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Az ennél gyorsabb aramldsok esetén a hulldimszdm imaginarius: k, = =£i/4, ahol ¢ val6s,
és ez a fligg6leges irdnyban exp (—z/6 ) szerint lecseng$ amplitidéju hullamzasnak felel meg,
amely pontosan koveti a domborzat alakjat (5.5a. dbra). A hullamzas a hegy f6l16tt néhanyszor
0 vastagsagu tartomanyra terjed csak ki. Ilyen exponencidlisan csillapodé hulldmzasok nem
jarnak energiadramléssal.

A kritikusnal lassabb, az (5.36) feltételnek eleget tevs sebességti daramldsokra k, valds, és
térbeli csillapitds nem torténik. A balrél jobbra haladé (U > 0) dramlasokhoz az (5.41) egyenlet
also elGjelének kell tartoznia, hiszen definicié szerint N, k, > 0, és wg csak gy ttinhet el, ha a
masodik tag negativ. A hattéraramlashoz képest 1étrejové bels6 hulldm (5.32) frekvenciai koziil
a negativat (als6 elGjel) kell tekinteni. Az energidnak felfelé kell haladnia: ¢; > 0, ami (5.34)

szerint k, > O-ra lehetséges:
., u N2

ahol hasznaltuk (5.44)-et. A kritikus sebességhez tartozé (N = 1072 s7! 1/s, A = 10 km)
adatokat véve, anndl kisebb, U = 10 m/s sebességet véalasztva, ky = 0,6 - 10731/m, k, = 0,8 -
10731/m, amivel ¢} ~ 5 m/s adédik.

Az 5.4. dbranak megfelelGen a c¢* csoportsebesség a széllel szemben és felfelé mutat. Az x
irdny komponens (5.34) also elGjelével

i} u® [ N2
& =- (uz - k§> : (5.46)

A nyugvé koordindta-rendszerbeli teljes csoportsebességben c¢*-hoz x irdnyban hozzaadédik
az dramlas U sebessége, és a csoportsebesség x komponense U + ¢ = U%k?/N?. A nyugvé
rendszerben a csoportsebesség iranytangense

¢t N2 1 k.
Y A . 5.47
U+ck uz "k, ky (5:47)

az energiadram irdnya tehat azonos a hullimszamvektoréval (5.5b betét dbraja). A hegy mogotti
hullamok energidja k irdnydban a sztratoszférdig is felhatolhat, ezt hasznaljak ki a vitorldzé
repiiléSk.

5.9. Bels6 hullam sekély, folytonosan rétegzett folyadékban, normal-
modusok

5.9.1. Elemi megfontolasok

Tekintsiink egy H mélységd folytonosan rétegzett kozeget, amelynek vizszintes kiterjedése sok-
kal nagyobb mélységénél. A tipikus belsé hullamok vizszintes hullamhossza (27/ky) ekkor
sokkal nagyobb a fiigg6leges irdnyhoz tartozé 27t/k,-nél. A k, hullimszamkomponens tehat
elhanyagolhato a fiigg6leges komponenshez képes, ky < k, és az (5.32) diszperzids reldci6 az

k
wop=+N* (5.48)
z

alakra vezet. Az 5.3. d4bran ez az orig6 kortili linedris viselkedésnek felel meg. A H mélységhez

g

csak bizonyos k; hulldimhosszak illeszkedhetnek, ezeknek egy diszkrét k, "’ spektruma val6sul-
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hat csak meg. A belsé hulldamok tehat ilyenkor fiigg6leges irdnyu viselkedésiik szerint dll6hul-
lamok, amelyekre a diszperzids reldcié

won(ky) = EN—~ n=12,..., (5.49)

benniik k§”> paraméter. Hozzéjuk a

n=12,... (5.50)

nagysagu vizszintes terjedési sebességek spektruma tartozik.

A lehetséges terjedési sebességek spektruma fligg a peremfeltételtl. A fliggdleges hullam-
szdmok lehetséges kgn) értékeinek meghatarozédsa ugyanolyan tipusu feladat, mint a kvantum-
mechanikai potencidlgddrok energiaspektrumanak kiszamitésa.

A legegyszertibb esetben, amikor a folyadékot egy lappal lefedjiik (merevlap-kozelités), és
ezért feliileti mozgas nem alakulhat ki, a peremfeltétel az, hogy a w fiiggbleges sebesség mind
az aljzaton, mind a felszinen elttinik. Alland6 Brunt-Viisali-frekvencia mellett a fiiggSleges se-
besség magassagfiiggése trigonometrikus fiiggvénnyel irhat6 le. Ennek félhulldmhossza n egész

szdmszor férhet r4 a H intervallumra, azaz nrt/ kgn) = H, amibdl kgn) = nmt/H. A lehetséges
terjedési sebességek nagysaga tehat

_NH

C?’l ’
nrt

n=12,... (5.51)

Leggyorsabban az n = 1 indexd bels6 hullam terjed, a tobbiek sebessége n-nel forditottan ara-
nyos. A légkérben (N ~ 1072 s7!, H = 10 km) az els6 médus sebessége ¢; = 32 m/s. Az
6cednok atlagara jellemz6 N = 1073 1/s-o0s értékkel és H = 4 km-rel szamolva, ¢c; ~ 1 m/s.
A Brunt-Viisila-frekvencia dtlagos redukalt gyorsuldssal megadott (5.7) kifejezését hasznalva

JIH
e VI 10 (5.52)
nrt

Az ilyen belsé hullamok tehat a sekély folyadék felszini hullimainak megfeleldi, de éket a re-
dukalt nehézségi gyorsulds hatdrozza meg.

5.9.2. A szabad felszin hatdsa a normalmodusokra

Az éltalanos vizsgalathoz el§szor az (5.19)—(5.21) egyenletek sekély kozegben érvényes alakjat
kell felirnunk. Mivel a dimenziétlan alakban az € = H/L mélységi arany csak w dimenziétlan
egyenletében jelenik meg, és ott rdadasul 1/€? alakban, az € < 1 esetben a (5.25) egyenletben
a zardjelnek el kell téinnie. Dimenzidsan ez azt jelenti, hogy

a /

T = 0, (5.53)

vagyis hidrosztatika érvényes aramlas kozben is. A feldramlasi sebesség a sekélység miatt ter-
mészetesen kicsi, és a felszini alak a dinamikai nyomadssal aranyos: 7 = p’/(g00)-
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A linearizalt (5.19)-(5.21) egyenletek megoldasa idedlis sekély folyadék x, z sikjaban keres-
het6 exponencialis alakban, mint

u(x,z,t),p'(x,2,1) ~ a,(2)e*x—wot) = g (z)ex(x=cnt), (5.54)

ahol a,(z) ugyanaz a (dimenziétlan) egytitthaté6 mindkét mennyiségre. Ez a hulldmalak az x
irdnyban halad¢, a fiigg6legesben all6hulldmot ir le, hiszen a, id6fiiggetlen. A (5.53) Osszefiig-
gésbdl latszik, hogy o az a, derivéltjaval aranyos, az (5.21) divergenciamentességi feltételb6l
pedig, hogy w az a, integréljaval, a, tehat jellemzi az egész bels6 hullamzést. Az a,(z) magas-
sagprofilt a rétegzett folyadék n-edik normdlmodusinak nevezziik. Linearis problémarol lévén
sz0, az altalanos megoldas kifejthet§ a normalmaédusok tetszSleges n-re vett linedris kombina-
cidjaként. Az egyes normalmoédusok stlyét a kezdfeltétel szabja meg.

A lehetséges c, sebességeket a peremfeltételekbsl ad6doé sajitérték-probléma hatarozza meg.
A szabad felszint jelent6 fels6 peremen

/
wz?;zzgolgigjf’ z=H+n=~H, (5.55)

hiszen a feldramlasi sebesség csak a felszin emelkedésébdl adodhat. A linearizalt (5.20) egyen-
letbsl 9o’ /9t = wopN?/g, amely az (5.53) hidrosztatikai egyenlettel a

aZP/ aQ/ B 2 NZ ap/

ozot ot

(5.56)

Osszefiiggésre vezet, ahol az utolsé atalakitdsban hasznaltuk (5.55)-6t. A normalmdédusok
(5.54) alakja miatt az a, amplitadéra a

da, N2
= —ay,—, = H =~ H . 7
7 a g z +7 (5.57)

peremfeltételnek kell fennéllnia. Alul, a z = 0 szinten a fiigg6leges sebességnek, és ezzel a,,(z)
integraljanak el kell ttinnie A megoldast

an(z) = cos (Nz/cy), n=1,23... (5.58)

alakban keresve, az als6 peremfeltétel teljesiil. A fels6 feltétel (5.57)-bdl

2
—Cgsin(NH/cn) = —I;i cos (NH/cy), (5.59)
vagyis
Nc, N?H 1
tg(NH/c,) = = . NAje (5.60)

Az x = NH/c, mennyiségre nézve a gyokok tehdt agy adddnak, mint a tg(x) fliggvény és az
(N?H/g) 1/ x hiperbola metszéspontjai. A grafikus megoldast illusztral6 5.7. dbra azt is mutatja,
hogy végtelen sok megoldas létezik a lehetséges sebességek c, nagysagara.

Altalanos paraméterekkel explicit megoldasok nem adhaték meg. Vegyiik azonban észre,
hogy az N?H /¢ kombindcié az (5.7) becslés szerint Ao/ 0y = §'/g, vagyis kicsi. A gyenge sta-
tikus rétegzettség miatt a hiperbola egyiitthatéja kis szdm. Ezért a tangens fliggvény agait a
hiperbola az dgak zérushelyei, azaz n7 kornyékén (n = 1,2,...) metszi. Igy azt kapjuk, hogy
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| N?H1 | |
| g x| |
| tg(x)) | |
o | |
2! 0 ! ;
X T T 3r 2r x
: 2 2

5.7. dbra. A szabad felszini mozgashoz tartozé normalmoédusok sajétérték-problémajanak grafi-
kus alakja. A fekete metszéspontoknak megfelel$ x, = NH/c, megoldasok megadjak a lehetsé-
ges sebességeket.

a lehetséges bels6 hulldimsebességeket az (5.51) kifejezés j6 kozelitéssel megadja szabad felszin
esetén is. Ehhez természetesen N?H / g-vel aranyos korrekci6 jarul.®
Az (5.58) normédlmoédusok az (5.51) megoldasok szerint j6 kozelitéssel

a, = cos %z (5.61)

alakuak, vagyis nH /2 hulldamhosszu alléhulldimok. Az elsé két normalmédust az 5.8. dbra mu-
tatja.

5.8. dbra. Allandé Brunt-Viiséla-frekvenciéja folyadék els6 két bels§ hullam normélmédusa:
a1(z), ax(z). Az abra a vezet§ rendben érvényes eredményt mutatja. A normalmédusok zérus-
helyei (5.54) szerint a vizszintes sebesség elGjelvaltasat jelzik, az n-edik médusban tehét a kozeg
n + 1 ellentétes iranyban mozgé rétegre bomlik.

Az 5.7. abran latszik, hogy a szabad felszini mozgést figyelembe vevé spektrum tartalmaz
egy kis x-hez tartoz6 megoldast is. Mivel a tangens fiiggvény linedrisan indul az origéban, erre
a megoldasra j6 kozelitéssel xg = N>H/g 1/x, amibél xog = N/H/g, és a megfelels sebesség

co = +/gH. (5.62)
A spektrum tehéat kiegésziil az n = 0 indexhez tartoz6an a homogén sekély kozeg felszini hulla-
ménak sebességével, amely sokkal nagyobb, mint barmelyik belsé sebesség.” Konzisztens mé-

6A tangens n-edik dganak origé koriili (x — nrr) linedris viselkedését hasznélva, x,-re az x, — nm = N2H/ g
1/x, egyenletet kapjuk. Ennek iterativ megoldasa x, = n7t(1+ N2H/g 1/(n7)?), amelybdl az els korrekcival
cn = (NH/(nm))(1—1/(nm)?> N?H/g).

7 Az elsé korrekcioval cg = \/gH(1+1/6 N°H/g).
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don, az ehhez tartoz6 a9 = cos (Nz/./gH) normdlmédus argumentumaban még a legfels
szintenis NH//¢H = /N?H/ g &ll, ami nagyon kicsi. Az n = 0 normalmédus profilja tehat

ap(z) = 1, (5.63)

ami azt irja le, hogy a kozeg azonosan mozog a teljes mélységben, vagyis homogén folya-
dékként.

Azn > 1 mdbdusok az tn. baroklin médusok, hiszen a hozzajuk tartozé dramldsban a nyomas
és a slirtiség magassagfiiggése eltérs. Az ezektdl kiilonboz6 jellegli n = 0 médust barotrépnak
nevezziik. A merevlap-kozelités jellegére vonatkozéan ebbdl azt a kdvetkeztetést vonhatjuk le,
hogy az kiszfiri a gyors barotrép mozgast, a lassti baroklin médusokat viszont alig médositja.

5.10. Kétrétegii kozegek

5.10.1. Kétréteg( sekélyfolyadék-dinamika

Amennyiben a 0(z) egyensulyi strtiségprofil valtozdsa nagyon erds egy keskeny tartoményban,
akkor ott j6 kozelitéssel stirtiségugrasrol beszélhetiink. A legegyszertibb képben ilyenkor két
homogén Osszenyomhatatlan réteget kiilonboztetiink meg, koztiik valamekkora Ag stirtség-
kiilonbséggel. Az egyensulyi rétegzettség azt koveteli meg, hogy a stirtibb kozeg legyen alul.
A relativ stirtiségkiilonbség kicsi, Ao/ 0p << 1.

n(x,y,t)

00+ A0

5.9. dbra. A kétrétegti kozelitésben két élesen elkiiloniils, homogén és gsszenyomhatatlan se-
kély folyadékréteggel modellezziik a kozeget. A belsé és a kiilsS felszin is szabadon mozoghat.
A vizszintes sebesség mindkét rétegben fiiggetlen a magassagtol.

Mindkét réteget keskenynek feltételezve, alkalmazhatjuk a hidrosztatikus kizelitést, misze-
rint a nyomas a strtiség magassag szerinti integrédljaként all el6. Ez mindkét kozegben linea-
ris z-fliggést jelent, a két kozeg (idS- és helyfiiggd) hataran a nyomas folytonos, de gradiense
ugrasszerten valtozik. Az egyes kozegek pillanatnyi és atlagos vastagsdga legyen hi(x,y,t),
hy(x,y,t), illetve Hy, Hy (a 2-es kozeg a stirtibb). A z = 0 szinten vizszintes aljzatot feltéte-
lezve? a teljes nyugalmi folyadékmélység H = H;y + Hp. A felszin és a belsé elvélaszto feliilet
ingadozasat r7-val, illetve x-vel jelolve (5.9. dbra), a pillanatnyi rétegvastagsagok

hy = H + =X hy, = Hy + x. (564)

A x elvalaszto feliilet a fels$ kozeg szamara id6fiiggd domborzatként jelenik meg. A teljes nyo-

8 Az als6 domborzat sziikség esetén konnyen figyelembe vehetd.
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maseloszlas a folyadékban:
p=po+eg(H+n—-z), ha z>h(xyt), (5.65)

és
p = po+ @oghi + (0o + Ag)g(ha — z) (5.66)

egyébként, ahol pg a konstans kiilsé felszini nyomads. A nyomaseloszlas tehat nem fiigg az aram-
lastol.

A felsé és also kozeg vizszintes sikbeli, magassagtol fiiggetlen sebességvektorait u;-gyel,
illetve up-vel jelolve, a mozgésegyenlet idedlis folyadékban:

d;tl = —ggrady, % = —ggrady — ¢ grad x. (5.67)

Itt ¢’ = gAo/ 0o a stirtiségugrasbol adédo redukalt nehézségi gyorsulas. A d/dt teljes derivalt
a sebesség z-fliggetlensége miatt csak a vizszintes sebességkomponenseket tartalmazza, tehat
példaul

du1 au1 au1 E)u1

T Ty Ty (5:68)

Az egyes Osszenyomhatatlan folyadékrétegekben a kontinuitast a folyadékoszlopok térfo-
gatdnak megmaradasa jelenti. Ezért mindkét kozeg h;, i = 1,2 vastagsadgara fenndll a (2.13)
egyenlet, tehat

aa};i + diV(hiui), i= 1, 2. (569)

A fenti egyenletek az (5.64) kapcsolattal egytitt zart egyenletrendszert alkotnak, a két kii-
16nboz§ stirtiségti sekélyfolyadék-réteg egyenleteit. A vizszintes dramlds ismerete mindkét ré-
tegben meghatédrozza a feldaramlas erésségét:

ow; .
a—zl = —divu;. (5.70)

A szokasos dimenzidtlanitassal a két kontinuitasi egyenlet nem véltozik, a dinamikai egyen-
letekben grad 1 el6tt a kiils6 (1.32) Froude-szdm, grad x el6tt pedig az (5.1) bels§ Froude-szam
jelenik meg:

du1 1 du2 1 1
T grady, T =) gradn — 7 grad x. (5.71)

Ez mutatja, hogy Fr’ csak a bels6 elvalaszto feliilettel kapcsolatos mozgésokat jellemzi.

5.10.2. Belsd hullam két kozeg hataran

Kis amplitadéjt hullamokra az (5.67), (5.69) egyenletrendszer linearizdlhat6 a h; = H; atlagos
rétegvastagsdghoz tartozé aramldsmentes, u; = u; = 0 nyugalmi allapot koriil. Az egyszertiség
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kedvéért x irdnyban haladé sikhulldmot az

(u1, 2,7, x) = (110, 20, 1o, o) € Fx*~<0f) (5.72)

alakban keresve a
wot1g = gkx1o, wotizo = gkx1o + §'kxx0, (5.73)
wo (10 — xo0) = Hikxuo, woxo = Hokxuag (5.74)

polarizaciés egyenletekre jutunk. (5.73) és (5.74) els6 egyenletébdl a sebességeket kikiiszo-
bolve a

X0 = 1o (1 — gHJfé) (5.75)
Osszefiiggésre, majd a sebességek kozotti
12
U1 = U0 <1 - g/Hzaj(%> (5.76)

alakra jutunk. A felszin- és sebességvaltozasok amplitidéinak a két kozegben tehat ardnyosnak
kell lenniiik, de nem feltétleniil azonos eldjeltinek. Az els6 és utolsé polarizaciés egyenletbdl
ur0X0 = Uaotjo §Hok? / wi kovetkezik. Ez csak akkor konzisztens (5.75), (5.76) szorzatéval, ha

/ 2 2 2
<1 = gH§kX> (1 - ngf’f) _ shaks (5.77)

2
Wy Wy Wy

Mivel az egyenletben csak az wy/k, kombindci6 jelenik meg, a ¢ = wy/ky terjedési sebesség
négyzetére a
c* —c*(gH + ¢'Hy) + g¢'HiHy = 0 (5.78)

masodfoku egyenletet kapjuk. Ez természetesen egzaktul is megoldhat6, de érdemes kihasz-
nélni, hogy a relativ stirtiségkiilonbség csekély, vagyis ¢’ < g.

A fenti egyenletnek van olyan megoldasa, amelyben a sebesség nagy, a g’-vel aranyos tagok
elhanyagolhat6k, és ezért vezets rendben a terjedési sebesség abszolutértéke’

co = \/gH. (5.79)

Ekkor (5.76), (5.75)-b6l 119 ~ 1y és xo = noHz/H. A sebesség a két rétegben tehat alig kii-
l6nbozik, és a felszini ingadozdsok aranya a rétegvastagsdgok aranyat koveti (5.10a. dbra). Ez
lényegében a H vastagsdgu dsszenyomhatatlan homogén sekély folyadék hulldimmozgésa.

A masik gyok nagyséaga kicsi, g'-vel aranyos, és ekkor ¢* hanyagolhato el. Ezzel a

H,H, [ HH,
_ / - e i B 5.80
a=\& g $Hy + Hy (5.80)

megoldast kapjuk, ¢'/¢ rendd korrekciok erejéig.!® A belsé hullam c¢; sebessége nagység-
rendileg a

c1~+/g'/gco (5.81)

kapcsolatban van a homogén sekély folyadék sebességével.

9Az els§ korrekciéval cg = \/gH (1+1/2 ¢'/g H3/H?).
10Az els§ korrekciéval oy = \/¢'H1Hy/H (1—1/2¢' /g H3/H?).
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a) b)
Hy I o ] — ug ]
H, — w2 L up i

7

5.10. dbra. Kis amplitudéju linearis hullamok kétrétegd folyadékban. a) Barotrép médus: mind-
két réteg hasonléan mozog. b) Baroklin médus: mindkét réteg ellentétes irdnyban dramlik, és az
elvalaszto feliilet hullimzasa sokkal ersebb a felszinénél.

A bels6 hullamban (5.76), (5.75)-b8l uyg = —u1oH1/Hy, és xo =~ —nogH/(¢'Hz). A két
rétegben tehat ellenkezd elGjeld a vizszintes sebesség, a keskenyebb kozegben nagyobb (5.10b.
dbra). Raaddsul a bels6 hatérfeliilet hullamzasa joval erdsebb (g/g' ardnyban) a felszinénél. Az
elgjelek itt is kiillonbozbek, tehat felszini kidudorodéshoz bels6 behorpadas tartozik, és forditva
(5.10b. dbra). A cq sebességti megoldast nevezik ezért baroklin médusnak is. Egyforma vastag-
sdgu rétegek (Hy = H/2) esetén az dramlés anal6g a folytonosan rétegzett folyadék n = 1
baroklin médusaval (5.8. dbra), hiszen ott is elGjelet valt a sebesség a folyadék kozépmagassa-
gdban. Vegytik észre, hogy a bels6 hullam (5.80)-nal megadott terjedési sebességével az (5.1)
belsé Froude-szam a

Fr' ~ u (5.82)
€1
kapcsolatban van, 6sszhangban a (2.1) kiils6 Froude-szam Fr = U /¢y alakjaval.

Légkori rétegek hataran fut6 bels hulldimok gyakran megfigyelhetdk pl. fiist, kod vagy fel-
hék szétteriilésekor. Bels6 hulldmok tavakban és tengerekben is rendszeresen el6fordulnak a
fels6 higabb és alsé stirtibb réteg hataran, pl. foly6torkolatok kézelében vagy a termoklin zéna-
ban. A felszinr6l nézve mozgdasuk alig vehets észre, legfeljebb a belsé hullamhegyek altal keltett
apro felszini kapillaris hullimok okozta fényvisszaverés révén.

A tengeri bels6 hullamok felfedezésére az vezetett, hogy a torkolatok kdrnyékén a sés ten-
gervizen néhdny méter vastagsdgban szétteriil6 édesvizbe érkezé hajok hirtelen lefékezédtek.
Ahhoz ugyanis, hogy a nyugvo elvélaszto6 feliileten bels§ hullamok keletkezzenek, energiabe-
fektetés sziikséges, és ezt a hajok mozgésienergia-vesztesége fedezi. Ezt ,holt viz” (, dead wa-
ter”) jelenségnek nevezik, amelynek sordn a hajok mozgasa nagy amplitiid6ji, nemlinearis bel-
s6 hullamokat gerjeszt.

Ez jol modellezhetd 1isz6 test mozgatasaval két- vagy tobbrétegt folyadékkal feltoltott kad-
ban, ahogy ebben a kisérletben lathato.

A ,holt viz” jelenség magyarazatat és a bels§ hullamok elsé elméletét ugyanaz a V. Ekman
adta meg (1904-ben), akinek nevéhez ftizédik a forgatott rendszerek hatdrrétegének megértése
(1902-t6l).

5.10.3. Megjegyzések

1.) A baroklin mozgdasokra jellemzé altaldnos tulajdonsdg, hogy a felszini alakvaltozast azzal
ellentétes elGjeld és sokkal nagyobb mértékd belsS véltozéds koveti. Képzeljiik el példdul, hogy
valamilyen kiils6 hatds miatt egy csekély felszinemelkedés stabilizalédik. Ezt tavakban gyak-
ran az adott irdnybdl huzamos ideig fj6 szél nyirdsi ereje okozza, amely az egyik oldalra hajtja
a vizet. Tekintsiik a kozel alland¢ felszini meredekséget adottnak, és alkalmazzuk az alsé ko-
zeg (5.67) egyenletét. A kozel staciondrius allapot 1étezésébdl azt a feltételt kapjuk, hogy a két
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X

5.11. dbra. Az &lland6 szélnyiras kovetkeztében a tavak felszine megddl. A belsé elvalaszté réteg
(a termoklin zéna) ezzel ellentétes irdnyban és joval nagyobb mértékben lejt.

gradiensnek kozelitSleg kompenzélnia kell egymaést, vagyis

X . _891

ox ~ gox (5.83)
Az alland6 szél tehdt a termoklin zéna jelentds lejtését valthatja ki (5.11. dbra). A szél eliilé-
se utdn ez az allapot megszlinik, a viz elkezd visszadramolni. Tehetetlensége miatt azonban
tallendiil a nyugalmi allapoton, és ez okozza az alléhulldmok, télengések kialakulasat (lasd
12.2. fejezet).

2.) Tobb réteg feltételezésekor annyi c, hulldimsebességet taldlunk, amennyi a rétegek sza-
ma. Egyre tobb, egyre keskenyebb réteg haszndlataval, és a teljes folyadékmélységet dllandé H
értéken tartva visszakapjuk a folytonos rétegzettséghez tartoz6 ¢, n = 0,1, 2, . . . normalmaédus-
eloszlast. A folytonos rétegzettség tehat szamos keskeny egymas folotti réteg hataresetének te-
kinthetd.

5.11. A redukalt sekélyfolyadék-modell

A kétrétegi leiras kiilondsen egyszerd esetét kapjuk, ha az egyik kozeg joval nagyobb folyadék-
tomeget képvisel, mint a masik. Annak kifejezésére, hogy az eredmény fiiggetlen att6l, hogy
a keskeny kozeg feliil vagy alul helyezkedik el, a keskeny kozeg pillanatnyi (atlagos) vastag-
sagat h(x,y, t)-vel (hp-lal) jeloljuk. Feltessziik, hogy a teljes mélység sokkal nagyobb a vizsgalt
rétegénél, tehat h, hp < H.

A dinamikai egyenlet levezetéséhez célszerd azt az esetet tekinteni, amikor a keskeny kozeg
van alul. Ekkor a fels6, ¢ stirtiségi kozeg gyakorlatilag all, szdmara a valasztéfeliilet mozgasa
elhanyagolhatéan kis perturbéci6t jelent csak. Igy elég az als6, oo + Ao stirtségt kozeg dramla-
saval torédniink. Mivel érvényes a hidrosztatika, az alsé kézegbeli nyomas (H — h)oog + (00 +
Ao)(h —z)g, aminek a nyugalmi eset (H — hg)00g + (00 + Ao) (ho — z) g nyomasatol valo eltérése
a p’ dinamikai nyomds

p'(x,y,t) = gAoh(x,y,t) + konstans. (5.84)
A sekély mozgo réteg vizszintes sikbeli sebességterét a
%—1; + (ugrad)u = —¢' grad h (5.85)
egyenlet adja meg, és homogén kozegrél 1évén sz6, kontinuitdsat a
g}; = —div(uh) (5.86)

egyenlet fejezi ki. Mindez megfelel a kétrétegt (5.67), (5.69) sekélyfolyadék-dinamika uy, 7 — 0
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hatdresetének. Az als6 kozeg dinamikdjara tehét a (2.9) sekélyfolyadék-egyenlet forgatasmen-
tes alakjat kaptuk, de benne nem a teljes ¢ nehézségi gyorsulas, hanem a g’ = gAo/ 0o redukalt
gyorsulds jelenik meg. Ezt az egyenletrendszert ezért redukalt sekélyfolyadék-modellnek is ne-
vezik. Ugyanezek az egyenletek igazak egy keskeny ritka kozegre is, amely egy stirtibb passziv
folyadék felett helyezkedik el.

A keskeny réteg hataran kialakul6 belsé hulldmok sebessége az analégia alapjan

c1 = +/§'ho, (5.87)

melyet az (5.80) egyenlet ip/ H < 1 hataresetébdl is megkaphatunk, ahol iy = min(H, Hy).
A barotrép médus most nem jelenhet meg, hiszen a vastag kozeg all. A kozeghatar hullimmoz-
gasa és (5.85), (5.86) értelmében a mozgd kozeg egész hidrodinamikaja fiiggetlen a folyadék
teljes mélységétdl.

A redukalt sekélyfolyadék-modell talzott egyszertsitésnek tlinhet a kis amplitadéja belsd
hulldmok jellemzésére. Van azonban szamos olyan nemlinedris jelenség, amelyek leirdsa mér a
kétrétegd kozelitésben is igen nehéz. A redukalt sekélyfolyadék-modell viszont sokszor meg-
lepSen valdsdgkozeli eredményeket szolgaltat a véges amplitiddja nemlineédris mozgasokra,
ahogy a 12.3. fejezet bemutatja.

A redukalt sekélyfolyadék-modell dltaldnos megoldasa nem ismert. Egydimenziés véltozata
(u=u(x,t),v=0,h = h(x,t)) staciondrius esetben két megmaradé mennyiséggel rendelkezik,
amelyek ekvivalensek a hidrodinamikai egyenletekkel. Az

u(x)h(x) =Q (5.88)

hozam allandésaga az (5.86) kontinuitasi egyenletbdl kovetkezik. Az (5.85) egyenlet udu /dx =
—g'dh/dx staciondrius valtozatabol latszik, hogy sima hi(x) esetén érvényes az

u(x)®

5~ +gh(x) =B (5.89)

Bernoulli-térvény (ahol B dllandd), ami itt egyenértékd az energiamegmaradéssal.

5.12. Belsé szolitonok

Két kiilonbozé stirtiségt, keskeny, de véges vastagsagt réteg hatarfeliiletén kialakulhatnak ki-
dudorodésok vagy behorpadasok, amelyek alakjukat megtartva a c; bels6hulldm-sebességnél
gyorsabban terjednek, és a sebesség fiigg a kidudorodas nagysagatol.!!

A részletes elméleti leirds helyett csak a belsé szolitonok legfontosabb tulajdonsagait adjuk
meg. H; és H, atlagos vastagsdgt rétegek hataran, elhanyagolhato kiilsé felszini véaltozasok és
kis stirtiségkiilonbség esetén a pozitiv x irdnyban haladé, xo amplitadéja belsé szoliton (5.12.

abra) sebessége
Xo Hi — Hp
= 1+ 5% ———— .
c=0 ( > HH > , (5.90)

ahol c; a kétréteg sekély folyadékbeli bels6 hulldm (5.80) sebessége. A xo amplitadénak mind-
két rétegvastagsdgnal joval kisebbnek kell lennie. Vegyiik észre, hogy a stirtiségkiilonbség csak
a c1 bels6hulldm-sebességen keresztiil jelenik meg. A szolitonok mindig gyorsabbak a lineéris
hullamokndl: ¢ > c1, bels6 Froude-szdmuk Fr’ > 1. A fenti képlet igy azt mutatja, hogy vastag
als6 réteg, Hy > Hj esetén a xo amplitaidonak negativnak kell lennie. Ilyenkor tehat a szoliton a
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a) b)
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5.12. dbra. A bels6 szoliton az elvélaszto6 feliilet kidudorodésaval jar. Ez felfelé torténik, ha az
alsé réteg keskenyebb a felsénél (a), és lefelé, ha az alsé réteg a vastagabb (b).

réteghatar lefelé torténd elmozdulasaval jar (5.12b. dbra). A bels6 szoliton mindig a keskenyebb
réteg lokélis megvastagodasa.
A szoliton | félszélessége is amplitudofiiggs az

4 HiH;
P=-—"12 _ 591
3 xo (H1 — Ha) 5:91)
osszefiiggés szerint.!2 A szoliton 2/, hullimhossza” jéval nagyobb a rétegvastagsdgoknal. A fo-
lyadék sebessége csak a szoliton kiterjedésének megfelel§ tartomanyban tér el 1ényegesen zé-
rustol. Ott egy rétegen beliil azonos irdny, de a két rétegben ellentett elGjeld. !
A felsé rétegnél joval keskenyebb also réteg, hy = Hy < H hataresetében (5.90), (5.91)-bél

. X0
c=10C <1 + 2h0> , (5.92)

43 H
2%t 5.93
30 o (598)

A terjedési sebesség ugyanugy filigg az alsé réteg vastagsagéatol, mint szabad felszini tarsaé a
teljes mélységtdl (2.9. fejezet).

A légkorben a hideg gravitaciés dramlatok (12.3.2. fejezet) hegyekr6l val6 visszaver6dése
vezethet bels§ szolitonokhoz. A tengeri bels§ szolitonokat domborzati egyenetlenségek és az
arapaly hatds gerjeszthetik a termoklin zéndban. Amplitadéjuk néhanyszor 10 m is lehet, se-
bességiik m/s nagysdgrendd, hosszuk a tobb 10 km-t is elérheti.

5.13. Kelvin-Helmholtz-(KH)-instabilitas

5.13.1. Instabilitdsokrdl dltalaban

Egy aramlés csak akkor valésul meg a természetben, ha a mindig jelen levé kis kiils6 hatasokkal
szemben ellendll6. Tehdt nem elég, hogy a hidrodinamikai egyenletek megoldasa legyen, hanem
stabilnak is kell lennie. Ez azt jelenti, hogy ha a vizsgalt V(r) alaparamlast'* megvaltoztatjuk,

1Hasonl6an a kiilsé felszini szolitonokhoz, 2.9.,9.2.,9.3. fejezet.

12 Az egyforma rétegvastagsagot jelenté H; = H, esetben a fenti dsszefiiggések értelmiiket vesztik. A részletes
elemzés szerint ilyenkor is létezik szoliton, de jéval lassabb és szélesebb, mint az eltér rétegvastagsdghoz tartozok.

13A x belsé felszini alak kielégiti a (9.10) KdV-egyenletet a ¢ — c1, 3co/ (2H) — 3¢y (Hy — Hp) / (2H1Ha),
coH?/6 — c1H1H,/6 helyettesitéssel. A szolitonmegoldés: x(x,t) = xo/ch? [(x —ct)/1], a sebességek u; =
—c1x/ Hy és up = c1x/ Hp.

14 Az egyszertiség kedvéért csak staciondrius alaparamlasokra szoritkozunk.
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akkor az eredeti formdjahoz hasonlé marad. Ha nem, az dramlés instabil, vagyis rovid idé alatt
mas jellegtivé valik.

A lineéris stabilitdsvizsgilat soran azt vizsgaljuk, milyen dramlds alakul ki, ha a folyadékot
kissé kimozditjuk a V(r) sebességtérhez és a hozza tartoz6 nyomas- és stirtiségeloszlashoz tarto-
z6 alapallapotabdl, adott peremfeltételek mellett. A kis perturbacié miatt az alapéllapottdl valé
eltérés, legalabbis eleinte, csekély, ezért a teljes hidrodinamikai egyenletrendszert lineariziljuk
az alaparamlas koriil. Mivel nem a nyugalmi allapot koriil vizsgalédunk (mint a hulldimok ese-
tén), most az advektiv gyorsuldsok is adhatnak jarulékot. A linearizalt mozgasegyenletek dl-
landé egyiitthatds, homogén linedris differencidlegyenlet-rendszert alkotnak. Tetsz6leges kezdeti
perturbacié Fourier-sorba fejthetd, és elég egyetlen k hullamszamvektorhoz tartozé perturbéci-
6t kovetni, mert az 4ltaldnos megoldas ezek linedris kombinacidja lesz. A k-hoz tartoz6 id6fiiggd
viselkedés az egyenlet linedris jellege miatt exponencidlis fliiggvénnyel irhato le, és ezért minden
valtozo eltérése az alaparamlastol

ei(kxx+kyy+kzsz0t) (594)

tényezGvel ardnyos sikhulldm alakban kereshetd. Ittk = (ky, ky, k.) tetsz6leges hullamszamvek-
tor és wy (k) a feltételezett hullam frekvencidja, amely azonban nem feltétleniil val6s, arra utal-
va, hogy nincs hullammegoldas. Ezt a linearizalt mozgasegyenletekbe helyettesitve homogén
linedris algebrai egyenletrendszerhez jutunk. Ennek nemtrividlis megoldasa adja a frekvencia
hullamszamfiiggését, az

wo(k) = is(k) + w(k) (5.95)

diszperzids relaciot, ahol s és w valos. Instabilitds akkor 1ép fel, ha az s(k) imagindrius rész
pozitiv. Ekkor ugyanis —iwo = s — iw, és a kitev$ valos részében megjelenik az

et (5.96)

idé6fiiggés. Ez exponencidlisan novekvd viselkedés, vagyis a perturbélt &ramlds az alaparamlés-
tol gyorsan eltavolodik. Ezért ilyenkor az s(k) mennyiséget instabilitisi ritinak, vagy az instabil
alapdramlés Ljapunov-exponensének nevezziik. Az (5.95) diszperzios relacié vals része, w(k) az
id6ben novekedd viselkedés periodikus modulalasat irja le a 27t/ w periédussal.

Mivel az altalanos megoldds az (5.94) tipust normalmoédusok linedris kombindacija, az
alapdramlas akkor stabil, ha s(k) < 0 minden hullimszdmra. Az instabilitds feltétele az, hogy s
legalabb egy hullamszamra pozitiv legyen.

Rendszerint 1étezik olyan kritikusnak nevezett k. hulldimszdm, amelyre s(k.) = 0 vagyis,
amelynél az instabilitds megjelenik. El6fordulhat, hogy ez csak bizonyos paraméterekre fordul
eld, az ettdl kiilonbo6z6 paraméterekre az alaparamlés stabilnak bizonyul.

A kritikus hulldmszam kornyékén altaldban van egy hulldimszamtartomany (legalabbis bi-
zonyos paraméterekre), amelyekben minden k instabil pozitiv s exponensekkel. Ezek a k.-hez
kozeli hulldimszamut megolddsok lassan egyre nagyobb amplitidéjaakka vélnak, és ekdzben
az aramlas jellegzetes hulldimhossza A, = 271/k.. Ez a megoldas természetesen csak dtmeneti,
hiszen a linearizalt egyenletek nagy amplitidok esetén mar nem érvényesek. A végsé allapot
pontos leirdsdhoz a teljes hidrodinamikai egyenletre van sziikség. Ez az 4llapot sokszor turbu-
lens, de el6fordulhat az is, hogy szabélyos aramlds stabilizdlodik.

5.13.2. Szemléletes kép a KH-instabilitasrél

Tekintsiink két, 01, 0, stirtiségti, egymads felett elhelyezked§ vastag folyadékréteget, amelyek
egymashoz képest AU relativ sebességgel dramolnak a vizszintes sikban, sturléddsmentesen.
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Legyen az als6 kozeg stirtibb, 0o > 01, és tegyiik fel, hogy az elvalaszto6 feliilet sik. Vizsgaljuk
meg, hogy a feliilet kis deformaci6 utan a kezdeti 4llapota felé indul vissza, vagy éppen tavolo-
dik t6le, vagyis a sik elvalaszto feliilet stabil-e.
Mivel Ag = 02 — 00 > 0, a AU relativ sebesség megsziinésekor instabilitds nem 1ép fel hiszen
a statikus rétegzettség stabil. Ezért véges sebességkiilonbség esetén csak valamilyen A, = 27t/k,
kritikus hulldmhossz1, vagy anndl révidebb zavarok vélhatnak instabilld. Csak igy teljestilhet
ugyanis, hogy A. egyre kisebb lesz AU csokkenésével, vagyis nem marad instabil hullamszam
AU = 0-ra. Ha a folyadékréteg vastag, a probléma legfontosabb hossztsagjellegti paramétere
Ac, amely sokkal kisebb a teljes H mélységnél. Kis stirtiségkiilonbségekre nyilvan lényeges a g’
redukalt gyorsulés is. A AU, g’ és A, mennyiségekbdl csak egy dimenzi6tlan szdm alkothatd, a
AU?
8'Ac
kritikus hulldmhosszal képzett bels6 Froude-szam négyzete. Ezt egységnyinek tételezve azt
kapjuk, hogy A, ardnyos AU?/g'-vel. (Ebb6l latszik, hogy az a feltevés, hogy az instabilités a
Ac-nél hosszabb zavarokra alakul ki, arra vezetne, hogy sebességkiilonbség nélkiil minden hul-
ldm instabil.)

Az instabilitas tehat olyan A hullimhosszt zavarokra 4ll fenn, amelyek révidebbek a kritikus
hulldmhossznal, tehat amelyekre

(5.97)

AU?

I

A<A=C (5.98)

Itt C dimenziétlan szdm, amely enyhén fiigghet a H vastagsagtol. Mély kozegben a C konstans
rt-nek adodik (lasd kovetkezé alfejezet). A kritikus hulldimhossz a 1égkorre jellemzé 10 m/s-os
sebességkiilonbséggel és tizszeres redukciéval A, ~ 300 m, épptgy, mint AU = 1 m/s se-
bességkiilonbséggel és a tengerben gyakori ezerszeres redukciéval. Laboratériumban 10-szeres
redukcioval és AU = 10 cm/s-mal szamolva A, ~ 3 cm.

Véges sebességkiilonbség esetén tehdt mindig 1étezik olyan elegendSen révid hulldmhossza
perturbaci6, amelyre nézve a sima feliilet begytir6dik. Elsé leir6jukrdl ezt a jelenséget Kelvin—
Helmholtz-instabilitdsnak nevezziik. A kiilonb6z6 vizszintes dramldsokat elvélaszté feliiletek
tehat nem maradnak simdk. Vegyiik észre, hogy ez azonos stirtiségti (g’ = 0) rétegekre, ame-
lyekben csak a sebességek kiilonboznek (az tn. nyirasi instabilitds esete) méginkabb igaz, ott
A¢ — oo semmilyen hulldmszdmu perturbacié sem stabil. A strtségkiilonbség tehat valame-
lyest stabilizalja a helyzetet, de csak nagy hullamhosszakra.

Az instabilla valt feliilet valamilyen A ~ A, hullimhosszal egyre nagyobb amplitadéja ki-
térést mutat, de el6bb-utébb elhagyjuk a linedris viselkedés tartomanyat, és a feliileti alak mar
nem irhato le szinuszfliggvénnyel. A tapasztalat szerint a hatérfeliilet begytirédik, és a megto-
16 felszini hulldimokhoz (pl. tengerhullimokhoz) hasonlé alakot rajzol ki meglepd szabalyos-
sdggal. A folyamatot a sematikus 5.13. dbra szemlélteti. Ha az elvalaszt6 feliilet a kicsapdda-
si zondban van, akkor a hulldimtorésszerd mintézat felhéképekben, az tin. Kelvin—-Helmholtz-
felhSkben rajzolodik ki.

Az instabilitas két, kezdetben vizszintes, egymasra rétegzett folyadékréteg tartdlyanak meg-
dontésével laboratériumban is jol tanulméanyozhat6. Megfigyelhets, hogy amint az dramlés be-
' indul, az elvélaszto feliilet hullamossa valik, gyorsan nagy amplitadéja atbuké hullamok ala-

| A Kkisérleti berendezés véges mérete miatt a szabdlyos (nemlinedris) Kelvin-Helmholtz-
-T hulldmok csak rovid ideig figyelhet6k meg. Ezért érdemes a mintdzatot lassitott felvételen is
% kovetni, mint itt.



https://www.youtube.com/watch?v=UbAfvcaYr00
https://www.youtube.com/watch?v=UbAfvcaYr00
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5.13. Kewvin—-Heimuorrz- (KH)-INSTABILITAS 137

AU
_2 o - —_—
zZ
Q0 0 Q0
X
oLt~ —~ _,m .
U 00 + Ao 00 + Ao 0o+ A0
Lz - -

5.13. dbra. A két folyadékot elvalaszto feliilet id6fejldése a relativ sebességkiilonbség hatasara
kialakul6 Kelvin—-Helmholtz-instabilitds kovetkeztében. A megfigyelt &tmeneti mintazat periodi-
citdsa a A kritikus hullimhossz nagysagrendjébe esik. A valédi hullamtorés is a KH-instabilitds
mechanizmusa szerint zajlik, csak ott a leveg6 és a viz kozotti strtségkiilonbség nem kicsi. A vég-
allapot mindig turbulens dramlas.

A turbulens végallapotban feliilr6l nem korlatozott kozegben egy A.-vel ardnyos vastagsa-
gl turbulensen kevert réteg vélik koztes stirtiségtivé. A KH-instabilitds tehat a rétegzett koze-
gekre jellemzé turbulencia (7.4. fejezet) megjelenésének egyik kulcsmechanizmusa. Véges H
vastagsagu folyadékrétegre gondolva becslésként irhatjuk, hogy ha H kisebb, mint a kritikus
hullamszam, vagyis

2
H< 2L (5.99)
g/

akkor a teljes folyadékréteg turbulenssé valik.

5.13.3. Stabilitdsvizsgalat

Az egyszertiség kedvéért tegyiik fel, hogy mindkét folyadékréteg nagyon vastag, és legyen az
elvalasztofeliilet a z = 0 sik. A strdséget a két kozegben tetszSlegesnek valasztjuk, mert ez
nem teszi bonyolultabba a targyalast, viszont szdmos érdekes kitekintésre ad lehet&séget. Je-
loljik a v = (1(z),0,0) alaparamlas két rétege kozotti x irdnyt sebességkiilonbséget AU-val.
A koordinata-rendszert mindig valaszthatjuk gy, hogy a sebességprofil szimmetrikus legyen,
az 4tlagsebesség tlinjon el, az also, g, stirtiségti kozeg negativ irdnyban mozogjon. Az ii(z) alap-
aramlas sebessége akkor itt —U = —AU/2 < 0. A felette elhelyezkedd 01 < 0, strtségd fo-
lyadékréteg U = AU /2 sebességgel dramlik a pozitiv irdnyba (5.14. dbra), az alaparamlasban a
nyomds hidrosztatikus.

Tegytik fel, hogy az dramlds az y irdnyban eltoldsinvaridns. Jelolje az elvélaszto feliilet pilla-
natnyi alakjat a x(x, t) figgvény. A teljes nyomds a fels6 kozegben

p=po—o0igz+p, ha z>jy, (5.100)

ahol pg az elvélaszt6 feliileten érvényes nyomds, p’ pedig a dinamikai nyomas. Ezzel a felsé
kozegben érvényes mozgasegyenlet a dv/dt = — grad p/o — g Euler-egyenlet alapjan:

dup 1 9p dw; 19p

Nt a2 (5.101)
Az als6 kozegben (z < x) nyomadst a
p=po—0i8x — 08 (z—x)+p" = po+degx — gz +p (5.102)

egyenlet definidlja, ahol Ag = 02 — 01 > 0, és a dinamikai nyomds Aggx + p’. Ezt az Euler-
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z
u(z)
up Q01
0
N—— u
AU
5 U
u Q2
—
AU
—U=—

5.14. dbra. Az 1u(z) alaparamlds sebességprofilja (vastag vonal). Az elvélaszt6 feliilet kezdeti
alakjaaz = 0sik, x = 0. Az 1 és 2 indexek a felsd, illetve als6 kozegre vonatkoznak.

egyenletbe helyettesitve:

dup _ Dg ox 19p'  dwp 19y
At 02°9x 2 0x’ it~ 00z (5.103)

A sekély folyadékkal szemben a feldramlds most nem gyenge, és a nyomds nem hidrosztatikus,
p’ nem zérus.

Az dramlds az (x,z) sikban Osszenyomhatatlan, ezért mindkét kozegben létezik egy
Pi(x, z, t) dramlési fuggvény, amellyel u; = —0y;/ 9z és w; = dY;/0x, i = 1,2. Feltehetjiik, hogy
az dramlés 6rvénymentes is, hiszen mindkét kézeg homogén, és igy y irdnyud forgatonyomaték
nem hat a folyadékelemekre. Az 6rvényesség y komponense du;/9z — dw;/dx = 0, ezért ip;-nek
ki kell elégitenie a Laplace-egyenletet,

Ap; =0, i=1,2. (5.104)

Mozg6 elvalasztofeliilet esetén két fontos peremfeltétel teljesiil.

L.: Sturl6ddsmentes esetben a folyadékelem a ) elvalaszt6 feliilet mentén mozog. Ax vizszin-
tes elmozduldshoz Ax = Axdy/dx figgbleges elmozdulés tartozik, vagyis At id6 alatt udy /dx
sebesség. A felszin idSfliggése miatt ehhez jarul a dx/dt derivalt, ezért a fliggbleges sebesség
az elvalaszto feliilet mentén w = dyx/dt. Az emelkedés sebessége azon is mulik, hogy milyen
gyorsan sodrédik a folyadékelem a vizszintes iranyba. A fligg6leges aramldsi sebesség a hatar
mindkét oldalén agy irhat6, mint az x(x, t) elvalaszto feliilet teljes derivaltja:

K, %% o, 9X _
w, = 5 +u 150 wy = e +u 28 z=X. (5.105)
A feliilet két oldalan a folyadékelem felaramlasi sebessége kiilonbozik, hiszen a vizszintes se-
besség nem azonos a két kozegben.
II: A dp'/0x vizszintes nyomdsgradiens folytonos a feliileten. A —dp’/dx éllanddségat
(5.101) és (5.103) alapjan felirva, a

duq ouy duy\ Jduy ouy ouy ox _
01 (at—l- 1874-%01 az> 02 (at-i-u i +wza >+A9gax/ z=x (5.106)

megszoritast kapjuk.
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Az alaparamlés gyenge perturbacidja azt jelenti, hogy az eredeti konstans sebességekhez kis
perturbalé tagokat adunk. Ezt az dramlést ezért az

up = U+ uj, wy = w, up = —U +uj, Wy = wh (5.107)
alakban irjuk, ahol a vessz8s mennyiségek kicsik. Az alapsebességtdl valo eltérést leir6 i} dram-
lasi fiiggvényekkel:

1 =-Uz+y;,  ¢2=Uz+ ;. (5.108)
Kis eltérések esetén mind )-t, mind ¢)-t az exp [i(kyx + k.z — wot)] alakban keresve a

Laplace-egyenlet a k2 + k2 = 0 megszoritast jelenti. Mivel x irdnyban hulldmalakot tételeziink
fel, ky-et val6snak (s6t pozitivnak) vélasztjuk, de ekkor

k, = +ik, (5.109)

imagindrius. A fiigg6leges iranyban tehat nem torténik hullamzas, exponencidlis véltozas jele-
nik meg a ky lecsengési rataval. A végtelenbe tarté megoldés kizérasaval (i akkor nem marad-
hatna kicsi), a fels6 kozegben a negativ, az alséban a pozitiv elGjelet tartjuk meg:

Yl = e BRI g gebia kit (5.110)

A sebességtér tehat z-ben exponencidlis gyorsasaggal tart a homogén alaparamlashoz.
A diszperzios relaci6 az elvalaszto feliiletre vonatkozé hatarfeltételekbdl adédik. Az I. ha-

tarfeltételt megfogalmazo (5.105) egyenletet az u; = U, up = —U sebességli homogén adramlas
koril linearizélva a z = x = 0 szinten:
9K | 19X . 9X _ ;9%
= = =, ill == —-U==. J11
w1 o + Uax, illetve w» o Uax (5 )
A megoldast a
x(x, 1) = xoe'Fxr—wob) (5.112)

alakban keresve és a fliggéleges sebességet az dramlasi fliggvénnyel w; = 9¢!/dx szerint kife-
jezve z = 0-ra (5.111)-bél a

kxl,blo = —(CL)() — ka))((), illetve kxlpz() = —(a)() =+ ka))(() (5.113)

Osszefliggést kapjuk.
A 1. hatarfeltétel, (5.106) linearizalt valtozata a i} dramlasi fiiggvényekkel az = x ~ 0
teliileten adja, hogy:

2. 2 2. 2.0
o (<o Vs )~ (o +Uanle) o o1
A ypi-kre vonatkoz6 (5.110) alakok behelyettesitésével:
—01(wo — Uky)kypro = 02(wo + Ukyx ) kx P20 + AokxgXo (5.115)
(5.113) alapjan a
01(wo — Uky)* + 02(wo + Uky)* — Aggky =0 (5.116)
maésodfoku egyenletet kapjuk. Atrendezve
Wi (01 + 02) + woA02Uky + U(01 + 02)k2 — Aogky = 0. (5.117)
Ebbdl
wolky) = _2(21%32)]‘" + ¢ Qf—AFQszx - (ngf;Z)ZAqug. (5.118)

Itt hasznaltuk, hogy a teljes sebességkiilonbség AU = 2U.
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Amikor mindkét kdzeg egytitt mozog vagy nyugalomban van, azaz U = 0, a frekvencia
valos:® wy = £1/gAo/ (01 + 02)kx-

Nullatol eltér§ AU aramlasi sebességekre a frekvencia sohasem valés minden hulldm-
szamra. A

(01 + )00 g
ke v AP (5.119)
hullamszamnal nagyobbak esetén wy komplex. A k, > k. tartomanyban az exp (—iwot) =
exp (+st) faktorok koziil a pozitiv elGjelt exponencialisan névekvd idSfiiggést ir le. Az instabi-
litasi rata tehat (5.15. abra)

0102 gho Ao ky
k) = o —52  AURK2 — 58 fo= [ 25 oT (k — k). 5.120
) \/(91+ez)2 Tate ¢e1+ezgkc( ) (5120)

A k.-nél nagyobb hulldmszamokra minden perturbécié instabil.

S

ke kx

5.15. dbra. A ky hullimszamu perturbaci6 s instabilitdsi ratdjanak sematikus rajza a Kelvin—
Helmholtz-instabilitdsban. A k. kritikusnal kisebb hulliamszamu perturbaciék stabilak, ott az
dramlast a stirtiségkiilonbség stabilizalja.

Fontos specidlis eset, ahogy mar emlitettiik, az dlland¢ stirtiségd folyadéké, o1 = 02 = 0
(Ao = 0), amelyben csak a sebesség kiilonbozik az elvélaszto feliilet két oldalan. Ebben a nyirdsi
instabilitdsban

s = Uky. (5.121)

Itt minden hulldmszam instabil: k. = 0, és az instabilitasi rata egyenesen ardnyos a hulldimszadm-
mal. Vegyiik észre, hogy a strtiségek azonossé tételével a nehézségi gyorsulds elttint. Ez arra
utal, hogy a nyirési instabilitds vizszintes &ramldsokban is jelen van: két, kiilonbzé sebességgel
araml6 folyadéktartomany hatdra nem maradhat sik, 6hatatlanul begytrdédik. A sik elvalasz-
to feliileten a sebességgradiens, a nyirds, formalisan végtelen nagy lenne, ami nem valdésulhat
meg. A kevésbe er@s nyirdst vizszintes dramldsok sem feltétleniil stabilak, amit a 10.4. fejezet
targyal.

A kis stirtiségkiilonbség esetén Aog/ (01 + 02) = §'/2, és

_ 8 % _ 8 (R
k=5p e ST\ 3R 1) (5.122)

A kritikus hullimhossz A, = 27t/k. = TAU?/g'. Az (5.98)-ben fellépé egyiitthaté tehat C = 7.
Az instabilitas erésségére példaként emlitjiik, hogy kis stirtiségkiilonbségekre az s exponens
a kétszeres kritikus hulldmszam, k, = 2k, eseténs = /g’k, = v/2¢’ / AU mér egyéltalan nem ki-

csi. Jellegzetes idSként tekintsiik azt az id6t, amely alatt a két rétegben levS részecskék a kritikus

15E7 a két mély folyadékréteg hataran kialakuld bels6 hullam diszperzids relaciéja. A hulldm, szemben a sekély
rétegek kozott kialakul tarsaval, diszperziv. Ha 91 = 0, a mélyvizi hulldimok wy = /gky diszperzids relacidjat
kapjuk.
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hullamhossz tavolsagara keriilnek, amely t = A./AU = 7AU/g’. Mivel st = stAU/g' = /2,

ennyi id6 alatt a ¢}, 5, x mennyiségek kiindulasi értékiik V27 ~ 85-szorésére nének.
Eredményeinkbdl egy masik instabilitds, a Rayleigh—Taylor-instabilitds leirdsa is kovetkezik.

Ez akkor alakul ki, ha egy nyugvo kozegre ndla nehezebb kozeg keriil. Intuitive viladgos, hogy ez

az alapallapot is nagyon instabil. A vizsgalt elrendezésben ennek AU = 0, 01 > 0, felel meg.
(5.120) alapjan

(01 —02)8
ky) = ([ ~SL”E2)ey 5.123
slhka) = 425 o s (5.123)

Minden hullam instabil, épptigy mint a nyirasi instabilitdsban, csak a hullamszamfiiggés més.
A gyakorlatban ez azinstabilitds tigy valdsithaté meg, hogy két azonos edényt sziniiltig tol-
tiink nemkeveredé folyadékokkal, majd a nehezebbet egy lappal lezarva a konnyebbre boritjuk.

A lap kihtzasakor el§szor a perem mentén, majd a teljes feliileten gyors dramlds indul meg. Ki- B i

tiintetett hulldmhossz hianyaban ez rogton erds turbulens keveredésre vezet, ahogy ebben a
kisérletben lathato.

Annak vizsgélataval, hogy a feliileti fesziiltség hogyan befolyésolja a Kelvin—-Helmholtz- és
Rayleigh-Taylor-instabilitasokat, a 12.4. fejezet foglalkozik.

5.14. Termikus konvekcid

Meglep$ eredményre vezetnek az olyan instabilitdsok, amelyekben az alaparamldas homogén,
és adott paraméter mellett az instabilitdsi folyamat vége nem turbulencia, hanem az instabilla
valt A, (vagy ahhoz kozeli) periodicitasu viselkedés stabilizalédik. Ilyenkor a ,,semmibdl lesz
valami”, mintdzatképzddés torténik, staciondrius térbeli struktardk jelennek meg az dramlasban.
A rendszer energiabetaplalasnak van kitéve, amely atfolyik rajta, tehat nyilt rendszer, amely kife-
jezés a termikus egyensulytol valo eltérésre utal. Az Gj stabil dllapot beédlldsa tekinthetd egyfajta
nemegyensiilyi fazisdtalakuldsnak. Ez az dramlas is instabilla valhat tovabbi paramétervéltozas ko-
vetkeztében, igy esetenként instabilitdsok sorozata is megfigyelhets. Minderre fontos példa a
termikus konvekcio jelensége, illetve a 12.5. fejezetben targyalt kettSs diffazids instabilitds.

5.14.1. Szemléletes kép

Az eddig targyalt jelenségekben a hémérséklet passziv szerepet jatszott, mintegy a stirtiséggel
vandorolt megmaradé mennyiségként. A kisskalaju jelenségekben azonban a hévezetés jelen-
t6s, ahogy az 5.2. fejezetben emlitettiik. A T hémérsékletre vonatkoz6 egyenlet'® (feltéve, hogy

fazisatalakulds nem torténik) a ;
T 2

T kV°T (5.124)
hédiffaziés egyenlet. Hangstlyozzuk, hogy a bal oldalon a teljes derivalt all, ugyanis a folyadék-
elem mozgas kozben is érzékeli a hédifftziét. Ezzel megjelent egy Gj paraméter, a x hédiffazids
alland6, amely Gj dimenziétlan szdmmal (szamokkal) is egytitt jar. BArmely homogén anyagi
Osszetételt kozegben kis hémérséklet-véltozas esetén a hétagulas kovetkeztében a stirtiség és
hémérséklet kozotti kapcesolat

0=00(1—a(T—Tp)) (5.125)
(« a hétagulasi egytitthatd), a nulla index pedig valamely referenciaédllapotot jelol. Az (5.124)
hédifftziés egyenlet ekkor tehat az (5.13) stirtiségegyenlet dltaldnositasatjelenti. A stirtiség mar

16Ebben és a 12.4. fejezetben a Laplace-operatort V2-tel jeloljiik, hogy a A szimbélumot kiilonbségek jelslésére
hasznalhassuk.
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nem 4allandé a palya mentén, hanem difftiziés folyamatnak van kitéve, mikozben az (5.12) di-
vergenciamentességi feltétel tovdbbra is érvényes. Mivel a h6vezetés alapvets eltérést jelent az
idedlis folyadék lefrasatol, amelyben csak adiabatikus folyamatok létezhetnek, a hGvezetés min-
dig disszipacidval, viszkozitassal parosul.

Az egyik legfontosabb 4j jelenség a termikus konvekcid, a nehézségi eré hatdsaval ellentétes
irdnyd h6aram (pl. alulrdl torténd egyenletes melegités, olajréteg palacsintasiitében) hatasara
kialakul6 dramlés. Az ezzel kapcsolatos instabilitast els6 tanulmanyoz6irél Rayleigh—Bénard-
instabilitasnak nevezik (Lord Rayleigh (1842-1919) brit elméleti fizikus, H. Bénard (1874-1939)
francia kisérleti fizikus). A staciondrius alapéllapotban dramlas nélkiili hévezetés zajlik.

A kialakul6 dramlés jellegzetes vizszintes sikbeli linedris mérete mindig 6sszemérhetd a fo-
lyadékréteg H vastagsagdval. Az (5.124) egyenlet szerint a jellegzetes U sebességet a hédiffu-
zi6 szabja meg. Abbdl a ténybdl, hogy a (v grad)T és a k V2T tagok 6sszemérhetdk, a sebesség
nagysagrendje U = x/H (a karakterisztikus id6 H?/ ). A konvekciét jellemzé legfontosabb
dimenziétlan szdm a Rayleigh-szam

3
Ra = %, (5.126)

ahol AT a folyadék alja és teteje kozotti hdmérséklet-kiilonbség. Ez a szdm nem mads, mint a
felhajtéersbdl szarmazé gaAT gyorsulas viszonya a vU / H? = vk / H? viszkézus gyorsulashoz:

felhaijtoerd
Ra= = 00 (5.127)
viszkdzus erd

Aramlas nyilvan akkor indul be, ha a felhajtéerd, azaz a hmérséklet-kiilonbség elég nagy, vagy-
is ha Ra nagyobb egy Ra, kritikus értéknél. Az aramlds nélkiili allapot tehat

Ra > Ra, (5.128)

esetén instabil. A kritikus Rayleigh-szdm értéke fiigg a peremfeltételektdl és az edény szimmet-
ridjatol is, de értéke mindegyik esetben Ra. ~ 1000 koriili. Ezzel a kritikus Rayleigh-szdmmal
szamolva konnyd megbecsiilni, hogy H = 1 cm vastagsagu réteg mekkora h6mérséklet-kiilonb-
ség esetén vdlik instabilld. Vizre és levegbre (7.1. tdblazat) AT, ~ 0,1, illetve 10° C adodik.
Mivel mér H = 10 cm-hez is 1000-szer kisebb kritikus hdmérséklet-kiilonbség tartozik, levon-
hatjuk a kovetkeztetést, hogy természetes kdzegeinkben nagy skalan a konvekcié nem a kritikus
Rayleigh-szam kozelében jellemzd aramlast mutatja.

A Rayleigh-szam definicidjadban a AT hémérséklet-kiilonbség akkor pozitiv, ha a kiviilrél
el6irt hdmérséklet az edény aljin nagyobb, mint a tetején. A hémérséklet felfelé egyenletesen
csokken az dramlasmentes allapotban, az ehhez tartoz6 0(z) strtiség novekszik a magassaggal
(5.16. dbra). Vegyiik észre, hogy az ilyen rétegzettség hévezetés és viszkozitas nélkiil instabil, a
Brunt-Viisila-frekvencia négyzete negativ! Az idealis folyadékokra jellemz6 Rayleigh—Taylor-
instabilitds nem alakul ki, a disszipativ hatdsok képesek stabilizilni olyan rétegzettséget is, amely
anélkiil mar régen felbomlana. Ez a stabilizadl6das azonban nem terjedhet minden hataron tul,
és a kritikus Rayleigh-szdm éppen azt fejezi ki, hogy a felhajtéer$ egyszer legy6zi a hédifftzioé
és viszkozitas stabilizal6 hatasat.

A kritikus Rayleigh-szdmndl a A, kritikus hulldimhossz vélik instabilld, amelynek tipikus
értéke

Ac = 2H, (5.129)

azaz a kritikus hulldimhossz fele egyezik meg a folyadékmélységgel.
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5.16. dbra. Az alapéllapoti h6mérséklet- és stirtiségprofil, amely dramlassal nem tarsul. Ez az
allapot valik instabilld az Ra. kritikus Rayleigh-szamnal, ahol beindul az 4ramlas.

5.14.2. Stabilitasvizsgalat

Az alulrél melegitett aramldsmentes staciondrius dllapotban az (5.124) egyenlet szerint a hé-
mérsékletprofil magassag szerinti masodik derivéltja elttinik, vagyis a h6mérséklet linedrisan
véltozik. Az 5.16. dbra szerinti alapallapotban

= AT AT
T(z) =Ty — T 0(z) = 0o (1 + szz> . (5.130)

Hasznalhatjuk ezért a fliggSleges rétegzettség esetén érvényes (5.19)—(5.21) hidrodinamikai
egyenleteket (a Boussinesq-kozelités szellemében), a difftizids taggal kiegészitve. Ehhez vegyiik
észre, hogy az (5.125) éallapotegyenlet miatt (5.130) alapjan

¢/(5,8) = o(r,t) — 8(2) = —ago (T(x,t) — T(2)) = —aeoT'(x, 1), (5.131)

ahol T" az alapallapoti profiltdl val6 eltérés. Ezért az (5.19)-ben szereplé —go’ / 0o helyett irhaté
quT’, és ezzel a megfeleltetéssel az (5.20) egyenlet a

ar’ AT
— =W— 132
it~ H (5.132)
alakot olti.
Ehhez hozzavéve a h6difftizids tagot, az alapallapottol vald, vesszével jelolt eltérések id Gfej-

16dését megado teljes hidrodinamikai egyenletrendszer

dr' AT,
/
dd‘; = —Ql grad p’ + gaT'n + vV, (5.134)
0

a tovabbra is érvényes divergenciamentességi feltétellel. Itt a sebességet is vessz&s mennyiség-
ként jeloltiik, hiszen az egyben az dramlasmentes alapéllapot zérus sebességétsl valo eltérés.
A p’ dinamikai nyomds konkrét alakjara nincs sziikség, ha rotacioképzéssel attériink az or-
vényesség egyenletére. A tovdbbiakban feltessziik, hogy az dramlés kétdimenzids, az x, z stkban
torténik, és minden térmennyiség csak ettdl a két koordinétatol fiigg. Az 6rvényesség az aram-

1asi sikra mer6leges w;, = ou'/0z — dw'/dx komponensére (5.134) alapjan a

dw, oT’
d—ty = —gao -+ szw;
egyenletet kapjuk, ami mutatja, hogy a hémérséklet-eloszlds x iranyt inhomogenitasa 6rvényes-

séget kelt az y tengely kortil.

(5.135)
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A divergenciamentességet egy ¢’ (x, z) dramlasi fliggvény létezése biztositja, amellyel 1/ =
—0y'/dz, w' = Y’ /9x és w), = —V*¢'. A probléma igy két skalarfiiggvénnyel, ', T'-vel telje-
sen leirhato.

Az egyenleteket most mar kis eltéréseket feltételezve adjuk meg, amikor a teljes derivéltak
a parcialisokkal kozelithetSk:

ov23y/ oT’

5 =gt -+ vV, (5.136)
oT' AT
e ﬁ£ +xV2T'. (5.137)

A dimenziétlanitast az r — Hr, t — H?/xt, T" — ATT, ¢’ — k' transzforméciéval
végezve az egyenletek

1 oV2y/ oT’

> at"’ = Ra——+ vy, (5.138)
oT'
== % + V2T, (5.139)

ahol megjelent az (5.126) Rayleigh-szam, és a

p v kinematikai viszkozitas
r - - = 7 . /. 2z 7z Zz
K hdédifftiziés dllando

(5.140)

Prandtl-szam is (L. Prandtl német mérnok, fizikus (1875-1953), aki megalapozta a (nem for-
gatott) folyadékok hatarréteg-elméletét.) A Prandtl-szdm természetes kozegeinkre egységnyi
rendd, vizben 7, levegében 0,7 (a foldkdpenyben viszont kb. 10%%).

Ennek az egyenletrendszernek a megoldésa kereshet6 a

Ip/ _ ¢6ei(kxX+kzz—th), T/ — T(/)ei(kxx-i-kzz—wot) (5141)

alakban. Fiiggbleges iranyban a véges kiterjedés miatt haladé hullim nem létezhet, a k, hul-
lamszam tehat dll6hullamhoz tartozik majd. Egyelére paraméternek tekintjiik, és a diszperzios
relacio k,-fliggését keressiik. Az exponencidlis alakokat az (5.138), (5.139) egyenletekbe helyet-
tesitve az amplitidodkra a

[;riwo (K +k2) — (K + kg)z} o, = ikyRaTy, (5.142)

[—iwo + (K + k2)] T§ = ikt (5.143)
adddik. Az egyenleteket Osszeszorozva wy(ky)-ra masodfoku egyenletet kapunk, amelynek
megoldéasa

i 3/2
Wy = W [— (K+K2)" (14 Pr) £ \/(k§ +k2)° (1—Pr)2 + 4k§RaPr] . (5.144)

Mivel a gyokjel alatt pozitiv szam 4ll, a frekvencia tisztdn képzetes. Az instabilitds a pozitiv
elGjeld jarulékbol adodik, ezért az instabilitasi rata

s(ky) = 2(k2+1k2)1/2 [\/ (k2 4+ Kk2)> (1 — Pr)2 + 4k2RaPr — (K2 +2)>% (1 + Pr)} . (5.145)

amennyiben a szogletes zardjel pozitiv.
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Vizsgaljuk el6szor az instabilitds megjelenésének feltételét, vagyis mikor lehet s = 0 (és
wo = 0). A szogletes zardjel elttinésébdl azt kapjuk, hogy

(& + 1)’

k2
Az, hogy ebben a kifejezésben a Pr Prandtl-szdm nem jelenik meg, annak kovetkezménye, hogy
Praz (5.138) egyenletnek csak az id6fiiggd tagjdban van jelen, és most egy id6fiiggetlen feltételt
kerestiink. A jobb oldal k,-nek olyan fiiggvénye, amelynek minimuma pozitiv érték. Adott k.
mellett a minimum a ky = k. = k;/v/2 hullimszamhoz tartozik, és nagysaga 27k§/ 4. Haa
Rayleigh-szam ennél kisebb, a szogletes zardjel negativ. Ezért az instabilitas sziikséges feltétele,
hogy Ra az

Ra = (5.146)

27

Rac =~ K (5.147)

kritikus értéknél nagyobb legyen.

Az s(ky) mennyiség viselkedése a Rayleigh-szam fliggvényében a kovetkez8. Amig Ra kicsi,
s negativ. Amikor Ra = Ra,, a gorbe alulrdl érinti a vizszintes tengelyt, a k. hulldmszdmnal. Itt
tehat megjelenik az instabilitds lehet§sége. Ennél nagyobb Ra-kra s a (k—, k) intervallumban
pozitiv, amint az 5.17. dbra mutatja. A k. értékek a (ki + k2)® = Rak3 irraciondlis egyenlet
pozitiv megoldasai Ra > Ra.-re.

Ra > Rac

m Ra = Ra,

5.17.dbra. A s mennyiség sematikus fiiggése a k, hulliamszamtol kiilonb6z6 Ra Rayleigh-szdmok
esetén

Az instabilitds szempontjabol relevans k, hullimszam a folyadékréteg aljan (z = 0) és tete-
jén (z = H) el6irt hatéarfeltételeken mulik. Ez lehet szabad, azaz nyirdsmentes, vagy merev, azaz
elmozduldsmentes, barmelyik lapon. Minden esetben a fliggSleges irdnyban tobb allohullam is
kialakulhat, hasonléan a belsé hullimok normédlmédusaihoz (5.9. fejezet).

Legegyszertbb esetként itt csak a szabad-szabad hatarfeltételt targyaljuk részletesen. Ez an-
nak felel meg, hogy a konvektiv réteg egy stirtibb folyadék f6l6tt tszik. A fliggéleges normali-
st lapra x irdnyban hat6 nyiréerd (4.22) szerint (du’/0z + dw’/dx)-szel aranyos. A feliileteken
azonban w’ mindeniitt eltdinik, x szerint derivaltja is nulla, ezért a feliileten du’ / 9z is elttinik. Az
(x,z) sikbeli divergencia z szerinti derivaltja 9?1’ /9xdz + 9*w’ /9z. Mivel ez nulla, w’ z szerinti
masodik derivéltja elttinik a feliileteken. A peremfeltétel a szabad-szabad esetben tehat

=~ =0, ha z=0,H. (5.148)

Ennek megfelelen w’ olyan szinuszfiiggvény z-ben, amelynek félhulldmhossza egész szdmszor
fér rd a H magassagra. Dimenziétlan alakban

w ~T ~sinnmz,  vagyis k' =nm. (5.149)

Az (5.147) kifejezés jobb oldaldn a minimumot a legkisebb hullamszadm adja meg, azazazn =1
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médus. Igy a kritikus Rayleigh-szam erre a peremfeltételre

_ 27 (Nt 27 4
Ra. =~ (kz ) = St = 6. (5.150)

A kritikus k,-hulldamszam k. = kgl) /2 = 11//2, az ehhez tartozé kritikus vizszintes (dimen-

zi6s) hullamhossz
27

ke
A tobbi esetben is érvényes kritikus adatokat az 5.2. tablazat foglalja 6ssze. Megjegyzés: ezek

az eredmények széles feliiletek felett kialakul6 instabilitdsokra vonatkoznak, amennyiben az
edény L vizszintes mérete 6sszemérhet§ H-val, az instabilitas mas jellegt.

Ae = =—H =2+/2H = 2,82H. (5.151)

5.2. tabldzat. A kritikus Rayleigh-szam és hulldmhossz a kiilonb6z6 felszini peremfeltételek mel-
lett. A merev-szabad esetben az eredmény fliggetlen att6l, hogy melyik felszin a szabad.

MEREV- MEREV- SZABAD-
MEREV SZABAD SZABAD
Ra, 1708 1101 657
Ae 2,02H 2,34H 2,82H

A kritikus értéknél éppen beindulé aramlés fiiggSleges sebessége w' ~ sin 7rz. Az aramlési
fiiggvény ezért sin rz-vel aranyos, és az x-fliggésben k.x argumentumd periodicités jelenik meg.
Valaszthatjuk tehét az (5.141) dimenziétlan dramlasi fliggvényt a

P’ (x,z) ~ —sinkcxsin 7tz (5.152)
valés alakban, hiszen s = wp = 0. A sikbeli dramlés sebességkomponensei
u' ~ 7sink.x cos 1z, w' ~ —k,cosk.xsin 7z, 0<z<1. (5.153)

A (0,A./2) intervallumban z < 1/2-re u’ pozitiv, w’ elGjelet vélt x = A./4-re, és éppen ott
(x = 0,A./2) maximalis abszolutérték, ahol #’ elttinik. A kévetkez§ fél hulldimhossznyi inter-
vallumban forditott a helyzet, ész > 1/2-reis. A teljes hullamhossznyi intervallum szélén x = 0,
Ac-re ledramlés torténik, kozépen felaramlas. Az intervallum tehat két, ellenkez§ irdnyban for-
g6 korkoros dramlési celldra bomlik. Amennyiben az elrendezés y iranyban eltoldsinvarians, az
aramlas szemben forg6 hengerek kialakuldsara vezet (5.18. dbra), amelyek kozott felvaltva fel-
és leszall6 aramlasi zonak helyezkednek el.

A stabilitasvizsgalat elvégezhet§ a sikbeli dramlas feltételezése nélkiil is. Az adédik, hogy
a kritikus hulldmszamvektor tetszSleges iranyu lehet a vizszintes sikban, de nagysaga ugyan-
az, mint amit a sikbeli dramldsra kaptunk. Az (5.151) Osszefiiggés tehat tetszéleges irdnyban
érvényes lehet. A sikbeli izotrépidval azonban csak néhany elrendezés lehet 6sszhangban. Ha-
rom, egymadssal 120 fokos szoget bezaré kritikus hullimszdmvektorhoz tartoz6 aramlast szu-
perpondlva, feliilnézetben hatszoges szimmetridji dramlast kapunk (de elvileg lehetséges két
egymasra merdleges hullamszamvektorbdl ad6dé négyzetes szimmetridju dramldés is). A pere-
mektdl tavol altalaban kozel hatszoges aramlési celldk alakulnak ki, amelyekben pl. kdzépen
torténik felaramlds, a hatszog alapti hasab oldallapjai mentén pedig ledramlés (5.19. dbra).

A AT, kritikus h6mérsékleten az dramlasi sebesség még zérus, de névekvsé AT-re gyorsan
novekszik. Az, hogy milyen végallapothoz tart, az elvégzett linedris stabilitdsvizsgédlatbol nem
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To+AT Ae ~2H

- >

5.18. dbra. Stacionarius konvekciés dramlas. Kozvetleniil a kritikus h6mérséklet-kiilonbség (kri-
tikus Rayleigh-szdm) elérése utdn a peremektdl tavol szabdlyos, hengeres dramlési celldk alakul-
nak ki, ha a geometria (az oldalsé peremekkel egytitt) y irdnyban eltoldsinvarians.

5.19. dbra. Stacionérius konvekciés dramlés. Kozvetleniil a kritikus hémérséklet-kiilonbség (kri-
tikus Rayleigh-szdm) elérése utan szabalyos, hatszoges szerkezetd dramlési celldk is kialakulhat-
nak. A hatszog alapt hasab szemkozti oldalai kozotti tavolsag A..

deriilhet ki, ahhoz nemlinedris vizsgélatra, illetve kisérletekre van sziikség. A tapasztalat szerint
van egy véges hémérséklet-tartoméany, amelyben a legfontosabb véltozas az instabilitds soran
kialakult dramlés staciondriussa véldsa, nullatol eltérs sebességgel. Ra névekedésével a sebesség
novekszik, mikozben a térbeli szerkezet gyakorlatilag valtozatlan.

Kisérletileg mindez egyszertien demonstralhat6 alulrdl ftott keskeny folyadékrétegben: az
instabilla valt d&ramlés feliilr6l nézve szemcsés szerkezetd, amely a hatszoges szerkezet véletlen-
szertien médosult forméjanak tekinthetd. Ez lathat6 ebben a kisérletben.

A kép teljesebb, ha a megfigyelést h6mérsékletmérés egésziti ki. Ebben a kisérletben szen-
zorok mérik a folyadékréteg aljan és felszine alatt a hdmérsékletet, és latszik, hogy a kiilonbség
emelkedésével a mintazat alig valtozik.

Az instabilitast az 5.20. dbrdval szokés illusztralni: egy cella elGjeles tipikus sebessége lathato
AT fuggvényében. A AT, (vagy Ra.) alatti stabil dllapotban nincs dramléds. AT > ATc-re a cellas
aramlas a stabil, ez a hidrodinamika 1j attraktora. Az alaparamlas viszont instabilla valt, nem
attraktor tobbé. A két 4g arra utal, hogy egy adott celldban két, ellenkez§ kortiljardst dramléds
lehetséges.

A pontmechanikdban az ehhez hasonl6 stabilitasvaltast bifurkdiciéonak nevezik. Itt azonban
térben kiterjedt, sok szabadsédgi fokt rendszerben torténik stabilitdsvaltds, amit ezért jogos
fazisatalakulas-szerd jelenségnek tekinteni. Mivel mindez nem termikus egyensulyban torté-
nik, az ehhez hasonl6 jelenségeket — ahogy kordbban emlitettiik —, nemegyensulyi fazisétala-
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5.20. dbra. A konvekcios dramlas er@sségének fiiggése a hdmérséklet-kiilonbségtdl a AT < 2AT,
(Ra < 2Ra.) tartoményban. A fiigg6leges tengelyen az adott helyre jellemz6 aramlési cella tipi-
kus u sebessége lathat6. A szaggatott vonal instabil allapotot jelSl.

kulasnak nevezik. A gorbe jellege valéban megfelel a ferromégneses anyagok magnesezettsége
hémérsékletfiiggésének (csak ott magas hdmérsékleten tiinik el a mégnesezettség, és a kritikus
pont a Curie-pont).

A kritikus pont atlépésével az aramlasmentes dllapotb6l mintdzatot mutaté aramlas alakul
ki. A konvekcié elsé instabilitdsanak felderitésével (Bénard kisérletei 1900-ban kezdédtek) a
fizika el6futarava valt a mas tudomaényteriileteken pl. kémiaban, biol6gidban el6fordulé minta-
zatképzdbdési folyamatok megértésének. Ezek a XX. szdzad masodik felében keriiltek az érdek-
16dés kozéppontjdba, amelyeket 6sszefoglal6an Turing-instabilitds néven ismeriink. (A. Turing
(1912-1954) angol matematikus, aki a nevével fémjelzett mechanizmust 1952-ben irta le.)

5.14.3. Konvekcié joval az els§ instabilitas utan

A kritikus Rayleigh-szam néhanyszorosanak megfeleld ftités esetén az dramlds id6ben periodi-
kussa, majd egyre bonyolultabba vélik, és karakterisztikus mérete is eltérhet a A hullamhossz-
tol. A felaramlés tipikus sebessége abbdl becsiilhets meg, hogy az agAT felhajtéerst a vW / H>

2 2z

viszkézus erd atlagban kompenzalja, amelybdl:

agATH?
-

W= (5.154)
A WH /x dimenziétlan felaramldsi sebesség tehat a Rayleigh-szdmmal ardnyos. A feldramlas
sokkal gyorsabb (az Ra tényez@szor nagyobb), mint a hédiffzi6 jellegzetes x / H sebessége, a
konvekci6 tehat joval hatékonyabb transzportfolyamat, mint a hévezetés.

Ez pontosabban is megfogalmazhat6 az tin. Nusselt-szim segitségével (W. Nusselt, 1882—
1957, német mérnok, fizikus, a hétranszport elismert kutatéja). Az dramlasmentes dllapotban
a qo héfluxus (az egységnyi vizszintes feliileten ataramlé h6aram) qo = —kgrad T = kAT/H,
ahol k a hévezetési alland6.'” A konvekcié beinduldsa uténi g héfluxus mérésekkel hatarozhaté
meg, és a Nusselt-szam az

_ 49 _qH _ teljes héfluxus
NU == XAT ~ aramias nélkiili hévezetési hofioxus’ (5.155)

Az dramldsmentes Ra < Ra, tartomanyban g = go, a Nusselt-szdm 1, Ra. f6l6tt novekedni
kezd, és a tapasztalat szerint Ra monoton novekvé fliggvénye marad. A bifurkaciét jellemzd
5.20. abra tehat kiegészithet§ az 5.21. abrdval. Ez a Nusselt-szamot mutatja a Rayleigh-szam
fuggvényében. Az Nu(Ra) grafikon névekedése Ra, felett eleinte linearis, de aztdn lassabba

17 A x hédiffazios dllandéval a k = k/(gocp)) kapesolatban all, ahol ¢, a kézeg dllandé nyoméson vett fajhdje.
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vélik. Az Ra > Ra, tartomanyban
Nu ~ Ra?, (5.156)

s a mérések szerint a kitevé y ~ 1/3.

N

s e

Ra 10Ra, Ra

5.21. dbra. A Nusselt-szam fiiggése a Rayleigh-szamtol, az elsd instabilitést joval meghalad6 ér-
tékekig. A mérési eredményeket 6sszefoglalé sematikus rajz

Nagy Rayleigh-szamok mellett (az Ra ~ 50000 tartomédnyban) az d&ramlds a peremfeltételts]
fuggetlentil szabélytalannd, turbulenssé valik. A légkori és 6cedni tipikus értékekkel szamolt
Rayleigh-szamok is a turbulens tartomdnyba esnek. Az anyagi paraméterekkel (7.1. tdblazat)
és mindossze egy fok kiilonbséggel szamolva, a planetdris hatarrétegben (H = 1km) Ra = 10V,
az 6cedni keveredési rétegben (H = 40 m) pedig Ra = 10%°.

A nagyon nagy Rayleigh-szam ellenére a légkorben idénként mégis megfigyelhet§ hengeres
aramlas. Stabilizdléddsdban ezért konvekcion kiviili tényezéknek (pl. a szélnek) is szerepet kell
jatszania. A reggeli érakban a gyorsan melegedd talaj az alsé légréteget fiti, és a sik felszin
folott valoban kialakulhat az 5.18. dbran latotthoz hasonlé dramlés. A felszall 6vekben a levegd
elérheti a kicsapodasi szintet, amely parhuzamos felhSutcdk megjelenésére vezet.

A természetes kozegek tipikus turbulens konvekciés folyamata a termikek kialakuldsa. A fel-
melegedett folyadékcsomagok véletlenszertien szakadnak el az als peremtdl (5.22a. dbra). Az
egész dramlds a szabélyos hatszdges dramlas térben és idében is szabalytalanna valt esetének
tekinthets. A felszall6 meleg kozeg peremén Orvényesség keletkezik, ezért a termikek sebes-
ségtere hasonlit egy felfelé mozgo6 orvénygytrtjéhez (5.22b. dbra). Részletes vizsgélatukra a
turbulencia kapcsan a 14.1.1. fejezetben kertil sor.

a) b)

5.22. dbra. Termik szerkezete. a) A felszallas hdarom fazisa (a vonal a hideg-meleg hatarfeliiletet
mutatja). b) Aramvonalak az (x, z) sikmetszeten, adott pillanatban

A légkori termikek alakja a kicsapodasi szint elérése utan a gomolyfelhSk képében rajzolédik
ki. A termikek altal dominélt turbulens keveredés vezet a planetaris hatarréteg j6 keveredéséhez
is (14.2. fejezet). A termikek legerdsebb véltozata a nagy zivatarfelhSk kialakulasahoz vezetd
gyors konvekcids felaramlds, amelyet a vizpara kicsapdéddasakor felszabadulé hé még gyorsit is.
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Az ilyen termikek szélessége 10 km is lehet, felaramldasi sebességiik néhany m/s, és feljuthatnak
a troposzféra tetejéig (12.12. dbra).

A természetes vizek konvekcidjat altaldban az éjjeli vagy az Gszi-téli felszini htités valtja ki.
Az édesvizt tavakban Gszre kialakul6 turbulens konvekci6 a viz hémérsékletének homogeniza-
16dasahoz vezet. A 4 fokos hémérséklet elérése utdan mar csak a felszin htil tovabb, mert a viz 4
fokon a legstirtibb. A rétegz6dés stabil, mert 4 fok alatt a h6tagulasi egytitthaté mar negativ. Ez
az anomalis viselkedés az oka annak, hogy a tavak nem fagynak be teljes mélységiikben, és an-
nak is, hogy a tavaszi felszini melegedés képes konvekciét beinditani (¢ és AT < 0, de Ra > 0).
A tengerek felszinén télen a sés viz —1,7 fokos is lehet, a 100 m koriili mélységben viszont +1,
+2 fok, és ez is turbulens konvekcidra vezet.

A konvekci6 fontos szerepet jatszik a Fold mintegy 3000 km mélységig terjed§ kdpenyében is.
A kopeny szilard anyaga igen hosszu idéskalan (milli6 év) folyadékként viselkedik. E folyadék
természetesen igen erdsen surl6do: viszkozitdsi egyiitthatéja v = 10'7 m? /s-mal becsiilhetd. '8
A hétagulasi és a hévezetési egylitthaté a nem fémes szildrd anyagokénak megfelel§ (7.3. tab-
lazat). A Rayleigh-szam H = 3000 km-es vastagsaggal és 4000 fok hémérséklet-kiilonbséggel
szamolva Ra ~ 10%. Ez mutatja, hogy a konvekci6 a féldképenyben is turbulens. A dramlas
felszall6 agai termikeknek tekinthetdk. A veliik kapcsolatos (szabalytalan) konvektiv dramlasi
celldk mozgatjak a foldfelszin nagy tektonikai egységeit, lemezeit. E lemezek 4tlagos sebessége,
éppugy mint a kdpeny termikeié néhany cm évente. Ezzel a sebességgel egy 3000 km sugart kor
bejarasdhoz néhanyszor szazmillié év sziikséges. A konvekciéban résztvevs anyagok tehat csak
30-40-szer fordulhattak koriil a kéregben a Fold egész élettorténete sordn. Ennél sokkal gyor-
sabb konvekci6 zajlik a F6ld még mélyebben elhelyezkedd kiilsé magjaban is, s6t ott a Coriolis-
erd is 1ényeges, de a mdgneses hatdsok is fontosak, és ezért magnetohidrodinamikai lefrdsra van
sziikség (8.3. fejezet).

18A Fold forgdsa és a nagy méretek ellenére a kopeny aramlasiban a Coriolis-hatds nem lényeges, a surl6déas
domindl, a jellemz6 Ekman-szam 10° nagysagrendd (amely akkor lenne kicsi, ha a Coriolis-erd fontos lenne a folya-
matban).



6. fejezet

A forgatas és rétegzés egyiittes hatasa
sekély folyadékra

A forgatott rétegzett folyadék vizsgdlata az eddigiek szintetizal6 alkalmazasat igényli. Két ka-
rakterisztikus frekvencia verseng egymassal: az N Brunt-Viisild-frekvencia (vagy kétrétegd
kozegbeli megfelelGje, a /g’ / H mennyiség) és az adott szélességi korre jellemzé fy Coriolis-
paraméter. Mivel természetes kozegeinkben N tipikus értéke 1072 s~1, a kzepes szélességeken
pedig az fy helyi Coriolis-paraméter 10~% s~! kortili, a két frekvencia hanyadosa, az

N (6.1)

Fn
| fol

frekvenciaardny (a jelolés e sz6 bettiib6l szdrmazik) 100 nagysagrendd. A rétegzettség Gnmaga-
ban tehét sokkal gyorsabb mozgasokat hoz létre, mint a forgds.

Mivel a rétegzettség hatasa f6leg a fliggbleges iranyt mozgéashoz kapcsolodik, a forgatasé
pedig a vizszintes sikbelihez, célszerd a frekvenciaardnynak a ¢ = H/L méretarannyal vett
szorzatat, illetve e szam négyzetét, a

Bu = (NH)2 = (Fne)? (6.2)

Burger-szdmot hasznalni (A. P. Burger, 1927-2003, dél-afrikai meteorolégus). Ennek kis értéke
forgas-dominélt, nagy értéke pedig rétegzettség-dominalt dramldsra utal. A sekélyfolyadék-
tulajdonséag szerint H < L, és a F6ldon két nagysdgrend a tipikus ardny. A Burger-szam jelleg-
zetes értéke tehat a Foldon egységnyi, és ez azt jelenti, hogy a forgds és a rétegzettség fontossdga
Osszemérhetd. A Burger-szdm maga nem tartalmazza az dramlésra jellemz§ sebességet, de els-
all két ilyen mennyiség, az (1.1) Ro Rossby-szam és az (5.2) Fr’ belsé Froude-szdm ardnyanak
négyzeteként Bu = Ro?/Fr'>.

A Burger-szam és az dramlds vizszintes L kiterjedése segitségével definidlhato egy jellegze-
tes vizszintes sikbeli méret, a belsé Rossby-sugar. A belsé jelz§ arra utal, hogy ez a tdvolsdg a
rétegzettség kovetkeztében jelenlévé belsé elvalaszto feliiletek mozgasaval kapcsolatos. Mivel
a belsé mozgasokat a rétegek kozotti stirtiségkiilonbség szabédlyozza, amely mindig lényegesen
kisebb az atlagos stirtiségnél, a bels6 Rossby-sugar mindig kisebb a kiilsénél.
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6.1. A forgatott kétrétegti sekély folyadék egyenletei

Célunk a sekély, rétegzett folyadék dramldsanak leirasa a forgd Foldon, a 3.5. dbra szerinti elren-
dezésben. Nagyskalaja aramldsokat vizsgalva a viszkozitdst elhanyagoljuk. El6szor a kozeget
két élesen kiilonbozs stirtségi rétegbdl allonak tekintjiik, koztiik Ag stirtiségkiilonbséggel (6.1.
abra). A tapasztalathoz igazodva feltessziik, hogy a relativ strtségkiilonbség kicsi, Ao/ 0o < 1.

A sekélység kovetkeztében mindkét rétegben alkalmazhatjuk a hidrosztatikus kozelitést.
A nyomaéseloszlast ezért (5.65), (5.66) adja meg. A vizszintes sebességkomponensekre vonat-
koz6 Euler-egyenletekben 1j tagként a Coriolis-gyorsulés jelenik meg, az 5.10. fejezet jeloléseit
hasznélva

du1 duZ _

—p = fwxn—ggrady, —; = fuzxn—ggrady — ¢’ grad x. (6.3)

Mindkét egyenlet a forg6 Fold felszinén érvényes, és a z tengely a lokdlis fiiggbleges n iranyt
jeloli ki. A forgas helyi erGsségét az f = fy + By Coriolis-paraméter méri (3.5. fejezet). A g, il-
letve g’ nehézségi gyorsuldsok magukban foglaljdk a centrifugalis jarulékot is. A d/dt derivalt
a kétdimenziés advektiv gyorsulast tartalmazza, hiszen az egyes sekély rétegekben a sebesség
feltevés szerint fiiggetlen a magassagtol. A kontinuitast a folyadékoszlopok térfogatdnak meg-
maradésa jelenti, ezért mindkét kozeg pillanatnyi h; = 7 — x + Hy és hy = x + Hp vastagsagara
fennall az (5.69) egyenlet.

Ny K

6.1. dbra. AFold ¢ szélességi kore érintdsikjaban fekvs kétrétegti sekély folyadék. A koordinata-
rendszer z tengelye a lokalis fiigg&leges irdnyba mutat, az x tengely a szélességi korokkel parhu-
zamos. A kiilsé folyadékfelszin nyugalmi szinthez viszonyitott alakjat az 17 (x, y, t), a g stirtiségt
1-es kozeget a 0o + Ao stirtiségti 2-es kozegtdl elvélaszto belsd feliiletét a x(x,y, t) fliggvény irja
le. A folyadék éatlagos H mélysége sokkal kisebb L vizszintes kiterjedésénél.

Mindkét rétegben azonos U nagysdgrend sebességeket feltételezve, az (1.35) dimenziétla-
nitéssal, amelyben a nyomas helyett az ¥ — (|fo| LU/ g)n helyettesitést hasznéljuk, a dinamikai
egyenletekben a keresztszorzat és a grad 1 tag el6tt a Ro = U/ (| fo|L) Rossby-szam jelenik meg,
a H egységekben mért belsé felszini ingadozés grad x gradiense el6tt pedig az Frr=u/+/ g'H
bels6é Froude-szam. (A két kontinuitdsi egyenlet nem valtozik.) Az als6 kozeg dimenziétlan
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egyenlete példdul:
d ur 1

1
e E(:i:uz xn—gradn) — T2 grad x (6.4)

(az also6 elGjel a déli féltekére vonatkozik). A problémdban tehat mind a forgatdsra, mind a
rétegzettségre jellemzé dimenziétlan szdm jelen van.

Mivel a kiilsé felszinen és a rétegek kozott sem tételeziink fel stirlédast, mindkettében fenndll
a potencidlis 6rvényesség megmaraddasa (lasd 2.3. fejezet). Ezért az i = 1,2 réteg (; fligg6leges
orvényességkomponense és h; pillanatnyi vastagsaga segitségével képzett

gi = €+hf(y)Hz i=1,2 (6.5)

potencidlis drvényesség az i-edik kdzegben mozgasallando.

A redukdlt sekélyfolyadék-modell azt az esetet irja le, amelyben valamelyik réteg sokkal
vastagabb a masiknal, és a vastag rétegben all a folyadék. A mozgo réteg valtozoéiban a forgatott
sekélyfolyadék-modell egyenletei

Z—l; = fuxn—g gradh (6.6)
és az (5.86) kontinuitési egyenlet, ahol a nyugalmi rétegvastagsag hy = min(H;, Hy). A szélnyi-
rassal kiegészitett (6.6) egyenlet alkalmas arra, hogy a part menti 6cedni felaramldsokat elemi
modon leirja, ahogy a 13.3. fejezetben latjuk majd.

A (6.6) egyenlet ugyanolyan struktardja, mint (2.9), és ez mutatja, hogy minden jelenség,
amelyet forgatott sekély folyadékban megismertiink, el6fordul rétegzettség esetén is, csak rdvi-
debb tavolsagon jelenik meg, amelyet a ¢’ redukalt gravitacios gyorsulds hatdroz meg. Mivel a
késébbiek szempontjabdl fontos mindkét kbzeg sebességtere, ahol nem til bonyolult, a kétréte-
gl lefrast hasznéljuk.

6.2. A kis stirtiségeltérésti és a fiigglleges rétegzettségii forgatott
sekély folyadék egyenletei

Kis stirtiségeltérés esetén a Boussinesq-kozelitést (5.3. fejezet) alkalmazzuk a forgé Fold felszi-
nén felirt Euler-egyenletben. A sekélységbdl adéddan elhanyagolhat6 fiiggbleges gyorsulds a
nyomaseloszlas z-fliggésére hidrosztatikai viszonyokat biztosit. A geometriai elrendezés azo-
nos a 6.1. abran latottal, de most a sebességtér folytonos magassagfiiggési. A kiils6 felszin 1
alakjan kiviil a bels¢ elvalaszto feliiletek mozgasat kiilon nem kovetjiik, ezek az allandé stird-
ség feliileteknek felelnek meg.

Kis siirtiségeltérés esetén az 5.3. fejezet szemléletét kovetjiik, mert forgatott rendszerben a fiig-
gllegestdl eltérs ferde rétegzettség is kialakulhat. A H vastagsdgu forgatott folyadékban a moz-
gasegyenlet a két vizszintes sebességkomponens id6fejlédésére ekkor

i; :fuxn—glogradp”. (6.7)

Itt p” a o atlagstrtiséggel képzett hidrosztatikai nyomdstol valé (5.14) eltérést, grad az (x,y)
valtozok szerinti gradienst jelenti. A harmadik sebességkomponens egyenletébdl a sekélység
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kovetkeztében dw/dt ~ 0, tehat hidrosztatikai viszonyok érvényestilnek:

a "
szz =—0"s. (6.8)

Fenndll tovédbbé a Boussinesq-kozelitésbsl ad6dé (5.12) divergenciamentességi feltétel, és az
(5.13) stirtiségi egyenlet is.

A (6.8) hidrosztatikai egyenlet integraldsdval a teljes nyomads kifejezhetd a stirtiségeltéréssel
és a szabad felszini 1 alakkal,

n+H
p(x,y,2,t) = po+ Qog ((x,y,t) + H—z) + g/ o"(x,y,2,t)dz = po(z) +p",  (69)
zZ

ahol a kiils6 felszini pgp nyomas feltevés szerint allando (teljesiil, hogy p(x,y,z = 5+ H,t) =
po)- A o stirtiségeltérés jarulékot ad tehét a p” nyomashoz, és igy (6.7) szerint vizszintes irdnyi
gyorsuldst is okozhat.

Fiiggdleges rétegzettség esetén az 5.4. fejezet szerint a 9(z) profilt6l valé (5.16) eltérést meg-
ad6 o' dinamikai stirtiséget és az egyenstlyi p(z) nyomdastol mért eltérést (5.18) szerint kifejezd
p' dinamikai nyomast hasznéljuk. A (6.7), (6.8) egyenletek ekkor a kétvessz8s helyett az egy-
vessz@s dinamikai mennyiségekkel érvényesek:

i; = fuxn-— Qlograd v, (6.10)
I’ /
5, = 08 (6.11)

A dg"/dt = 0 egyenlet szerepét a ¢’-re vonatkoz6 (5.20) strtiségegyenlet veszi at.

6.3. Hullamok forgatott kétrétegii sekély folyadékban

A nyugalmi allapotbdl torténd kis eltéréseket a (6.3) egyenletek

8u1 aUQ .

T fu; xn—ggrady, S fup xn—ggrady — ¢’ grad x (6.12)

linearizalt valtozatai adjak meg. Az (5.69) kontinuitdsi egyenletek linearizélt alakja pedig

a(”a;’() — _Hdivu, %’t‘ — _H,divuy, (6.13)
hiszen a felsé réteg vastagsdganak ingadozasa n — ), az als6é pedig x.

A nem forgatott rendszerben latottak alapjan (5.10. fejezet) azt véarjuk, hogy a jelentSs x bel-
s6 felszini véltozasokkal jar6 baroklin mozgasok esetén a kiilsé felszin # valtozédsa csekély sze-
repet jatszik csak. Ezért a belsé mozgéasok vizsgalatat a merevlap-kozelitéssel érdemes kezdeni.
Ennek elénye, hogy zért egyenletet kapunk a két kdzeg kozotti u = up — ug relativ sebességre,
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a (6.12) egyenletek kivondsaval ugyanis

%‘; = fuxn—¢ gradx. (6.14)
A kiilonbségi mozgast tehat a belsé felszin alakvaltozasa vezérli forgatott esetben is. A kontinu-
itasi egyenletek 0sszegébdl ugyanekkor az kovetkezik, hogy az
_ H1U1 + HZU2
u= i (6.15)
mélységi atlagsebesség sikbeli divergencidja elttinik. Az idében valtozé belsé felszin miatt a di-
vergencia nem ttinhet el egyszerre mindkét rétegben, ezért hullimmegoldas csak gy létezhet,
hogy a mélységi atlagsebesség térben dlland6. Mivel kis amplitadéji hullimban mindkét sebes-
ség idében oszcilldl, az dlland6 csak zérus lehet: Hiu; = —Houp. Az igy el6all6 baroklin hullé-
mokban a két rétegben tehat ellenkezd elGjeld a sebesség, éppligy, mint a nem forgatott kétrétegti
rendszer belsé hulldma esetén, amelyeknek terjedési sebessége az (5.80)-nal megadott c;.
Mivel a (6.14) mozgasegyenlet megfeleltethetd a (3.21) egyenletnek, a bels6 mozgast jellem-
z6 fontos paramétereknek is hasonl6 alakban kell megjelenniiik. A R = ¢o/|fo| = +/g§H/|fol
kiils6 Rossby-sugar megfelelGje az R’-vel jelolt

) HiHp
R= G V& (6.16)

| fol | fol

bels6 Rossby-sugir a kétrétegii leirasban. Az L sikbeli tavolsaghoz viszonyitott R’/L belsd
Rossby-sugar ugy is irhat6, mint a Rossby-szdm és az Fr' = U//¢'H bels6 Froude-szam ha-
nyadosa szorozva egy, a rétegvastagsdgok aranyéatol fiiggs kifejezéssel. A bels§ Rossby-sugér
tehat becsiilhets az
R" Ro
L FY
ardnnyal, amely (2.56) megfelelGje baroklin esetekben. Ez sugallja, hogy a bels6 Rossby-sugar az
a tavolsag, ahol a forgdsbol és a rétegzettségbdl ad6d 6 hatdsok osszemérhet§ szerepet jatszanak.
Az 6cedni belsé Rossby-sugar joval kisebb a kiils6nél, amely 1000 km nagysagrendtinek ad6-
dott (3.4. fejezet). Tipikus ¢’ = 0,03 m/s?, H; = 400 m, H, = 3600 m értékekkel és fo = 10~*
1/s Coriolis-paraméterrel szamolva azt kapjuk, hogy R’ ~ 30 km(c; ~ 3 m/s). A 1égkori
kiilonbség nem ilyen nagy: a légkort a becslés kedvéért két egyforma vastag rétegre bontva
(Hy = Hy = 5000 m), ¢’ = 1 m/s*tel a kétrétegii kozelitésben R’ ~ 500 km (c; ~ 50 m/s)
addédik, szemben a kb. 3000 km-es kiils§ értékkel.
A homogén kozegek Poincaré-hulldmai (2.7. fejezet) mintajara a kétrétegd kozegben kiala-
kul a tehetetlenségi gravitaciohulldm belsé vagy baroklin valtozata is (6.2. dbra). Diszperzids
relaciéjuk

(6.17)

wolky ky) = % (f2+3K) "% =+ (1+ (Rk)?)"?, (6.18)

ahol k = (ki + kﬁ) v a sikbeli hullamszamvektor hossza. A ¢; = R’|fy| sebességti bels6 hul-
lamoktol a forgatas kovetkeztében megjelend eltérés az R’ bels§ Rossby-sugarral dsszemérhetd
vagy annal nagyobb hulldmhosszakra (A > 27tR’) valik jelentGssé, a révid hullamok (R'k > 1)
esetén a Coriolis-hatas elhanyagolhato.
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6.2. dbra. Bels6 (baroklin) Poincaré- (tehetetlenségi gravitdcio-) hullam kétrétegd kozegben.
A mozgas a tehetetlenségi kdrmozgas és a g’ redukalt gravitaciés térben kialakul6 belsg hul-
lamzas kombindacidja. A kiilsé felszin valtozasanal joval erésebb a belsé felsziné.

Meredek, egyenes partvonalak mentén kialakulnak belsé (baroklin) Kelvin-hulldmok is az
wo(k) = c1k diszperzids relaciéval. Az drapély altal keltett bels§ Kelvin-hulldmok a nem for-
gatott rendszer belsé hulldmainak c; sebességével haladnak a partvonal mentén (x = 0 sik a
6.3. dbran), és arra merdlegesen, az y irdnyban az exp (—x/R’) Gsszefliggés szerint csengenek

le. Partra meréleges kiterjedésiik tehat néhany belsé Rossby-sugérnyi.

Z A ,fO

Qo

00 + Ao

=Y

6.3. dbra. Bels6 Kelvin-hullam kétrétegti kozegben. A hosszt szaggatott vonalak a feliiletek alak-
jatjelzik a folytonos vonalnak megfelel6nél fél periédussal késébb. A hulldm a —y irdnyban halad
abelsd hullamok ¢; sebességével, az x tengely mentén pedig lecseng az R’ bels6 Rossby-sugarnak
megfelel§ tavolsdgon.

Az 1 felszini alakvéltozads megtartdsa (a merevlap-kozelités elvetése) esetén a nem forga-
tott esethez hasonléan kidertiil, hogy a baroklin mozgas sordan 1 ~ —xg'/g. A felszini alak-
valtozas tehat csekély és ellenkezd eldjelii a bels6hoz képest. Ennek megfelelGen a (6.16) belsé
Rossby-sugarhoz is csak ¢’/¢ < 1 rendd korrekciét kapunk a merevlap-kozelitéshez képest.
Létezik ugyanakkor olyan megoldas is, amelyben a felszini alakvéltozas jelentSs, a belsé felszin
ingadozasa azzal dsszemérhet§ és azonos elGjeld. A (6.12) egyenletbdl latszik, hogy ekkor a
¢’ grad x tag kicsi, és up &~ uy, tehét a két réteg kozel azonosan mozog. ¢’/ ¢ nagyséagu korrekci-
6k erejéig visszakapjuk a homogén forgatott kozegben megjelend hullamokat (Poincaré- vagy

Kelvin-hulldmok), és ezeket a rétegzett kozeg barotrép hullamainak nevezziik.
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6.4. Hullamok fiigg6leges rétegzettségt forgatott, sekély folyadékban

A 6.2. fejezet végén bemutatott mozgasegyenletek alland6 Brunt-Vaisilad-frekvencidji rétegzett-
ség esetén érvényes linearizalt alakja
u 19p v 19p

ot =J0 2 ax, g = —JU— &@, (619)

s fenndll a (6.11) hidrosztatikai kapcsolat. Az (5.20) strtiségegyenlet linearizalt véaltozata

/
9 _ N2 (6.20)
ot g
A baroklin mozgéasok megtaldlasdhoz alkalmazzuk most is a merevlap-kozelitést, azaz tegyiik
fel, hogy a felszin nem mozdulhat el, tehét a fliggSleges sebesség a z = H fels§ szinten éppugy
elttinik, mint a kdzeg aljan, z = 0-ra. Ekkor a fiigg6leges sebesség magassagfiiggése szinuszos
(5.9. fejezet, 5.8. dbra), és a hullamszam fliggSleges komponense a

K" =n (6.21)

'’
n =1,2,... értékeket veheti csak fel. Az n-edik normalmoédushoz tartozé belsé hullam sebes-
sége az (5.51) egyenlettel megadott c,,.

A terjedési sebességek egész spektruma miatt a problémahoz a bels6 Rossby-sugarak diszkrét
spektruma tartozik:

R G _ NH
"ol [folmn

Mivel a révidebb hullamok gyorsabban csillapodnak, az els6 normalmoédusok a legjelentSseb-
bek. Nagysagrendi becslésekben a folytonos rétegzettségti kozeg bels§ Rossby-sugarara az

n=12...| (6.22)

JoH
R~NM gy~ v8E (6.23)
| fol | fol

értéket haszndljuk (a masodik Osszefiiggésben az (5.7) egyenletet alkalmazzuk). A (6.1) frek-
venciaardny tipikusan nagy értéke miatt latjuk, hogy a bels6 Rossby-sugér sokkal nagyobb a
teljes mélységnél. Végiil is ez a dinamikai (tehat nem a puszta geometriai adatokb6l szarmazo)
feltétel mutatja, hogy a nagy frekvenciaardny teszi jogossa a sekélyfolyadék-kozelités hasznala-
tat forgatott rétegzett kozegben.

A légkori N = 1072 1/s Brunt-Viisila-frekvenciaval és H = 10 km vastagsaggal szamolva
kozepes szélességeken (fo = 107* 1/s) azt kapjuk, hogy R’ ~ NH/|fo| = 1000 km. A Brunt-
Viisila-frekvencia tipikus 6cedni N = 5- 1072 1/s értékével a belsé Rossby-sugar a folytonos
rétegzettségli 6cedn fels§, H = 1 km-es rétegében 50 km.

Az n-edik normalmoédusnak megfelelS belsé Poincaré-hullam diszperziés relacidja folyto-
nos rétegzettség esetén

won (ke ky) = £ (8 + 2% = £ (1+ (RK)%)2, (6.24)

1/2
ahol k = <k§ - ki) a hullamszdmvektor hossza a vizszintes sikban. Figyelembe véve a fiig-
gbleges hulldimszamvektor (6.21) lehetséges értékeit, a teljes diszperziés reldci6 gy is irhato,
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mint !

N 172
k
won (kx, ky) = £ f3+ N? (k(”)> i (6.25)

Z

Ez a bels6 hulldmokra vonatkozé (5.49) relaci6 forgatott sekély rendszerre torténé altalanosi-
tdsanak is tekinthetS. Mivel a fiiggbleges és a vizszintes hullimszam a H mélység, illetve az L
sikbeli kiterjedés reciprokdval ardnyos, és H < L, a k; fiiggéleges hullamszamkomponens sok-
kal nagyobb, mint ky, k, (k/ kz" < 1), vagyis a teljes hullimszamvektor vizszintessel bezart
szoge kozel 90 fok. A hullamok tehat majdnem fiiggbleges terjedési iranytak. Mivel k ~ 1/L,

k" ~ 1/H, a frekvencia tipikus értéke wi = f2 (1 + (NH/(fOL))Z) = f2(1+ Bu), a hullamok
lasstiak, frekvencidjuk | fo| és néhanyszor | fo| kozé esik.

A belsé Kelvin-hullamok folytonosan rétegzett kbzegben a ¢, sebességek valamelyikével ha-
ladnak, és az n indexnek megfelels R}, belsG Rossby-sugérral csengenek le. Az els6 normalmé-
dus geometridja azonos a 6.3. abrdn latottal, és a bels6 elvalaszto feliiletnek barmelyik dlland6
stirtiség feliiletet tekinthetjiik.

Az 7 felszini alak megtartdsa most is csekély valtozast jelent csak a baroklin hullamok tu-
lajdonsadgaiban. Létezik ugyanakkor barotrép hulldm is, ahol a felszini alakvaltozés jelentGs, és
a két réteg kozel azonosan mozog, hasonléan a homogén kozeg esetéhez. Ezt a cy/ | fo| kiilsé
Rossby-sugér jellemzi. Erdemes ezért a Rossby-sugarak (6.22) spektrumét kiegésziteni a kiil-
s6 Rossby-sugdrral. Ez formadlisan az n = 0 indexhez tartozénak tekinthets, mivel a felszini
hulldamok cy sebességét tartalmazza.

6.5. Geosztrofikus dramlas kétrétegi sekély folyadékban

A (6.3) egyenletekben fellép6 hidrodinamikai gyorsulds Rossby-szamszor kisebb jelentSségt,
mint a Coriolis-gyorsulds. A gyors forgatds hatdresetében a hidrodinamikai gyorsulds elttinik,
és kialakulhat egy ug 1, ug > stacionarius aramlds, amelyben az id6fiiggetlen felszinalakok kom-
penzéljak a Coriolis-hatast. Az f-sikon

fon X ug; = —ggrady, (6.26)
fon X ug, = —ggradn — ¢’ grad x. (6.27)

A két egyenletet kivonva:
fon x (ugp —ug1) = —g' grad x. (6.28)

A geosztrofikus dramlést a fels6 kozegben tehét a felszini alak hatarozza meg, a két kdzeg kozotti
sebességkiilonbséget viszont az elvalaszto feliilet alakja, és az elvalaszto6 feliilet szintvonalaival

1Mély rétegzett folyadékban, amelyben a hidrosztatikus kozelités nem hasznalhato, a diszperzids relaciéra w% =

f2sin” 0 + N2 cos? 0 ad6dik, ahol 6 a hullamszamvektor vizszintessel bezart szoge. Az ilyen hullémok frekvencigja
az (| fo|, N) intervallumba esik. Ez az 1.3.1. fejezetben latott tehetetlenségi hullimok és az 5.5. fejezet bels6 hulldmai
diszperzi6s reldciéinak egyfajta kombindcidja. A (6.25) alak a sekély folyadéknak megfelel6 k; > ki, k, esetben
adodik, amikor sinf ~ 1 és tgf ~ k/k,.
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parhuzamos a relativ sebesség. Komponensekben:

_ 891 _ 897
Ug,1 = fo ax, ug,l = fo ay, (629)

és

Vep = = =, 2= .
827 foox ' foox 27 fooy  fody
Az f-sikon zajlé geosztrofikus aramlds mindkét kozegben kétdimenzids, divergenciamentes.

Létezik tehat egy 1 és egy 1, aramlasi fliggvény, amelybdl a geosztrofikus sebességek a szoka-
sos derivalasi szabdllyal (1.58) kaphatok. A (6.29), (6.30) egyenletek alapjan

/ /
_89 gox 80y _gox (6:30)

_8 _8,.8
1101 - f017’ lPZ fOU + fOX (631)

A baroklin viselkedést leir6 esetekben (p-ben mindkét tag egyforman fontos, vagyis g7 és ¢'x
azonos nagysdgrendd, amibdl kovetkezik, hogy x > 7.

Konkrét példaként tekintsiik azt az elrendezést, amikor az elvalaszt6 feliilet az y irdnyban
egyenletesen valtozik. Tegytik f6], hogy észak felé emelkedik, azaz az y tengellyel bezart y d6lés-
szoge pozitiv. Ez annak felel meg pl., hogy az Eszaki-sark felé haladva az als6 hidegebb légréteg
egyre vastagabb. A (6.29), (6.30) egyenletekbdl

/

%rﬂﬁZi%% (6.32)

s a sebességek id6tdl és helytdl is fiiggetlenek.

fo Az

<A

6.4. dbra. Geosztrofikus dramlas kétrétegti kozegben. A belsé elvalaszto feliiletnek a kozelebbi
pOlus iranyaban torténd egyenletes emelkedése olyan staciondrius dramléssal van egyenstlyban,
amely keletre torténik, és a felsd (melegebb) rétegben gyorsabb, ott a sebesség nagysagat jelzé kor
nagyobb sugard. A benne lev§ kereszt utal arra, hogy az dramlds a rajz sikjabol kifelé mutat, a
sebességvektort jellemz§ nyilnak mintegy a ,tollazatat” latjuk, hatulrol.

Az ilyen d6lés tehat az északi féltekén a keletre irdnyul6 aramlasi sebességet befolyasolja.
A fels6 rétegben az dramlds erdsebb, mint alul (6.4. abra), fiiggetleniil att6l, milyen a kiils¢ felszi-
ni alak. Ez az els6 példa arra, hogy a forgatas létrehozhat ferde stirtiséggradienst rétegzédést.
Folytonos rétegzettségti valtozatat a 6.8.1. fejezet mutatja be.

A kovetkez§ példdban megvizsgéljuk, hogyan befolyasolja az dramlést a felszin és a bels6
elvalaszto feliilet viszonya. Tegyiik fel, hogy a felszinen kidudorodés figyelheté meg, 77 lokalis
maximummal rendelkezik, amely anticiklonalis &ramlést hoz létre f, > 0O-ra. Az egyszertiség
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6.5. dbra. Geosztrofikus aramlas kétrétegii kozegben a kiilss és bels felszini alak viszonyénak
fuggvényében. A kis korokben levs pont (kereszt) a rajz sikjaba (abbdl kifelé) mutaté dramlasi
irdnyra utal, és ezt a konvenciét a késébbiekben is kovetjiik. A kiilsé felszin kiemelkedése alatt
az aramlas mindig anticiklondlis (a)—(c), de az als6 rétegben lassabb, ha a belsé felszin véltozédsa
ellenkez§ elGjeld mint a kiilséé (b), s6t elGjelét is megviéltoztathatja (c). Hasonl6 a helyzet a kiils§
felszin behorpadasa esetén is (d)—(f). Az dbra tekinthet§ az x, y sikon kozel forgdsszimmetrikus
elrendezések oldalnézetének, de az y irdnyban eltolasinvaridns felszini alakokhoz tartozénak is.

kedvéért tegyiik fel azt is, hogy x ardnyos -val. Ha x és 7 azonos nagysagrendtek, akkor (6.30)-
ban a g’-vel aranyos tagok csekély szerepet jatszanak, és ezért az dramlds gyakorlatilag azonos
mindkét rétegben (6.5a. dbra), amely egy homogén anticiklonnak felel meg (2.5. dbra). Ha a
bels6 elvalaszto feliilet behorpad, és véltozasa joval erésebb, mint a felsziné, de 7 + xg' /g még
pozitiv, akkor az als6 kozeg jéval lassabban mozog, mint a felsé (6.5b. dbra). Abban a kivételes
esetben, amikor | x| olyan nagy, hogy x < —#g/g’, akkor az als6 dramlds iranya is megvaltozik:
ott ciklondlis forgasu a sebesség (6.5¢c. dbra). Ez j6l mutatja, hogy rétegzett kozegben csak adott
magassagi szinten értelmes a ciklonalis-anticiklonalis megkiilonboztetés. A felszin behorpada-
sa esetén is hasonl6 a helyzet (6.5df. abra).

6.6. Frontok forgatott rendszerben, a Margules-osszefiiggés

Frontrol akkor beszéliink, ha a kiilonb6z6 stirtiségti kozegeket elvalaszto feliilet kifut az aljzatra
vagy a kiilsé felszinre. Ez nemcsak a 1égkorben, hanem az 6cednokban is el6fordulhat. A geoszt-
rofikus egyenstly egyik megdobbents kovetkezménye, hogy a frontoknak ebben az allapotban
nem kell mozogniuk a frontvonalra meréleges iranyban.

A frontok viselkedésének leirdsara a kétrétegii kozelités jol alkalmazhat6. Legyen a stird
kozeget elvélaszt6 feliilet alakja az egyszertiség kedvéért y-tdl fliggetlen (6.6. abra). A stirtbb
kozeg vastagsdgat véltozonak tekintjiik, amelyet i = h(x, t)-vel jeloliink. A frontvonal mentén,
az als6 felszinen természetesen i = 0. A geosztrofikus dramlas feltétele ekkor (6.29), (6.30)
szerint

_g'dh
Z)g,2 — vg,l = %%
Ez azt mutatja, hogy a front elvélaszt6 feliiletén a frontvonallal parhuzamosan sebességugras ala-
kul ki.

(6.33)



6.6. FRONTOK FORGATOTT RENDSZERBEN, A M ARGULES-OSSZEFUGGES 161

ZA

<Y

6.6. dbra. Nyugalomban levé front koriili aramlas geosztrofikus egyenstlyban. A strd (hideg)
kozeg a h(x) fuggvénnyel hatarolt tartoményban helyezkedik el. Az aramlési sebesség mindkét
kozegben merdleges a rajz sikjara és az alsé kozegben gyengébb. A «y sz6g az x tengellyel bezart
sz0g, ezért negativ.

Az Gsszefliggést a front <y hajlasszog élére alkalmazva

/

Vg — Vg1 = jg‘otg Y. (6.34)

Ez az tin. Margules-féle 6sszefiiggés (M. Margules (1856-1920) osztrdk természettudds, mete-
orolégus). A front v d6lésszoge hatdrozza meg a sebességugrast a frontvonal helyén. A szog
altalaban kicsi, és ezért tangensével helyettesithetS. A front hajlasszogének strtség-, illetve
hémérséklet-kiilonbséggel megadott kifejezése ezért

_fooo, __ fo _
v = Q(vg,z vg,l) = AT (Vg2 vg,l). (6.35)

Az utolsé étalakitdsban hasznaltuk, hogy Ao = xgo|AT|, ahol « a hétagulési egytitthat6 és AT
a két kozeg kozotti hémérséklet-kiilonbség. Levegsben, kozepes szélességeken (fo = 107%1/s)
a kb. 3 fok hémérséklet-kiilonbségnek megfelel§ 100-szoros redukciéval és 10 m/s sebességkii-
lonbséggel szamolva a meredekség 1/100 radian, ami kb. 0,6 foknak felel meg.

A Margules-0sszefiiggés geosztrofikus egyensulyban 1évé staciondrius frontokra vonatko-
zik. A val6sagos frontok a kvazi-geosztrofikus f6ldi aramlasokban alakulnak ki, és ezért a fenti
elmélet csak els§ kozelités. A frontok dltaldban mozognak, és a felszinnel val6 stirlédas alakju-
kat befolyasolja.

a) b) ) )
zivatarfelh6k rétegfelhdk

@N

1-2km| hideg ®

S

50-100 km 4 300-600 km ‘
6.7. dbra. Mozg6 légkori frontok alakja (oldalnézet) és sematikus dramldsi viszonyaik az észa-
ki féltekén. A sebességnek a frontvonalra merdéleges és azzal parhuzamos komponense is van.
(a) Hidegfront. A frontvonal el6tti heves felaramlas zivatarfelhSk kialakuldsara vezet. (b) Me-
legfront. A felaramlds gyengébb, a meleg levegé tolja a hideg réteget, felhatol a hideg folé, és
rétegfelhSk megjelenésével jar.
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A légkori hidegfrontok (hideg levegs behatoldsa a meleg ala) hatarfeliilete el6regytir6dik a
felszinen eltling sebesség miatt (6.7a. dbra). Az altaldban gyorsan mozg6 hidegfrontok délés-
szoge 1/50 kortili. A hideg légréteg az 1 km vastagsdgot a frontvonal moégott mintegy 50 km-re
éri el.

A légkori melegfront (a meleg leveg6 a lassan mozg6 hideg légréteg folé cstszik) hatarfe-
lillete a stirlédéds miatt ellaposodik (6.7b. abra), a d6lésszog kisebb, 1/200 koriili. Az 1 km-es
szintet az elvalaszto feliilet tehat kb. 200 km-rel a kozeled§ front el6tt éri el.

Mozgé frontok mentén az als6 légrétegek iitkoznek, Osszedramlds torténik, ez felaramlds-
hoz vezet (6.7. dbra), a frontok ezért a felszinen mindig lokilis nyomdscsokkenéssel jarnak, amit a
barométer jelez.

A frontvonal mentén a felszini izobarok megtdrnek (6.8. dbra). A felszini szélsebességben
ugrds torténik a frontvonallal padrhuzamos iranyban: a 6.7. dbra szerint a frontvonal el6tt a ve-
le parhuzamos szélsebesség-komponens ergsebb, mint utdna. Az irdnyitottsagot is figyelembe
véve az izobdrok a ciklon kézéppontja felé tornek mindkét fronttipusban (ahogyan a 6.15., 6.16.
abrékon is latszik). A meteorolégusok és vitorldzok a front érkezését a hirtelen szélforduldssal
azonositjdk (amely gyorsabban torténik, mint pl. a h6mérséklet megvaltozasa).

szél

6.8. dbra. Felszini nyomaseloszlas 1égkori front mentén az északi féltekén. A felszini sebesség-
ugras kovetkeztében az izobarok megtérnek. Az dbra egy nyugatrdl érkezs melegfront (vonal kis
félkorokkel) koriili kozel geosztrofikus viszonyokat mutaté sematikus rajz.

Térjiink most vissza a geosztrofikus kozelitéshez tetszSleges kozegben, és tekintsiink egy
konkrét nemlinedris elvalaszto feliiletalakot a redukalt sekélyfolyadék (6.6) kozelitésében. Le-
gyen (6.9. dbra)

h(x) = ho (1 — e/ fo) , (6.36)

s emlékeztetiink arra, hogy a vastagabb kozegben a sebesség elttinik.
A sebesség a 6.9a. dbra hidegfrontjaban északra mutat, és értéke (6.33) szerint

/
h
Vg2 (x) = chor;’ex/fo. (6.37)

A sebesség tehat gyorsan csokken a frontvonal mogott. Az x pont koriili egységnyi szélességii
fiiggbleges lapon dtdramlo teljes anyagmennyiség
8 "h % —x/r —x/7
= h(x) =<—1(1- 0 0 6.38
Q(x) = 2ga()h(x) = L(1mem)e (6.38)
a frontvonalnal még zérus, maximumat attol ro In 2 tdvolsagra éri el.
A 6.9b. abra szerinti 6cedni melegfrontban a kozeg fels§ hataran a sebességet és az anyag-
transzportot szintén a fenti képletek adjak. A kiils6 felszin alakja is kovetkezik a belsé feliilet
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a) b)

ZA ZA 1
n=0 |

ro ~ R/ Ug,l = ug,l =0 \ ® Q0 ug,l =0 hO

~ R’ — o]

Q ugp =0 | LT vga=ugn =0
@ 00 +A¢ 0 00 + Ao

6.9. dbra. Az ry tavolsdgon exponencialisan lecsengd fiiggvénnyel leirt frontok geosztrofikus
egyensulyban az északi féltekén. (a) Hidegfront (levegd vagy folyadék) az aljzaton. (b) Meleg-
front a folyadék felszine alatt. Ez egyben a Golf-dramlat modelljének tekinthetd, annak az ameri-
kai partvonallal parhuzamosan fut6 szakaszaban. A pélus felé irdnyulé dramlds a front melletti
ro vastagsagu tartomanyban jelentGs.

<Y
<Y

X ~ H — h alakjabol, ahol H a teljes vizmélység. Az als6 kdzegben ugyanis csak tigy ttinhet el
a vq sebesség, ha (6.30) elsS egyenlete szerint gdn /dx + g'd(H — h) /dx = 0, ahonnét

n(x) = 2%(x). (6.39)
00

A meleg folyadék északra torténd dramlésa tehat felszini kidudorodassal jar, amit a homogén
esetben (2.4. dbra) mar lattunk. Mivel az anyagtranszport egy r( vastagsagu tartomanyra korla-
tozodik, a frontok ilyen modellje egyben 6ceéni dramlatok, igy a Golf-aramlat modellje is. A fel-
szini kb. 1 méter megfigyelt emelkedéssel (100 km tavolsdgon) a (6.39) Osszeftiggésben 1000-
szeres redukciéval szamolva a belsé felszin kb. 1 km stillyedése jar egytitt.

6.7. A geosztrofikus egyenstly bedllasa

Ha eltavolodunk a geosztrofikus egyenstlyt6l, megérthetjiik, hogy egy kezdeti ugrasszerd st-
riségkiilonbségbdl hogyan alakul ki az egyenstlyi konfigurdcié. Haszndljuk ismét a kétrétegti
kozelitést, és vizsgaljunk egy melegfrontot, amely kezdetben a pozitiv x tengely mentén helyez-
kedik el, véges H; alland¢6 vastagsdggal (6.10a. dbra), az alatta levd strd réteg vastagsaga Hp.

a) b)
z A ZA
X0
J
Q0 H1 h(x) Q0 H1
0o + Ao .
00 aF AQ Hz 00 o AQ 00 ar AQ H2
0 X 0 X

6.10. dbra. A geosztrofikus egyenstly beéllasa kezdetben fiigg6leges elvélaszto feliilet esetén. (a)
A meleg kozeg a pozitiv félegyenes mentén dllandé H; vastagsdgu rétegbdl indul. (b) A végal-
lapotot exponencialis fiiggvény irja le, amely az R’ bels§ Rossby-sugaron cseng le az eredeti Hy
mélységig. A front is éppen R’ tavolsdgot mozdul el. A geosztrofikus egyenstlyi front meredek-
sége |y| ~ H1/R'.



164 6. A FORGATAS £S RETEGZES EGYUTTES HATASA SEKELY FOLYADEKRA

Az y koordinatétol fuggetlen u;(x,t) = (0,v;(x,t)),i = 1,2 dramlasokat feltételezve, elha-
nyagolhato felszini alakvaltozds esetén a (6.5) potencidlis 6rvényesség az egyes kozegekben az
f-sik-kozelitésben

~_ fotovi(x,t)/ox

ql - hl‘(x, t) HZ/

ahol h; = h a felsé réteg pillanatnyi vastagsaga, és hy = Hy + Hp — h = x. Mivel kezdetben nem
volt mozgas, q; = fo, és a megmaradési tételbdl kovetkezik, hogy adott folyadékelemre

i=1,2, (6.40)

9v;(x,t)/9x = fo(hi(x,t)/H; — 1) (x,t). (6.41)

A végallapotban (6.10b. abra) feltessziik, hogy az dramlas idéfliggetlen lett, geosztrofikus:
vi(x,t) = vg(x), h(x,t) — h(x), (6.29), (6.30) alkalmazhat6, de a fenti Gsszefiiggés is érvényben
marad. gy

dvgn Vg1 H—h(x) h(x)\ _ H H g d*h
ox  ox _f°< H,  H ) = fo (Hz_H1H2h<x > T fodx? (642)

A jobb oldali egyenléség altal definialt linearis differencidlegyenlet megoldédsa exponenciélis
valtozas a \/¢'H1Hy/ H/ | fo| tavolsdgon, amely nem mads, mint a (6.16) bels6 Rossby-sugar. Mi-
vel csak a lecseng6 megoldés rendelkezhet fizikai jelentéssel, az egyenstlyi alak

h(x) = H; (1 — e’(”"o)/R,) , X > —Xo, (6.43)

ahol xp > 0 a front élének tdvolsdga a végallapotban (6.10b. dbra). Ertéke abbél kaphaté
meg, hogy a g stirtiségti kozeg teljes anyagmennyisége nem valtozott, tehat [ (Hy — h)dx =
[ _OxO hdx. Ebbdl az adédik, hogy xo = R, vagyis az elmozdulds is az R’ bels§ Rossby-sugéarral
egyenld! Szoktak ezért R'-tbelsd deformicids sugérnak is nevezni. A nem forgatott (fo = 0) hatér-
esetben R — oo, dsszhangban azzal, hogy a gravitdciés dramlatok (12.3.2. fejezet) mozognak,
és elmozdulésuk tetszélegesen nagy lehet.

A bels6 Rossby-sugér tehat nemcsak a hulldimokban jelent8s, hanem a frontok, tengerdram-
latok jellegzetes tavolsdgadatait is meghatarozza. Utélag latjuk, hogy a (6.36) alakban g = R/,
és a frontfeliilet irdnytangense a frontvonalon 7y ~ hy/R’. A sugér széhasznalat jogos a ciklo-
nokra nézve is, azok atmérdje 2R’-ként becstilhetd.

A geosztrofikus egyenstly bedllasa forgéhengeres kisérlettel demonstralhaté. Ha kezdetben
a henger kozepén egy kisebb atmérdjli hengerrel elvélasztjuk a nagyobb stirtiségi megfestett
folyadékot, akkor a kis henger eltdvolitdsa utan dramlds indul meg sugariranyban. Elegendéen
nagy szogsebesség esetén az dramlat nem éri el a nagyobb henger kiilsé falat, mert belsé Rossby-
sugarnyi elmozdulds utdn a szétterjedés megsztinik! Ezzel egyidejtileg tangencidlis &ramlds jon
létre, és kialakul a geosztrofikus egyenstly. Feliilnézetben a szines folyadék véges dtmérdji ko-
rongot alkot, oldalnézetben kiipszerd alakzatot, amelynek jobb oldala hasonlit a 6.6. 4brdhoz.
Ahogy a kisérletben is lathato, a felszinre helyezett papirdarabkdk mozgasa 6sszhangban van
az &bran jelolt irdnnyal.

6.8. Geosztrofikus egyenstily folytonos rétegzettségii sekély folya-
dékban

Gyors forgatas esetén folytonos rétegzettség mellett is igaz, hogy tetszSleges iddfiiggetlen 0" =
0(x,y,z) ferde stirtiségprofil esetén kialakul egy staciondrius geosztrofikus dramlas, amelyre


https://www.youtube.com/watch?v=DARyaierioc
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(6.7)-et és (6.9)-et hasznélva az f-sikon

H
fouxn=ggrady + (‘;gograd/Z o(x,y,2)dz. (6.44)

Az integral fels6 hataraban az # felszini alakot elhanyagoltuk, hiszen az mindig kicsi a teljes H
mélységhez képest. Komponensekben

gy g o /H ) 83’7 /
= T o dz’, odz’ 6.45
s fody  eofody J: 0ds %8 = fo ox QOfo ax J. 9% (6:45)

A fentiekbdl kovetkezik, hogy az dramlas magassagfiiggd, de minden vizszintes sikban diver-
genciamentes.

Az 17-bdl ad6d6 felszini jarulék kikiiszobolhetd, amennyiben tudjuk, hogy a folyadék nagy
mélységben mozdulatlan. Ekkor tehdt 1étezik egy olyan z( szint, amelyben a geosztrofikus aram-
las elttinik. A zg szintre felirt (6.45) egyenletek

_ 8817_g8/H / g g a/
0= fody  0ofooy Jz 0dz., 0= fo ax+gofoax 2 de (6.46)

hasznalhatok a felszini alak meghatdrozésara is. Ezeket az egyenleteket az eredetiekbdl kivonva:

8 9 g 9 (6.47)

odz’ Vg = ————— odz'
QOany ZOQ § Q

u
§7 00f0 9x Jz

A staciondrius, ferde rétegzettség stirtiségeloszlas tehat a felszini alaktdl fiiggetleniil is megha-
tdroz egy geosztrofikus dramlést. A Coriolis-hatds kovetkeztében tehat olyan strtiségprofilok
is staciondriusak lehetnek, amelyek eltérnek a helyzeti energia minimumat megvalésitoé fliggs-
leges rétegzettségtSl. Az ilyen allapot kiilsé energia betdplédlasa nélkiil is fennmarad, de mint
latni fogjuk, nem feltétleniil stabil.

Megjegyezziik, hogy fliggbleges rétegzettség, 0 = 0(z) esetén az integralok fiiggetlenek a
vizszintes koordinataktol, igy ilyenkor a (6.45) geosztrofikus dramlés teljes mértékben megegye-
zik a homogén kozegbeli (3.26)-tal. A rétegzédés csak akkor okozhat Gj geosztrofikus vonaso-
kat, ha az dlland¢ strtségu feliiletek nem vizszintesek.

6.8.1. A termikus dramléas

A kornyezeti aramldsok szempontjabdl talan a legfontosabb ferde rétegzettség a kozegek sark-
vidékek felé egyre stirtibbé, egyre hidegebbé valdsabol ad6dik. Az ezzel kapcsolatos geosztrofi-
kus dramlést nevezziik termikus aramlasnak, a légkorben termikus szélnek. (Az 6cedni gytrik
geosztrofikus dramlasat a 13.2. fejezet mutatja be.)

Tegyiik fel, hogy a geosztrofikus aramlas az aljzaton, vagyis a z = zg = 0 szinten ttinik el.
A (6.45) vagy (6.47) sebességkomponenseket z szerint derivalva ekkor

g _ 8 R g 8 % (6.48)

0z 00fooy’ 9z oofoox’

A stirtiséggradiens vizszintes komponensei tehat egyértelmtien meghatarozzdk a geosztrofikus
sebesség magassagfliggését. Az északi féltekén (fo > 0) az észak felé novekvs stirtiség a keletre
irdnyul6 dramlés sebességének nivekedését okozza a magassaggal (6.11. dbra). Mas szempontbdl
mutatja be ugyanezt a jelenséget a 10.1. és 13.1. fejezet.
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6.11. dbra. A termikus dramlés a ferdén elhelyezkedd stirtiségfeliiletekhez tartoz6 geosztrofikus
dramlas. Ha az emelkedés a p6lus iranydban torténik, fliggdlegesen felfelé haladva egyre erésebb
keletre mutaté dramlést (nyugati szelet) tapasztalunk.

Ha a strtiség nem fligg x-tSl és egyenletesen valtozik (a do/dy derivélt allandd), akkor a
geosztrofikus dramlés linedrisan er§sodik (6.11. abra):

_ 8%, =
ug(z) = oh E)yz = UH. (6.49)

Ilyen mozgas forgatott homogén folyadékban nem alakulhat ki, hiszen ott egyediil a felszini alak
hatdrozza meg az dramlast (amely ezért fiiggetlen a magassagtol). A H magassaghoz tartozé
U termikus sebesség nagysagat ezek szerint becsiilhetjiik az L vizszintes tavolsagon kialakul6
Ag stirtiségkiilonbséggel, mint

glAolH  g|Ao] H>  N?H?
U= = = = NHvV Bu, 6.50
wLlfol — ooH Lifol — LIjl v (6:50)

ahol megjelent a H magassdgban Ag stirtiségkiilonbség hatdsara kialakulé N Brunt-Vaisala-
frekvencia, és a (6.2) Burger-szam.

Mivel a valésdgban a stirtiségeloszlas x, y-fliggését rendszerint a h6mérséklet-eloszlas in-
homogenitdsa okozza, a (6.48) geosztrofikus dramlést termikus dramldsnak nevezik. A ¢ =
—QoucT+konstans Osszefiiggést hasznéalva, ahol T a hémérsékletprofil, az dramlasra fennall,

hogy

dug __gwol = dvg _ gaol

oz  fooy’ 9z foox’
A vizszintes sikban kialakult h6mérséklet-kiilonbségek jelentSs széler6sodéshez vezethetnek a
magasabb légrétegekben.? A termikus sebesség nagysiga a H magasségban a (6.50) kifejezés
elsG egyenlGsége (vagy a fenti egyenletek) szerint a

(6.51)

U= gx|AT|H  ¢'H

L~ IflL (652)

kifejezéssel becstilhetS. Az L = 1000 km tavolsagon 10 fokos h6mérséklet-kiilonbség esetén és
a hétagulasi adatok alapjan (7.1. tdblazat) a sebesség a troposzféra tetején (H = 10 km) 30 m/s,
az 6cednban (H = 4 km) pedig valamivel kisebb, mint 1 m/s.

2Ez a széler6sodés nem jar irdnyvaltozassal, mint a viszkozitdsbol szdrmazé Ekman-rétegben.
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Forgokadas kisérletben a termikus dramlds tgy demonstralhatd, hogy a henger kozepén
egy kisebb atmérdjd, j6 hévezets falt henger belsejébe jeget helyeziink. Ez a fal mentén lehditi a
kiilsé folyadékot, és ezzel a tartdlyban ideiglenesen ferde h6mérséklet-, ill. stirtiség-rétegzettség
alakul ki. Az aljzatig lenyul6 festékcsikot befecskendezve latszik, hogy a szines csik megddl,
hosszt id6 utan kortil is 6leli a hengert, a kialakul6 termikus dramlds kisérletben megfigyelhetd
jeleként. Ha a folyadékban L = 10 cm-enként kb. AT = 1 fok a h6mérsékletesés, H = 10 cm,
és lassu forgatassal: fp = 2Q2 ~ 0,2 1/s, a felszini sebesség U ~ 1 cm/s. Pozitiv forgatasi
irdny esetén a festékcsik elmozduldsa a forgé rendszeren beliil ugyanolyan irdnyitottsdgu, tehat
nyugati szélnek felel meg.

Az azonos stirtiségti feliiletek v d6lésszogét abbdl a feltételbdl kapjuk, hogy o(y, z) = allan-
do6, amelybdl az irdnytangens y = —(d0/9dy)/(d0/0z). A derivaltakat kiilonbségekkel helyette-
sitve, mivel ugyanaz a Ag stirtiségkiilonbség alakul ki a H magassagban és az L hosszon, a sz6g
nagysaga

_H _1fol _ 1
'YNI—WVB”—EVB”«L (6.53)

ahol hasznéltuk a (6.1) frekvenciaardny és (6.2) Burger-szdm definiciéjat. Mivel az utdbbi ti-
pikus értéke 1 koriili a Foldon, azt mondhatjuk, hogy a délésszog radidnban mért kicsinysé-
ge a természetes kozegek sekélységének vagy a frekvenciaarany nagy értékének kovetkezmé-
nye. A v ~ 1/Fn relaci6 6sszhangban van a kétrétegti kozegekben vizsgalt frontokban taldlt
v ~ H/R' sszefiiggéssel a belsG Rossby-sugér (6.23) kifejezése alapjan.

A d6lésszog és a termikus sebesség kapcsolatat megkapjuk, ha a (6.53) kifejezésben a v/Bu
tényez6t kifejezziik (6.50)-bél:

o ol fold
“ N2H goc|AT|

<1 (6.54)

A mésodik relaciéban a nevezében levé N2H ~ ¢’ mennyiséget a h6mérséklet-kiilonbséggel
kifejezve adtuk meg. Ez egyben mutatja, hogy a kétrétegti kozegben kapott (6.35) Margules-
Osszefiiggés a termikus dramlésra levezett alak diszkrét valtozata.

6.9. Kvazi-geosztrofikus egyenlet kétrétegii kozegben

A H; atlagos rétegvastagsagokhoz képest csekély 7 kiilsS és x belsé felszini ingadozast feltéte-
lezve az egyes rétegek (6.5) potencidlis 6rvényessége:

o Gi+f
"1 (- H)/H;

~af0-" s - B- ), 659

H;

i =1,2. Az atalakitasokban kihasznaltuk, hogy a (h; — H;)/ H; relativ vastagsagingadozds, a (;
orvényesség és a Coriolis-paraméter helyfiiggésébdl adodo f — fo = Py véltozas kicsi, egymas-
sal vett szorzatuk tehat elhanyagolhat6.?> Mivel a kvazi-geosztrofikus kozelités gyengén id6-
fliggs aramldsokat ir le, a potencidlis 6rvényesség kifejezésében szerepl$ tagok idéderivéltjai
kicsik. Ezért a {; orvényesség és a pillanatnyi rétegvastagsagok ugyanigy fejezhetSk ki a ;
dramlési fiiggvénnyel, mint geosztrofikus egyenstlyban. Irhatjuk tehat, hogy J; = Ay;. Més-
részt hy — Hy = n — x és hp — Hy = x (az utdbbi kifejezésben felhasznaltuk, hogy az aljzat

3 A potencialis orvényesség megmaradasa most is ekvivalens a teljes hidrodinamikai lefrassal kvazi-geosztrofikus
folyamatokra.
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vizszintes), és ezért (6.31) alapjan

2 — ¢1). (6.56)

fO fO fO
hy — Hy = , hy —Hy =
2 2 ,(lIJ2 1111) 1 1 (

A g, potencidlis 6rvényességek megmaradasabodl igy a

‘Z’tlz ;t (Mwﬁwg@tﬁ fo (¢ le)> =0, (6.57)
i?tz: 4 <A¢2+5y+ fo (1P1 7#2)) =0 (6.58)

egyenletrendszer ad6dik. A teljes id6derivalt az i = 1,2 rétegben a

d 9 opo o
dt ot " axay  ay o (659)

kifejezést jelenti. A fenti csatolt nemlinedris egyenletrendszer a kétrétegd kozelités kvazi-
geosztrofikus egyenlete. A merevlap-kozelités azt jelenti, hogy az 7 felszini ingadozas elhanya-
golhat6an kicsi, ezért (13 — Hy )-ben és kovetkezésképpen a (6.57) egyenletben a ¢ -gyel aranyos
tag nem jelenik meg. A kvazi-geosztrofikus mozgast ekkor tehat csakis az elvalaszto feliilet vi-
selkedése és a ¢’ redukdlt gyorsulds hatarozza meg. A kvézi-geosztrofikus egyenletet folytonos
figgbleges rétegzettség esetén a 13.4. fejezet targyalja.

6.10. Belsd Rossby-hullam kétrétegii kozegben

6.10.1. Szemléletes kép

Tekintstink egy feliilrél zart folyadékot (merevlap-kozelités), amelyben az elvalaszto feliilet kis
lokélis kidudorodasat hoztuk létre (6.12a. dbra). Az alsé, strtibb rétegben ez egyértelmd nyo-
masnovekedést jelent. A maximum kortil ezért alul anticiklonélis jellegti (de nem egészen sta-
ciondrius aramlds) jon létre. A felsé réteg szempontjabdl az elvéalaszto feliilet pillanatnyi kidu-
dorodasa nyomascsokkenéssel jar, ezért ott ciklondlis az dramlas.

A felsé rétegben az elvélaszt6 felszin kidudorodasatol keletre a folyadék sebessége északra
mutat. A folyadékelemek igy olyan tartomdanyba keriilnek (az Eszaki-sark felé kozeledve), ahol
az f planetdris orvényesség erGsebb. A q; = Hi(fo + By)/h1 potencidlis 6rvényesség csak agy
maradhat meg, ha a 1y folyadékmélység né. Az als6 rétegben is arra a kovetkeztetésre jutunk,
hogy a keleti oldalon enyhe ledramlasnak kell kialakulnia, a nyugati oldalon felaramlasnak, és
ezzel az egész kezdeti kidudorodas nyugatra mozdul el. A hullam a —x irdnyban mozog, de az
aramlas lényegi része a vizszintes sikban zajlik. Hasonl6 kovetkeztetésre jutunk, ha az elvélaszto
feliiletet hulldimz6 alaktnak tételezziik fel (6.12b. dbra). A potencidlis 6rvényesség megmara-
dasa kovetkeztében tehdt létezik a Rossby-hulldm megfelelSje kétrétegti folyadékban, amely a
belsé Rossby-hulldm vagy a baroklin Rossby-hullam nevet viseli.



6.10. BELSS ROssBY-HULLAM KETRETEGU KOZEGBEN 169

a) b)
b | ZA
A
00 ® ® y KNO) ® ® ®
== 7‘;‘_ ~ Z S ;4 S
- \ _S s
® O ® 0 ® O
0 +Ae Y 00 + Ao

X X

6.12. dbra. Bels6 Rossby-hullam kialakuldsa kétrétegti kozegben, fo > 0. (a) Lokalizalt belsé
felszini kidudorodds kortili kvazi-geosztrofikus dramlds a fels6 kozegben ciklondlis, az alséban
ellentétes irdnyd. A potencidlis 6rvényesség megmaradasa kovetkeztében ez mindkét kozegben
learamlast kelt a keleti (jobb) oldalon és felaramlést a nyugatin, amely a kidudorodast nyugati
irdnyba tolja (szaggatott vonal). (b) Hullamalakt, y-ban eltolasinvaridns belsS felszini forma
mozgasa

6.10.2. Rossby-hullam a kvazi-geosztrofikus egyenletbdl

Kis amplitadéja belsé hullamokat vizsgdlva tekintsiik a linearizalt (6.57), (6.58) kvazi-
geosztrofikus egyenleteket a merevlap-kozelitésben:

J s P
3% (All)l ﬁ(’#l lﬁz)) + 5§ =0, (6.60)
J fg oy
Az x irdnyban haladé hulldmokat leir6é dramlési fiiggvényeket
;= ;g ment) (6.62)
alakban keresve, az
2, fe f3
<wo(kx + ﬁ) + ,ka> P10 = wog, ; P20, (6.63)
», fe f3
(wo(kx + ¢ 2) + ,ka> P20 = wog/Hz P10 (6.64)

polarizaciés egyenletekre jutunk. Ezeket 0sszeszorozva Osszefliggést kapunk wo-ra, amelyet
kéttényezGs szorzat alakra hozunk:

Bkx o f5 . fE N (Bkx, 2
k E2 4 ki) =0. .
(wo + X+g’H1+g’Hz o + k5 0 (6.65)
Az elsé tényez6 akkor tiinik el, ha
Bk
WO(kx) = _k%{ + 1;,72/ (666)

ahol R’ a kétrétegti kozegre jellemzé (6.16) belsG Rossby-sugar. A (6.63), (6.64) egyenletek bar-
melyikébdl a (6.66) diszperziés relaciét hasznélva azt kapjuk, hogy 1 0/920 = —Hp/H;, azaz
az dramlés a két rétegben ellentétes elGjeld.
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Az ilyen belsg, baroklin Rossby-hulldm mellett 1étezik a masik megoldédsként ad6dé
o B
wo( x) = ( 6.67)

diszperzios relaciéja Rossby-hulldm is. Az ehhez tartozé amplitadok (6.63), (6.64) szerint azo-
nos nagysaguak: 10/920 = 1. Ebben a Rossby-hullamban a két réteg azonosan mozog, és
visszakapjuk a homogén kozegben kialakulo, felszini valtozassal nem jaré Rossby-hullam disz-
perzids relacidjat. Folytonosan rétegzett kozegben a bels6 Rossby-hulldmok egész spektruma
létezik, amit a 13.5.1. fejezet mutat be.

6.11. Baroklin instabilitas

6.11.1. Szemléletes kép

A termikus aramlés azokon a helyeken a legerdsebb, ahol jelent§sen eltéré hdmérsékletti koze-
gek talalkoznak. A légkorben ilyen a poldris front, amely a felszinen a 40-60 fokos szélességek
tartomanyéba esik, nagy amplittid6ja meanderezést mutatva (3.12. dbra hulldmz6 gorbéi). Az
6cednban ilyen példaul a Golf-dramlat északi hatarvonala az amerikai partok elhagyasa utan,
amely elvalasztja a sarki hideg tengervizet az egyenlit6i melegtSl. Az alakzatok meanderezd jel-
lege mutatja, hogy itt a mozgéds nem szigortian keletre torténik, a termikus dramlas alapformaéja
nem stabil.

’
O ZA
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| a/ Do
(@)

.

Y e

6.13. dbra. A baroklin instabilitas lehetsége termikus dramlésban. A folytonos rétegzettségti ko-
zegben a 7y szoggel dontott stirtségfeliilet (folytonos vonal) és a vizszintes sik (pontozott vonal)
kozotti (satirozott) tartomanyba esé elmozdulas a kiindulasi helyzetts] torténd tdvoloddst ered-
ményez. A kiindulési helyzet az O-O" elmozdulédsra nézve instabil (az O-O’-re stabil).

A ferde rétegzettségii geosztrofikus aramldsban az instabilitas lehet&sége egyszert gondo-
latmenettel megmutathat6. Tekintsiink egy folytonosan rétegzett kozeget, amelyben a stirtiség-
feliiletek északra emelkednek, és kovessiink egy folyadékelemet (a 6.13. abran O-val jel6lt pon-
tot), amelyet egyenstlyi helyzetébdl kissé kimozditunk. Ha az elmozdulés (szaggatott vonal)
északra torténik, és az azonos stirtiségt feliiletek -y d6léssz6génél nagyobb szdgben, a folyadék-
elem sajatjanal alacsonyabb stirtiségt kornyezetbe keriil (az dbrdn az O’ pont), és ezért lefelé
mozdul el. Kézelebb kertil kiindulasi allapotahoz, amely tehat stabil. A «y sz6gnél alacsonyabb
szogben torténé elmozdulasokra a folyadékelem a sajatjondl nagyobb stirtiségt kozegbe kertil
(O” pont), ra ered6 felhajtéerd hat, ezért emelkedik, és igy tavolodik eredeti dllapotatdl. A kezdeti
allapot tehat instabil minden olyan elmozdulasra, amely a vizszintes sik és az dlland¢6 strtségi
feliiletek 4ltal bezart szogtartomanyba esik. Aramlas indul meg, amelynek soran ritkdbb (me-
legebb) kozeg kertil stirtibb (hidegebb) kdzegbe, és azt higabbd (melegebbé) teszi. Az dllandé
strtség feliilet a vizszintes felé fordul, tehat helyzeti energia szabadul fel. Ezt a jelenséget
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baroklin instabilitisnak hivjuk. Az instabilitds hajt6ereje tehat a dontott stirtségfeliiletekben fel-
halmozddott helyzeti energia. Ez az energia kozel vizszintes sikbeli kis zavarok hatdséra felsza-
badul, az dramlés id6fiigg6vé valik, és er6sod S hullammozgasra, baroklin hulldmok kialakuldséra
vezet, amely rendszerint turbulens keveredést okoz.

Mivel a forgatott rétegzett kozeg egyetlen karakterisztikus tdvolséga az R’ bels§ Rossby-
sugdr, azt varjuk, hogy az instabilitds jellegzetes A, hullimhossza azzal aranyos:

Ae ~ R, (6.68)

A baroklin instabilitds tehat a belsé Rossby-sugirral 6sszemérhetS hossztasagu hulldmokra kovet-
kezik be. Ennek megfelelSen a k. = 27t/ A, kritikus hullamszam

k. = CR'1, (6.69)

ahol C egy dimenziétlan aranyossagi tényezé.
A problémara jellemz§ karakterisztikus sebesség a termikus dramlas (6.52) sebessége. Az
R’ /U mennyiség id6dimenzidju, az s instabilitasi rata viszont 1/idé-jellegti. Ezért természetes,

hogy

5~ — (6.70)

minden esetben.

Az egyre er6s6d6 mozgds csak eleinte tartja meg a szinuszos hulldmalakot. A baroklin insta-
bilitds rendszerint a nemlinedris hullam begytir6déséhez, meanderezéséhez vezet a vizszintes
sikban (6.14. dbra). A baroklin hullam alakja feliilnézetbd]l” hasonlithat a Kelvin—-Helmholtz-
instabilitdsban latotthoz (5.13. dbra), csak sokkal nagyobb tavolsdgskélan. A begytir6désekbdl
nagy orvények vélnak le, mint a ciklonok vagy a Golf-aramlat gytrdi, és ezen dérvények mérete
is tipikusan R'. Ez a mechanizmus jelentGs hécserét tesz lehet6vé az egyenlitSi meleg és a sarki
hideg kozegek kozott, joval hatékonyabbat, mint az egyszerd hévezetés.

a) b)
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6.14. dbra. A baroklin instabilitds kovetkeztében megjelend nagy amplitud6ju baroklin hullamok
sematikus alakjai (feliilnézet) a tobb belsé Rossby-sugarnyi skalan. (a) Begytir6d6 hullamok (a
Kelvin—-Helmholtz-hulldmokhoz hasonlé szerkezet). (b) Meanderez$ dramlas

A meteorolégidban jol tanulmanyozott a ciklonképzd&dés folyamata. Ennek kvalitativ meg-
értéséhez gondoljunk az északi féltekére, és tegytik fel, hogy a poldris front révid szakasza egye-
nes, és itt egyelSre geosztrofikus egyenstly &ll fenn (6.15a. dbra). Amennyiben a magasabb
légrétegekben perturbacié torténik, és az alland6 stirtiség feliilet kissé behorpad, a nyomas
lecsokken, és ciklondlis dramlas jon létre az alacsony légrétegekben egy centrum koriil. Ez a
centrumtél keletre kissé északra tolja a frontvonalat. Igy meleg levegé keriil hideg kornyezet-
be, ezért ott feldramlas indul meg. A felszini d&ramlds tehat a magas légkori ciklondalis dramlast
erdsiti, és igy a hidrodinamikai viszonyok egyre jobban eltérnek a termikus szélt6l ebben az
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6.15. dbra. A mérsékelt 6vi ciklonok kialakuldsanak sematikus rajza az északi féltekén, felszini vi-
szonyok. (a) Kiinduldasi dllapot: a poldris front (egyenes vonal) nem mozog. (b) Kis perturbacié:
a meleg felaramlas miatt létrejové ciklonalis mozgdas a nyugati oldalon mozgé hidegfrontot (kis
haromszogekkel jelolt gorbe), a keletin pedig mozgé melegfrontot (kis félkorokkel jelolt gorbe)
hoz létre. (c) A kozép stddium: a frontvonalak begorbiilnek, a hidegfront kezdi utolérni a mele-
get (a ciklon kozéppontja a termikus szél miatt kelet felé mozog). (d) A végallapot (okklazids
fronttal): a meleg leveg6 az alacsony nyomasu kézpont koriil mindentitt a felsé légrétegekbe szo-
rult, az instabilitds hajt6ereje megsztint.

ongerjesztd folyamatban. A ciklondlis dramlas a centrumtdl nyugatra a hideg levegét a meleg
levegd ala tolja. Ott mozgo hidegfront alakul ki, a masik oldalon pedig melegfront (6.15b. dbra).

Az étlagos termikus szél a kifejlédében 1évé ciklont keletre sodorja, és igy a felszinen a me-
legfront északkeletre mozdul, de altaldban joval lassabban, mint a délkeletre halad6 hidegfront,
amelyet a felszini nyugati szél tdimogat (6.15c. dbra). A meleg levegd kiszoritasa tovabb folytato-
dik, és végiil a felszini frontok 6sszezarédnak, tn. okkliiziés front jon létre (kis hdromszogekkel
és félkorokkel egyiitt jelolt vonal a 6.15d dbran), amelynek mindkét oldaldn hideg levegé ta-
lalhato (koztiik csekély hémérséklet-kiilonbséggel). A felszini meleg levegé magasabb szintre
emelése befejez6dott, és a ciklon teljes felszini teriiletét elarasztotta a hideg levegd, a polaris
front vonala délebbre keriilt. A ciklon skaldjan lokélisan csokkent a rétegzettség dSlési szoge.
Ezzel nagy hideg leveg6tomeg keriilt a mérsékelt égovbe, és jelentSs energia aramlott a sarok
felé. A ciklon ezutdn lassan elhal.

A ciklonok teljes életciklusa néhany nap, ez idgjarasunk véltozasanak jellegzetes ideje. Ossz-
hangban van ez (6.70)-nel, amelybdlaz 1/s ~ R’/U e-szerez8dési id§ a folytonos rétegzettség-
rejellemz6 R’ = 1000 km értékkel 10° m/(10m/s) = 10° s, valamivel tobb, mint 1 nap. A ciklo-
nok 4altalaban csoportosan keletkeznek, a baroklin hullam ilyenkor hasonlit a Kelvin-Helmholtz-
instabilitas kovetkeztében létrejové megtors hullimokhoz. Nagyon hosszt hulldmvonulat meg-
figyelésére nem szdmithatunk, mert a belsé Rossby-sugar nem fér ra sokszor a mérsékelt 6vi
szélességi korokre (6.16. abra).
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6.16. dbra. Tipikus frontvonulat, baroklin hulldm felszini képe és a front kériili ciklonok sora.
A ciklonok kozétti tavolsag néhanyszor 1000 km nagysagrendd.

A megtort baroklin hullimok nyoman nagy, szabélytalan 6rvények maradnak vissza, a 1ég-
korben ciklonok és anticiklonok, az 6cednban az dramlatokrél leszakad6 jobbra vagy balra forgéd
gyurdk. Ennek a szabalytalan mozgésnak geosztrofikus turbulencia (7.5.3. fejezet) a neve. Meg-
lepének tlinhet, hogy nagy, jol attekinthet§ struktirak, orvények mellett turbulenciardl beszé-
liink, de ez nem ellentmondas. A természetes kozegek nagyskaldju dramldsa kétdimenzids, és
a kétdimenzi6s és az ahhoz hasonlé geosztrofikus turbulencidban az 6rvények 6sszeolvadnak,
és a végallapotban csak nagy 6rvények maradnak vissza (szemben a haromdimenziés turbu-
lencidval), ahogy a 7. fejezetben latjuk. A geosztrofikus turbulencia, mint minden turbulencia
elorejelezhetetlen. Hétkoznapi életiinket tekintve tehat a baroklin instabilitds az oka id&jardsunk
viltozékonysdginak. Olyan bolygoén, pl. a Vénuszon, ahol a lasst forgas miatt nem kovetkezik be
az instabilitds, a szelek szinte dlland6ak, az idGjaras elérejelezhetd.

A baroklin instabilitds fontossagdnak felismerése és elsé leirdsa J. Charney nevéhez f(iz6-
dik, a ciklonképzédés kialakuldsdnak mechanizmusa pedig V. Bjerknes (norvég meteorolégus,
1862-1951, a meteorolégia tudoményénak egyik megalapozdja) nevéhez.

6.11.2. Stabilitasvizsgalat kétrétegti kozegben

Tekintsiink egy kétrétegti kozeget merevlap-kozelitésben. Az alaparamlds geosztrofikus, észak
felé igen enyhén emelkedd belsé elvalasztoé feliilettel az északi féltekén. Ha a d6lésszog -y, akkor
a két réteg kozotti keletre mutato sebességek kiilonbsége a (6.32) Margules-Osszefliggés alapjan
AU = g’/ fo, ami a termikus szél er@ssége ebben az elrendezésben. Az egyszertiség kedvéért
legyenek a rétegek azonos atlagos vastagsdgiak:* Hy = H, = H/2, amelybdl az kovetkezik,
hogy a (6.16) bels6é Rossby-sugar

§'H
2fy

“Mivel a 7y szog kicsi, a vastagsédgok jelentés térbeli tartomanyban konstansnak tekinthetSk.

R =

(6.71)
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Célszerd a jelenséget olyan koordindta-rendszerbdl vizsgalni, amelyben a fels6é kozeg U =
AU /2 sebességgel mozog keletre, az als6 pedig —U sebességgel nyugatra. Az alaparamlas tehat
a vizszintes sikban x irdnyban zajlik, és u(x) a két rétegben szimmetrikusan az

U = LI, Uy = -u (672)

sebességeket veszi fel, amelyhez a stirtiségeket elvalaszto feliilet iy sz6gi lejtése tarsul y irdanyban
a 6.4. dbra szerint.
A (6.57), (6.58) kétrétegti kvazi-geosztrofikus egyenletben az dramlési fliggvényeket a

1= —Uy + 91, 2= Uy + ¢, (6.73)

alakban vessziik fel, ahol a ¢/-k az alaparamlas koriili kis perturbaciokat leiré id6- és helyfiiggd
aramlasi fliggvények. Ezt a merevlap-kozelitéssel (6.57), (6.58)-ba helyettesitve és csak a linedris
tagokat megtartva:

0 9 R'72 oY,

(at + uax> <Alpg +—- (5 — 1/){)) + (B+ R'2U) % =0, (6.74)
a a / Rliz / / 1— a >

(at — uax) (Aq;z - (¥ 4)1)) +(B—R'2U) % =0. (6.75)

Az utols6 tagok abbél kovetkeznek, hogy a (6.57), (6.58) egyenletekben fellép6 ¢, — 1, kiilonb-
ség vezetS rendben —2Uy, amely ugyanolyan jelleg( jarulékot ad a linearis egyenletben, mint
a  tag. Az alaparamlds koriil kialakul6 (esetleg instabil) hullimokat most is a (6.62) alakban
keresve, a

R/72

2
-2

2

[(wo — Uk,) (ki + R/22> +ky (B+ R/_zu)} P10 = (wo — Uky)

U0, (6.76)

1—2

2

(ot Uk (B ) ke (8= R72U0) | oo = (@ k) S pa (677

egyenletrendszerre jutunk. Az egyenletek 6sszeszorzdsa utdn a diszperzios reldciét meghataro-
706 Osszefiiggés:

1 2 W 1\% 1
(wo (kiR/2 - 2) +kxst’2> — TO = U%K3 (kiR’z - 2) -7 (6.78)

Itt az f-sik kozelitést részletezziik, mert a kovetkezé fejezetben bemutatott kisérletek lapos
alji edényben torténnek (a p-sikon érvényes eredményt a 13.7. fejezet targyalja). B = O-ra a
frekvencia kozvetleniil leolvashaté mint

kxR')? — 1
wi = U?k2 =2 )2 (6.79)
(k«R")"+1
Ez a baroklin hulldm diszperzi6s relaciéja. Ennek gyoke imaginarius, ha
ke < k. =R (6.80)

Minden, a bels6 Rossby-szam reciprokandl kisebb hullamszamra, vagyis 27tR’-nél nagyobb hul-
lamhosszakra a perturbéci6 instabil. Az ilyen hullam amplitadéja idében né, novekedésének
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6.17. dbra. A baroklin instabilitas s instabilitdsi rataja kétrétegti kozegben f-sik-kozelitésben. Az
instabilitasi tartomdny és a leggyorsabban névekvd hulldm k* hulldimszdma nem fligg a termikus
dramlds sebességétol.

gyorsasagat az

U | (&R 1= (kR
s(ky) = 7 (ka/)2 ) (6.81)

instabilitasi rata jellemzi (6.17. dbra).
A leggyorsabban névekv amplitadé a

k* =1/vV2—-1R""! ~ 0,64R""! (6.82)

hulldimszdmhoz tartozik. A megfelel6 hulldimhossz A* = 2m/k* =~ 10R/, amely levegére
5000 km, vizben 300 km nagysagrendd, R’ kétrétegl kozegre vonatkozo (6.3. fejezet) becslé-
se szerint. Az ehhez tartozo instabilitdsi rata

u u
st = (ﬁ— 1) o = 041 (6.83)
Ennek 1/s* reciproka U = 10 m/s légkori sebességgel kb. 1,5 nap. Az 6cedni 0,1 m/s érték-
kel 1 hét az e-szerez6dési idS. Ezen eredmények megfelelGjét folytonosan rétegzett kozegre a
13.6. fejezet mutatja be.

6.11.3. A baroklin instabilitds kisérleti kimutatasa

A forgohengeres kisérlet leggyakoribb véltozatdban lapos alja edényt hasznalnak. A forgatott
rendszerben oldalrél htitott-flitott folyadék aramlasanak kisérleti vizsgalata sordn egy hengert
koaxidlisan harom részre osztanak. A bels¢ kis hengert hidegen tartjak, a kiils¢ hengergyfirtit
pedig melegen (6.18. dbra). Ezek képviselik egy bolygé sarki, illetve egyenlitSi tartoményait.
A kodzbensS hengergytirt ekkor az egyik oldalrél melegitett, a masikrdl hiitott tartomany, és a
benne elhelyezked§ folyadék mozgdsat a 1égkor vagy egy 6cedni tartomany modelljének tekint-
hetjiik kdzepes szélességeken. A forgatas szogsebessége vagy a hdmérséklet-kiilonbség fiiggvé-
nyében vizsgalhato, mikor valik a termikus dramlasnak megfelel§ hengerszimmetrikus dramlds
instabilld, vagyis mikor alakulnak ki baroklin hulldmok. Szemben a Rossby-hulldmokat bemu-
taté kisérlettel (2.11. dbra), mechanikus gerjesztésre itt nincs sziikség, hiszen a h6mérséklet-
kiilonbség alland6 energiabetaplalast biztosit. A forgéhengeres elrendezés nemcsak a barok-
lin instabilitas kisérleti megval6sitasa, a megfigyelt dramlasok bepillantast nydjthatnak a Fold
és mas bolygok jellegzetes dramlési rendszereibe is. Az ilyen tipusu szisztematikus kisérletek
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6.18. dbra. A baroklin instabilitds kimutatasdnak forgéhengeres kisérleti elrendezésének kereszt-
metszete és a rendszer jellemz6 paraméterei

bevezetése az 1950-es években D. Fultz (1921-2002) amerikai meteorolégus nevéhez fizédik,
amelyeket R. Hide (1929-2016) angol fizikus fejlesztett tovabb.

Kisérleti paraméterként valtoztathat6 az () forgatdsi szogsebesség, a AT hémérséklet-
kiilonbség, a folyadék H mélysége és a kozbens6 hengergytird L szélessége (6.18. dbra). A hen-
gerszimmetrikus alapdramldsban a AT hdmérséklet-kiilonbségti hideg és meleg feliileten torté-
nd le-, illetve felszall6 mozgdas nagysagrendileg ugyanekkora h6mérséklet-kiilonbségre vezet a
fiigg6leges iranyban is. Az ezzel kapcsolatos termikus dramlas tipikus erésségét a (6.52) kife-
jezés adja, és a kisérletben fj helyett 2Q) irand6. A |AT| fiigg6leges hGmérséklet-kiilonbséghez
tartozé Brunt-Viisila-frekvencia az (5.7) kifejezés szerint N> = ga|AT|/ H-val becsiilhet6.

Az eredményeket dimenziétlan kombindciok fliggvényében érdemes megadni, hogy kiilon-
b6z mérések adatai is Osszehasonlithatova valjanak. Lattuk, hogy tetszéleges rétegzett, forga-
tott folyadékban az (5.2) bels Froude-szam alapvet6 paraméter. A (6.52) termikus sebességgel

iy u _ ge|AT|H/(20L) _ /3o AT[H (6.84)

" T HVGaATIJH | JealATIH 20L

A kisérletek soran ennek négyzetét szokas hasznélni, amely egyben a (6.52) sebességgel szamolt
(1.1) Rossby-szam,

_ gu|AT|H
Ror = S———, 6.85
T= 032 (6:85)
s ezért termikus Rossby-szamnak nevezik.
A viszkozitas fontossagat forgatott kozegben az Ek Ekman-szam (4.1) méri, a rétegvastagsa-
gét pedig az e mélységi ardny (2.2) (amely most nem feltétlentil kicsi). A kisérletben a forgatds
és viszkozitas aranyat a

5 275
o5 (20)2HY (LYY (20)%L

Taylor-szammal adjék meg.°

5Az irodalomban gyakran (6.85) 4-szeresét tekintik termikus Rossby-szamnak.

®Mivel a kisérleti probléma forgatott konvekcionak felel meg, természetes, hogy a (6.85) termikus Rossby-szdm az
(5.126) Rayleigh-szammal és az (5.140) Prandtl-szdmmal is kifejezhet6: Ror = Ra/(PrTae3). Masrészt, Ror egyben
a probléma Bu (6.2) Burger-szamaéval is azonos.
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A fenti Rot és Ta paraméter tipikus értéke 20 cm-es L szélességgel, 5 cm-es H mélységgel,
AT = 20 fok hémérséklet-kiilonbséggel és percenkénti 5 fordulattal (2Q) ~ 1s7!) és a 7.1. tab-
lazat adataival szamolva vizben 5 - 1072, illetve 6 - 10°. Az R’ ~ NH /2Q) 6sszefiiggéssel becsiil-
hetd belsé Rossby-sugarra kapjuk, hogy R’ = L - /Ror, amely a fenti adatokkal kb. 5 cm-nek
adodik. A két fontos kisérleti paraméterrel kifejezve a bels6 Rossby-sugar /|AT|/Q-val aranyo-
san valtozik.

ROT

107

10~

103

105 106 107 108 10° Tn

6.19. dbra. Forgéhengeres mérések eredményének sematikus éttekintése a Ta Taylor-szam és az
Rot termikus Rossby-szdm logaritmusai altal definidlt paramétersikon. (A vonalak szaggatott-
sdga a kisérleti eredmények bizonytalansagara utal.) Az S-sel jelolt tartoményban a termikus
dramlds stabil és forgdsszimmetrikus. A H tartoményban a termikus dramlés instabill4 valt, de
nagy amplittiidéju baroklin hulldmok stabilizdlédnak. A T jeld tartomédnyban az dramlas szabaly-
talan, a geosztrofikus turbulencia jegyeit mutatja. A szévegben emlitett laboratériumi adatpar a
csillaggal jelolt pontnak felel meg.

A mara nagyszamuvé valt kisérleti eredmény a két legfontosabb paraméter altal definialt Ta—
Rot sikon a 6.19. abraval foglalhat6 6ssze. Az ivelt vastag vonal a baroklin instabilitas kisérleti
hatargorbéje. A stabil forgdsszimmetrikus termikus dramlds tartomanyat vélasztja el az insta-
bil viselkedéstSl. Az elrendezés véges mérete miatt ennek jelentése kiilonbozik az igen nagy
vizszintes kiterjedést kozegben érvényestdl, ahol mind a kétrétegli rendszerben (6.11.2. feje-
zet), mind folytonos rétegzettség esetén (13.6 fejezet) rendezetlen, turbulens dramlas varhato.
A kisérletben az instabilitds kovetkeztében idSben eleinte névekvs amplitidét a véges geomet-
ria megallitja. A baroklin hullimok viszonylag kis Ta értékekre stabilnak bizonyulnak,” nagy
amplitidéji, nemlinearis hulldmok, és idében pontosan periodikusak, vagy kozelitSleg azok,
mikozben hullamhosszuk az R’ bels6 Rossby-sugarral ardnyos (a (6.68) dsszefiiggéssel 6ssz-
hangban).

hulldamot mutat ez az infrakameraval késziilt felvétel. Mivel az edényben hémérsékleti inho-
mogenitadsok vannak, a hullamzas a h6mérséklet-eloszlasban is megmutatkozik. A kisérletben
négy, majd harom hullam fér ra a koérgydrtre.

A véges geometria viszonylag kis h6mérséklet-kiilonbségek esetén tigy moédositja a baroklin
instabilitast, hogy periodikus vagy kvazi-periodikus idéfiiggésti és nagy amplitidéju hullam-
ma teszi a termikus aramlést, vagyis az instabilitas ebben a tartomanyban mintazatképz&désre
vezet. AzS — H atmenet tehat az elsé konvekcids instabilitishoz hasonlit, a kovetkezGkben tar-

gyalt S — T atmenet viszont a rogton turbulenciara vezet§ Kelvin—-Helmholtz-instabilitdshoz.

7 A meteorol6gai irodalom a vizszintes aljazatd kisérlet baroklin hulldmait gyakran Rossby-hullamoknak nevezi.
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Az &bra jobb oldalan egy meredeken felfelé indulé mésik stabilitdsi hatdrgorbe lathaté. Ez a
baroklin hulldmok instabilld valdsat, vagy altalanosabban a turbulens (geosztrofikusan turbu-
lens) aramlasba val6 dtmenetet jelzi. Ett6] a gorbétsl jobbra, a T tartomédnyban a meanderezd
kozponti hullimmozgésrél nagy ciklonalis és anticiklondlis 6rvények szakadnak le, amelyek su-
gara R’ rendd, és szabalytalanul véltoznak. A nagy orvények szdma idében kozel véltozatlan,
hiszen csak adott szdmu 2R’ 4tmérdjti korong fér ra az L vastagsagu korgytrtire.

Ha ebben a tartomanyban egy eleinte alig hullamz6 megfestett folyadékvonal valtozasat ko-
vetjiik idében (ahogy a 6.20. dbra mutatja), az egyre jobban hulldimzoéva valik (b), egyre kevésbé
hasonlit szinuszfiiggvényhez (nemlinedris baroklin hulldmot jelez) (c), majd megtorik, jobbra-
balra forg6 R’ sugaru 6rvényeket rajzol ki (d). Ez az eseménysorozat a szennyezések terjedése
szempontjabol (7.6. fejezet) mutatja a geosztrofikus turbulencia jelenlétét. A terjedési folyamat
ilyenkor idében szabalytalan, kaotikus, 6sszhangban azzal, hogy a turbulens dramlds sebesség-
tere minden pillanatban rendezetlen.

a) b) c) d)
6.20. dbra. A baroklin instabilitds kovetkeztében kifejl6d§ tipikus szennyez3dési (festékterjedé-
si) mintazat a forgéhengeres kisérlet turbulens tartomanyaban. Az a)-d) rajzok egy megfestett
folyadékvonal alakjdnak id6beli valtozdsat mutatjidk sematikusan. Az a), b) fazisok az instabilitds
kezdetére utalnak, a c) dllapot nagy amplittiddjt, instabilld val6 hullamra, a d) pedig hulldamto-
résre, amely szabdlytalan ciklondlis, anticiklondlis 6rvényszer rajzolatok kialakuldséara vezet.

Demonstracios jellegi kisérlethez hasznalt, egyszertien elérhets adatokkal altalaban a T tur-
bulens tartomédnyban vagyunk. (A termikus dramlds bemutatdsahoz az S vagy H tartoményba
tartozé paraméterek illenek.) A belsé (hideg) henger kozelébe juttatott festék a kisérletben ki-

felé, a kiils6 (meleg) tartomdnybdl indulé befelé mozdul el. Ez a baroklin instabilitassal jaré

intenziv hétranszportot illusztrélja.
Megfigyelhet$ az is, hogy a kialakul6 nagy orvények néhanyszor férnek ra a kézepes hé-

o

mérsékletd korgytirdre. A mérsékelt 6vi légkori képz&dményekkel val6 hasonldsag olyan nagy

7z z

SR Jehet, hogy a kisérlet 6rvényei meggy6&zden ravetithetSk a f6ldi geometriara.

Mivel Rot és Ta szorzata ardnyos AT-vel, ()-t6l fiiggetleniil, a 6.19. dbra kétszeresen loga-
% ritmikus skél4jan adott h6mérséklet-kiilonbség mellett a forgatési sebesség valtoztatdsa egy —1
meredekségti egyenesen torténd elmozdulasnak felel meg (lefelé, ha a szogsebesség novekszik).
Az egyenes annél feljebb fut, minél nagyobb AT. Az ivelt fekete gorbe alsé dga azt mutatja, hogy
nagyon kis AT h6mérséklet-kiilonbség esetén a kisérletben nem kovetkezik be instabilitas. A —1
meredekségli egyenes mentén, tehat AT-t dllandénak tartva a bels6 Rossby-sugér 1/()-val ara-
nyos. Lassu forgatds esetén a bels6 Rossby-sugér olyan naggya valhat, hogy a kozel R’ méretd
hullamok maér egyszer sem férnek ra az L szélességre, és ezzel megsziinik az instabilitas. Ez
torténik a fekete gorbe fels§ dga mentén.

Erdemes elgondolkozni azon, milyen kivetkeztetés vonhato le a kisérletekbdl a foldi légkor-
zést vagy a bolygolégkorok jellegére vonatkozéan. A Ta, Ror szdmparok bolygokhoz torténd
kozvetlen hozzérendelésére nem szamithatunk, hiszen nem nyilvanvald, hogy a v molekularis
viszkozitdsnak mi a megfelelGje a bolygélégkorokben, és a hengeres geometria nyilvan kiilon-
bozik a gombitél.® Kvalitativ megfeleltetés azonban a Ta, Rot sikon is lehetséges.

8Probléma az is, hogy a tisztan hidrodinamikai lefras mellett mas jelenségek is fontosak lehetnek a bolygélégkorok


https://www.youtube.com/watch?v=bkBG_QokUCY
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A féldi globalis 1égkorzés szempontjabol a kisérletben az S tartomany bal als6 sarkahoz tar-
tozé viselkedés megfelel a foldi alacsony szélességi korok (az Egyenlit§) mentén kialakul6
stabil zondlis dramldsoknak, szeleknek, hiszen itt a Coriolis-paraméter és a AT hémérséklet-
kiilonbség is kicsi. A mérsékelt égovi zondban a Coriolis-paraméter és AT is nagyobb, ez a zéna
a T tartomanyba esik. Az eredmény mutatja, hogy a turbulencidhoz vezet§ baroklin instabilitds
a foldi viszonyok kozott elkeriilhetetlen a kbzepes szélességeken. Az itt tapasztalt laboratériumi
viselkedés tiikrozi mérsékelt 6vi idGjarasunk allandé véaltozékonyséagat.

A bolygok esetében nem feltétleniil ez a helyzet, amely a 7.2. tdblazat adatainak vizsgalatabol
is latszik. A bolygék termikus Rossby-szdmat az 1.1. fejezetben meghatarozott Rossby-szdmmal
becsiiljiik, hiszen a termikus szél er§ssége altaldban a felszini szélsebességek nagysagrendjébe
esik. A f6ldi szubtrépusihoz hasonl¢ tartomény jellemzi a lassan forgé Vénusz légkorét, ahol a
Rossby-szdm nagy, a baroklin instabilitas nem jatszik szerepet (S tartomany), és ciklonok sem
alakulhatnak ki. A Mars dtlagos Rossby-szama alig kisebb 1-nél, ciklonok itt sincsenek, az id&ja-
ras adott helyen periodikusan ismétlédik, vagyis a helyzet a kisérlet stabil baroklin hulldmainak
felel meg (H tartomény). A Jupiter Rossby-szdma a f6ldinél 1ényegesen kisebb, a baroklin in-
stabilitds aktiv szerepet jatszhat (T tartomany). Id6ben valtozé ciklonok, anticiklonok vannak
jelen a fels§ légkorben. A nagy méret és a gorbiilet miatt Gj vonds, hogy a légkor szdmos savra
bomlik, ahogy a 7.5.3. fejezetben targyaljuk majd.

6.12. Nem kvdazi-geosztrofikus frontok és jetek

A baroklin instabilitds kialakuldsa lefrhaté a kvazi-geosztrofikus kozelitésben. Az instabili-
tas kovetkeztében kialakulé aramldsok maguk mar gyakran kiviil esnek a kozelités érvényes-
ségi korén. Idézziik fel, hogy a geosztrofikus egyensuly felé tartds (6.7. fejezet) az R’ bel-
s6 Rossby-sugar 4ltal meghatarozott tipikus vastagsagt frontokra vezet. A front két oldalan
strtség- és hdmérséklet-kiilonbség all fenn, amely a (6.52) Osszefiiggéssel megadott U termi-
kus dramlasi sebességre vezet a H magassagban. Ezt a tetszéleges L vizszintes méret helyett az
R' = \/¢'H/|fo| ~ NH/|fo| Rossby-sugérral kiértékelve

g'H ;
U= FIR V¢'H. (6.87)

Az ezzel a sebességgel szamolt Rossby- és Froude-szamok

u o u U u

= =—=—=1
|f0’R' ,/g/ NH 1/g/I—I

A frontokkal kapcsolatos jelenségek tehat az R’ bels§ Rossby-sugdr skéldjan mér nem kvazi-
geosztrofikusak, Rossby- és bels6 Froude-szdmaik egységnyi nagysdgrendtiek. A két szdm azo-
nossaga arra utal, hogy a forgés és a rétegzettség szerepe ilyenkor (is) 6sszemérhetd.

Ilyen nem kvazi-geosztrofikus frontok és a veliik parhuzamosan futé jetek nemcsak a lég-
korben fordulnak el§, hanem az 6cednokban is, ahol legismertebb példédjuk a Golf-dramlat, miu-
tdn a Hatteras-foknal dtlagosan kelet-nyugati irdnydra fordul. Az életiinkkel legkozvetlenebbiil
kapcsolatos jetek a 1égkori jetek, jetstreamek, amelyekrél a 3.8. fejezetben méar réviden volt szo.

A felszinkozeli dramldsokat mutaté 3.13. dbra kiegészitéseként a 6.21. dbra a troposzféran
beliili pillanatnyi térbeli szerkezetet mutatja egy hossztsagi kor mentén sematikusan. A kozel

Ro

(6.88)

dinamikéjdban, mint pl. a Nap sugérzasa. Ez 4j dimenzi6tlan paramétert jelent, tehdt a pontos megfeleltetéshez
mindenképpen a sikndl magasabb dimenzidja paramétertér lenne sziikséges.
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6.21. dbra. A globalis 1égkorzés magassagfiiggésének sematikus rajza az északi féltekén, benne
harom cellaval és a jetekkel. Az egyenlitéi cellat szokds Hadley-cellanak is nevezni. G. Hadley
(1685-1768) angol meteorolégus, elsé vizsgaldja annak, hogy a Fold forgasa hogyan befolydsolja
a légkor térbeli dramlasat, aki még egyetlen, az Egyenlit6tdl a sarkig terjedd cellat josolt.

vizszintes vastag gorbék a tropopauzat jelzik, ahol, mint lattuk, jelentSs ugrds torténik a ré-
tegzettségben, és a tropopauza ezért zar6 feliiletnek tekinthetS. Az dbrardl leolvashatd, hogy a
troposzféra tipikus magassaga fligg a foldrajzi helytél, illetve attdl, melyik nagy légkori cellarol
van sz6. A sarki celldban a tropopauza magassaga 6-9 km koriili, az Egyenlit§ kornyékén vi-
szont elérheti a 15 km-t is (és évszakos ingadozast is mutat). A nyilak a szelek irdnyat mutatjak,
és az dramlds természetesen ki van téve a Coriolis-eltéritésnek minden magassagban. A sarki
és mérsékelt 6vi levegl kozotti jelentSs hdmérséklet-kiilonbségre utal a felszinig lefut6 vastag
vonal, a poldris front. Az ezzel megjelend rajzolat hasonlit a 6.9.a dbra geosztrofikus frontjahoz,
amelynek staciondrius dramlashoz kellene tartoznia, a polaris front azonban jelentés hullam-
zast, a felszin mentén is meanderezést mutat, amit a 3.13. dbra is jelez. A poldris front mentén
telfelé haladva a termikus szél egyre erésebb, és maximuma, a polaris jet a front kiils§ oldalan
alakul ki, kdzvetleniil a tropopauza alatt. A szélsebességre j6 becslést ad a (6.52) Osszefiiggés,
amely a H = 10 km magassdgban L = R’ = 1000 km-rel 30 m/s-ot eredményez. Természete-
sen ez is atlagérték, télen a poldris jet mindig erésebb, mert nagyobb a hdmérsékleti kontraszt.
Ahogy mar emlitettiik, a reptil6gépek a jetben hatszelezve roviditik repiilési idejiiket kelet felé
haladva.

A 6.21. dbran jol latszik, hogy a polaris jet felszini vetiilete kdzelebb van a sarokhoz, mint
a polaris front frontvonala. Egymadssal azonban tobbé-kevésbé 6sszehangoltan mozognak, egy-
fajta baroklin hullamként. Ha tehat a poldris jetben, pl. a repiilési adatok alapjan egy Egyenlits-
iranyu kitiiremkedés figyelhet6 meg, akkor ugyanez véarhato a felszini polaris frontvonal alak-
jaban is. A front sarok fel6li oldaldn ilyenkor ciklon helyezkedik el, sarok irdnyt kitiiremkedés
esetén pedig anticiklon. Kiilonosen viharos ciklon alakulhat ki, ha a jet felszini alacsony nyoma-
st kozpont f6lé keriil, hiszen akkor a fenti gyors dramlés a levegSt megszivia, és erds feldramlést
okoz. A jet kovetése tehat segiti az idGjaras elérejelzését.

Az egyenlitSi és mérsékelt 6vi cellak fels6 hatdran megindul egy szubtrépusi front kialaku-
lasa, ez azonban nem ér le a felszinig, ahogy a sematikus 6.21. abra is mutatja. A front mentén
megjelenik a termikus szél, és ennek maximumadndl alakul ki a szubtrépusi jet. Ez kevésbé me-
anderezik, mint poldris pdrja, és elSrejelzési jelentGsége is kisebb, hiszen nem kapcsolatos fel-
szini frontvonallal. Az egyes féltekék két jetje id6nként 6ssze is olvadhat, és ez sajatos idGjarasi
kovetkezményekkel jarhat.



7. fejezet

Turbulencia

A turbulencia térben is és idében is véletlenszerd, rendezetlen dramlas. A sebességtér minden
megfigyelési skalan és id6ben is olyan gyorsan véltozik, hogy az atlagértékétsl vald eltérések,
a fluktuacidk részletei ismeretlenek maradnak, célszerti azokat véletlen valtozoknak tekinteni.
A fluktudciok nem kicsik, a turbulencia alapvetden nemlinedris jelenség. A turbulencia a folya-
dékmozgés igen bonyolult dllapota, az alapegyenletek analitikus megoldédsa reménytelen, isme-
reteink elsésorban kisérleti megfigyelésekbdl, numerikus szimuldciékboél és dimenziés megfon-
tolasokbdl szarmaznak.

A turbulencia a nagyon gyors dramlasok, illetve er&sen fiitott kozegek jellemzgje. A turbu-
lencia feltétele dimenziétlan szamok segitségével adhaté meg. Araml6é homogén kozegben az

_uL
_1/

Re (7.1)

Reynolds-szdm a mérvadd, ahol U az dramlas jellegzetes sebessége, L a mérete és v a dinamikai
viszkozitds (O. Reynolds (1842-1912) brit fizikus, a cs6beli &ramlés turbulenssé valdsanak elsé
kutatdja).

Ftott kozegben a konvekci6 beinduldsa kapcsan mar megismert

_ agATH?
vk

Ra (7.2)

Rayleigh-szam jatszik szerepet.

A kozeg stabil rétegzettsége a turbulencia kialakuldsat megneheziti, hiszen fiiggéleges keve-
redés csak akkor alakulhat ki, ha az egymads folotti folyadékrétegek u atlagsebessége elegendSen
kiilonbozik. A turbulencia kialakuldsét rétegzett kozegben az

. N?
Rl - W (7.3)

Richardson-szdm jellemzi, ahol N a Brunt-Viisala-frekvencia , a nevezében pedig az atlagse-
besség fliggbleges nyirdsanak négyzete all (L. F. Richardson (1881-1953) angol meteorolégus,
a turbulencia és az idGjaras-el6rejelzés elsé jelentSs kutatdja).

A turbulencia a folyadék egyre gyorsabb dramoltatasa, illetve egyre er&sebb ftitése ered-
ményeként alakul ki. Az er6s6dé energiabefektetés sordn a rendszer kiilonb6z§ instabilitaso-
kon megy keresztiil, amelyek lehetnek pl. a Kelvin-Helmholtz-instabilitds, a Rayleigh-Bénard-
instabilitds, vagy forgatott kozegben a baroklin instabilitds. A teljesen kifejlett turbulencia tehat
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egyfajta végallapot, a folyadékmozgés legbonyolultabb allapota, amelyhez igen nagy energia-
befektetés sziikséges, ezért dimenzidtlan szamokkal kifejezett feltétele:

Re>1, vagy Ra>1.

A Richardson-szamnak viszont egységnyi kritikus értéknél kisebbnek kell lennie, amely azt fe-
jezi ki, hogy a nyiras le tudja rombolni a rétegzettséget. A természetben a turbulencia igen gya-
kori, alapvet§ szerepet jatszik a planetdris hatarrétegben vagy az 6cedni keveredési rétegben.
A kornyezeti aramlasokat kis skdldn, a néhany méteres, kilométeres tdvolsdgokon megfigyelve
azok mindig turbulensnek bizonyulnak. Ebben a véletlenszert folyadékmozgasban mindharom
térbeli irdny lényeges szerepet jatszik, hdromdimenzids turbulencidrél van sz6. A nagy vizszin-
tes tdvolsdgokon viszont, mint lattuk, az d&ramlasok gyakorlatilag kétdimenzidsak. A turbulen-
cia jellege alapvetden fiigg a dimenziészamtol: a hdromdimenziés turbulens folyadék ,,zubog”,
sok kis orvény figyelhet6 meg benne. A kétdimenzits viszont ehhez képest simén véltozik, de
véletlenszertien: nagy méretd orvények jellemzik, és a koriilottitk megfigyelhets ,szélas” szer-
kezetek. A turbulencia harmadik fajtaja a geosztrofikus turbulencia, amely a kétdimenziés eset
kiterjesztése olyan dramldsokra, amelyekben a forgatds és a gorbiilet is szerepet jatszik: mind a
légkor, mind az 6cednok nagyskaldji rendezetlen mozgdasa geosztrofikus turbulencia.
Az dramldsban sodr6dé anyagok (szennyezSdések) difftizijanak fontossagat a

_uL

p
‘=D

(7.4)

Péclet-szdm méri (J. C. E. Péclet (1793-1857) francia fizikus, a transzportfolyamatok kutatéja),
ahol D a difftaziés allandé. A difftizios hatas akkor jelentds, ha Péclet-szam kicsi. Ez kis skalan
haromdimenziés turbulencidban mindig teljesiil, nagy skaldn, a kétdimenzids/geosztrofikus
turbulencidban viszont tipikusan nem ez a helyzet, a diff(izi6 elenyész6 szerepet jatszik, és igy
el6térbe kertil a sodrédds kaotikus jellege.

7.1. Az atlagolt hidrodinamikai egyenletek

A turbulens dramlasban a sebességtér dllanddan valtoztatja irdnyéat és nagysagat. Mivel e fluk-
tudciokrol nem rendelkezhetiink elég informdciéval, célszertd azokat egy atlag koriil kialakul6
véletlen valtozoknak tekinteni, és azok tulajdonsédga alapjan az dtlagokra vonatkozé hidrodina-
mikai egyenleteket felirni.

Bontsuk fel a folyadékmozgésra jellemzg valamely A(r, t) mennyiséget (amely lehet pl. va-
lamelyik sebességkomponens, a nyomas, a hémérséklet stb.) ugyanezen mennyiség A(r, t) at-
lagara és az atlagtol valo eltérést jelols A'(r, t) (nem feltétlendil kicsi) fluktudciora. Az atlagot
ugy képezziik, hogy Ny > 1 mérést végziink hasonlé koriilmények mellett, és az adott helyen
és pillanatban mért mennyiségek szamtani kozepét képezziik: A(r,t) = (1/Np) 2{\21 A, t),
ahol | az egyes mérések sorszdma. Ez az tn. sokasdgitlag. A definici6 alapjan

A(r,t) = A(r, t) + A'(r,t), (7.5)

és a fluktudciok atlaga természetesen zérus:

Al(r,t) =0. (7.6)

A definiciébol adéddan az A(r, t) dtlagolt mennyiség térben és idSben siman véltozik. A fluktu-
aciok nem kicsik, négyzetes atlaguk A2 6sszemérhets (vagy akar nagyobb) az atlagolt mennyi-

ség A négyzetével.
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Mivel a differencidlés és a sokasagatlag képzése egymassal felcserélhets linedris mtvelet, az
atlagolt egyenletek linedris tagjai ugyanolyan formédban érvényesek, mint az eredeti mennyisé-
get tartalmazok. Igy példaul:

94 oA
ot ot’
azaz az id6derivélt dtlaga azonos az atlagolt mennyiség idéderivaltjaval. Hasonléan,adivv = 0
feltételbdl azt kapjuk, hogy dsszenyomhatatlan kozegben mind az dtlagsebesség, mind a fluktu-
aciok divergenciamentesek:

(7.7)

divv =0, divv’ = 0. (7.8)
Maés a helyzet a nemlinedris kifejezésekben. Tekintsiik az A mennyiség teljes id&derivaltja-
nak advektiv tagjat, azaz a

)B(A—FA)

7 (7.9)

(vgrad)A = Z (v j
j=
kifejezést. A vesszGs és atlagolt tényezSk szorzatat tartalmazé tagok atlaga (7.6) alapjan elttinik,

ezért
- 0A’

(vgrad)A = (vgrad)A + Zv] ax;

(7.10)
Az utolsé tag ugy is irhatd, mint a vjA’ korreldcié divergencidja, hiszen B(U}A’ )/ox; =
vidA'/9x;j+ A'9v}/dx;, de a masodik tagok Osszege zérus, mert div v/ = 0. Az altaldnos szabaly
az, hogy az advektiv derivélt atlaga

(vgrad)A = (vgrad)A +divv/A'. (7.11)

Az atlagos advektiv derivalthoz tehat jarulékot ad az A’v’ korreldciés vektor divergenciaja is.
Az A mennyiség teljes derivaltjanak atlaga tehat
dA _9A
dt ot

Fontos kovetkezmény adoédik ebbdl az (1.28) Navier-Stokes-egyenlet dtlagolt alakjara. A se-
besség i komponensére vonatkozo egyenletben az A = v; megfeleltetéssel az advektiv gyorsulds

+ (vgrad)A + divv/A’. (7.12)

(vgrad)v; = (vgrad)o; + Z v;v;. (7.13)

Az i-edik sebességkomponens atlagara vonatkozo egyenlet ezért (az egyszertiség kedvéért ho-
mogén kozeget tekintiink, és a Coriolis-gyorsuldst nem irjuk ki)

do; 1 dp 0 av; B 10 _
P e T +;8x]-< o, vv]> = —80i3 + QOJZaxjaz], (7.14)

ahol megjelent a fluktuaciokkal korrigalt dtlagolt fesziiltségtenzor

_ dv;  J7;
7ij = —Poij+ A T+axl ~ Q0vYj (7.15)

Itt A = vgo a dinamikai viszkozitds, az els6 két tag az atlagértékekkel képzett szokdsos (4.21)
fesziiltség, az 4j, o

_Qovgv; (7.16)
tag pedig az tn. Reynolds-fesziiltség, amely fiiggetlen a viszkozitdsra jellemzd anyagi paramétertol.
A fluktudciok jelenléte tehat modositja a fesziiltségtenzort. ElsGsorban a nemdiagondlis i # j
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elemek a fontosak, mert ezek a nyirds megvéltozését jelentik mig az i = j elemek a nyomdashoz

adnak jarulékot. Erdemes megjegyezni, hogy a Qovjv mermylseg ugy is értelmezhetd, mint a j
irdnya Q()Z)] impulzus 7 irdnyba haladé gov! v] aramanak atlaga (vagy forditva).
Az étlagolt Navier-Stokes-egyenlet i komponense irhat6 igy is:
avi = —gn— i(grad p); +vAV; — div v/v. (7.17)
dt 0o !
Az utolsé tag a strdségtdl is fliggetleniil kizdrdlag a sebességfluktudciok eredménye, és jaru-
lékot ad a nyirdshoz. Emlékeztetiink arra, hogy a négyzetes kdzegellenallasi er6 is fliggetlen a
molekuldris viszkozitdstol, ugyanis a kozegellendllds ezen fajtdja a sebességfluktuaciok, az or-
vények szabalytalan leszakadasanak kovetkezménye a vizsgalt test mogott.
Tekintsiik most az (5.124) hédifftiziés egyenlet dtlagolt véaltozatat (A = T). Hasonlé médon
kapjuk, hogy
;tT = kAT — divv/'T = Z ax; (Kax] - v]T/> (7.18)
ahol x a hédifftziés dllandé. A fluktuaciok tehat megvaltoztat]ak a hédiffazios egyenlet jellegét
is: Az atlagos hémérséklettel kapcsolatos —goc,x gradT hédram mellett megjelenik a goc, v/ T’
turbulens héaram is (amely ardnyos a h6mennyiség fluktudcidinak a v/ okozta dramaval).
Amennyiben valamilyen koncentracid, pl. az S sétartalom difftizi6 révén terjed szét, akkor
a hagyomanyos dS/dt = DAS diffaziés egyenletre vezet§ —D grad S difftiziés &ramhoz hozza-
adédik a v/S’ turbulens difftiziés dram is:

QT _ 875_,7/ — <C _ divv/q/
dts Zax] (Dax] .S>_DAS divv'S'. (7.19)

Mindkétfajta turbulens &ram nagysagédban joval meghaladhatja a hagyomanyos dramokat: a tur-
bulencia tehat jelentésen felgyorsithatja a keveredési folyamatokat.

Osszefoglalva, a turbulens fluktuacidk miatt az advektiv derivalt nemlinearitdsabdél kovet-
kezSen az atlagolt térmennyiségekre vonatkozé egyenletekben megjelenik ezen térmennyisé-
gek fluktudcidi szorzatanak atlagértéke, a korreldcié. Ahhoz, hogy az egyenletek egyértelmd-
en megoldhatok legyenek, sziikségiink van a korrelaciok egyenleteire. Ezek a hidrodinamikai
egyenletek beszorzdsaval atlagolds utdn egyszertien megkaphatok, de benniik a haromszoros
szorzatok 4tlagértéke, a hdrmas korrelacick 1épnek fel. Igy az egyre magasabb rendd korre-
laciok végtelen hierarchidjat kapjuk, amely j6l mutatja, hogy a turbulencia teljes leirdsa csak
a fluktudciok statisztikdjanak pontos ismeretében lenne lehetséges. A gyakorlatban kezelhet6
egyenleteket csak akkor kapunk, ha feltételezhetjiik, hogy egy bizonyos rend f616tt a korrelacids
figgvények mind kifejezhetSk alacsonyabb renddekkel. Ha ez igaz, akkor sikertilt a hierarchiat
véges szinten lezarni. Ez az un. lezdrdsi (closure) probléma. Az, hogy milyen lezédras alkalmaz-
hato, fiigg attdl is, hogy a folyadék mely tartomdnyat vizsgaljuk. Latni fogjuk, hogy mar az
elsérendt lezdras (a kétszeres korreldcié visszavezetése az atlagértékre) is hasznos kozelitést
adhat.

7.2. Turbulens transzportegyiitthaték

Tekintsiink egy falhoz kozeli turbulens dramlést. Legyen a fal az x, y sikban, és tegytik fel, hogy
az atlagos aramlds a fallal pdrhuzamos. Ezért a fiiggbleges atlagolt sebesség elttinik, a fluktudaci-
6k viszont barmilyen irdnyuak lehetnek, tehat mind u’, mind v/, mind w’ lényeges. Ugyanakkor
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viszont a vizszintes 7(z) atlagsebesség novekszik a faltol tdvolodva (azaz z névekedésével). Ha
egy folyadékelem felfelé mozdul el, a w’ fluktuéci6 pozitiv, akkor tj helyén vizszintes sebessége
az ottani dtlagsebességnél kisebb lesz, stirl6dés révén fékezi a folyadékot, és igy altaldban nega-
tiv elGjeld ', v’ fluktudciét hoz létre, ahogy a 7.1. dbra mutatja. Hasonléan, ha lefelé mozdul el,
vagyis w' < 0, akkor a kdrnyezd folyadékot gyorsitja, és ott pozitiv u’, v fluktuécié alakul ki.
A fluktudciok w'u’ és w'v’ szorzata negativ. Atlagosan tehat a fliggSleges és a vizszintes irdnyd
sebességfluktudciok antikorreldltak a hatarrétegben, azaz korrelaciéjuk negativ:

w'u' <0, w'v’ < 0. (7.20)
A (7.16) Reynolds-fesziiltség tehat pozitiv, a turbulencia noveli a fesziiltséget, a viszkozitdst.

ZA

u(z)
O u <0

w’>OT

=Y

7.1. dbra. A sebességfluktuéciok korreldcidja negativ a hatarrétegben. Az 7i(z) atlagos sebesség-
profil mellett az x irdnyban aramlé kozegben a w’ > 0 fiiggdleges sebességfluktudcié okozta
elmozdulés utan a folyadékelem a helyi 4tlagsebességnél lassabban mozog, a kérnyezd folyadé-
kot lassitja, és u’ < 0.

Mivel az antikorrelacié megsztinik, ha az 7(z) atlagsebesség éllandé, legegyszertibb feltéte-
lezni, hogy a Reynolds-fesziiltségek ardnyosak a megfelels atlagsebesség fiigglleges derivaltja-
val:

v

ou
—' /N _— —! /N _
wh' ~ =, W'~ o (7.21)

Izotrép siklap esetén az ardnyossagi tényezd fliggetlen attél, hogy melyik komponensrél van

sz0, ezért az u vizszintes sikbeli sebességre, illetve fluktudcidira nézve altalanosan irhato, hogy
—— Ju

—w'a’ = vtwbg, (7.22)

ahol a v4,,;, > 0 ardnyossédgi tényez$ az an. turbulens viszkozitds (angolul eddy viscosity).
A tapasztalat szerint a Reynolds-fesziiltség ezen kifejezése jo els6 kozelités. A (7.22) turbulens
viszkozitasi kozelitéssel a korrelacidkat visszavezettiik az atlagsebességek derivaltjaira, és ezzel
a hatarrétegbeli atlagolt Navier-Stokes-egyenletet lezartuk.

A turbulens viszkozitas fiiggetlen a v molekuldris viszkozitastol. A vy,,, mennyiséget az egész
aramlas hatdrozza meg, a hatarrétegben azonban fligghet pl. a z magassagtol. Tipikus értéke
mindig tobb nagysagrenddel meghaladja a v molekularis viszkozitasét. A légkorben vy, ~
5 m?/s, az 6cednban pedig vy,,p &~ 1072 m?/s (a 107>, illetve 10~ nagysagrendi molekularis
értékekkel szemben (7.1. tdblazat).

A teljes viszkozitassal kapcsolatos gyorsulas sekély folyadékban ezért

2w 2w
(V + Vturh)?);zl ~ Vturb?)zl; (7'23)

alakt. Ez annak felel meg, hogy az eredeti egyenletben a v — vy, helyettesitést hajtjuk végre,
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ahogyan azt az Ekman-hatarréteg targyalasakor tettiik a 4.1. fejezetben. Ezutan az atlagolas jele
elhagyhato a térmennyiségekben.

Alulrél melegitett kozegben, amelyben a h6mérséklet felfelé csokken, a fluktudcié miatt ki-
alakul6é w’ > 0 feldramlés a folyadékot hidegebb kornyezetbe juttatja, amelyet ezért felmelegit:
T’ > 0. A w'T’ korrelécié6 ilyenkor pozitiv. Mivel 9T /9z negativ, dltalanosan is frhatjuk (7.22)
szellemében, hogy

—w'T = x4 bal (7.24)
ur az 7
ahol x,,, > « a turbulens hodiffiizios egyiitthato.

Hasonl6an, egy adott anyag, pl. az S sétartalom szempontjabél inhomogén kézegben fenn-

all, hogy
—w'S = Dturbgjr (7.25)
ahol Dy, > D a turbulens diffiizios egyiitthato.

Mivel a turbulens transzport nem az anyagi dlland6ktol fiigg, hanem magéatol az dramlastol,
a transzportegyiitthatok azonos nagysdgrendiiek. Sokszor j6 kzelitéssel igaz, hogy viy,p = Kpyry =
Dyypp. Szemléletesen fogalmazva, a turbulens transzportfolyamatokat 6rvények jelenléte okoz-
za, és azok ugyanolyan keveredést biztositanak barmelyik tovabbitott mennyiségre.

7.3. Logaritmikus sebességprofil

Megvizsgéljuk, hogy egy vizszintes fal kbzvetlen kozelében zajlé turbulens dramlédsra milyen
atlagos sebességeloszlés jellemzé. Feltessziik, hogy a turbulencia a fal mentén eltoldsinvaridns
(homogén), és ebben a sikban izotrdp, a kozeg stirtisége dllandé. Vizszintes sikban torténd at-
lagos dramlast vizsgdlunk, amelyben az dramlasi sebesség 7 nagysdga csak a z magassagtol
fiigg. A falhoz elegendden kozel, az tgynevezett fal menti rétegben, ahol a z magassag sok-
kal kisebb a hatarréteg (a planetaris hatarréteg vagy az 6cedni keveredési réteg, illetve jelentSs
Coriolis-hatas esetén az Ekman-réteg) vastagsdganal, a i sebességrdl feltehetd, hogy nem fiigg
a hatdrréteg fels§ peremén érvényes sebességtdl. Az 1(z) sebességprofil vagy z szerinti derivalt-
ja ekkor csak a z koordinatatdl, a v kinematikai viszkozitdstol, a gg stirtiségtdl és a fal felszinén
hat6 1) nyirastol fligghet. Mivel a tomeg mértékegységét csak gg és 1y tartalmazza, ezért ez a két
mennyiség csak a 7/ 0o hdnyados forméjdban fordulhat el6. E hanyados négyzetgyoke sebesség
mértékegységd, az

% 0
ut=,/— 7.26
% (7.26)

mennyiség az Gn. siirlddisi sebesség. A Ty = 0,1 N/m? tipikus szélnyirési er6sségbdl a levegiben
u* =30 cm/s, az 6cednban pedig u* = 1 cm/s a stirl6dési sebesség.

A strlédasi sebesség kapcsan érdemes emliteni, hogy a turbulens Ekman-réteg D vastag-
sdgat is a stirlodasi sebességgel természetes kifejezni. Dimenziés megfontolds alapjan u*/ fy ta-
volsag mértékegységi. A tapasztalat szerint a D vastagsag jo kozelitéssel

*

u
D~04" . (7.27)
| fol

Ellendrizhets, hogy az u* = 30 cm/s, u* = 1 cm/s értékkel a fenti D valdan az eddig becsiilt
légkori és 6cedni értékeket adja, de most nincs sziikség a turbulens viszkozitds hasznélatara.
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Az als6 peremhez kozel a forgas nem lényeges, az i atlagsebesség magassag szerinti deri-
valtja tehat csak u*, v és z fiiggvénye lehet:
i

dizl = f(u*,v,z). (7.28)

A fal egészen keskeny kis kornyezetén kiviil a turbulens fluktuaciék miatt a molekuléris
viszkozitds nem jatszik szerepet. Itt tehat a v-fliggés nem léphet fel, a du/dz derivalt csak u* és
z fiiggvénye lehet. Ezekbdl 1/id§-dimenziéji mennyiség csakis egyféleképpen képezhets, azaz

du u*

gy (7.29)
A dimenzi6tlan aranyosségi tényez6t az 1/ K alakban szokds irni, ahol K a Kdrman-féle konstans,
amelynek értéke a mérések szerint K = 0,41. (Kdrman Tédor (1881-1963) magyar szdrmazasu
mérndk, a turbulencia kutatdja, a repiiléstudomany meghatarozé alakja, a logaritmikus profil
egyik elsé leirgja.) A fentiekbdl az atlagos sebesség magassagfiiggése

*

u(z) = % In z + konstans. (7.30)

Ez a logaritmikus sebességprofil (7.2a. dbra), amely univerzilisan érvényes minden turbulens ha-
tarréteg fal menti rétegében: nem forgatott mtiszaki problémaktol (pl. csébeli dramlas) kezdve
a kornyezeti dramlasokig. Ugyanakkor a fal kdzvetlen kozelében v 1ényeges, hiszen a peremfel-
tétel szerint ott voodi/dz = 1y, amelybdl

_ yan)
) = o
Ez egyben azt is mutatja, hogy a zu*/v kombindcié dimenziétlan, egyfajta lokalis Reynolds-
szam, v/u* pedig egy hossztisdgdimenzi6jii mennyiség. A fenti linearis profil dltalaban a 6, ~
5v/u* tavolsagig érvényes. A fal menti rétegnek ez a falhoz igen kozeli tartoménya a viszkézus
alréteg, &, pedig az alréteg vastagsaga. Ebbdl latszik, hogy az u* strlédasi sebesség a viszko-
zus alréteg tetején érvényes sebességnek is tekintetS. Az alréteg vastagsdga mind a légkorben,
mind az 6cednban 1 mm alatti. Az alrétegen kiviil a (7.30) logaritmikus sebességprofil érvé-
nyes, amely univerzélis abban az értelemben, hogy sem a molekularis paraméterektsl, sem a
hatérréteg felsG peremén érvényes sebességtdl nem fiigg. Ez a fal menti réteg a megfigyelések
szerint a hatarréteg 10 szdzalékaig is kiterjedhet, a planetdris hatarrétegben akar 100 m magas-
sagig. A fal menti rétegen kiviil a sebességeloszlds mar a hatarréteg feletti sebességtdl is fiigg,
és nem univerzalis. A forgatott kdzegek hatarrétegében az Ekman-spiral elfordulasa ott valik
lényegessé, ahol a logaritmikus sebességprofil érvényét veszti.

A hatarréteget 1étrehoz6 fal nem mindig sima. Gyakran el6fordul, hogy a feliilet kidudoro-
désai 6sszemérhetSk vagy nagyobbak a viszkézus alréteg vastagsagéanal. J6 példa erre a plane-
taris hatarréteg, amelyben az als6 falat pl. a domborzat vagy a vegetécio jelenti. A feliileti sza-
balytalansagok mogott orvények keletkeznek, amelyek a viszkézus alréteget leromboljik. Durva
feliiletek esetén ezért a (7.31) linedris profil egyéltalan nem alakul ki, az 4&ramlds még a fal koz-
vetlen kozelében sem fiigg az anyagi paraméterektdl. Ilyenkor a logaritmikus sebességprofil a
teljes fal menti rétegben érvényes. Az dtlagos sebesség nyilvan elttinik valahol a feliileti akada-
lyok kozott. A (7.30)-ban fellépS konstans éppen azt adja meg, hogy ez milyen z* magassagban
torténik. A durva feliiletekre vonatkozo logaritmikus sebességprofil tehat

=

z)  zu
vagy L(t*) = (7.31)

u(z) = Mf In zi*’ ha z>z" (7.32)

A z* tavolsag a feliilet durvasagara jellemz8 Un. érdességi magassig. A (7.32) eloszlas a
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a) b)

/\/\/\

} - \
5y 0,1D z ~ ~ S

7.2. dbra. a) A logaritmikus sebességprofil sima feliilet esetén: a vizszintes atlagsebesség 7(z)
nagysdganak magassagfiiggése a turbulens hatarrétegben. A J, vastagsagu viszkézus alréteg-
ben a logaritmikus fiiggés linedrisba valt at (szaggatott vonal). A fal menti rétegen kiviil az uni-
verzalis logaritmikus alak érvényét veszti, amit a hossza szaggatott gorbe jelez. b) Durva feliilet
(szabélytalan gorbe) esetén viszk6zus alréteg nem alakulhat ki. z* az a magassag, ahol a tipikus
sebesség elttinik, értéke a feliilet érdességét jellemzi. A profil (7.32) alakq, itt a z(u) fliggvényt
abrazoljuk.

hatdrréteg-meteoroldgidban alapvet§ szerepet jatszik. A légkor also, kb. 100 méteres rétegé-
ben nagy pontossagt mérések bizonyitjak a (7.32) alak érvényességét, és lehet6vé teszik a z*
érdességi magassag meghatdrozasat. Ennek értéke alacsony bokrok esetén 20 cm, ftire kb. 1 cm,
nyugvo vizfelszin felett pedig kb. 1 mm.

7.4. Turbulencia rétegzett kozegekben

A kozegek stabil rétegzédése a fliggsleges irdnyti mozgdasokat, és ezzel a turbulencia kialaku-
lasét is megneheziti, hiszen ekkor a spontdn hidrodinamikai mozgasok kozel vizszintes sikban
zajlanak. A térbeli turbulencia kialakuldsdhoz fiiggSleges keverés sziikséges. Enhez munkat kell
végezni. A munka a gravitaci6 ellenében torténik annak érdekében, hogy a stirtibb folyadékot
magasabb, a kdnnyebbet pedig alacsonyabb szintre juttassuk. A potencidlis energia néveléséhez
sziikséges energia csakis a folyadék atlagos mozgasi energidjabol adédhat. Turbulencia ezért
rétegzett kozegben csak akkor alakulhat ki, ha az egymas feletti folyadékrétegek kiilonbozo viz-
szintes sebességgel mozognak, és ez a nyiras elegendSen erds, amint azt a Kelvin—-Helmholtz-
instabilitas példdjan (5.13. fejezet) is lattuk.

A pontos feltétel megtaldlasa érdekében tekintsiink két egymas feletti i vastagsagu folya-
dékréteget, amelyek eltér§ vizszintes sebességgel mozognak. Legyen az alsé réteg oo + Ao,
a fels6 kissé higabb, gg strtiségl. Valasszuk meg koordinata-rendszeriinket Gigy, hogy a fel-
s6 réteg AU /2, az als6 —AU/2 sebességgel mozogjon. Ha a két réteg teljesen elkeveredik,
akkor az atlagsebesség nulla lesz, az atlagstirtiség pedig 0o + Ao/2. Az egységnyi vizszin-
tes feliilet feletti 1(200 + Ao) tomeg sdlypontja h magassagban van, amely ¢h?(20y + Ag) po-
tencidlis energianak felel meg. A kezdeti potencidlis energia a h(go + Ao) tomeg h/2, illetve
a hop témeg 3h/2 magassagban levs stlypontjai miatt gh?(200 + Ao/2). A potencialis ener-
gia tehat a keveredés miatt névekedett, méghozza a gh*Ag/2 értékkel. Ugyanakkor a kezdeti
(00 + Ao)h(AU)? /8 + 0oh(AU)? /8 kinetikus energia zérusra csdkkent. A mozgési energia val-
tozésa a stirtiségkiilonbség kicsinysége miatt j6 kozelitéssel oot (AU )? /4. A folyamat csak akkor
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lehetséges, ha a kinetikus energia valtozédsa fedezni tudja a helyzeti energiét, vagyis ha

(AU)* > 2h2Qg. (7.33)
0
A rétegzett allapot stabil, megbontasa csak energiabefektetéssel lehetséges. A teljes homo-
genizaladsra vezet$ turbulens keveredés a 2h vastagsagu rétegben tehdat akkor torténhet, ha a
h fiiggbleges tavolsagra es§ vizszintes sebességkiilonbség négyzete meghaladja a jobb oldali
értéket. ErGsebb rétegzddést csak erGsebb nyirds képes turbulenssé tenni.
ElegendGen kis rétegvastagsdgok esetén AU /h az 1(z) atlagsebesség, Aog/h pedig a 0(z)
strliség magassag szerinti derivaltjat adja. A (7.33) egyenlStlenség azt jelenti, hogy

du\? 0g\
<dz> >2<_dzgo> — 2N?, (7.34)

ahol N az (5.6) Brunt-Viisdla-frekvencia. A turbulencia feltétele tehat a fentiek szerint megfo-
galmazhat6 a (7.3) Richardson-szam segitségével. A Richardson-szam tehat
P atlagos helyzeti energiandvekmény
~ 4tlagos mozgasi energiaveszteség

(7.35)

A turbulencia rétegzett kozegben akkor alakul ki, ha az Ri Richardson-szdm kisebb egy Ri.
kritikus értéknél,
Ri < Rig, (7.36)

ahol Ri. egységnyi nagysagrendd szam (becslésiinkben 1/2.) Ekkor vélik a nyiras elég eréssé
ahhoz, hogy felbontsa a rétegzettség stabilitasat.

Noha a Brunt-Viisila-frekvencia definicié szerint valés, a hémérsékletprofillal formalisan
kifejezve N? = agdT /dz, és ezzel
agdT /dz
(du/dz)?
Felfelé csokkens hémérséklet esetén Ri negativ (N formalisan imagindrius). A negativ érték
arra utal, hogy a rétegzettség instabil, és a termikus konvekci6 lényeges szerepet jatszik, aminek
esetleg szabdlyos aramlasat a nyiras lerontja. Ekkor nincs sziikség kritikus érték keresésére, Ri
negativ elGjele eleve turbulencidra utal.

Egy H vastagsagi rétegzett kozegben, amelyre AU sebességkiilonbség jellemzs, a
Richardson-szdm (7.33) alapjan becstilhetd a

Ri = (7.37)

o= S
Rlo = (Au)z (738)
globilis Richardson-szammal is, ahol ¢’ = gAo/0p a redukélt gravitaciés gyorsulds. Ez a

szam a sebességkiilonbséggel képzett bels§ Froude-szdm négyzetének a reciproka. A globalis
Richardson-szam értéke mind az 6cedni keveredési rétegben, mind a planetéris hatarrétegben
lehet 1 kortiili. E rétegek altalanos dllapota tehat kozel van ahhoz, hogy hdromdimenziés turbu-
lencia kialakulhasson benniik.
Megjegyezziik, hogy a Rig ~ 1 feltételbdl a turbulens kevert réteg vastagsdgara AU nyirasi
sebesség esetén
(au)?
g/
adédik. Ez 6sszhangban van a Kelvin—-Helmholtz-instabilitds esetében kapott (5.99) becsléssel.
A rétegzettség hatdsara a fal menti rétegben a (7.32) logaritmikus profil médosul, ahogy a
14.2. fejezet bemutatja. A teljes hatarrétegben turbulens homogenizalédas torténik, amelynek
idébeli alakuldsat a 14.3. fejezet targyalja.

H=

(7.39)
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7.5. Teljesen kifejlett (homogén, izotrép) turbulencia

A falaktol, akadélyoktdl, héforrasoktol tavol a Re > 1 vagy Ra > 1 esetben az elegendGen
hosszti id6 utan kialakulé turbulens fluktuécidk a helytdl és az irdnytdl is fiiggetlenek, a turbulencia
homogén és izotrép. Ekkor a domindl6 jelenség az drvények egymasba alakuldsa. Jellegzetes
kisskélaju, és ezért inhomogén turbulens jelenségekrél a 14.1. fejezetben olvashatunk.

Az, hogy a véletlen fluktudcidk id6tél fiiggetlenné valnak, arra utal, hogy a teljesen kifejlett
turbulencia az — 6hatatlanul viszkézus — folyadékmozgas egyfajta komplex kaotikus attraktora.
Ekkor az 6sszes nemdiagonadlis Reynolds-fesziiltség és az atlagos turbulens h§aram is zérus:

vgv} = 0,hai # j, és v/T" = 0 minden i-re. A sebesség v’ turbulens fluktuécidit a v2 = y2 4

v"2 + w'2 szérésnégyzet jellemzi. Ezt célszert felbontani a kiilonbéz6 k hullamszamokbél ad6dé
jarulékokra, és azt irni, hogy

V2 = / E(K)dk. (7.40)

Mivel v’ a fluktudciok mozgasi energiajaval aranyos, az E (k) mennyiség neve energiaspektrum.
A turbulencia izotrép mivolta abban tiikr6z6dik, hogy az E mennyiség nem fligg a hulldm-
szamvektor irdnyatol: az energiaspektrum csak a hullimszadm k abszoltatértékének fiiggvénye.
Az E(k)Ak mennyiség jelenti a k és k + Ak hullamszamtartomanyba es$ perturbéciok atlagos
energidjat. Az E(k) mennyiség az | ~ 1/k méretd 6rvények egységnyi hullimszdmra es§ atla-
gos kinetikus energidjanak is tekinthetd. Ha a peremek kozo6tti teljes vizsgalt tartomdny linedris
mérete L, izotrép viselkedés az | < L mérett 6rvényekre varhato, vagyis a k > 1/L tartomany-
ban.

Az energiaspektrum kdzponti szerepet jatszik a teljesen kifejlett turbulencia jellemzésében.
A kutatasok arra utalnak, hogy altaldnos alakja hatvinyfiigguény:

E(k) ~ k™", (7.41)

ahol p pozitiv szam. Az energiaeloszlas tehat csokkend, a nagyobb k-ji, azaz kisebb méretti 6r-
vények kevesebb energiat hordoznak. Egy termodinamikai egyenstlyban 1évé rendszerben (pl.
ideédlis gdzban) a mozgasi energia az impulzus négyzetével aranyos, ezért hulldimképben a k-
hoz tartoz6 energia k*-tel ardnyos, igy az E (k) energiaspektrum a hulldmszdmnak mindenkép-
pen pozitiv hatvanya. A kapott negativ kitev$ azt mutatja, hogy a turbulens dramlés a termikus
egyensulytdl igen tavol esik. Az energiaspektrum (7.41) alakjat A. N. Kolmogorov (1903-1987)
orosz matematikus javasolta 1941-ben, § alakitotta ki ezzel kapcsolatban az energiakaszkad fo-
galmaét, és a kovetkezSben bemutatott gondolatmenet lényegét is § fogalmazta meg. A kitevs
konkrét értéke és a hatvanyalak érvényességi tartomdnya fiigg a kozeg dimenzidjatol, és attol
is, hogy forgatott rendszerrdl van-e sz6. Ezért, miel6tt az energiaspektrumot meghataroznank,
felsorolunk néhény olyan tulajdonsagot, amely mindenfajta homogén és izotrép turbulens rend-
szerre érvényes.
A tapasztalat szerint a kifejlett turbulencidra az jellemz6, hogy:

e Orvények egymasra épiilé rendszere, hierarchidja, a probléma térben és id6ben sokskalajt.
Az drvények nemlinedris kdlcsonhatdsuk miatt idével instabilla vdlnak, felbomlanak, de
helyiikon tjak képzédnek. Egy orvényt kovetve a folyamat véletlenszerii.

o Az energiabetdplilis nagy skaldn torténik, és valamilyen Iy ~ 1/ko méretd 6rvényeket hoz
létre (ko az ilyen 6rvények hullamszdma). Ha pl. a turbulenciat rdcs kelti, akkor Iy a rcs-
tavolsag. Altalaban [ 6sszemérhetd a teljes L linearis mérettel, de annal néhdny nagy-
sdgrenddel kisebb is lehet. A betaplalt energia a viszkozitds miatt disszipalédik, és ezért
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bizonyos id6 utdn beall egy staciondrius allapot, azaz a fluktualé mennyiségek statisztikai
jellemzdi, pl. szérasai idSfiiggetlenné valnak.

o Azl ~ 1/k méretl 6rvény karakterisztikus ideje az 6rvény

1
=1/v ~ — 7.42
=1/~ (7.42)
koriilforduldsi ideje. Itt v'? az 6rvény két széle kozotti atlagos sebességkiilonbség nagysaga,
azaz az | ~ 1/k hullamhosszhoz tartozé sebességfluktudciok szoérdsa.! A v’ jellegzetes
sebesség és T id6 tehat fiigg az [ mérettdl.

o A viszkozitasbol adodo disszipativ csillapitisi idd, a Navier-Stokes-egyenlet vAv tagjabol
adodoan tetszbleges I méretd drvényre becstilhet§ mint

1 12
A kétfajta jellegzetes id6 hanyadosa
T Iv'
=7 (7.44)

az | méretd 6rvény Reynolds-szdma a v’ sebességfluktuéciéval képezve. A turbulens folya-
mat Rey Reynolds-szamét az energiabetdplélasra jellemzé [y linearis mérettel definidljuk,
azaz o

Rep = 0700 (7.45)
ahol v{ az lp hullimhosszhoz tartozé sebességfluktudci6. Mivel ez a ,betdplalasi”
Reynolds-szdm mindig nagy, sok olyan 6rvény létezik, amelyek ugyan kisebb mérettek,
de Reynolds-szamuk nagy: 7; > 7.

A

o Azl disszipdcios hossz az a tavolsag, ahol a koriilforduldsi id6 és a csillapitdsi id6 azonossa

valik:
%

= (7.46)

lj =

Az ehhez a tavolsaghoz tartoz6 Reynolds-szdm egységnyi. Ez a hossz tekinthetd a legki-
sebb orvények méretének. Ezekben a tipikus sebességeltérés I; ismeretében a v’ = v/, =
v/ 14 kifejezéssel becsiilhetd. Ezen a skalan igaz, hogy a vv); /15 viszkézus gyorsulés Sssze-

mérhetd a 0&2/ l4 nagysagrendd advektiv gyorsuldssal. A molekuldris viszkozitds tehat
csak az I; skdlan (vagyis a k; ~ 1/1; disszipdciés hullamszamnal) valik lényegessé. En-
nél kisebb tdvolsdgokon a mozgési energia h6vé alakul, az dramlds laminaris, 6rvények
nincsenek jelen.

o Aly < < l;tartomany belsejében ezért 1étezik az | orvényméretek egy széles tartomdnya,
amelyben az orvények karakterisztikus ideje sokkal kisebb a disszipéciés idénél, nincs
idejiik észrevenni a viszkozitds hatdsat. A folyadék gyakorlatilag siirléddsmentesnek tekint-
hets. Az ilyen 6rvényekre az Euler-egyenlet érvényes, és ennek megfelel6en a rendszer
energidja megmarad. Az | méretd drvények energiaja ezért egyszertien dtadodik a mas mé-
reti 6rvényekre. Ennek jellegzetes ideje is a T kortilforduldsi idS. Ebben a tartomanyban a

1A 7.1.,7.2. fejezetekkel szemben itt a vesszGs jel6lés nem a fluktualé mennyiséget, hanem annak tipikus értékét
jeloli.
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mozgdsi energia kiilonb6z6 méretd orvényeken veszteség nélkiil folyik at. Ez a jelenség az
energiakaszkid, az a hullimszamtartomany pedig, amelyben érvényes, az Gn. tehetetlenségi
tartomany.

A felsorolt tulajdonsdgok, elsGsorban az energiakaszkad jelensége kozponti fontossagu a
turbulencia megértésében. Az E (k) energiaspektrum konkrét alakja a tér dimenzidjara jellemzé
vonasok beépitése utdn a fentiekbdl adédik.

Elsbb emlitjiik, hogy az eddigiek alapjan lehet&ség nyilik arra, hogy a turbulens transzport-
egytitthatok és a molekularis paraméterek viszonyat Gij megvilagitasban vizsgaljuk. A turbulens
viszkozitas, hédiffzié és difftzié az impulzus, energia, illetve tomeg transzportja. Mindegyik
mennyiséget a betdpléldsi skala 6rvényei osztjak szét, és az egyiitthatok tekinthetSk az idSegy-
ségre es6 négyzetes elmozdulds nagysdganak (mindegyik egyiitthaté mértékegysége m?/s).
A betaplalasi orvények tipikus Iy méretével és 1y karakterisztikus idejével a transzportegytitt-
hatok becsiilhetk mint 12/ 1. A 19 = lo/ v}y 6sszefiiggés, (7.42) alapjan irhatjuk, hogy

/
Viurb = Kpury = Dy ~ UOZO- (747)

Ebbél latszik, hogy a turbulens egyiitthatok nem anyagi allanddk, kizarélag az dramlésra, a tur-
bulencia jellegére utalnak, méds dramlasban mas értéket vehetnek fel. Ha azt kivanjuk megbe-
csiilni, hanyszorosai a molekularis paramétereknek, akkor (7.47) jobb oldalat ezekkel érdemes
béviteni. Igy kapjuk, hogy

Virp ~ Regv, Keurp ~ RegPrx, Dyyp ~ PegD. (7.48)

Itt Pr az (5.140) Prandtl-szam, Pey pedig a betdpléldsi orvényadatokkal képzett (7.4) Péclet-
szam. Mivel Reg és Peg nagy, ismét azt latjuk, hogy a turbulens egyiitthaték jéval nagyobbak a
molekulérisoknal.

7.5.1. Hiromdimenzids turbulencia

A hétkoznapi tapasztalat, pl. a csapbdl gyorsan kiomlé viz megfigyelése is azt sugallja, hogy
a térbeli turbulens dramldsokban nagy orvények kisebbekre bomlanak (7.3. dbra), amely termé-
szetes kozegeinkben a planetéris hatarrétegben és az 6cedni keveredési rétegben fordul el§ leg-
gyakrabban.

Ebben a kisérletben koncentralt fiiggéleges dramlés, jet érkezik feliilrél egy rétegzett kozeg-
re, és jol latszik, hogy a jet elejének jellegzetes frontvonala kisebb 6rvényekre bomlik.

A pontosabb vizsgélat is aldtamasztja, hogy az energia a nagy 6rvényekbdl a kisebbek felé dram-
% [ik. Ebben az tn. direkt energiakaszkddban az energia a kis hullimszamokt6l a nagyok felé halad.
Mivel azonban a teljes energia megmarad, az idSegység alatt dtadott energianak, az an. energia-
fluxusnak allandénak kell lennie, legalabbis a disszipacios hullamszam k; ~ 1/1; eléréséig.

Az 6sszenyomhatatlansag miatt tekinthetjiik az egységnyi tomegre es6 mozgési energia flu-
xusét, mert az is allando. Jelolje ¢ ezt a fajlagos energiafluxust, amelynek mértékegysége m?/s>.
Ha az energiabetédplélés a ko hullimszamon torténik, akkor az anndl nagyobb hullamszamokra
a turbulencia mar homogénnek és izotrépnak tekinthetd. A tehetetlenségi tartoméany tehat

ko <k < ky. (7.49)

Mivel egy | méretd 6rvény v/ haromdimenziés sebességfluktuéciéibol adédé tipikus v’
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7.3. dbra. A direkt energiakaszkad. A haromdimenzids turbulencidban a nagy orvények egy-
re kisebbekre esnek szét. A rajtuk atfoly6 € energiafluxus az [; disszipaciés hossznak megfelel§
legkisebb orvényméret eléréséig alland6. Az dbra adott elGjeld o6rvényeket mutat, az ellenkez6
forgasuak természetesen hasonl6an bomlanak.

energidjat a 7; kortilforduldsi id6 néhanyszorosa alatt adja le, az € energiafluxus becstilhet§ mint

2 3

v v
~ = —. 7
e~ g o i (7.50)
A tehetetlenségi tartomanyban ¢ 4llando, ezért az [ méretd 6rvények sebessége és kiterjedése a
o'~ e3IV3 o (g/K)1/3 (7.51)

kapcsolatban van egymadssal. A karakterisztikus sebesség a méret kobgyokével aranyos, nem
linedrisan, ahogy naivan varhatndnk. A disszipaciés hosszt definidl6 (7.46) Osszefiiggésbe ezt
behelyettesitve I; ~ v/ (ely)'/3, és innét

s

Iy ~ <V3>1/4. (7.52)

Ez a Kolmogorov-hossz. Laboratériumi koriilmények kozott e értéke 100 m? /s, és ezzel a disszi-
péciés hossz mind vizben, mind levegében 0,01 mm koriili. A 1égkorben és az 6ceanban az
energiafluxus kisebb (az iddskaldk nagyobbak), ¢ = 1072 — 10~* m?/s%, amelyhez mm nagy-
sagrendd mikroskala tartozik. Azt latjuk tehat, hogy a disszipacié nagyon kis, de még makrosz-
kopikus tavolsagokon vélik csak lényegessé! Mivel a gerjesztés linearis mérete legalabb 1 m (a
kornyezeti viszonylatban tobb km is lehet), a (7.49) tehetetlenségi tartomany sok nagysagren-
det foglal magaba.

Az orvények kinetikus energidja (7.51) szerint v ~ (e/k)?/3, az egységnyi hulldimszamra
es energia pedig v"2/k nagysagrendd. Ennek megfelelGen a (7.41) képlettel definidlt energia-
spektrum

E(k) ~ €23k 573, (7.53)

Ez a hires Kolmogorov-spektrum (7.4. dbra), amely a p = 5/3 kitev6t adja. Nagyobb orvények
nagyobb energidt hordoznak, de ez nemtrivialis médon csokken a mérettel.

A Kolmogorov-spektrumot nagyszdmt mérés igazolja. Kiilonboz6 iranyokb6l érkezd or- [EME J..
vénygytrik titkoztetésével rdcs nélkiil is homogén izotrép turbulencia hozhat6 létre, ahogy
ez a — segitd animécidkkal kiegészitett — kisérlet mutatja.
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Az energiaspektrum a ko betdplalasi hulldimszam kornyékén természetesen eltér a fenti hat-
vanyalaktdl, hiszen ott a turbulencia nem homogén és izotrép. Ugyanigy eltér a k; ~ 1/1; hul-
lamszdmnal nagyobb hullamszdmu (az /; Kolmogorov-hossznal kisebb hullamhossz) tarto-
manyban, ahol a disszipaci6é miatt az energiafluxus mar nem allandé.

InE A

| | >
T T

* * 1n7c

ko ky

7.4. dbra. A haromdimenziés turbulencia energiaspektruma. kg és ks ~ (¢/1°) V% az energiabe-

taplalasi és a disszipaciés hullamszam. A k~5/3 hatvényviselkedés a kg < k < k; tehetetlenségi
tartomanyban érvényes.

A tehetetlenségi tartomany hosszat az Iy /I; hanyados jellemzi. A betaplalasi Reynolds-szdm
(7.45) értékét, az energiafluxus lp-ig kiterjeszett (7.50) kifejezését és a Kolmogorov-hossz (7.52)
alakjat hasznalva, azt kapjuk, hogy

b Rey/*. (7.54)

la
A tehetetlenségi tartomany tehat az Reg > 1 esetben igen széles. A disszipdcios hossznal ki-
sebb skaldn az dramlds egyszerd, ezért az ilyen kis tavolsdgon néhany adat is elég a sebességtér
jellemzéséhez. A tehetetlenségi tartomanyban azonban minden 6rvény meghatdrozasa tjabb
adatokat igényel. Ezért harom dimenziéban (Iy/1;)%>-nal ardnyosként becsiilheté a turbulencia
leirdsdhoz sziikséges valtozok szama. A turbulens viselkedés tehat az

Rel/* (7.55)

mennyiséggel ardnyos szamu kozonséges differencialegyenlettel irhat6 le. A (7.55) szdmot szo-
kas a kifejlett hAromdimenzids turbulencia szabadsagi fokainak tekinteni. (Ezek makroszkopi-
kus értelemben vett szabadséagi fokok, hiszen nincs koziik a folyadékot alkoté molekuldkhoz.)

Az 6rvények koriilfordulasi ideje tekinthetd az adott méretti objektumok eldrejelzési idejének
is, hiszen néhédny koriilfordulds utdn az 6rvény atadja energiajat mas orvényeknek, és megszi-
nik. A fentiekb6l az I hulldimhosszhoz tartozé elSrejelzési id6

T~ /0~ e V323, (7.56)

A nagyobb objektumok hosszabb ideig jelezhetdk elére. A légkorie = 107> m? /s3-nel szdmolva
I = 1 m-re az el6rejelzési id6 kb. 10 s, a felh6k méretére vagy planetdris hatarréteg vastagsdgara
jellemz& 1 km-es skalan pedig 1000 s adoédik. A hatarrétegbeli hosszttavi pontos elSrejelzése
tehat reménytelen. A laboratériumi érték e = 100 m?/s3-bel sokkal révidebb: az 1 m-es ska-
lan 0,2 s. A rovid eldrejelzési idSk miatt a turbulencia tekinthet§ magas dimenzids kdosznak is,
amelynek hosszutavu elSrejelzése elvileg is csak valdszintiségi értelemben lehetséges.
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7.5.2. Kétdimenziés turbulencia

A kétdimenziés dramldsokban (vékony folyadékhartydban vagy egy irdnyban eltoldsinvaridns
aramlasokban) fellép§ turbulencia alapvetSen kiilonbozik a hdromdimenzidst6l. Természetes
kozegeink dramldsa a hatarrétegeken kiviil j6 kozelitéssel kétdimenzids, ezért ezekben a tar-
tomanyokban a szabalytalan folyadékmozgds a kétdimenziés turbulencia, nagyobb skéldn a
geosztrofikus turbulencia jellegzetességeit mutatja. Az idgjarasi helyzetet mutaté mtholdfel-
vételek ilyen tipust turbulenciat tiikroznek.

A kétdimenzids turbulencia jellegzetességei megfigyelhetSk fliggSleges sikban kifeszitett
szappanhértydkban. Az dramlasba helyezett akadéllyal vagy kis méretii targy szabélytalan
mozgatésaval nagy mérett drvények alakulnak ki a kisérletben. Allandé relativ sebesség ese- P
tén megjelenik a Kdrmdn-féle rvénysor, amelynek sordn ellenkezé elGjelti 6rvények valnak le az
akadalyrol.2

A forgékadas kisérletekben eddig is latott szabalytalan mintdzatok mind kétdimenzids tur-
bulencia kovetkezményei. Szogletes edényben az egyenletes forgatdsra raszuperpondlt lasst
szinuszos liiktetés kovetkezében az edény sarkaiban allandéan kis 6rvények keletkeznek, és
ezek biztositjak, hogy a turbulencia ne haljon el, mint ebben a kisérletben.

7.5. dbra. Kétdimenzibs turbulencia jellegzetes tartomanyai. a) Nagy 6rvények b) Az érvények
kozotti szélas, nyirdsi mintazat (P. Tabeling (2002) alapjan)

Minden esetben megfigyelhet6 a nagy orvények kialakulasa, illetve a kozottiik htizédo nyi-
rasi tartomany, amely szdlas szerkezettel jar (7.5. dbra). A haromdimenziés esettdl valo eltérés
egyik fontos oka, hogy két dimenziéban a mozgési energia mellett léteznek mas megmaradé
mennyiségek is: az u sikbeli sebességvektor { = rot, u 6rvényessége idedlis folyadékban a moz-
gds soran megmarad. Ez kovetkezik a kordbban vizsgalt (2.24) potencidlis 6rvényesség megma-
radasanak forgatdsmentes () = 0) és allandé mélységd (h = H) hataresetébdl is. { elGjeles
mennyiség, ezért érdemes annak négyzetét, az ensztréfidnak nevezett (> négyzetes drvényessé-
get tekinteni, amely szintén megmarad. Az (j megmaradés miatt a folyadék szaméara mintegy
kevesebb lehet§ség marad, mozgasa korldtozottabb. A kétdimenziés turbulencia ezért , szeli-
debb”, mint a hdromdimenziés. Ez természetesen nem mond ellent annak, hogy a kétdimenziés
turbulencia is er@sen véletlenszerd és el6rejelezhetetlen nemlineéris jelenség.

Erdemes felidézni, hogy az 6rvényesség nem feltétleniil csak az 6rvények jellemzéje. Az egy-
szer( lamindris nyirdsi dramlas, amelyben az egymas f6l6tti folyadékrétegek egyre gyorsabban
mozognak, drvényes. Maguk a nagy orvények viszont nem hordoznak jelent6s 6rvényességet,
gondoljunk példaul a pontorvényekre, amelyek a centrumon kiviil teljesen drvénymentesek.
A 7.5a. dbra 6rvénydominalt, tehdt nagy mozgdsi energiat hordoz6 turbulens tartoményt mu-
tat, a b) pedig jelentSs nyirdstt, amelyben az 6rvényesség, illetve annak négyzete, az ensztrofia

nagy.

2Ha az 6rvénysor felhGképekben rajzolédik ki, az a szél kétdimenzids jellegére utal.
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Az ensztréfia megmaradasébol kovetkezik, hogy a ¢’ rvényességfluktuaciokbol alkotott {72
mennyiség, azaz a fluktuaciokbol ad6do ensztroéfia is megmarad idedlis folyadékban. A mozgasi
energia spektrumahoz hasonléan definialhat6 egy Z (k) ensztréfiaspektrum a

2= / Z(k)dk (7.57)

osszeftiggéssel, ahol Z (k) Ak jelenti a k és k + Ak hullamszémtartomanyba esG perturbaciok atla-
gos ensztrofiajat. Mivel az orvényesség a sebesség térbeli derivaltjat tartalmazza, az ensztréfia
Z(k) spektruma és az u’ sebességfluktuaciokbol® adéd6 u'? mozgési energia E(k) spektruma
kozott fennall a Z (k) ~ k?E(k) kapcsolat.

Annak illusztrdldsara, hogy a két mennyiség egyiittes megmaradasa Gj helyzetet teremt, té-
telezziik fel, hogy a ko hullimszamnal betaplalt energia két hullamszamtartomanyba, a k; < ko
és a kp > ko hullimszdmu 6rvények kornyékére tevédik at. Meg szeretnénk tudni, hogy me-
lyik tipusud 6rvény energiaja és ensztréfidja nagyobb. A megmaradasi feltételek (azonos Ak-kat
valasztva):

E(ko) = E(k1) + E(k2),

Z(ko) = k3E (ko) = KiE(k1) + K3E(ka) = Z(k1) + Z(k2). (7.58)
Ezekbél
k2 o k2
E(k) = 55— E(k), (7.59)
0 1
k2 k2 _ k2
Z(ky) = 22—97(k,). 7.60

Ha példaul k; = ko/n és ko = nko (n > 2), akkor E(k;) = n?E(k) és Z(k1) = Z(kp)/n>.
Az energia tehat a kisebb hullamszamok felé, az ensztréfia pedig a nagyobb hulliamszamok felé
adodik at. A kétdimenzids turbulencia alapvet§ vondasa, hogy az 6rvények nem kisebbekre sza-
kadnak, az energia ezért nem az egyre kisebb drvények felé halad, hanem az 6rvények spontan
modon dsszeolvadnak, és ezzel a nagy energiastirtiségd tartomanyok az egyre nagyobb skaldk
felé toloédnak, 7.6. dbra. Az 6rvényekben ugyanakkor enyhe a nyirds, a nagy oérvények kevés
ensztrofidt tartalmaznak. A nyirds az 6rvények peremén erds, ahol kevés a mozgdasi energia, és
ezek a tartomanyok az 6rvények névekedése miatt egyre kisebbekké valnak, mikdzben ensztro-
fidgjuk né.

A kétdimenzi6s turbulencidban két tehetetlenségi tartomany alakul ki, az energiabetaplalasi
hullamszam két oldalan:

1/L <k < ko, ko < k < kg, (7.61)

ahol L az aramlasi tartomany maximalis mérete. A kisebb hulldmszdmokhoz tartozéban tor-
ténik az inverz energiakaszkid, amelynek sordn az energiafluxus allando, de az energia most a
nagyobb méretek irdnyaba halad. A nagy hullimszamok tartomanyéban az ensztréfia bomlik
a kozepes méretektdl a kisebbek irdnyaba, itt egy (direkt) ensztréfiakaszkid figyelhetd meg.

Az inverz energiakaszkadhoz tartoz6 E(k) spektrum ugyanazzal a gondolamenettel hata-
rozhat6é meg, mint a hdromdimenziés turbulenciaban. Ezért (7.53) itt is érvényes, azaz az ener-
giaspektrum kitevSje y = 5/3 (7.7. abra).

3 A kétdimenzios sebességet eddigi jelolésiinkkel 6sszhangban u-val jeldljiik.
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7.6. dbra. Az inverz energiakaszkad. A kétdimenzids turbulencidban a kis érvények egyre na-
gyobbakkd olvadnak &ssze. A rajtuk atfoly6 e energiafluxus allandé. Az dbra adott elSjeld orvé-
nyeket mutat, az ellenkez§ forgdstiak természetesen hasonléan egyestilnek.

Az ensztrofiakaszkdd sordn az ensztréfiadtadas allando, legalabbis a disszipacids hossz el-
éréséig, ugyanakkor az energiafluxus elhanyagolhaté. Jelolje x az ensztréfiafluxust, azaz az id6-
egység alatt dtadott ensztrofidt. Laboratériumi kisérletekben x = 0,1 — 1573, a légkérben pedig
x=10"1s73,

Mivel az drvényesség karakterisztikus értéke u'/1 ~ 1/7, ahol 1’ a kétdimenzids sebesség-
fluktudcidk szérasa az [ hosszon, és az (u'/1)> ~ 1/7? ensztréfiatartalom a T id6 alatt dtadodik,
irhatjuk, hogy

s u”

A tehetetlenségi tartomanyban a x ensztrifiafluxus allando, ezért az ensztréfiakaszkddban

1/31 ~

u' ~x X3k, (7.63)

azaz a sebességfluktuacié most ardnyos a mérettel. Az energiaspektrum u'?/k-val ardnyos,
amelybdl

E(k) ~ x*3k=3. (7.64)

Az ensztréfiakaszkadhoz tartozé energiaspektrum jéval meredekebb, mint az inverz energia-
kaszkadban, kitevSje u = 3. Ez az eredmény is j6l egyezik a kisérleti tapasztalattal. A két kasz-
kad jelenlétének a felismerése, illetve a spektrumok meghatdrozasa R. Fjortoft (1913-1998) nor-
vég meteorologus, illetve R. H. Kraichnan (1928-2008) amerikai és G. K. Batchelor (1920-2000)
ausztrdl fizikus nevéhez fiz6dik, akik az elméletet az 50-es, 60-as években dolgoztak ki.

Erdemes hangstlyozni, hogy mindkét tehetetlenségi tartomany csak akkor létezik, ha az
energiabetaplalds [y ~ 1/ko linearis mérete (példaul a racsallando) jéval kisebb a teljes lineéris
L hosszndl, és ugyanakkor sokkal nagyobb az I; disszipaciés hossznal. Attél fiiggSen, hogy Iy
értéke mekkora, az egyik vagy masik spektrum elnyomédhat. Ha példaul [y kozel esik a teljes
L mérethez, akkor az inverz kaszkdad nem alakul ki.

A (7.46) disszipacios hossz most is a koriilfordulasi id6 és a disszipécids id6 azonossagéabol
adédik: [; = v/u’, ahol u’ az I;-hez tartozé sebességfluktuécio, (7.63). Ebbél 1; ~ v/ (x1/31,),

vagyis
1/3 1/6
Iy~ | — . 7.65
. ( X) (7.65)

Az atmoszférdban a disszipacids hossz kb. 1 m, a laboratériumban pedig 1 mm.
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7.7. dbra. A kétdimenzios turbulencia energiaspektruma. ko és k; ~ (x/ 1/3)1/6 az energiabe-
taplalasi, illetve a disszipaciés hullimszam. Az energiakaszkad k—5/3 hatvanyviselkedése az
1/L < k < ko, az ensztréfiakaszkadot jellemzs k=2 alak pedig a kg < k < k; tehetetlenségi
tartomédnyban érvényes.

Mivel az ensztréfiafluxus a betaplaldsi skdla adataival a x ~ u63 /13 bsszefiiggésben van, az
ensztréfiakaszkad tehetetlenségi tartomanyara

!
ﬁ ~ Rel/%. (7.66)

Az ensztréfiakaszkadban résztvevs szabadsagi fokok szamat (I /1;)2-vel becsiilve az aranyos az

Reg (7.67)

Reynolds-szammal. Az enyhébb fiiggés is arra utal, hogy a kétdimenzids turbulencia szelidebb,
mint a hdromdimenzios.
A (7.63) osszefiiggésbdl az | hullamhosszhoz tartozé T = 1/u’ el6rejelzési id§

T~ x V3, (7.68)

amely most fliggetlen az objektumok hosszatél. A laboratériumi elSrejelzési idS 1 s koriili, a
légkorire néhdny nap addédik. A kétdimenzids turbulencia tehat jobban jésolhatd, mint a hé-
romdimenzids.

7.5.3. Geosztrofikus turbulencia

A forgatott sekély rendszerek nagyskalaja dramlésait, és igy turbulens viselkedésiiket is a se-
kélyfolyadék egyenletek (illetve az ebbdl kovetkezs kvazi-geosztrofikus egyenlet) j6 kozelités-
sel leirjdk. Az ilyen, geosztrofikusnak nevezett (de lokalisan idéfiiggs) turbulencidban a di-
namika a kétdimenzids viselkedéssel rokon, mert a ¢ = H({ + f)/h potenciélis 6rvényesség
megmaradé mennyiség. Turbulens esetben ennek g’ fluktuaciéib6l képezhetd a g2 potenciélis
ensztrofia, illetve annak Z (k) spektruma. A masodik megmarad6 mennyiség létezése ugyanazt
a megkotést jelenti, mint a kétdimenzids turbulencia esetén. Ezért a geosztrofikus turbulencié-
ban is kettSs kaszkad lehet jelen: egy inverz energiakaszkad és egy direkt potencidlis ensztré-
fiakaszkad, csak ebben x a potencidlis 6rvényesség ensztréfiafluxusa. A megfelel§ spekrumok
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alakjai is ugyanazok: az els6ben u = 5/3 az exponens, a masodikban y = 3. A geosztrofikus
turbulenciat a baroklin instabilitis gerjeszti. Mivel annak jellegzetes hullamhossza az R’ bels6
Rossby-sugar, az energiabeviteli tdvolsagskala most [y ~ R’, vagyis a hulldmszém ko ~ 1/R’. Az
ennél kisebb tdvolsdgokon az ensztréfiakaszkad zajlik, a nagyobb tavolsdgokon viszont az 6rvé-
nyek egyre nagyobbakkd torténé dsszeolvadésa figyelhetd meg. Az f-sikon az energiaspektrum
az 1/L nagysagrendd hulldimszamoknal kezd&dik, és hasonl6, mint a 7.7. dbran latott, csak a kg
helyett 1/R’ jelenik meg.

A B-sikon azonban az orvények nem feltétleniil novekedhetnek a bolygé sugardnak eléré-
séig, hanem a szélességi korok mentén megnytlnak, és egy kritikus méret elérése utdn nagy
amplitid6ji nemlinearis Rossby-hulldimokba mennek at. Ez a méret az

u/
Lg = \/; (7.69)

Rhines-hossz (P. B. Rhines (1942-), amerikai oceanogréafus), amelyben 1’ = @1/2 a kétdimen-
zi0s sebességfluktuaciok szoérasa.t Az Ly szerepét bemutat6 gondolatmenet a kovetkezs: Az [
méretli 6rvény k ~ 1/1 hullamszdmaval kialakul6, |wo| = B/k frekvencidja x irdnyban halado,
zért felszint Rossby-hullam periédusideje T ~ 1/(IB). Amennyiben ez sokkal nagyobb az 6r-
vény T ~ I/u’ élettartaménal, akkor nincs id§ Rossby-hullamok keltésére. Ha viszont T < T,
1/(1B) < 1/u’, akkor a nagy turbulens 6rvényekbdl Rossby-hullamok vélnak le. Ennek feltétele
I > Lg. Dontott alji edénnyel végzett laboratériumi kisérletben a p paraméter szerepét a -y to-
pografiai paraméter jatssza, és a 3.7. fejezetben megbeszéltek szerint a (7.69) Rhines-hossz a B
helyett -y fo / H-val értékelendd ki.

A Rhines-hossz az 6rvények lehet§ legnagyobb mérete, és egyben a legkisebb hullamhossz,
amellyel Rossby-hullamok megjelenhetnek. A turbulens energia tehdt az Lg-nél nagyobb skalan
hullamkeltésre forditédik, azaz ott az energia kicsatolédik a turbulencidbdl. Az inverz kaszkad
ezért az 1/Lg hullamszamnal megsziinik, ha az nagyobb az L linearis méret reciprokdnal, ha
L > Lg.
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7.8. dbra. A geosztrofikus turbulencia energiaspektruma a B-stkon. kg ~ 1/R’ ésky ~ (x/v°) 16

a baroklin instabilitds energiabetdplaldsi hullamszama, illetve a disszipaciés hulldimszdm. Az in-
verz energiakaszkdd az 1/ Ly hullimszamig tart.

4Az u' helyett az U éatlagsebességgel képzett hasonl6 tavolsag fellépett mar a zonalis aramlasokban kialakulé
struktirédk jellemz6 méreteként (3.9. fejezet)
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A geosztrofikus turbulencidra a szélességi korok mentén elnydlé hulldimzonak, jetek jellem-
z6k, amelyek vizszintes kiterjedése Lg, és forgokddas elrendezésekben is tanulmanyozhatok.
A kisérletben megfigyelhetd zondlis jetek kialakuldsa domborzati akadaly jelenlétében.

A fentiekkel dsszhangban az oridsbolygdk, pl. a Jupiter vagy a Szaturnusz troposzféréja-
ban megfigyelhetSk felvéltva ellenkezd irdnyitottsagt zondlis jetek, amelyekben az dramlés j6
kozelitéssel kétdimenzids. A Jupiter kdzepes szélességein a p paraméter a 7.2. tdblazat alap-
jan B = 2Qcos(m/4)/R = 3-107121/(ms). Az v/ = 100 m/s atlagos sebességszorassal
Lgr = 6000 km.

Az orvények egyesiilési és novekedési tendencidja a Nagy Voros Folt magyardzatdul is szol-
géalhat, amely tekinthet§ Ggy, mint az 6sszeolvadt 6rvények Lr sugart végallapota (melybdl
még éppen nem keletkezett Rossby-hullam). Az o6ridsbolygék atmoszféraja tehat a mindkét
kaszkadot tartalmazé geosztrofikus turbulencia természetben el6fordulé példéi. A 7.8. dbra ar-
ra is utal, hogy 6ridsbolygdkon, amelyekre a Rhines-hossz kisebb a bolyg6 sugarandl, az daramlas
maximalis méretének szerepét a sugdr helyett L veszi at.

Foldi viszonyok kozott a Rhines-hossz a légkorben 1000, az 6cedanban pedig 100 km nagy-
sdgrendd (1’ = 10, illetve 0,1 m/s és B = 107! m~! s71). A F6ldén a Rhines-hossz a belsé
Rossby-sugéar nagysagrendjébe esik. Ezért az inverz kaszkad nem tud nagy hulldmhossztarto-
manyban kifejlédni: A légkdrben a bels§ Rossby-sugér 6sszemérhetd a Fold sugardval, igy az
6ridsbolygokra jellemzé zondlis dramldsi hierarchia nem figyelhet§ meg. A f6ldi koriilmények
kozott a geosztrofikus turbulencidt az ensztréfiakaszkid domindlja. A nagy orvények, ciklonok,
anticiklonok, 6ceani gytrtk a bels§ Rossby-sugar gerjesztési skaldjan kialakulnak, de tobbszo-
r0s Osszeolvaddsukra helyhidny vagy a peremfeltételek miatt a F6ldon nincs méd. Az elSre-
jelzési id6 az ensztéfiakaszkadbol adodik, és azt a (7.68) Osszefiiggés adja meg a potencidlis
ensztrofiafluxussal. A 1égkori értéket hasznalva néhdny napos elSrejelzési id6 adoédik. Ez 6ssz-
hangban van a meteorolégiai gyakorlattal, az elérejelzés nagy atlagban valéban néhdny napra
sikeres.

7.6. Szennyezések terjedése

A72.,7.5. tejezetekben lattuk, hogy a turbulencia kovetkeztében a transzportegyiitthatok olyan
nagy Uj értékeket vehetnek fel, amelyek mellett a molekularis egyiitthatok elhanyagolhatéak.
Az anyagok tovabbitdsat ekkor a turbulens paraméterek hatarozzdk meg. Az S s6koncentracié
mellett tetsz6leges mas, akar szennyezd hatdsa anyag atlagolt ¢(r, t) koncentracidja is kovethetd.
Természetesen a turbulens difftiziés egyiitthat6 lehet irany-, esetleg helyfiiggd is, az egyszeri-
ség kedvéért azonban itt feltessziik, hogy konstans. Az dramléssal egyiitt mozg6 folyadékelem
¢ koncentracidja a

— = Dy AT (7.70)

difftiziés egyenlet szerint valtozik.
A teljes derivaltat kifrva a koncentraci6 helyi derivéltjdra rendezve kapjuk, hogy
ac

ot

Rogzitett helyen tehat a difftizids tagon kiviil fellép egy advektiv tag, —v grad ¢, amelyet az dt-
lagolt d&ramlasi sebesség vezérel. Innét leolvashato, hogy a turbulencia hatdsa két mennyiségben
is megjelenik: az dramlas helyett az atlagolt aramlast kell figyelembe venni, és a molekuléris
diffazi6 helyett a turbulens diffaziét.” A (7.71) egyenlet nevezhets advekcids diffiizios egyenletnek

= —vgradc + Dy,Ac. (7.71)

5 Az egyenlet lamindris dramldsban is érvényes, amikor nincsenek fluktudciok és a difftzié mindig molekuléris.
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is. Az atlagolas vezethet nulla ered§ sebességre, ekkor egyediil a difftzi6 jellegét véltoztatja a
turbulencia. Az egyenlet alkalmas arra is, hogy anyagforrdst vagy nyel6t irjon le az dramlasi
térbe, ami a jobb oldalon egy q(r, t) forrastag megjelenésével torténhet meg.

A (7.71) egyenlet c-ben linearis, ezért a szokdsos dimenziétlanitas utdn, amelyben a sebesség
karakterisztikus érteke U, a jellegzetes tavolsdg L, a koncentracié egysége nem jelenik meg, és
a dimenziétlan egyenlet a forrasmentes esetben

% = —vgradc+ PieAE. (7.72)
Ebben fellép a (7.4) Péclet-szadm a turbulens diffaziés dllandéval kiértékelve. Latszik, hogy a
Péclet-szdm a jobb oldali két tag nagysdgrendjét hasonlitja 6ssze, akkor nagy, ha az dramlas
jelentSsebb, mint a difftzid, és forditva, kis értéke a difftizi6é fontossadgat mutatja. Mivel a dif-
faziés id6 L tavolsagon L2/ Dy,,-bal becsiilhetd, a hidrodinamikai id6 pedig L/ U-val aranyos,
irhatjuk, hogy
Pe — diffaziés id6
hidrodinamikai id6"

(7.73)

Forrés és nyel6 hianyaban a (7.72) egyenlet a diffundal6 anyag megmaradasat fejezi ki. Kii-
lonssen jol lathaté ez akkor, ha kihaszndljuk, hogy az éatlagolt aramlds is divergenciamentes
(7.8), amivel —vgradc = — div(Vvc), és igy

ac o 1 _

FTimi div(vc) + P—eAc. (7.74)
Az egész térre integralva, a jobb oldalon mindkét tag elttinik, mert csak feliileti jarulékot tartal-
maznak, ha feltehet§, hogy a koncentraci6 a tavoli helyeken nullahoz tart. A teljes anyagmennyi-
ség véges, vagyis [ ¢(r,t) d°r allando.

Ez lehet6séget ad arra, hogy az egyenletet atirjuk a

¢(r,t)

0= Tete 0

(7.75)
alakra, ahol P annak a valdsziniisége, hogy adott koncentraciéértéket talaljunk térben és idSben,
és természetesen [ P d°r = 1. Az egyenlet megolddsa akkor egyértelmd, ha ismerjiik a kezdeti
P(r,0) eloszlast.

A P-re vonatkoz6 egyenletet — a szokasos jelolést kovetve és a v feliilvonadsét elhagyva — a
dimenzids alakban adjuk meg;:

aalt) = —div(vP) + DAP. (7.76)

Ez a val6szintiség-elméletbdl ismert Fokker—Planck-egyenlet (A. Fokker (1887-1972) holland fizi-
kus, M. Planck (1858-1947) német fizikus), amelyben most D = Dy,;;,. Az els6 tagot driftnek
nevezik, amely a valészintiség determinisztikus elmozduldsat irja le a v sebességtér hatasara, a
masodik tag pedig a sztochasztikus szétfolyast ad¢6 difftziés tag.

A ,makroszkopikus” Fokker-Planck-egyenlethez tartozik egy ,mikroszkopikus” mozgés-
egyenlet, az

i = v(r,t) + V2DE&(t) (7.77)

Langevin-egyenlet (P. Langevin (1872-1946) francia fizikus). Ez sztochasztikus differencial-
egyenlet, mert az utolsé tagban megjelend g (t) vektor véletlen zaj, un. gaussi fehér zaj. Ennek
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idéatlaga nulla: < (t) >= 0, ezen kiviil korreldlatlan és egységnyi intenzitasu, vagyis kiilon-
bo6z§ pillanatokban vett korreldcidja elttinik, azonos pillanatokban pedig egységnyi:

<EMEH) >=68(t—1), (7.78)

ahol ¢ a Dirac-féle deltafiiggvény. Ezeket a megszoritdsokat sok konkrét () fliggvényalak ki-
elégiti, amelyeket kiilonb6z6 zajrealizacidknak neveziink. A (7.77) egyenlet szamos kiilonb6z6
zajrealizaciéval oldandé meg. Ugy tekinthetd, hogy a Langevin-egyenlet az egyedi szennye-
z6 részecskék, folyadékelemek mozgasat koveti a diffzi6 altal meghatarozott er6sségi zajban.
A (7.76) Fokker-Planck- és a (7.77) Langevin-egyenlet ugyanannak a jelenségnek két ekviva-
lens leirdsat adja (ahogy a valdszintiség-elmélet bizonyitja): a zajos mozgasegyenlet kiilonb6z6
zajrealizdciokra véletlen megoldasokra vezet, amelyek r helykoordindtdinak eloszldsa minden
pillanatban val6szintiség-eloszlast definial. Ez éppen a (7.76) P(r, t) megoldasa, amely a (7.77)
kezddfeltételeinek megfelel$ P(r, 0) kezdeti eloszlashoz tartozik.

A szennyezésterjedés leirdsara tehat két modszer is rendelkezésiinkre all: parcialis diffe-
rencidlegyenlettel (az advekcids difftiziés egyenlet vagy az azzal egyenértékd Fokker-Planck-
egyenlet segitségével), amelyek eloszlasokat adnak meg, illetve kdozonséges, de sztochasztikus
egyenlettel (Langevin-egyenlet, a difftiziés alland6 ugyanaz), amely nagyszdmu egyedi élettit
kovetését teszi lehet6vé. Az egyedi szennyezd részecskék életttjainak sokasiga adja a koncent-
raciéeloszlast és annak idSfejlédését.

A planetaris hatarrétegben a viszonylag nagy Dy, = 10* m?/s turbulens difftziéval sza-
molva a jellegzetes U = 10 m/s szélsebességgel L = 1 km-en Pe éppen egységnyi, vagyis a
diffazié hatdsa lényeges.

Vegyiik észre, hogy még a hatarrétegen beliil is, 100 km-en a Péclet-szam mar 100, vagyis a
diffazio jelentGsége mér csak 1 szdzaléknyi. Az 6cedni keveredési rétegben torténd szennyezés-
transzportban ez sokkal kisebb skdldn kovetkezik be. A hatarrétegeken kiviil rdadédsul a turbu-
lencia kétdimenzids/geosztrofikus jelleget mutat. Itt dtfogé elmélet nem létezik. Ha meg is né
a diffaziés egyiitthat6, biztosan nem olyan mértékben, mint homogén izotrép turbulenciaban.
Ha a magas légkorben Dy, = 1 m?/s-mal szamolunk, 100 kilométeren Pe = 10° adédik.

Nagyskélan tehat a diffazié hatdsa elenyész6: Pe > 1. A val6szintiség-eloszlasra (7.76)
alapjan a

oP

ot
egyenlet érvényes, amely vildgosan mutatja, hogy az anyagterjedést egyediil az dramlds okozza.
A konkrét szennyezéskovetéshez egyszertibb a megfelel§ ,mikroszkopikus” egyenletet hasz-
nélni, amely (7.77)-b6l adédéan:

= —div(vP) (7.79)

i =v(rt). (7.80)

Ez kizonséges (nem sztochasztikus) differencidlegyenlet: a passziv sodrédis egyenlete. Azt fejezi
ki, hogy a kis méretti szennyez6 részecske azonnal felveszi a koriilotte levs folyadék sebességét,
tehat mindig a folyadék sebességével mozog. Az r(t) megoldds, vagyis a szennyezd részecske
palydja mégsem feltétleniil egyszert. A sebességtér ugyanis altaldban nemlinedris fliggvénye
a helynek és idének, és az egyenlet megoldasa tipikusan kaotikus. Ebbél adédéan az egyedi
részecskepélydk bonyolult gorbék, kiterjedt szennyezddésfoltok a kdoszra jellemz6 erés meg-
nyulés és visszahajlds kovetkeztében szalas, fraktil szerkezetet mutatnak.

A kétdimenzids vagy geosztrofikus turbulencidra jellemz§ szennyezddésterjedés tobb, ko-
rabban latott videdn is megfigyelhetS. A forgékadas kisérletekben ugyanis az aramlds lathato-
va tétele legegyszertibben festék (rendszerint ételfesték) bejuttatasaval torténik, és a kiillonbozé
festékfoltok kovetésébdl kapunk képet az aramlas jellegérol.
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Kiilonosen jol latszik a szalas, fraktdl szerkezet kialakuldsa, amikor néhany lokalizalt fes-
tékcsepp bejuttatdsdval kezdSdik a folyamat, mint pl. ebben a lapos alju forgatott edényben
végzett kisérletben. A kezdeti gyors szétterjedés mutatja, hogy a festék/szennyezé anyag helyé-
rél alkotott eredetileg pontos ismeret gyorsan bizonytalanna valik, a sodrédassal jaré mozgas
elérejelezhetetlen, kaotikus.® Az a tény, hogy a festékrajzolat végig éles marad, a difftizié elha-
nyagolhat6 hatasara utal, és egyben a Taylor-fiiggonyok, -oszlopok jelenlétére is. Oldalnézetben
jol lathato, hogy a sodrédéds minden szinten ugyantgy torténik.

Osszefoglaldsként megjegyezziik, hogy a szennyezésterjedés jol tiikrozi a haromdimenziés
és a kétdimenzids/geosztrofikus turbulencia kozotti éles kiilonbséget. Kis skalan a haromdi-
menzids turbulencidra jellemzé (és hétkoznapi tapasztalatunkkal 6sszhangban levs) kompakt,
foltszerd terjedés figyelhet6 meg. Nagy skalan viszont a szdlas, gyorsan megnylé szennye-
zG6dési mintdzatok a jellemzdk, amelyeket nehéz elGrejelezni (és elleniik nehéz védekezni is),
amint pl. a tengeri olajszennyezésekrdl, illetve a vulkani hamu légkori terjedésérél késziilt mi-
holdfelvételek mutatjak.

6 A kezdeti festékrajzolat néhanyszor tiz masodperc alatt megvaltozik, a festék-elSrejelzési id6 rovid. A kis kezdeti
kilonbségek exponencidlisan feler§sodnek, amit a festékcsepp gyors megnydldsa mutat. Ez a 7.5b dbranak megfe-
lel6 erés nyirdsu (nagy ensztréfidja) tartomanyokban kovetkezik be. Ennek a feler6sodésnek a mérészdma az an.
Ljapunov-exponens, és ennek reciprokaval becstilhet6 az el6rejelzési id6. A Ljapunov-exponens hasonlé az instabi-

......

ideig jellemz6, a Ljapunov-exponens az egész mozgds soran pozitiv).



https://www.youtube.com/watch?v=n_rs6nkJrvU
https://www.youtube.com/watch?v=n_rs6nkJrvU




Utoszo az elsé részhez

L X

Célunk a kornyezeti aramldsok alapvondsainak bemutatdsa volt, az eltér§ anyagi Osszetételd
folyadékok kozos vondsaira, elsGsorban 6sszenyomhatatlansagukra alapozva. Ez 6sszhangban
van a geofizikai folyadékdinamika nemzetkozi értelmezésével, amely a folyadékmozgasra he-
lyezi a hangsulyt, és a tobb termodinamikat igényl6 vonatkozasokat (pl. fazisatalakuldsok) a
szaktudomanyokra, a meteoroldgiara, oceanografiara, geologiara hagyja. Ez az altalanos meg-
kozelités 6sszhangban van azzal is, hogy a kornyezeti &ramlasok témaja egyre inkdbb megjele-
nik a mérnokképzésben vagy altaldban az alkalmazott tudomdanyokban.

Az 4ltalanos fizikusi/geofizikusi/mérnoki szemlélet szempontjabdl levonhaté fontos — akér
alapkurzusokba is ill§ — kovetkeztetés, hogy

e a Coriolis-er§ nagy skalan a megszokotthoz képest alapvetSen 4ij mozgasformakra vezet,

e a linearis hullamok vildgdban a hang és a fény a kivételesek, er6sen diszperziv hullamok
a gyakoriak,

e nemlinedris hulldimok és egyéb nemlinedris dramlasi jelenségek ismerete megkeriilhetet-
len,

e anemlinearitas instabilitdsokat tesz lehet6vé, amelyek a kiinduldsi draml4st6l mindségileg

kiilonb6z6 dramlasokba val6 atbillenést eredményeznek,
e azinstabilitdsok vagy egymasutanjuk turbulens viselkedésre vezetnek, és ennek leirdsa 4j
szemléletet igényel,

e a fizikai megértés az elmélet és a kisérletek 6sszhangjan alapul, amelyet itt a témakorhoz
illeszked§ demonstraciés videok bemutatdsaval illusztraltunk.

Mindezek 6sszefoglalasaként érdemes megnézni ezt a hosszabb, kommentalt kisérleti 6ssze-
allitast, amely egyben ismétlésiil is szolgalhat, de bemutat eddig nem targyalt jelenségeket is.

A foldilégkor allapotanak pillanatnyi ttekintésére ad lehetSséget a Zoom Earth oldala. Ezen
,megfigyels kisérletez6ként” kdvethetjiik nyomon az aktudlis turbulens dllapotot, 10 perces fris-
sitési id6kkel, kiilonb6z6 mennyiségeket megado térképeken.

Befejezésként emlitjiik, hogy a klimavaltozas kérdése szorosan kapcsolédik témankhoz.
Alapvetd kiilonbség, hogy mig mi minden kiils6 paramétert (pl. az Egyenlit6—sarkvidék
hémérséklet-kiilonbséget) hallgatélagosan idSben dllandénak tekintettiink, a klimavaltozas so-
ran azonban ezek a paraméterek valtoznak. A részleteket tekintve a nemzetkozi irodalomra
utalunk, de az itt bemutatott anyag annak el§zetes ismereteként mindképpen hasznos. Ezek a
jelenségek univerzélisak, hiszen mas bolygokon is megfigyelhetSk, ezért nem kétséges, hogy a
klimavaltozés soran is jelen vannak.

Altaldnos értelemben a klimavaltozas dinamikéja egy eddig kevéssé tanulmanyozott kate-
goriaba tartozik, a paramétervéltozasnak kitett, feltehetSen kaotikus rendszerek dinamikéjaba.
Erdemes tudni, hogy ebben az osztélyban instabilitdsok nemcsak médosulhatnak, hanem a pa-
ramétervéltozas kovetkeztében akar teljesen 4j instabilitdsok, veszélyes atbillenések is bekovet-
kezhetnek.



https://www.youtube.com/watch?v=S0_-uITuxYQ
https://www.youtube.com/watch?v=S0_-uITuxYQ
https://www.youtube.com/watch?v=S0_-uITuxYQ
https://zoom.earth/maps/




Osszefoglalé tablazatok

Aramlé kozegek fontosabb anyagi paraméterei

7.1. tdbldzat. A viz és a levegd legfontosabb anyagi paraméterei légkori nyoméson és 20 fok hé-
mérsékleten. Az egyes mennyiségek rendre stirtiség, kinematikai viszkozitas, hédifftiziés dllan-
do, tipikus diffaziés dllandd, hétagulasi egytitthatd, alland6 nyomdson mért fajhd, hangsebesség.

00 v K D u Cp Chang

l<g/rn3 m?/s m?/s m?/s 1/fok J/ (kg fok) m/s
viz 108 1,0-107% 14-1077 s6: 14-107° 21-107% 42-10% 15-10°
LEVEGO 1,2 15-107° 2,1-107% vizgéz: 24-107° 34-107% 1,0-10> 34-10?

7.2. tdbldzat. Néhany bolygé légkorének fontosabb paraméterei. A bolygé sugara (az 6ridsboly-
gok sugaran a legkiilsg 4tlatszatlan felhGréteg kozponttdl mért tavolsdgat értjiik), forgdsi szog-
sebessége, felszini atlagstirtisége, nyomasa, h6mérséklete és nehézségi gyorsuldsa, a troposzféra
vastagsaga, hangsebesség. Tobbségiikben kerekitett értékek. Osszehasonlitdsként a Fold légko-
rének adatait is feltiintettiik.

R Q 00 po To 8 H Chang

km 1/s kg/m3 kPa K m/s® km m/s

VENUSZ 6000 3-1077 65 9200 730 89 70 410
MARS 3400 7-107° 0,02 0,7 210 3,7 40 250
JUPITER 72000 1,8-107* 1,3 70 150 25 50 1000
FOLD 6370 7,3-107° 1,2 100 288 9,8 10 340

7.3. tablazat. A Fold belseje araml6 kozegeinek anyagi paraméterei, becsiilt értékek. Az egyes
mennyiségek rendre stirtiség, kinematikai viszkozitas, hédifftziés dllando, vezetSképesség, hs-
taguldsi egytitthato, dlland6 nyomdason mért fajhs, hangsebesség.

Q v K T o Cp Chang
kg/m*> m?/s m?/s 1/(Ohmm) 1/fok J/ (kg fok) km/s
FOLDKOPENY 45-10° 2-107 10°° 1 35-107°  1,3-10° 7

KULSO MAG 104 107 10°° 5.10° 3.10°° 7-10% 10
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Dimenziétlan ardnyszamok

DIMENZIOTLAN SZAM

Rossby-szam
S—
Ro=

Reynolds-szdm

_ uL
Re = =7

Froude-szam
Fr= -

VsH

B paraméter

_ BL
Be—ffo

Ekman-szam

J— 1%
Ek = rmim

BelsS Froude-szam
=4 —=_U
NH /o H
Frekvencia-arany
n=2
| fol

Burger-szam
2
_ (NH
Bu= ()
Rayleigh-szam

_ agATH?
Ra = = —

Richardson-szdm

. N2
Ri = G ay
Péclet-szam
Pe = UYL

D

(OssZEFOGLALO TABLAZATOK

7.4. tablazat. A nagyskalaju kornyezeti aramlasokat jellemzé legfontosabb dimenziétlan szamok.
Az Ekman- és Péclet-szamokat a turbulens viszkozitassal képeztiik, a Richardson-szam értéke a
hatérrétegre vonatkozik. Laboratériumi mérésekben az fj Coriolis-paraméter szerepét a forgatasi
szogsebesség kétszerese, 2() veszi at, a Be paraméter pedig az aljzat y meredekségével adhaté
meg: Be = yL/H.

TIPIKUS ERTEKE A FOLDON
LEGKOR OCEAN
0,1 0,1-0,01
1012 1011
102 102
0,1 0,1-0,01
turbulens viszkozitassal
10~4 10-°
102 102
102 102
1 1-0,1
10" 10
1 1
nagy skalan
104 10°
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Jellegzetes tavolsdagok

7.5. tdbldzat. A kornyezeti aramlasokat jellemzs legfontosabb tavolsagjellegti mennyiségek. Az 1’
mennyiség a vizszintes sikbeli sebességfluktudciok jellegzetes értéke. Az Ekman-féle hatarréteg
vastagsagat a vy, turbulens viszkozitassal képeztiik. Laboratériumban az fy Coriolis-paraméter
szerepét a forgatasi szogsebesség kétszerese, 2() veszi at.

TAVOLSAGOK TIPIKUS ERTEKEK A FOLDON (km)
LEGKOR OCEAN
Rossby-sugér
R=Ys" _ [ R 3000 2000
|fol Er
Kritikus hullamhossz
Ae=2m, [ =2mL\[ 52 6280 628
Ekman-réteg vastagsag
D=rn % = HnV2Ek 1 0,04
Bels6 Rossby-sugar folytonos rétegzettséggel
r_ NH _ V8H _ 1 Ro
RE=16 = “or =L & 1000 >

Rhines-hossz

—
Lr = 8] 1000 100
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Kozelitések

(OssZEFOGLALO TABLAZATOK

7.6. tabldzat. A hasznalt kozelitések attekintd tablazata

KOZELITES NEVE
Osszenyomhatatlan

Idealis
Sekély

Merev lap
Geosztrofikus

f-sik

B-sik
Kvazi-geosztrofikus
Boussinesq

Egyenletes rétegzettség

Kétrétegd

Redukalt
sekélyfolyadék-modell

FELTETELE

Aramlas lassabb a hangnl:

U<c

Viszkozitas kicsi: Re > 1
Vizszintes méret nagy:
H<L

Felszini mozgdas gyenge a
belsé mozgasokhoz képest

Coriolis-eré és nyomds
domindl: Ro — 0

A bolyg6 gorbiilete nem
lényeges: B =0

Kiterjedés kisebb a bolygé
sugaranal, fL < fy

Kis eltérés a
geosztrofikustél Ro < 1

Kis stirtiségingadozas
/!
0" < Qo

Profil allandé6 gradiensti:
N = konstans

Stirtség eltérs konstans a
két rétegben

A vastag réteg nem mozog

ELHANYAGOLT JELENSEG
Hang, 16késhullam

Kozegellenéllds, szélnyiras

Mélyvizi hullamok, erés
felaramlasok, felfelé haladé
energia

Felszini hulldmok, barotrép
moédusok

Idé6fiiggs mozgdsok,
hullamok

Rossby-hulldm,
peremaramlatok

Az egész bolygora kiterjedd
mozgéasok

Gyors mozgésok, Poincaré-,
Kelvin-hullamok

Nagy stirtiségvaltozédssal
jaré folyamatok

Bels6 hullam elhajlésa,
torése, visszaverddése

Felfelé haladé belsd
hullamok, magasabb

moédusok

Ellendramok, baroklin
instabilitds
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8. fejezet

Forgatott homogén kozegek aramlasa
(folytatas)

8.1. Az orvényvektor egyenlete

A hidrodinamikai mozgasegyenlet alapjan Osszefiiggést kapunk az 6rvényesség valtozasara.
A forgatott folyadék

dv = —2Q0 x v —grad (P —|—gz) + VAV (8.1)
dt Qo
Navier-Stokes-egyenletébSl a w = rotv orvényvektor idSfejlédésére lehet kovetkeztetni.

A kapott forma elénye, hogy abban a nyomads és a konzervativ er6 nem jelennek mér meg.
A (vgrad)v = grad v?/2 + rot v x v azonossag felhasznélasaval az allando stirtiség esetén ér-
vényes (1.28) egyenlet a

2
a—v:—(w—l-ZQ)xv—grad Z+E+gz + VAV (8.2)
ot 2 0o
alakot olti. Az egyenlet rotacidjat véve:
Jw
-7 ot [(w+20Q) xv] =vAw. (8.3)

Mivel a forgatas ) frekvencidja idében dllandd, az id6- és térbeli derivéaltakban az drvényvek-
torhoz hozzdadhatjuk 20)-t. Ezért érdemes bevezetni az wr teljes 6rvényességet (melyet néha
abszolut drvényességnek is hivnak) mint az w relativ 6rvényesség és a 20} Coriolis-paraméter
Osszegét:

wr = w +2Q. (8.4)

Az drvényességi egyenlet teljes 6rvényességre vonatkozé forméja:

d
% + rot [wr X v|] = VAwrT. (8.5)
Furcsénak ttinhet, hogy w-hoz a forgatasi szogsebesség kétszerese adddik hozza. Ennek oka
az, hogy rot v szemléletes jelentése a folyadékkal merev testként egytitt forgé test szogsebessé-
gének a kétszerese. (Ha 1/2rot v-t tekintenénk 6rvényességnek, akkor ahhoz csak ) adédna
hozza.)
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A rot(a x b) = (bgrad)a — (agrad)b + adivb — b div a azonosségot és v és w divergen-
ciamentességét felhasznalva:

d
% = (wr grad)v + vAwr, (8.6)
ahol a (vgrad)wr tag beolvadt a teljes derivéltba. Ebbdl magara az drvényvektorra kapjuk,

hogy:
dw

T (wgrad)v + (2Q grad)v + vAw. (8.7)
Az (1.35) dimenzi6tlanitas utan:
Roi;: = Ro(w grad)v + (2ngrad)v + %Aw. (8.8)

A gyors forgatdsnak megfelel6 Ro < 1 hatdresetbdl egységnyi derivéltakat feltételezve idedlis
folyadékra (n grad)v = 0 adodik, amely szerint dv/dz = 0. Az (1.51), (1.53) Taylor-Proudman-
tétel tehat kovetkezik az orvényvektor dinamikéjabdl is.

A (8.6) alakbdl leolvashaté az is, hogy idedlis folyadék kétdimenziés aramlasaban ateljes or-
vényesség megmarad6 mennyiség. Ha ugyanis a sebességvektor az (x, y) sikban fekszik, akkor
az orvényvektor z iranyu. Ezért az (wr grad) operacié a sebesség w fiiggbleges komponensére
hat, de kétdimenzioés dramldsban w = 0. A teljes 6rvényvektor {7 fligg6leges komponensére
ezért

ddr

— = VAT (8.9)

Kétdimenzios strléddsmentes d&ramldsban tehét a teljes 6rvényvektor { fligg6leges komponen-
se allandé:
{r =+ 20 = konst. (8.10)

Ez azt jelenti, hogy ha egyiitt mozgunk a folyadékelemmel, akkor {r-t id6tdl fiiggetlennek ta-
laljuk.
Végiil megadjuk a (8.9) drvényegyenlet kifejezését az aramlasi fiiggvénnyel:

dfr _df _|dAy _ |9 0po 9ol 2
gt " | ar ot Taxay ayox) MY TVAY (8.11)

Itt folhasznaltuk, hogy minden sikbeli 6sszenyomhatatlan dramldshoz tartozik egy (1.58) aram-
lasi fliggvény, amelybdl az 6rvényesség a { = Ay Osszefiiggés alapjan kaphaté meg. A 2. feje-
zetben targyalt (2.52) kvézi-geosztrofikus egyenlet ennek a kétdimenziés 6rvényegyenletnek
altaldnositdsa a potencidlis 6rvényesség megmaraddsara ideélis folyadékban.

8.2. A cirkulaci6 valtozasa

A fentiek alapjan az 1.1. dbra kvalitativ képének tizenetét matematikai formdban is meg tudjuk
adni. A cirkulaci6 a sebességvektor korintegrélja:

FE/Vds, (8.12)
C

ahol C tetszGleges gorbe, amely egyiitt mozog a folyadékkal. A hagyomanyos hidrodinamika-
ban a cirkuldcié megmaradé mennyiség alland¢ strtiségt ideélis (v = 0) folyadékban.
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A cirkulacié id(’iderivéltja

dt dt/ vds — —ds—i—/v ds. (8.13)

A maésodik tag nulla jarulékot ad, mivel ds id6derivaltja dv, hiszen a gérbe maga is folyadékként
mozog, de [, vdv = [,1/2dv?, ami teljes derivalt, ezért korintegralja nulla. Az els§ integralba
a (8.1) mozgasegyenletet v = 0-val beirva, a gradiens-tag nem ad jarulékot, igy

dr / 20 x v ds. (8.14)

A vonalintegralt atirhatjuk feliiletivé (Stokes-tétel) az argumentum rotécidjat véve. A (8.6) fe-
letti azonossagot haszndlva
ar
dt

ahol a feliileti integral tetszéleges olyan (egyszeresen Osszefiiggs) A feliileten torténhet, amely-
nek C a peremgorbéje. Valasszuk az A feliilet normadlisét a z, azaz () irdnydba mutaténak. Ek-
kor a sebességnek csak a fliggSleges, w komponense marad meg, amelyre az (Q) grad) = 9/0z
operétor hat, tehat (0w /dz-t kell integrdlni az A feliileten. A divergenciamentesség miatt azon-
ban 0w/ 9z a sikbeli divergencia ellentettje, amely utébbirdl a (2.11) osszefliggésben lattuk, hogy
adA/dA lokalis teriiletndvekedési ardnnyal azonos. Igy végiil az [ dA integréal végzend§ el, de
ez a teriilet id6derivaltja. A T cirkuléci6 véaltozasdnak mértéke:

/(20 grad)vdA, (8.15)

dr dA
- = 20—, (8.16)

aranyos a forgatds er&sségével és a konttr forgastengelyre merdéleges vetiilete teriiletének id6-
beli valtozasaval. Ez Bjerknes tétele homogén folyadékra. Forgatott kozegben a cirkulacié tehat
nem marad meg. Ha a vizsgalt konttr Ggy mozog, hogy meréleges vetiiletének tertilete csok-
ken, akkor pozitiv forgatdsi irdny esetén a I cirkuldcié né, és forditva, 6sszhangban az 1.1. dbra
kvalitativ képével. A (8.16) cirkulaciététel tehat a Coriolis-hatds egyik hidrodinamikai kovet-
kezménye.

A Stokes-tétel alapjan a cirkuldcié az drvényvektor feliileti integralja

r— / wdA, (8.17)

ahol A az a feliilet, amelynek pereme a C gorbe. A cirkuldcié id6derivaltja

dt dt/ wdA — / dA+/w (8.18)

Az elsé tagba az o6rvényvektor (8.7) teljes derivéltjat beirva v = 0-ra:

ar

= / [(wgrad)v + (20 grad)v] dA+/w;tdA- (8.19)

(8.15) szerint a kozéps6 kifejezés a cirkuldci6 idéderivaltja, ezért

/w;tdA =— /(w grad)vdA, (8.20)

vagyis a tertiletvaltozédssal kapcsolatos tag kifejezhets egy, a térmennyiségeket tartalmazé felii-
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leti integrallal. Ezt az azonossagot (8.18) masodik tagjdban alkalmazva,

Zl; = / [‘Zj —(w grad)v} dA. (8.21)

A teljes cirkuldciot a (8.10)-ben definiélt wr teljes 6rvényesség feliileti integraljaként defini-
aljuk:
I't = /wTdA = /wdA +20nA =T +20nA. (8.22)

Ennek derivéltjat véve és hasznalva a I cirkuldci6 (8.16) iddfiiggését vagy (8.6)-ot, azt kapjuk,
hogy a teljes cirkulaci6 forgatott idealis folyadékban megmarad:

dl'r

Figyelemre mélt6, hogy mikdzben az wr teljes 6rvényesség harom dimenziéban nem megma-
rad6 mennyiség, feliileti integralja: I'r megmarad (rdadasul tetszSleges feliileten).

Kis dA feliiletet valasztva, amelyen az 6rvényesség konstans, azt kapjuk, hogy a teljes or-
vényesség és a feliiletelem wrdA szorzata allandé a mozgds soran. Ha ezt a sekély folyadékok
specidlis esetére alkalmazzuk, amelyekben az dramlés oszlopos szerkezet (2.2. dbra), és a teljes
orvényesség a forgatas irdnyéba (a z irdnyba) mutat, a feliiletelemet valaszthatjuk erre merdle-
gesen, amibdl a {Td A szorzat dllanddsagat kapjuk. Ezt a h helyi folyadékmélységgel bévitve, a

% [ghT(dAh)} = 4lland6 (8.24)

megmaradasi tétel adédik. Mivel azonban d A h a folyadékelem térfogata, amely az 6sszenyom-
hatatlansag miatt allando, a {7/h mennyiségnek, vagyis a (2.24) potencialis 6rvényességnek is
allandénak kell lennie ({7 dnmagaban nem &lland6, mert w nem ttinik el). Ez a megmaradasi
torvény tehat gondolatmenetiinkben a cirkuldciotétel kovetkezményeként adédik.

8.3. Magnetohidrodinamikai aramlasok forgé égitestek belsejében

A Naprendszer legtobb bolygdjdnak magja legbeliil szildrd, de a kiils6 magok meglehet&sen
folyékonyak. A kozeget az ott uralkod6 igen magas hémérsékleten ionok és elektronok alkotjak.
A Fold esetében a kiilsé mag elektromosan jol vezet§ folyékony fémet (f6leg vasat) tartalmaz, de
szinte az Osszes tobbi bolygd — koztiik az dridsbolygdk — belsejében is fémesen vezets folyékony
zona taldlhat6. A folyékony kézeg mozgasat a jelentés hdmérséklet- és stirtiségkiilonbség inditja
be. A toltott részecskék magneses térben mozogva elektromos dramot hoznak létre indukci6
révén, és az dram magneses tere hozzdadodik az eredetihez. Ha ez a magneses teret erdsiti,
mdgneses dinamé hatas 1ép fel, és jelent@s tér alakulhat ki. A belsé vezets kozeg dramlésa tehat a
bolygok mégneses terének sziikséges feltétele. Az egyetlen méagneses tér nélkiili bolygé a Mars,
belseje tgy tlnik, jelen dllapotaban kihdlt, szilard allapotda.

A bolygék magjaban az dramlas és a magneses hatds 0sszecsatolédik. Az alapjelenség meg-
értése érdekében attekintjiik a plazmak (ionizalt gazok és folyékony fémek) mégneses térbeli
aramlasat leir6é aun. magnetohidrodinamika (MHD) elemeit.
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8.3.1. A Maxwell-egyenletek és a magnetohidrodinamikai kozelitések

Tekintsiik at el6szor az elektromédgnesség egyenleteit homogén, izotrép kozeget feltételezve, az
E elektromos térerGsséget és a B magneses indukciévektort hasznalva. A gerjesztési torvény és
az indukci6s torvény
oE oB
rotB = uj €—, rotE = ——, 8.25
Hitpes, 5 (8.25)

a terek orvényességét adjdk meg, a Gauss-torvény €s a magneses Gauss-torvény
divE = ¢./¢, divB =0, (8.26)

pedig a forrasossag mértékét. Az anyagi paraméterek: y a kozeg magneses permeabilitdsa, € di-

elektromos permittivitdsa és ¢, az elektromos toltésstirtiség. A j dramstirtiség és a térerGsségek
kapcsolatat v sebességti aramlasban az Ohm-torvény adja meg:

j=0v+o(E4+vxB), (8.27)

ahol o a vezetSképesség. Itt feltételezziik, hogy a kozeg v sebességgel dramlik. A zardjel ma-
sodik tagjdnak szemléletes jelentése a Lorentz-erébdl adodoé térerésség. Pontosabban, (8.27) az
elektromos térerésség Lorentz-transzformdciGjanak klasszikus hatéresetébdl kovetkezik.! Az
Osszefliggés mutatja, hogy a kdzeg mozgasa akkor indukal daramot, v x B akkor tér el nullatol,
ha az dramvonalak metszik a magneses er6vonalakat, ha v nem parhuzamos B-vel.

A magnetohidrodinamika legegyszertibb, nagy vezetSképességi anyagra vonatkozé, nem-
relativisztikus valtozatdban a kovetkezs kozelitések érvényesek:

o Az aramlo6 kozeg kiviilr6l semleges, az elektronok és ionok 6ssztoltése nulla, igy a helyi o,
eredd elektromos toltésstirtiség csak kis fluktuacidk kovetkeztében jelenhet meg, amelyek
a jo vezetSképesség miatt gyorsan kihalnak. Ezért jogos a

00 ~ 0 (8.28)
kozelités.

e A plazmak altalaban nem maégnesezhetS§ anyagok, és nem is polarizélhatéak dielektri-
kumként. Az €, és y, relativ permittivitas, illetve permeabilitas ezekbdl a folyamatokbol
adddna. Jogos tehat az €, = p, = 1 kozelités, vagyis

€~ €, U R Uo. (8.29)

Annak ellenére tehat, hogy kozegekrdl van sz6, a vdkuum permeabilitdsat és permittivita-
sat hasznélhatjuk.

o A (8.25)-beli gerjesztési torvény mdasodik tagjdban (8.29) értelmében ey jelenik meg. Az
elektrodinamika alaposszefiiggése szerint ez az egyiitthaté a ¢ vakuumbeli fénysebesség
négyzetének reciproka (c> = 1/(egpp)). Mivel a magnetohidrodinamikai d&ramlasok &l-
talaban sokkal lassabbak a fénysebességnél (a Fold kiils6 magjdban pl. U ~ 1 mm/s), a
masodik tag gyakorlatilag nincs jelen, az eltoldsi dram elhanyagolhato.

1Az E térerésség Lorentz-transzforméltja a v sebességgel mozgé koordinata-rendszerben E' = y(E + v x B) +
(1 —)(Ev)v/v?, ahol ¥ = 1/+/1 — v2/c2. A Klasszikus v < ¢ hatéresetben ¢ — 1.
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Ezekkel a kozelitésekkel az (8.25), (8.26) Maxwell-egyenletek alakja tehét

rot B = puoj, rotE = —%]f, (8.30)
divE =0, divB =0, (8.31)

amitaj = 0(E 4 v x B) Ohm-torvény egészit ki. Az eqyetlen anyagi paraméter a o vezetGképes-
ség. Erdemes hangstlyozni, hogy az eltoldsi &ram elhanyagolasa kovetkeztében kozelitésiink az
elektromégneses sugarzas megjelenését kizdrja.

8.3.2. Az indukcids egyenlet

Az indukci6s torvényben jelen levs elektromos térerdsséget kikiiszobolhetjitk az dramstirtiség
alapjan, majd a gerjesztési torvényt hasznélva:
B j 1
— = —rotE = —rot [~ —v X B| = — rotrotB + rot[v x B|. (8.32)
ot o (og 7

igy olyan egyenlethez jutunk, amely meghatarozza a magneses teret a sebességtér ismeretében.
A rotrotB = grad div B — AB azonossag és a magneses tér forrdsmentessége ismeretében ez
tovabb egyszertisodik:

%1: = rot[v X B] + v,AB, (8.33)

ahol v,, = 1/(po0) az an. migneses viszkozitds. Az elnevezést az motivalja, hogy a v, AB kife-
jezés azonos szerkezet(, mint a viszkozitds hatdsat az (1.28) Navier-Stokes-egyenleteben leiré
vAv tag. Fizikailag a vezetSben Joule-hé képzddik, és az energiaveszteség anndl nagyobb, minél
kisebb a vezetSképesség. (8.33) az dramlds altal keltett magneses tér alapegyenlete, réviden az
indukciés egyenlet.

A szokésos dimenziétlanitas utdn (a B teret tetsz6leges egységekben mérve, hiszen az kiesik
az eljaras soran)

oB 1
ahol megjelent az
UL uz/L hidrodinamikai gyorsulés
" Uy Hool vuU/L?  magneses viszkozitdsbél adédé gyorsulas (8:35)

mdgneses Reynolds-szdm. A hagyomanyos Reynolds-szamhoz hasonléan a viszkozitds, az elekt-
romos ellenallasb6l ad6d6 fékezddés fontossagat méri az dramlasban. Idedlis vezetSben o = oo,
és Rm = co.

A szamértékeket tekintve yg = 1,3-107% kgm/ (AZ%s), amit becslésekben vehetiink 10~°-
nak SI egységekben, és a Fold kiils6 magjéra o = 5-10° 1/(Ohm m) = 5-10° A%s®/ (kg m3)

vezetSképesség jellemzé (7.3. tablazat). EbbSl a magneses viszkozitds v, ~ 2 m?/s, mintegy
hat nagysagrenddel nagyobb, mint a felszini kdzegek kinematikai viszkozitdsa. A magneses
Reynolds-szdm meghatdrozasdhoz sziikség van az U = 1 mm/s tipikus sebességen kiviil az
L linearis méretre. Becslésiinkben tekintsiik ezt L = 2000 km-nek, ami a kiils6 és bels6 mag
sugarai kozotti kiilonbségnek felel meg nagysagrendileg. Ezzel Rm ~ 10-t kapunk, vagyis 1-
nél sokkal nagyobb magneses Reynolds-szamot. Hasonlé adatok érvényesek a tobbi folyékony
magu bolygoéra, ezért a tovdbbiakban a AB tagot elhanyagoljuk az indukciés egyenletben.
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Erdemes felismerni a (8.33) indukciés egyenlet és az w 6rvényesség vagy wr teljes 6rvényes-
ség (8.5) egyenlete kozotti hasonlésagot. Mivel matematikai szerkezetiik azonos, tigy, ahogyan
idedlis folyadékban kovetkezik a teljes cirkulacié (8.23) megmaraddsa, ami wr feliileti integral-
ja, éppugy kovetkezik most a B térerdsség feliileti integraljanak, vagyis a ® = [ BdA magneses
fluxusnak a megmaradasa ideélis vezetd kdzegben:

do

= =0. (8.36)

Ez azt jelenti, hogy a mdgneses fluxus a folyadékkal egyiitt mozog. Nagyon kis feliileteket véve azt
mondhatjuk, hogy ha a folyadékelemek egy pillanatban magneses er6vonalakra esnek, akkor
aramlas kozben végig azon maradnak. Az aramlds , maga el6tt tolja”, ,magaval htizza” a mag-
neses erévonalakat. Ez a mdgneses tér befagydsa idedlis vezet§ aramlasaban.

8.3.3. A hidrodinamikai mozgdsegyenlet

A toltott részecskék dramlédsat elektromégneses tér jelenlétében befolyasolé Lorentz-er§ megje-
lenik a Navier-Stokes-egyenletben mint j, f kiils6 tomegerd. Egyetlen, v sebességgel mozgo, g
toltést részecskére ennek jol ismert alakja

F=g(E+vxB). (8.37)

Az eredd er$ egységnyi térfogatban a ) g = 0. ered§ toltésstirtiséget és a ) qv dramstirtiséget
tartalmazza, vagyis a Lorentz-er§ f térfogati stirtisége

f=jxB, (8.38)

ahol hasznaltuk, hogy 0. ~ 0.
A forgatott kozeget leir6 (1.28) egyenlet jobb oldaldhoz f/0¢-t, az egységnyi tomegre hat6
erét hozzdadva, ahol g a tomegstirtség,

dv 1 1
— =20vxn+ —jxB— —grady/, 8.39

és p’ a hidrosztatikai nyomastol valo eltérést megadé dinamikai nyomas. A viszkozitasbdl ad6-
d6 tagot nem frtuk ki, hiszen a kinematikai viszkozitas a kiils6 magban is kicsi (v = 107® m?/s,

nagysagrendileg akkora, mint levegében és vizben). Az 6sszenyomhatatlansidg miatt természe-
tesen tovabbra is divv = 0. A (8.39) a magnetohidrodinamika alapegyenlete, amelyet a

aa—]: = rot[v x B] (8.40)

indukciés egyenlet egészit ki (elhanyagolhat6 veszteségek esetén), az dramstrtiség

j=0c(E+vxB) :irotB (8.41)
Ho
kifejezéseivel, és a terek (8.31) divergenciamentességi feltételeivel.
Erdemes a (8.39) mozgasegyenletet is dimenzi6tlanitani. A szokasos hidrodinamikai di-
menziétlanitdst kiegészitjiik azzal, hogy a magneses térerdsséget a jellegzetes By érték egysége-
iben mérjiik és haszndljuk, hogy az dramstrtség egysége (8.27) szerint cUBy. A dimenziétlan



220 8. FORGATOTT HOMOGEN KOZEGEK ARAMLASA (FOLYTATAS)

egyenlet
ROI/Z = +v xn—gradp’ + Elj x B, (8.42)
ahol Ro az (1.1) Rossby-szam, El pedig egy 14j dimenziétlan kombindci6, az
B2 & & 2 14 z
o 98 _ Lorentz er9b91 adodo g}yorsulas (8.43)
12Q2| 00 Coriolis-gyorsulas

Elsasser-szdm (W. Elsasser (1904-1991), amerikai fizikus, a foldméagnesség eredetének vezet§
kutatéja.) Ez a szdm a Lorentz-erd fontossagat méri a Coriolis-er6hoz képest. 1-nél nagyobb
értéke utal arra, hogy a Lorentz-er§ domindl. (Az indukcids egyenlet és a divergenciamentességi
feltételek dimenziétlanitdsab6l nem adédnak tovabbi ardnyszamok.)

8.3.4. Geosztrofikus dramlds a magban

A Fold kiils6 magjdban uralkod6 térerésséget By = 4 - 10~* Tesldnak tekintve a 7.3. tabla-
zat adataival, és 2Q-t 10~* 1/s-ként becsiilve, EI = 0,08. A magneses hatds tehat gyengébb,
mint a forgdsbdl szarmazo. Ugyanakkor a Rossby-szdm L = 2000 km-rel szdmolva Ro =
1073/(107*2-10°) = 5- 107, kisebb, mint a Fold felszinén zajl6 dramldsokra.

Els6 kozelitésben tehat azt mondhatjuk, hogy mind a Rossby-szdm, mind az Elsasser-szam
elhanyagolhatéan kicsi. A (8.42) egyenletben tehat csak a jobb oldalon all6 els§ két tag marad
meg: a Coriolis-er6t a nyomadsi er6 kompenzalja. Ervényes tehat az (1.56) egyenlet, azaz els§
kozelitésben a lasst aramlasok a kiilsé magban geosztrofikusak, a migneses tértdl fiiggetleniil.

A geosztrofikus dramlasokra érvényesek az 1.7.1., 1.7.2. fejezetek allitasai: a kiils6 magban
a forgastengellyel parhuzamos (észak-déli iranyitottsdgti) Taylor-oszlopok jelenhetnek meg, és
ha van ezeken beliil &ramlds, akkor az (1.53) szerint kozel dlland6 sebességt, legaldbbis a pere-
mektdl tdvol. A sematikus 8.1. dbra két Taylor-oszlopot mutat, amelyek a kiils6 magban hosszan
elnytlnak a forgastengely iranydba a belsé magot koriilvevs érint6hengeren kiviil. A geosztro-
fikussag egyik altalanos megszoritasa, hogy az érint6hengeren kiviili anyag nem dramolhat be
a henger belsejébe.

Perturbéaciéként tobb hatas is jelen van, amelyek koziil a hémérséklet-kiilonbség (a kiilsé
mag aljan kb. 6000 K, a tetején pedig 4000 K a hémérséklet) kovetkeztében kialakul6 konvekcié
a legjelentSsebb. Ez beindit dramldst, amely helyenként a forgastengellyel parhuzamos Taylor-
oszlopokba rendezédik. Az egyenlitSi siktdl tdvolodva ezekben csokken a hémérséklet, ezért
lassti &ramlés johet létre a Taylor-oszlopokon beliil az egyenlitsi sik felett északi, alatta déli
iranyban. Ezzel parhuzamosan az ilyen oszlopokban az egyenlitSi sikban bedramlés torténik
az oszlopba, a mag fels§ hataran pedig kidramlas.

Anélkiil, hogy részletekbe mennénk, emlitjiik, hogy a legegyszertibb elképzelés szerint a
magneses erévonalakat az dramlds a magneses tér befagydsi tulajdonsaga (8.3.2. fejezet) sze-
rint maga el6tt tolja, a tengely irdnydban megnyjtja, és a hengerekben halmozza fel. Végiil is
a forgastengellyel parhuzamos Taylor-oszlopokban torténé dramlas hozzajarul ahhoz, hogy a
bolyg6k magneses tere kialakul, és jo kozelitéssel a forgastengellyel parhuzamos irdnyftottsagu.
(Ez az egyszerti kép nem ad magyarazatot sok fontos részletre, pl. arra, hogy a Fold esetén a
maégneses p6lus nem pontosan az Eszaki-Sarkon van, és hogy a magneses tér idénként hirtelen
— természetesen a geoldgiai id6skalan — atfordul.)

A kornyezeti aramlasok szempontjabdl fontos tudatositani, hogy a Fold kiils6 magja is gyor-
san forgo6 folyadék, amelynek geosztrofikus aramldsa befolyasolja az élet 1étrejotte és fennmara-
désa szempontjabdl alapvetSen fontos magneses tér szerkezetét is. Bevilagité szemléletes kap-
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8.1. dbra. A kiils6 magban zajlé dramlas két Taylor-oszlop berajzolésaval illusztralt sematikus
képe. A fekete gomb a belsé magot jelzi, koriilotte az érintS henger, a kiils6 gomb a mag és a
kopeny elvalaszto feliilete.

csolat adodik a (8.43) Elsasser-szam alakjabol, ha azt By-ra rendezziik kozel egységnyi El érték-

kel:
By ~ \/mo_"\)o. (8.44)

Mégneses tér csakis forgé bolygékon alakulhat ki, és nagysdga annal nagyobb, minél gyorsabb
a forgds. Mindehhez a kézegnek véges vezetGképességtinek kell lennie (o # c0).

8.3.5. Tehetetlenségi magneses hullimok

Ahogy a természetes kozegekben, a kiils6 magban és mindenfajta forgatott plazméban kiala-
kulhatnak hulldmok gyorsan valtozé kiils6 hatéds, a mag esetében pl. foldrengés kovetkeztében,
amelyek méar nem geosztrofikusak. Konkrét leirdsukhoz érdemes kikiiszobolni a mégneses tér-
rel kapcsolatos vektoridlis szorzatokat a (8.39), (8.40) egyenletekbdl.

A hidrodinamikai mozgésegyenletben a j = rot B/ alakot és a rotB x B = (Bgrad)B —
grad B2/2 azonossagot haszndlva

dv 1 1
— =20vxn+ —(Bgrad)B— —grad p’, 8.45
i oopig B Brad)B — o -gradp (8.45)

ahol az 4j p” dinamikai nyomaésba beolvasztottuk a B2/ (2jo) tagot, ami valéban nyomas mér-
tékegységi. Az indukcids egyenletben hasznaljuk, hogy rot[v x B] = vdivB — Bdivv +
(Bgrad)v — (v grad)B, ami a divergenciamentességek miatt a

B
aat = (Bgrad)v — (vgrad)B (8.46)
alakra vezet. A (8.45), (8.46) egyenletek a (8.31) feltételekkel meghatarozzék a csatolt (v, B)
tereket. Ezekben az egyenletekben nem jelenik meg a vezetSképesség, tehat leirhat6 veliik a
idedlis vezets§ (o — o0) esete. A tovabbiakban mechanikai és elektromos veszteségektSl mentes
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kozeg mozgasat tanulményozzuk. A (8.27) dramstrtség ekkor csak tigy lehet véges, ha
E=—-vxB, (8.47)

vagyis az elektromos térerdsség megkaphat6 a (v, B) terek ismeretében, és mindig merdleges
lesz a sebesség és a magneses tér kozos sikjara.

A hulldm konkrét jellegét illetGen tegytik fel, hogy a forgatott rendszerben adott egy By kons-
tans méagneses tér, és az alapéllapot dramldsmentes. Azt vizsgéljuk, milyen hulldm johet létre a
(v = 0,B = By) alapallapotban a B és v terek kis megvéltoztatasara. Ennek érdekében lineari-
zaljuk a (8.45), (8.46) egyenleteket, amelyekben B = By + B, ahol B’ kicsi, és a v sebességvektor
nagysdaga is kicsi. A masodrendden kicsi mennyiségeket elhagyva a linearizalt alak

ov 1
— =20vxn— —egradp” + —(Bggrad)B 8.48
5 o g Pt oo (Bo grad)B’ (8.48)

0B

57 = (Bograd)v. (8.49)

Az egyszertiség kedvéért tegyiik fel azt is, hogy a By vektor pdrhuzamos a z irdnyt forgasten-
gellyel, vagyis n-nel. Ezért a By grad mtivelet mindentitt Byd/9dz-t jelent. Az 1.9. fejezet targya-
lasdhoz hasonléan, itt is az (x,z) sikban terjed6 sikhullimokat (k, = 0) feltételezve irhatjuk,

hogy

/!
(V/ Zl BI) - (uOI UO/ wOI PO/ BXOI B]/O/ BZO) el(kxx+kzz_WOt)/ (850)
0

amelynek alapjan a tereknek lehet y komponense is. Ezt behelyettesitve

—iwog = 2Qvg — ik Py + 20 ik 2Blo, (8.51)
QOV
—iwov —2Quy + zk B, 8.52
0% = 0 QO# ¥0 (8.52)
—iwowy = —ik, Py + oot 20k 2By, (8.53)
—inB;O = Boikzuo, —iCUOByO = Bolkzvo, —inBéo = BoikaO. (8.54)

Természetesen érvényesek a divergenciamentességbdl ad6do
kyuo + k;wo = 0, k B/O + k, B! -0 = =0 (855)

feltételek is. A (8.51)—(8.55) egyenletek az (1.79)—(1.82) polarizacids egyenletek altalanositasai
magneses tér jelenlétében.
Néhény 4ltaldnos tulajdonsag mar most leolvashaté. (8.54) vektoridlis alakban azt jelenti,
hogy
BOkZ
\4
wWo

By = — (8.56)
vagyis a hulldmban a sebesség és a magneses tér perturbdciéi azonos egyenes mentén rezegnek,
egymadssal ellentétesen. (8.55) szerint a sebességvektor és a magneses perturbacio is merdlege-
sek a k vektorra, a hulldm terjedési irdnydra: a hulldm transzverzilis.
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A diszperzids relacié meghatarozéasa érdekében helyettesitsiik be a (8.54) egyenletekbdl ka-
pott tereket a (8.51)—(8.53) egyenletek jobb oldalara. Atrendezés utén kapjuk, hogy

2
i I:—C(JQ + (BOkZ)1:| Ug = ZQUO — ikxpo, (857)
QoMo Wo
Bok,)? 1
i [—wo + (0)] v = —2Qug, (8.58)
OoHo Wo
2 1 2
i [—wo+ (Bokz) ] k—;‘uo = ik, Py, (8.59)
Ootto  wo | kZ

ahol az utols6 egyenletben hasznaltuk, hogy (8.55) szerint wy = — (kx/k;)up. A (8.59) egyen-
letbdl ik, Po-t (8.57)-be helyettesitve a jobb oldal 6sszevonhaté a bal oldallal:

2 2
(Bokz) 1] k—uo = 20y, (8.60)
OoMo Wo

i|—wo+
| :

ahol k a hulliamszdmvektor hossza. Ezt és a (8.58) egyenletet Gsszeszorozva, gyckvonds utdn
kapjuk a diszperzids reldciét meghatdrozo egyenletet:

(Bokz)*> 1 iZQkZ

QoMo Wo k

(8.61)

A maégneses tér nélkiili esetben természetesen visszakapjuk a tehetetlenségi hullamok (1.85)
diszperzids relaciojat.
Tekintsiik a masik specidlis esetet, amikor a kdzeg nem forgatott ((2 = 0), de van magneses

tér. Ekkor

=4+
v/ QoHo v/ QoMo

ahol 0 a terjedés irdnyanak a vizszintessel bezért szoge. Az ilyen diszperziéji hullimok az tn.
Alfvén-hulldmok, amelyek szinte minden plazmaban el§fordulhatnak. (H. O. G. Alfvén (1908-
1995) svéd plazmafizikus, az MHD egyik kidolgozdja, aki elsGként irta le a nevét visel§ hul-
lamokat 1942-ben). Ezekben a hullamokban a rezgés a (k, By) sikra merdlegesen, az y tengely
mentén torténik. Az Alfvén-hulldm terjedési- és csoportsebessége

wo ==+ sinf, (8.62)

wo(k) BO kz BO . % BO
c= =+ — =4 sin6, ¢ =¢grad wy(k) = + n. 8.63
k Ootlo k /000 & o(k) \/00H0 (8.68)

A sebesség fligg a terjedési irdnytdl, a csoportsebesség z iranyd, a hullam diszperziv. Az energia
mindig a By tér irdnyaban terjed. A
By

v/ QoK

mennyiség az an. Alfvén-sebesség, a hulldimok jellegzetes sebessége. A Fold kiils6 magjaban
By = 4-107* Tesla-val c4, = 4 mm/s-nak adédik. A tipikus Alfvén-frekvencia wos = ca k, a
A = 600 km jellegzetes hulldimhosszal 4 - 1078 1/s, és ez kb. 5 éves periédust jelent.

Annak érdekében, hogy az altaldnos tehetetlenségi migneses hullamok diszperzids relacidjat jol
attekinthetS formédban kapjuk, bevezetjiik az w4 jelolést az Alfvén-hullam diszperziés reldcidja

CA = (8.64)
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abszolut értékére, és wor-t a tehetetlenségi hullaméra. A (8.61) igy
w§ £ wowor — wiy =0 (8.65)

alaku. Az 6sszefiiggés jol mutatja, hogy az dltaldnos eset az Alfvén- és a tehetetlenségi hullamok
keveréke. A megoldéas

2
woziggr—li 1+4<M“> . (8.66)
woTt

Lattuk, hogy a magneses hatas gyengébb, mint a forgatdsé, ami a frekvencidk szamértékébdl
is latszik: wos ~ 4-1078 1/s, < wor ~ 107* 1/s (hiszen (1.85) szerint az wyr tehetetlenségi
frekvencia 20) nagysagrendt), ezért elég a gyokot els6 rendig sorba fejteni. Igy

Wi _ %bk
wor 2Q) gopio”
woy = 8.67
0 wor 4 @4 — ¢ (20k 4 Bi kk (8.67)
+ 0T wor ) + & 20 oopo | *

A tehetetlenségi magneses hullamoknak tehat két fajtaja 1étezik: a felsé diszperzids relacié
(8.66) szogletes zardjelében a pozitiv elGjelet véve adodik, és a tehetetlenséginél sokkal las-
sabb hulldmokat ir le. Frekvenciajuk (4-107%)2/107% = 1,6 - 10! 1/s nagysagrendd, ami t5bb
mint ezer éves periddusnak felel meg. Az als6 relacié méagneses tér altal befolyasolt tehetetlen-
ségi hulldmokat ad, de mivel a korrekcié éppen akkora, mint amit most megbecsiiltiink, ez a
korrekcié elhanyagolhat6éan csekély. A magneses hatas ebben a hullimfajtaban nem lényeges,
gyakorlatilag tehetetlenségi hullamok.



9. fejezet

A sekélység hatasa (folytatas)

9.1. Kvazi-geosztrofikus dinamika a sekélyfolyadék-egyenletekbdl

A szabad felszint sekély folyadék (2.14)-(2.15), (2.12), (2.3) egyenletei irhat6k mint

du on

= =200 —g-, (9.1)

dv on

E = —ZQU - g@/ (9'2)
%(q—d) = —Hdivu— (y —d)divu. (9.3)

Geosztrofikus egyenstlyban a bal oldalak elttinnek, staciondrius dramlés alakul ki. Feltessziik,
hogy d és 1 Rossby-szam rendd, és jelenlétiikben lasst id6fiiggs viselkedés figyelhetS meg,
amelyhez Ro rendi sebességdivergencia tartozik. Ezért az (7 — d) div u tag masodrendden kicsi
és elhanyagolhat6.

A (9.1,9.2) egyenleteket a sebességre rendezve, majd hasznélva, hogy a sebességek iddde-
rivéaltjai kicsik, és ezért ezekben a tagokban u a geosztrofikus (2.28) kifejezés alapjan fejezhetd
ki a felszini alakkal, kapjuk, hogy

89 _ g doy
2090y (2Q)2%dt ox’ (94)
_ 8o 8 4o (9.5)

T 200x  (2072dtay’

Ezek a sebesség els6, nemgeosztrofikus korrekciét is tartalmazo kifejezései, amelyekbdl

: d
divu = — (25‘;)2 EAW (9.6)

maga is kis mennyiség. A mélység (9.3) egyenlete igy teljes derivéltként 4ll el6:

d
g —d- R*Ay) =0, (9.7)
ahol R a (2.49) Rossby-sugar. A zaréjelben 4ll6 kifejezés minden tagja kicsi, Rossby-szdm nagy-
sagrendd, ezért hasznalhatjuk a geosztrofikus hataresetben érvényes 1 = (2Q)/g) kapcsolatot
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(2.30), amellyel 22/ H-val szorzas utan

d( 20 \
= (R P — Ay — Hd> =0. (9.8)

A teljes id6derivaltban szereplS u, v tényezSket az dramlési fliggvénnyel kifejezve, a (2.52)
kvazi-geosztrofikus egyenletre jutunk. Az tehdt a potencidlis 6rvényesség megmaradasa-
nak kozvetlen felhasznaldsa nélkiil is kovetkezik a sekélyfolyadék-egyenletekbdl. A kvazi-
geosztrofikus esetben a teljes hidrodinamikai egyenletrendszer és a megmaradasi tétel ugyan-
arra a skaldr egyenletre vezet. Hasonl6 ez ahhoz, ahogy az egydimenziés stirléddsmentes moz-
gasok Newton-egyenlete ekvivalens az energiamegmaradéssal.

A dontott aljzat d(y) = vy specidlis esetében d d(y) /dt = yv = yoyp/0x, és

d 5 20y oy

Ennek az egyenletnek linearizalt valtozata (2.47), amelyet a topografikus Rossby-hulldmok le-
frasakor hasznaltunk.

9.2. Szolitonok és a KdV-egyenlet

A szolitonokat az tin. Korteweg—de Vries-egyenlet, roviden a KdV-egyenlet irja le (melyet D. J.
Korteweg és G. de Vries holland matematikusok 1895-ben vezettek le). Ez az 57(x, ) felszini alak
dinamikdjat adja meg H magassagu kozeg felszinén

on op 3 oy H*Py]

forméban, ahol a fels¢ elGjel a jobbra halad6 hullimhoz tartozik, és ¢co = |/gH a linedris hulla-
mok (2.66) terjedési sebessége. A sebességtér vezet§ rendben az

u(x, t) = j:%oiy(x,t) (9.11)

Osszefiiggésbdl kaphat6. A KdV-egyenlet levezetését a kovetkezs fejezetben adjuk meg, itt csak
eredményként értelmezziik, és tulajdonsagait targyaljuk.

Tekintsiik el§szor a KdV-egyenlet linearis valtozatat, amelyben a zaréjel méasodik tagjat el-
hagyjuk. Az 7 = 5o exp (i(kyx — wot)) helyettesitéssel az

woy = +coky (1 - 2(ka)2> (9.12)

diszperzids relaciét kapjuk. A zaréjelben megjelend tag mutatja, hogy a KdV-egyenletben az
e = H/L mélységi ardnyban (melynek most ¢ = k,H felel meg) nemcsak vezet§ rendig me-
gylink el, hanem megtartjuk az elsé lényeges, 2 rendii korrekciét is. A KdV-egyenlet linedris
hullamai tehat diszperzivek, amelyekben egy kezdeti hulldimcsomag szétfolyik, ahogyan az 1.12.
abra mutatja.

A KdV-egyenlet nemlinedris tagja az advektiv gyorsulas (v grad)v kovetkezménye, és azért
jelenik meg, mert véges amplitidéja hullimokat tanulmanyozunk, amelyekben a sebesség, il-
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letve a feliileti alakvéltozas nem infinitezimadlisan kicsi. Tekintsiik most a KdV-egyenletet a disz-
perziét okozé utolsé tag nélkiil:

o op 3 dn|

Nemlinedris hullamban diszperziés relacié nem értelmezhets. Az egyenlet rendelkezik viszont
azzal az érdekes tulajdonséggal, hogy az

n(x,t) = F <x ¥ ¢ [1 + 3’72(?)} t> (9.14)

kifejezés barmilyen F(x) fiiggvényalakkal megoldédsa. A fentiekbdl latszik, hogy F(x) egyben
a kezdeti 7(x,0) hullimalak. Ez a nemlinedris egyenlet hullimtirést ir le, ugyanis a nagyobb
felszini kiemelkedéshez tartozo részek gyorsabban mozognak, és ezért egy kezdeti kidudorodas
a haladas irdnydban val6 feltorléddshoz, és azutdn atcsapdshoz vezet, ahogy a sekély partra
kifuté vizhullamokon is megfigyelhets (9.1. dbra).

VA AUy Ad

9.1. abra. A hulldmtorés mechanizmusa: a kezdeti egyszert feliileti kidudorodas aszimmetri-
kussa vélik, és a hullimmaximum egy idé utdn megel6zi a hulldm elejét. Ez az instabil 4llapot
a hulldm megtorését eredményezi. Az dbra harom egymast kovetd idSpontbeli allapotot mutat
jobbra haladé hulldmban.

A teljes KdV-egyenletben mind a diszperziét, mind a nemlinearitast kifejezé tag jelen van.
A nemlinearitdsbdl ad6dé kompaktsdgra torekvés és a diszperzi6é miatti szétfolydsi tendencia
egymassal verseng. A nemlinedris KdV-hulldmok létezése tehat annak tulajdonithat6, hogy eny-
hén diszperziv kozegben a gyenge nemlinearitds éppen kompenzalhatja a diszperzi6 hatasét.
A szoliton mozgas kozben megtartja alakjat, a (9.10) egyenlet jobbra halad6 szolitonmegoldasa

_ 1o
n(xt) = ch? [(x —ct)/1] ’ (9.15)

ahol (2.74) és (2.75) a szoliton sebessége és félszélessége (2.16. abra). A balra halad6 szoliton-
hulldmban —ct helyett ct 4ll.

Az aldbbiakban 6sszefoglaljuk a KdV-egyenlet megoldasainak tovéabbi fontos tulajdonsagait.

(A) Két szoliton taldlkozéaskor atfed, kdlcsonhat, és egy bonyolult kétszoliton-alakot vesz fel
(amely szintén egzakt megoldasa a KdV-egyenletnek). Véges id6 utdn azonban kiilonvélnak, és
miutdn elegendGen eltavolodtak, visszanyerik eredeti alakjukat, és ezért sebességiiket is. A kol-
csonhatas egyediili maradvénya egy fazistolds: a nagyobb szoliton kissé elére, a kisebb kissé
hatra tol6dik ahhoz képest, ahol kolcsonhatas nélkiil lettek volna (9.2. dbra).

(B) Tetszdleges lokalizalt 7(x, 0) kezdeti felszini kidudorodasbdl kialakul legalabb egy jobb-
ra és balra halad¢ szoliton. Magasabb kidudorodés esetén tébb, de mindig véges szdm szoli-
ton jon létre. Az eltér§ sebességek miatt a tobb szolitonbdl 4116, adott iranyba halad6 vonulatok
el6bb-utébb nagysag szerint rendezddnek, a legnagyobb vezeti a sort. Ekkor mar mindegyik
alakja (9.15) tipusd, és a maximumok burkoléja hosszt id6 utdn egy egyenes mentén fekszik,
amint a (2.74) osszefiiggésbdl kovetkezik. A szolitonvonulatot rendszerint egy kis amplitadéju
hulldmvonulat koveti. Mivel ennek diszperziés relacidja (9.12), csak a leghosszabb (k, ~ 0)
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=

9.2. dbra. Két szoliton kolesonhatdsa. Mindkét szoliton jobbra halad az x tengely mentén, ezért
a nagyobb utoléri a kisebbet, és kétszoliton-allapotba kertilnek. Ennek felbomlasa utdn elegen-
d6 hosszu id6vel eredeti alakjuk és sebességiik helyreall. Az egymas alatti abrdk egyre késébbi
idépontoknak felelnek meg. A szaggatott vonalak a kezdeti és végéllapot sebességének megfele-
16 elmozdulédst mutatjak. Az titkdzés pillanatdban ezek nem esnek egybe, amely mutatja, hogy
faziseltol6dds tortént.

hulldm halad cg sebességgel, a tobbiek ennél is lassabban. A lineéris hullamvonulat tehat egyre
jobban lemarad (9.3. abra).

(C) Kezdeti felszini behorpadas (77(x,0) < 0) esetén szolitonok nem keletkeznek. Negativ
szoliton tehat nem létezik. Ekkor csak a kis amplitidéja linearis hullimvonulat alakul ki, amely
a ¢ sebességnél nem haladhat gyorsabban (9.4. abra).

A (B), (C) tulajdonsagok megérthetSk abbdl az érdekes kapcsolatb6l, amely a Kd V-egyenlet
altal leirt nemlinedris folyamat és a kezdeti 77(x, 0) feliiletalak &ltal definidlt kvantummechanikai
sajatérték-probléma kozott fenndll. A szolitonok paraméterei leolvashatok ugyanis a —#(x,0)
gorbe mint potencialvolgy kotott dllapotainak ismeretében, mig a kis amplitid6ja hullamok a
szabad allapotoknak felelnek meg. Ennek pontos megfogalmazasdhoz érdemes attérni az

3
f(r,7) = ﬁiy(x, t) (9.16)
4j dimenziétlan felszini formara, ahol

Cot
6H

t
rxt) = S8, () =

(9.17)

a ¢ sebességgel jobbra vagy balra mozg6 koordinata-rendszerbeli egyfajta dimenziétlan tavol-
sag, illetve dimenzidtlan id6. (A 3/2 és 6-os faktorok hasznalatat csak az eredmény attekinthe-
t6bb alakja indokolja.) Igy a

of f °f

= = .

e 6 f t33 =0 (9.18)
dimenziétlan KdV-egyenletre jutunk. Az Gn. inverz szérdsi transzformdcié (melynek részleteit itt
nem ismertetjiik) segitségével megmutathat6, hogy az f(r,0) = 35(Hr,0)/(2H) kezdeti alak-
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co
—_—
A\ N\
NS N7 \/ \/ X
diszperziv szolitonok

lineéris

9.3. dbra. Altaldnos kezdeti kidudorodésbol kialakul jobbra halad6 hullsmvonulat elegendSen
hosszt id§ eltelte utan (a fliggSleges skala torzitott). A sort a legnagyobb szoliton vezeti, a tob-
biek (mind més magassdgi) nagysagrendben kovetik, és a kis amplitidéja hullimvonulat zérja.
Ez egyre jobban szétfolyik, és lemarad a szolitonokt6l. Az utébbiak burkoléja (szaggatott vonal)
mindig egyenes.

Ui
co
—_—
-~ = N—— x
diszperziv
lineéris

9.4. dbra. Altalanos kezdeti behorpadésbél kialakulé hullimvonulat. Szolitont nem tartalmazhat,
csak kis amplittid6ju, szétfolyé hullamok jelennek meg, amelyek koziil csak a leghosszabb terjed
co sebességgel.

hoz tartoz6 szolitonok szamat és adatait a

2¢(r
~E0) 000 = Ey() (919)

egyenlet kotott dllapotai hatarozzdk meg.

Ez a V(r) = —f(r,0) egydimenziés potencidlvilgyben mozgé részecske dimenziétlan
Schrodinger-egyenlete,! amelynek sajatenergidja E. A kotott allapotokhoz negativ E, dimen-
zi6tlan sajatértékek tartoznak (9.5. abra).

A kialakul6 jobbra, balra halad6 szolitonparok N szdma (ha azok maér jol elkiiloniiltek) azo-
nos a kotott allapotok szamaval. Az n-edik kotott allapot E,, sajatértékével a jobbra/balra haladé
(a képlet argumentumaban negativ/pozitiv eljelii) n-edik szoliton alakja az

= 2|E,| 9.20
fulr, ) chZ(\/ﬁ(HHIEnIT)), 920

n =1,...N, dimenziétlan kifejezéssel adhaté meg. A ch fliggvény argumentumaban felléphet
egy tetszbleges fazis is, hiszen a hely- és id6mérés kezdetét tetszSlegesen valaszthatjuk.

1A V(x) potencialban mozgé m témegi részecske E energishoz tartozé —h?/(2m)d2y(x)/dx? + V(x)p(x) =
Ep(x) sajatérték-egyenletében a tavolsigot a, a potencidlt és energiat h*/(2ma®) egységekben mérve a
—d?p(x)/dx> + V(x)p(x) = Ey(x) alakot kapjuk. (9.19) ennek felel meg, amelyben a dimenziétlan tavolsdgot,
potenciélt és energiat r, —f(r,0), illetve E jeldli.
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1(x,0) V(r) ~ =31 (Hr,0)

S\

9.5. dbra. A H vizmélységhez tartozo kezdeti felszini alak (bal oldal) és a kvantummechanikai
sajatérték-probléma (jobb oldal) kapcsolata. A kezdeti felszinalak ellentettjével ardnyos potenci-
algodor kotott dllapotainak sajatenergiai hatarozzak meg a szolitonok szamat és adatait a (9.20)—
(9.23) osszeftiggések szerint.

: ~ -

/2
~—

A dimenzids alakra attérve azt kapjuk, hogy amikor a szolitonok mér j6l elkiilontilnek, akkor
alakjuk
4|E,|H
Mn(x,t) = [Ex (9.21)

3ch? (VIETH (xF [alt)

Az n-edik szoliton tehat
2
ool =co (14 2124 922)

sebességgel halad jobbra vagy balra, amplitaddja és félszélessége

4|E,|H H
Hon = |§| In = — (9.23)

a (2.74), (2.75) osszefiiggésekkel 6sszhangban. A sajatenergia a szoliton amplitidojat, sebessé-
gét és a félszélességet is meghatdrozza.
Laboratériumi koriilmények kozott szolitont gyakran egy, az atlagos vizszintnél magasabbra

toltott rekesz falanak kihtzédsaval keltenek egy hosszt kadban, ahogy ez a kisérlet mutatja.

ho

H

9.6. dbra. A folyadék kezdeti alakjdnak paraméterei balra halad6 szolitonok keltésekor laboraté-
riumban. A felfelé mutat6 nyil a rekesz falanak kihtzasat jelzi.

A kezdeti felszinalak ilyenkor a 9.6. abra szerint vizszintes, ezért a kezd6feltétel egy derékszo-
gii potencidlgddrot definidl. Mivel az inverz széras elmélete mindkét irdnyban nagy kiterjedésd
kozegre vonatkozik, nem a jobb oldali fallal lezart 1épcsének megfelel$ potencidlgodrot kell te-
kinteniink, hanem annak tiikdrszimmetrikussa tett valtozatat, a 2b szélességti godrot. Ezzel for-
malisan megkétszerezziik az eredeti vizlépcsS bhy ,térfogatat”, de ebbdl az elképzelt 1épcsébdl
két irdanyban szimmetrikusan indulnak szolitonparok, és a kisérlet ezek balra halad¢é valtozatat
koveti.


https://www.youtube.com/watch?v=vy_TeFzDLFk
https://www.youtube.com/watch?v=vy_TeFzDLFk
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a) n(Hr,0)/H
ho
H
b/H
/ 1
r
b) V(r)
__________ -
3k E, r
“=32H E,
e E—
b/H

9.7. dbra. A kezdeti derékszogt felszini kiemelkedés dimenziétlan alakja (a) és az azzal kapcso-
latos kvantummechanikai probléma dimenziétlan potencidlgodre (b)

A 9.6. dbra kisérlete kapcsan vizsgdlandé kezdeti felszini alakot és potencialgodrot a 9.7.
abra mutatja. A fels6 képen a felszini alakot és a vizszintes koordindtat is H egységekben adtuk
meg, és igy jol attekinthet&vé vélik az alsé képen mutatott potenciéllal val6 kapcsolat. A godor
mélysége Vo = 3ho/(2H).

A kvantummechanikabdl ismert, hogy a —Vj mélységt, a félszélességti potencidlgodorben a
kotott allapotok sajatenergidira olyan transzcendens egyenlet adédik, amely grafikusan egy R =

\/2ma2Vy/h* sugara kor és 71/2 egész szamu tobbszoroseiben induld, felfelé futé (tangens és
kotangens tipust) gorbék metszéspontjaiként adja meg a sajatenergiak paramétereit, 9.8. dbra.
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9.8. dbra. A Vy mélységti potencidlgddor sajétenergidira kapott egyenlet grafikusan dbrazolva.
A megoldasok a gorbék metszéspontjai.

A kotott dllapotok szama annyi, ahdnyszor 77/2 belefér az R sugarba plusz 1, vagyis

2mVy 2
N:[ Mo +1/

ai
W

ahol a szogletes zardjel az egészrészt jeloli. A +1 tag azt fejezi ki, hogy az origébdl is indul egy
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gorbe, vagyis egy megoldds még nagyon kis Vp-okra is 1étezik. A félszélességet tetszéleges ay
mérettel, a potencialt pedig n?/ (2ma%)—tel dimenziétlanitva, a kvantummechanikai eredmény
a dimenziétlan potenciallal és mérettel kifejezve (vagyis a Vo — Voh?/ (2ma%), a — aay transz-
formaciét alkalmazva),

N = [ V()El2:| —+ 1.
7T

A szolitonproblémaban b/ H felel meg az a dimenziétlan félszélességnek, 3hy/(2H) a Vj
dimenziétlan godormélységnek. A hy szintemelkedésti b szélességi zsilip kinyitasakor tehat H

mélység folyadékban
| b Ve

balra haladé szoliton fejlédik ki. Ennek értelmében H = 5 cm-es folyadékban hy = 0,5 cm-
es kezdeti kidudoroddssal a b = 60 cm széles rekeszben N = {1/ V10-12- 6/ n} +1 =

[2,96] + 1 = 3 szoliton keletkezik. Erdemes hangstilyozni, hogy a KdV-szolitonok 7o amplitdé-
janak sokkal kisebbnek kell lennie a H mélységnél, ami csak kis hp-lal biztosithat6. A szemmel
jol kovethetd szolitonokban o/ H nem kicsi, ezért ilyen laboratériumi kisérletben a fenti 6ssze-
fliggés csak kozelitSleg teljesiil.

9.3. A KdV-egyenlet elemi levezetése

A szolitonok esetén az € = H/L mélységi ardnyban fellépé elsé korrekcidk is lényegesek. Ahe-
lyett, hogy az Euler-egyenletbdl kiindul6 hossz sorfejtést kovetnénk, megadjuk a KdV-egyenlet
elemi levezetését. Ez azon a tapasztalaton alapul, hogy a nem forgatott folyadékok aramlasai
rendszerint orvénymentesek. A div- és rot-mentesség elSirdsan kiviil csak az ideélis folyadék pe-
remfeltételeit, koztiik a feliileti nyomds 4llandésdgat vessziik figyelemebe, utébbit a Bernoulli-
torvény alapjan.

—> —>
—> —>
—> —>
- H u CH
—> —>
—> —>
—> —>

9.9. dbra. Balra, ¢ sebességgel halad6 szoliton és dramlésa a vele egyiitt mozg6 koordinata-
rendszerbdl nézve

Az dramldas div- és rot-mentességét iterdcids sémaval kovetjlik, és a sebességkomponenseket
az 17(x) felszini alakkal fejezziik ki, amelyrdl feltessziik, hogy a végtelenben elttinik. Az egytitt
mozgd koordinéta-rendszerben (9.9. dbra) az aramlés id6t6l fiiggetlen.

Kiindulasi sebességként pozitiv irdnyt vizszintes dramlést tekintiink, amelynek sebesség-

tere )
_ cH _ c N o,
)= iy = Team ~< ! ) -

alaku. A valasztast az indokolja, hogy ez az alak biztositja az [ u(x, z)dz vizhozam alland6sagat
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minden x helyen. Mivel y kicsi a H mélységhez képest, az 17/ H szerinti sorfejtés elsé tagjait irjuk
csak ki.

Ez az dramlas rotdciémentes, mert 1y nem fligg z-t6l, és fliggbleges dramlds nem létezik, de
nem divergenciamentes. A divergenciamentességet igy biztositjuk, hogy az iteracié kovetkezd
lépéseként figyelembe vesziink egy wy fiiggbleges komponenst is, amelyre

duo awo

vagyis
dwg _ cy’ 2y
== <1 ). (9.27)
ahol az (x) fuiggvény derivaltjat vesszével jeloljiik. Ebbdl
_on'(x) ([, 2n(x)
wo(x,z) = 3 (1 o) * (9.28)

Itt felléphetne egy x-t6l fiiggd fiiggvény, de az als6 peremfeltétel, miszerint w(z = 0) = 0, ezt
eltlin6vé teszi. A zardjelben megjelend 217/ H a vezeténél magasabb korrekcidkra vezet, ezért a
tovédbbiakban nem {irjuk ki.
Az ug, wo sebességtér nem drvénymentes, ezért a vizszintes komponenshez hozzaadunk egy
uq korrekciés tagot, amelyre
d(ug+uy) Jdwy

5 ~ 5y T 0, (9.29)
azaz 5 5 B
om _ %% _ T
3%~ ox —CHZ (9.30)
Ebbd1?
’7// 72 931
Ml—Cﬁ <2+5](X)> ( . )
Az ismeretlen ¢ mennyiséget abb6l hatarozzuk meg, hogy az extra vizhozamnak el kell téinnie:
H+n H ;7// H3
~ = C— _— H — U. . 2
/0 urdz /0 wdz =c¢ 7 ( o T q(x) ) 0 (9.32)
Ebbél g = —H?/6, és a most mar divergencia- és 6rvénymentes sebességtér:
2 " 2 2 /
Y PR AT S Sy R _
u—c[l H+H2+H<2 6)}' W=7z (9.33)

Ez az eljards akarmeddig folytathat6 tovabb is, de szamunkra elég itt megdallni, mert az elsé
lényeges korrekciokat megkaptuk.

Errdl a kis tagok nagysagrendi becslésével gy6z6dhetiink meg. Amint lattuk, a nemlinea-
ris jarulék és a diszperzi6 a szolitonban egyensulyban vannak. u kifejezésében nemlinedris tag
1%/ H?, diszperziv pedig 11''z? / H, amelynek tipikus értéke 7" H. A hullam jellegzetes vizszintes
méretét L-lel jelolve e tagok nagysagrendi becslése a hulldm 7y amplitidéjat hasznalva

no o mH

H?’ 2
A kettS egyenlGségbdl kapjuk, hogy a jellegzetes vizszintes méret L = H\/H /1o, ami tehat a
vizmélységnél sokkal nagyobbnak adédik, hiszen 7 kicsi. A fent emlitett két tag tehat ossze-
mérhetd, az elhagyottak nagysagrendileg kisebbek.

(9.34)

2A 277/ H tag megtartasa (9.28)-ban az "’ / H tényez6hoz annél 17/ H-szor kisebb jarulékokat adna csak.
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Mivel az dramlés 6rvénymentes, tetszGleges két pont kozott is érvényes a Bernoulli-torvény.
Felirhatjuk tehat a felszinre is, annak tavoli és x koordinétaji pontjaban. A 1égkori nyomas mind-
két helyen ugyanakkora, az x helyen a szintemelkedésbdl gog7(x) tobbletnyomés van jelen:

2 v¥(x,z=H+
3= ( . D 4 en(x). (9.35)

A v = (u,w) sebességnek csak a vizszintes komponense szamottevs, mivel w-ben 7’ jelenik
meg, aminek nagysagrendje 170/ L, vagyis az u-beli linedris tagnal is sokkal kisebb. Mivel 7 kicsi,
z-t elég a H szinten kiértékelni, azaz irhatjuk, hogy

2 2 o[, o, 7 y'H]?
v(xz=H+n) ~u(x,z=H) =c [1—H+H2+ 3|

(9.36)

A teljes négyzetben a vegyes tagok mellett vezets rendben csak (—#/H) négyzete ad jarulékot,
igy a Bernoulli-egyenletbdl

2
2 (gcf - 1) % + 3% + %n/’H —0. (9.37)
Figyelemre mélt6, hogy a nemlinedris és diszperziv tag elhanyagoldsakor a gombolyd zardjel
eltinésébdl visszakapjuk a linedris sekélyvizi hullimok ¢y = /gH sebességét. Az 1j tagok meg-
tartasaval differencidlegyenletet kapunk a szoliton egyiitt mozg6 rendszerben érvényes #(x)
alakjara.

Ahhoz, hogy az id6fliggé KdV-egyenletet is megkapjuk tetszSleges haladasi irdny esetén,
érdemes haszndlni, hogy c nagysaga csak kicsit tér el co-t6l, és irni, hogy

c = /gH(1+a/2), (9.38)

ahol a# < 1. Ezzel vezetS rendig érvényes, hogy

(gf_1>:(mi/2)2—1>z—a:2<1—;>. (9.39)

Igy a (9.37) egyenlet x szerinti derivélds és H/4-gyel val6 szorzas utdn

RCVINR-L L/ S
1 COI1+2H+611H_0 (9.40)
alakava valik.

Az all6 koordinéta-rendszerbe visszatérve # az x F ct valtozé fiiggvénye. Parcidlis derival-
takat hasznalva 7’ helyett irhat6 917 /0x vagy F(1/c)dn /dt. A keresett egyenletben nem jelenhet
meg a ¢ sebesség expliciten, hiszen az egyenlet tobbféle hullamot is leirhat, kiilénb6z¢ terjedési
sebességekkel (9.4. fejezet). Az idSderivalt bevezetésére igy a (9.40) egyenletnek csak a c-vel
aranyos tagja alkalmas (s ezért volt érdemes a c-vel ardnyos (9.37) alakot hasznalni). Ezzel

1oy op 3 oy H2nm _
co ot +ax+2H178x+ 6 0x3 =0, (9:41)

s visszakaptuk a (9.10) egyenletet. A konkrét hullimalak tigy kaphat6é meg a legegyszertib-
ben, hogy a (9.37) egyenletet a (9.39)-beli & paraméterrel irjuk fel, majd szorozzuk 7'-vel:
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—2any'/H + 3y%y' /H? 4 21’y H/3 = 0. A bal oldal a

2 3
AR N
TRy H (9.42)
mennyiség derivaltja, a (9.42) kifejezésnek ezért konstansnak kell lennie. Mivel azonban 7 és 1’

a végtelenben elttinnek, ez a konstans zérus. Igy az

3

r_
n== 0

(9.43)

szétvélaszthatd egyenletre jutunk. Ennek megolddsa mind az %’ > 0, mind az #’ < 0 tartomdny-
ban

aH
- 9.44
1(x) 2 e/) (9.44)
ahol
I=H i 9.45
N 3a’ (945)

A (9.44) Kkifejezés a szoliton alakja a vele egytitt mozg6 koordindta-rendszerben. A kifejezés
szdmlal6ja nem mds, mint az amplitido, vagyis

1o = aH. (9.46)

Az o = 19/ H mennyiséget (9.38)-ba helyettesitve megkapjuk a szoliton (2.74) haladasi sebes-
ségét, (9.45)-bdl pedig (2.75) félszélességét.

9.4. Cnoidalis hullam

A KdV-egyenlet leir periodikus nemlinedris hullamokat is. Ezeket cnoidalis hulldimoknak ne-
vezzilk, mert a cn-nel jelolt Jacobi-féle elliptikus integral (az elliptikus koszinuszfiiggvény) je-
lenik meg benniik. Az a jellemz& vondsuk, hogy a hullimminimumok sokkal szélesebb tar-
tomanyra terjednek ki, mint a maximumok. Ilyen hullimok megfigyelhetSk sekély part menti
vizekben, és alakjuk alapjan konnyen megkiilonboztethetSek a szinuszhulldmoktol (9.10. dbra).

9.10. dbra. Cnoidalis hullam sematikus rajza. Ezek egész csaladja létezik, amelynek tagjai kozott
az m paraméter (0 < m < 1) tesz kiilonbséget. Ehhez a hullimalakhoz az m ~ 0,9 érték tartozik.

Cnoidalis hullamok kelthetSk hullamcsatorndban, amint ebben a kisérletben latszik, ahol a
csatorna végén a hulldm megtorik.

Ha térben periodikus hullam létezik, akkor a (9.42) kifejezés nem zérus, hanem véges.
A koénnyebb értelmezés kedvéért irjuk ezt a kovetkezd alakban:

1n 30 m 7
- “l—alt + L | =E. 47

i +2[“H2+H3 E (9.47)
Ebben a derivéltat idébeli derivalasnak tekintve, az 7/ H mennyiséget x dimenzidtlan helyko-
ordindtanak, felismerhetjiik, hogy az elsé tag egy egységnyi tomegu részecske mozgdsi energi-
dja, E pedig az dsszenergia megfelelGje: egydimenzids potencidlmozgésrol van sz6, a V(x) ~
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—ax? 4+ x%, & < 1 kobos potencidlban. Mivel a lokélis potencidlmaximum nulla energidhoz
tartozik, kotott mozgas csak negativ energidkra alakulhat ki. A mozgés a V fiiggvény és az E
vizszintes egyenes metszéspontjai, vagyis a mechanikai fordulépontok kozétt jon 1étre (9.11.
abra). Az m paraméter kozelitéleg ennek a szakasznak a hosszaval aranyos.

)

v

=

9.11. dbra. A cnoidalis hullimhoz rendelhetd potencidlmozgés képe, ahol V(x) =3 (—ax? + x%) /2.
Az ilyen hulldmokban E < 0.

A szolitonmegoldds az E = 0 kritikus energidhoz tartoz6 mozgasnak felel meg. Ez nagyon
kis 17 értékeket mutat hosszu ,ideig”, majd gyorsan eljut az « H maximumig, ahonnét visszafor-
dul, és lassan belesimul az 7 — 0 tartomanyba. A hulldmot jellemz6 m paraméter 1-hez kozeli
értékei nullahoz kozeli energidknak, a 0 koriiliek pedig a godor aljahoz kozeli energidknak fe-
lelnek meg. A tipikus cnoiddlis hulldmalak a potencidlképben tgy jelenik meg, hogy enyhén
negativ energidkra a mozgds lassan indul a bal oldalrél, sokaig vesz fel kis # értékeket, majd a
legtavolabbi pont koriil megnd, begyorsul, visszafordul, és véges id§ alatt eléri a kiindulési pon-
tot. Az is latszik, hogy a cnoiddlis hulldmok 7 ,, magassdga (a minimum és maximum kozotti
kiilonbség) mindig kisebb 179 = aH-nal, azaz a szoliton amplitidéjanal.

A cnoidalis hulldm alakja, mint minden kébos potencidlban zajlé periodikus mozgés kitérés-
id¢ fiiggvénye, a cn Jacobi-féle elliptikus koszinuszfiiggvénnyel kapcsolatos.?

A szokasos hidrodinamikai jel6lésben az m-edrendd cnoidalis hulldm alakja (79, a mini-
malis szint feletti kimagasodas)

N (x, 1) = 1o men?, ((xFomt)/Ay), (9.48)

[4dmH
AN =H , 9.49

ami m = 1-re a szoliton (9.45) félszélessége. Ismert, hogy a cn figgvény periédusa 4K (m), ahol
K(m) az els6rend teljes elliptikus integral.* Mivel a cn? fiiggvény periédusa 2K (m), a cnoidalis
hullam hulldmhossza (9.48) szerint

A = 2K(m)A, = 2K (m)H, /;L”Z)H. (9.50)

Az m = 1 hataresetben K(m) — oo annak megfelelGen, hogy a szolitonhullam nem periodikus.
A (9.47) mozgasegyenletben fellépd « paraméter most is ardnyos az amplitadéval: o ~ 1,0/ H,
de a pontos kifejezésben megjelenik egy m-tdl fliggs szorz6 is. Ez vagy az E energia kapcsolata
az m paraméterrel a cn fliggvény tulajdonsdgainak részletes ismerete alapjan kaphaté meg.

ahol

3A cny, elliptikus koszinuszfiiggvénytaz u = || 047 do/ (1—m sin? ) 12 integral ¢ (u)-valjelolt inverze segitségével
mint cn(u) = cos ¢ definidljuk.

AK(m) = [772d0/ (1—msin?0)"/%.



9.4. CNOIDALIS HULLAM 237

A terjedési sebességre az ad6dik, hogy

Cm = €0 {1 + ZO—’I? (m)} , (9.51)
ahol az f(m) fuggvény az 1 értékrél monoton csokken m csokkenésével. Nem tul kicsi m érté-
kekre a sebesség mindig nagyobbb cyp-ndl. Az m — 0 hatdresetben a kifejezés értelmét veszti, ott
ugyanis a linedris hullamokat kapjuk vissza, de azok diszperzivek (9.12), igy egyetlen terjedési
sebesség nem rendelhet$ hozzajuk.

Végiil megjegyezziik, hogy a KdV-egyenlet a hidrodinamikan talmutaté jelentSségre is szert
tett. Példat ad ugyanis arra, hogy léteznek olyan térben is kiterjedt rendszerek, amelyek meg-
oldésai térben és idében is szabélyosok, azaz nem kaotikusak vagy turbulensek. Az ilyen rend-
szerek részecskefizikai jelentSséggel is birhatnak, vizsgélatuk az integralhaté térelméletek té-
makorébe tartozik.






10. fejezet

A gorbiilet hatasa (folytatas)

10.1. Nyomasi koordinatdk az f- és B-sikon

Kozegek belsejében a nyomas monoton csokken a magassdggal, megtehetjiik ezért, hogy a z
fiiggdleges koordindta helyett a teljes p nyomdst hasznéljuk. Ez azt jelenti, hogy minden tér-
mennyiséget (x,y, z, t) helyett (x,y, p, t) valtozéjanak tekintiink, és természetesen a z magassag
maga is térmennyiség: z(x,y, p, t).

Erre akkor nyilik egyszert lehet§ség, ha olyan dramldsokat vizsgdlunk, amelyek sordn a
nyomds magassagfiiggése mozgas kozben is hidrosztatikus tetszGleges g stirtiség mellett. Lattuk, hogy
a geosztrofikus és a kvazi-geosztrofikus esetek ilyenek, és a sekélyfolyadék-dinamika is.

Induljunk ki a forgatott hidrodinamika (1.28) egyenletébdl, amelynek idedlis folyadékra vo-
natkoz¢ alakja a Fold érintSsikjaban felbontott komponensekben:

du 1ap
duv 1ap
_ lop
0= 58 (10.3)

ahol f = fo + By. Az utols6 egyenlet a hidrosztatikus nyomadseloszlas feltétele, amely eltting
figgdleges gyorsuldssal jar. Ezeket az (1.26) kontinuitdsi egyenlet egésziti ki. Hangsulyozzuk,
hogy p itt a teljes nyomds (nem a dinamikai), és a stirtiségrél nem tettiink fel semmit, a kozeg
tehat erdsen 6sszenyomhato is lehet.

A (10.1), (10.2) jobb oldaldn a nyomds &llandé z magassagi koordindta melletti parcidlis
derivaltjai dllnak adott pillanatban. Annak érdekében, hogy megtudjuk, ezek mivel helyettesi-
tenddk a nyomads allanddan tartdsa esetén, tekintsiik a p(x,y,z) fuggvény teljes differenciélis

megvéaltozasat:
_ (o dp Ip
dp = <8x> dx + <ay> dy + <az> dz. (10.4)
[rjuk most el§, hogy a nyomés &lland6, és vizsgdljuk az egyszertiség kedvéért az y =
alland¢ esetet, amelybdl
0= o + I dz (10.5)
-\ ox dz ) dx’ '

Az utolsé tényez6 allandé nyomas mellett értendd, tehét a (0z/0x), parcialis derivalttal azo-
nos. Haszndlva azt is, hogy az el6tte all6 tényezs a hidrosztatikai feltétel miatt —og, a keresett
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<gz> =08 (gi)p. (10.6)

Hasonléan, ha (10.4)-ben x-et tartjuk dllandénak,

(2)-w(3),

Az(x,y, p,t) magassagot ebben az j 6sszefliggésben geopotenciilis magassignak nevezik, ugyan-
is a gz(x,y, p, t) mennyiségre, amely val6ban fajlagos potencidlis energia, haszndlatos a geopo-
tencial kifejezés.

Masik fontos valtozas az, hogy a teljes derivaltban a w fiigg6leges dramlési sebességet a
nyomadsi szint emelkedési sebessége valtja fel, ezért

c(lit = aat—i—u;x—kv;y—i—waap, (10.8)
ahol w (nem vektor!) a nyomasi sebesség, egysége hPa/s.

A kontinuitasi egyenlet megfelel§jének megtaldldsa érdekében tekintsiik a AxAyAz elemi
téglalapban levé oAxAyAz tomeget. Mivel Az/Ap a hidrosztatikai feltétel miatt —1/(0g)-vel
helyetessithetd, a tomeg a p koordindta hasznalataval a (—1/g)AxAyAp alakot 6lti. Ezekben a
valtozokban a strtség tehat konstans (formdlisan —1/¢), a kontinuitasi egyenlet ezért a diver-
genciamentességre egyszertisddik:

kapcsolat:

o 0w

ox dy Ip
A nyomadsi koordinatdk alkalmazdsanak ez taldn a legf&bb elénye: minden hidrosztatikus dram-
las divergenciamentes.

A (10.1)-(10.3) egyenletek tehat nyomadsi koordindtdkban a kovetkez§ alakoknak felelnek
meg:

0. (10.9)

du dz

i fo— 85, (10.10)

dov dz

= —fu- 85y (10.11)
0z 1
— = ——, 10.12
ap 08 ( )

a divv = 0 kiegészits feltétellel. Itt természetesen minden miivelet, és a valtozok is, nyomdsi
koordinatakban kifejezve értenddk. (A p = élland¢ feltétel kifrasat elhagytuk a dz/0x jellegti
derivéltakbol, ezek ugyanis a kordbban hasznalt (x, y, z) koordinatakban értelmezve zérust ad-
nanak, tehat nem lennének értelmesek.) Ezek az egyenletek a nagyskalaji, lassi mozgésokat
irjak le, mint pl. Rossby-hulldm, de nem alkalmasak a gyors mozgésok (pl. tehetetlenségi hul-
lamok) kovetésére.

Kiilonosen érdemes nyomdsi koordindtdkat haszndlni a geosztrofikus dramlas leirdsara.
A (10.10), (10.11) egyenletekben a gyorsuldsok elhanyagoldsaval kapjuk az idéfiiggetlen
geosztrofikus sebességeket az

892 _ g9z

T TRy T foox
f-sikon érvényes alakban, amelyekben nem jelenik meg a stirtiség. Ezek a kifejezések minden
kozegben érvényesek, amelyekben az aramlds sordn a nyomas hidrosztatikus. A geosztrofikus

(10.13)
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sebesség merdleges a geopotencialis magassdg gradiensére, vagyis az aramlds ezen magassigi
szintvonalak mentén zajlik. Masképpen fogalmazva, az aramlasi fiiggvény p=konstans mellett
most

g

P(xy) = J?Z(x,y)r (10.14)
0

vagyis a magassagi kontirok az ug geosztrofikus dramlds d&ramvonalai az adott nyomdsti feliileten.
A meteorolégiai térképeken nem is a nyomadsi, hanem a magasségi szintvonalakat tiintetik fel,
amint a 3.8. abrén is lathato.

Fontos geosztrofikus 0sszeftiggéshez jutunk, ha a (10.13) geosztrofikus sebességeket p sze-
rint derivaljuk, majd behelyettesitjiik (10.12)-t

g _ g @z _ 1 (81> g _ g0z 1 (81) (1015)
ap foopdy  fo\oye/,”  9p  foopox  fo\oxe/, '
A geosztrofikus dramlés tehat valtozik a ,magassaggal”, p-vel, ha a stirtiség a vizszintes koor-
dinataktol is fiigg. Ez a termikus dramlds, amelyet derékszogd koordindtdkban a 6.8.1. fejezet ir
le, és a fenti egyenlet megfelelGje ott (6.48).
A hémérséklettel valo kapcsolatot a meteorolégia szempontjdbdl fontos idedlis gaz esetével
mutatjuk be. A

_ M

0= %7 (10.16)
allapotegyenletbdl, ahol M a levegé moéltomege és R az univerzélis gdzallandoé:
d d
oug _ MR <3T> o s MR (aT> , (10.17)
ap  for \9y/, ap fop \ 0x

Nyomasi szintek kozott a geosztrofikus szél erésségének valtozasat a hémérséklet vizszintes
sikbeli inhomogenitdsa okozza. A termikus szél derékszogt koordindtakban érvényes kifejezé-
sét (6.51) adja meg (melyben idedlis gdzraa = 1/T).

10.2. Domborzati elemek hatdsa zonalis aramldasra

10.2.1. Geosztrofikus kozelités

A potencialis 6rvényesség megmaraddsa a geosztrofikus hataresetben (¢ ~ 0) aztjelenti, hogy a

g = f(hy)H (10.18)
hanyados 4lland6 az &ramvonalak mentén.

A 3.10. fejezet kiegészitéseként megvizsgaljuk, mi torténik, ha a vizszintes domborzat feletti
up = U, vp = 0homogén zondlis hattéraramlas egy észak—déli irdnyban htiz6d6 lokalizalt aljzati
kidudorodéssal taldlkozik (egyetlen hegyvonulat vagy tenger alatti hatsag).

A domborzat d(x) alakja fiiggetlen y-t6l, magassdga AH (10.1. dbra). Az ezzel jaré 7 felszi-
ni alakvéaltozas elhanyagolhat6. A folyadékmélység tehdt az dthaladds soran a kezdeti h = H
értékrSl H — AH-ra csokken, majd tjra H-ra né. Ha a planetéris orvényesség nem fliggne a szé-
lességtdl, ilyen zondlis d&ramlds nem lenne lehetséges, mert a i = konstans vonalak észak-déli
iranytak. A B-sikon azonban kialakulhat ilyen dramlas, de a hegy folott iranyat meg kell val-
toztatnia: h csokkenésének az f(y) planetéris 6rvényesség csokkenésével kell parosulnia. Az
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10.1. dbra. Domborzati kidudorodas (als6 dbra) hatdsa zonalis dramlésok vizszintes sikbeli pa-
lyajara helyfiiggd Coriolis-paraméter esetén (fels6 dbra) geosztrofikus kozelitésben az északi fél-
tekén. A pélya fliggetlen att6l, hogy az dramlés keletrdl vagy nyugatrdl érkezik.

aramlasnak tehat az Egyenlité felé kell kitérnie, annal jobban, minél sekélyebb kdzegben halad
(10.1. 4bra).

Az y referenciaszélességtSl (melyen a Coriolis-paraméter fy) szdmitott legnagyobb Ay el-
tol6dédst a megmaradasi tételbsl kapjuk, hiszen ra felirhatjuk, hogy

fo_ flyo—Ay) _ fo—pBAy (10.19)

H H—AH  H-AH’

ahol a mésodik egyenlGségben feltettiik, hogy a f-kozelités érvényes. Ebbsl

_ fo
By = AH (10.20)

az eltol6das tehat aranyos az aljzati kiemelkedés magassagéaval. A teljes mélység 1 szazalékanak
megfelel§ kidudorodés kozepes szélességeken Ay = 100 km nagysagrendd eltol6dést okoz.

10.2.2. Kvazi-geosztrofikus eset

A geosztrofikus egyenstlytol valé eltérés megsziinteti a nyugat—keleti és kelet-nyugati aram-
lasok egyenértékiiségét. Ekkor ugyanis a { drvényesség mar nem hanyagolhat6 el a planetaris
Orvényesség mellett.

Tekintstink el§szor egy nyugat—keleti homogén dramlast vizszintes aljzat felett. Amig az
aramvonalak a szélességi korokkel parhuzamosak, a { 6rvényesség zérus. Ha az dramlés az észa-
ki féltekén valahol északra kanyarodna, a { 6rvényesség pozitiv értéktire néne. Ezzel egytitt ns-
ne azonban az f () Coriolis-paraméter, és igy a potencidlis orvényesség is. A délre kanyarodas a
potencialis 6rvényesség csokkenését eredményezné. Ez ellentmondana a potencidlis 6rvényes-
ség megmaraddsanak (10.2. dbra) A nyugat—keleti dramlisok vizszintes aljzat felett nem tériilhetnek
el. A kelet-nyugati &ramldsokban viszont az északra (délre) kanyarodas az északi félgombon
negativva (pozitivva) vélasat jelenti, amelyet a Coriolis-paraméter helyfiiggése kompenzalhat.
Ugyanez igaz a déli féltekén is. A kelet—nyugati dramldsok vizszintes aljzat felett tehdt elkanyarod-
hatnak.

Vizsgaljunk most egy nyugatrodl érkez$ dramlést, amely az aljzat egy AH magassagu 1épcsé-
jére fut fol (10.3a. dbra). A 1épcsé elérése pillanatadban az 6rvényességnek zérusrol valamely (o
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a) b)

yA yA

_ N~
— —

nem lehetséges lehetséges

=Y
=Y

10.2. dbra. A potencidlis 6rvényesség megmaraddsaval a sik aljzat felett nyugatrol keletre torté-
ng dramlés eltériilése nincs sszhangban (a). A keletrdl érkez§ dramlds viszont eltériilhet (b).
A jelenség mindkét féltekén érvényes.

értékre kell ugrania, ahol

fo_ fo+ Qo
0= H_AR (10.21)
melybdl
AH
Co = —fo—H . (10.22)

A (p orvényesség mindkét féltekén anticiklondlis, o/ fo < 0, megjelenése az dramlas elka-
nyarodasat jelenti az Egyenlits felé. A 1épcsé folott mindentitt fenn kell allnia annak, hogy
{+ f(y) = Qo+ fo. Ezért a ¢ orvényesség az Egyenlits felé val6 mozgds soran az északi fél-
tekén n6 (a délin csokken), hiszen a planetdris drvényesség az Egyenlit6 felé csokken (n6). Igy
az Orvényesség egyszer eléri a zérus értéket, ahol a palyavonal gorbiilete megsztinik. Ezutan a
gorbiilet az eredetivel ellentétessé valik, és mire az drvényesség a —( értéket veszi f0l, a palya
érintGje ismét az yo szélességi kor lesz. A 1épcsé f616tt hullamzo, meanderezé mozgas alakul ki
(10.3a. dbra). Ennek kozépvonala az az egyenes, amelyen { = 0, és amelynek a referenciaszint-
t6l valé Ay eltolédédsdra ugyanaz a (10.20) érvényes, mint a geosztrofikus hatdresetben. A 1épcsé
folott a Rossby-szam az (1.6) értelmezés szerint legfoliebb Ro = o/ fo| = AH/H < 1, vagyis
csekély mélységvaltozds esetén a kvazi-geosztrofikus tartoményban vagyunk. A hullam tehat
staciondrius Rossby-hullamnak tekinthets, amelyben (3.55) szerint U = B/k?, és hulliamhossza
a (3.57)-tel megadott A..

a) b)
y

Yo

AH

X X

10.3. dbra. A domborzat hatasa nyugatrdl érkez8 dramlasokra. A rajzok aljan a domborzat, feliil
az dramlas feliilnézeti képe lathatd. a) Lépcsd. b) Véges domborzati elem. Ha a domborzat perio-
dikusan ismétlédik, a domborzat hullamhossza is hatdssal van a kialakul6 hulldmzésra (3.10. fe-
jezet).

Tekintstink most egy véges 1épcs@s domborzati elemet (10.3b. dbra). A mozgas jellege a 1ép-
csG felett olyan, mint a hosszti 1épcsé esetén. Ismét a H mélységi tartomanyba érkezve a zérus
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orvényességl helyzet az eredeti i szélességi kornek felel meg, de a hulldimzés nem sztinik meg.
Az dramlés Orvényessége csak atlagosan lesz zérus: a meanderezés az yg szélesség kortiil folyta-
todik (10.3b. dbra). A nyugatrdl jovs dramlast tehat egyetlen domborzati kiemelkedés nemcsak
az Egyenlitd felé tolja el, hanem hulldmzoéva teszi, és ez a meanderezés a kiemelkedés elhagyésa
utdn is fennmarad. A hegyvonulatok keleti oldalan jelentSs vizszintes sikbeli hullimmozgéasra
kell szamitani (3.10. fejezet).

Az ugyanazon yg szélességi kor mentén keletrdl érkezé dramlds masképpen viselkedik. Ha
irdnya az egész H mélységi tartomanyban szélességi kor menti volna, akkor a 1épcsé elérésekor
nyert {o < 0 6rvényesség az dramldst mindkét féltekén a sarok felé téritené. Ebben az irdnyban
azonban a planetaris orvényesség abszolttértéke ng, amely megengedné, hogy az 6rvényesség
egyre erGsebb legyen, és az dramlds igy onmagaba visszakanyarodhatna. Ez a sohasem tapasz-
talt viselkedés gy zarhato ki, hogy feltételezziik, az dramlas mar a konstans H mélységii tarto-
manyban elkanyarodik az Egyenlit6 felé. (A 10.2b. 4bra mutatja, hogy a potenciélis 6rvényesség
megmaraddsa ezt egy keletr$l jov6 daramlasban nem zérja ki.) A palyavonalak tehat véges szog
alatt futnak ré a 1épcsére. Az ott nyert (o < 0 Orvényesség a sarok felé térit, de a tehetetlenség
a kozeget még az EgyenlitS felé sodorja. Az aramlds a szélességi korok iranyaba kanyarodik,
amelyet aszimptotikusan elér (10.4a. abra). Az Egyenlit6 felé tolodds mértékét ismét (10.20)
adja.

a) y b) y
Ay Y]

7)) IaH

10.4. dbra. A domborzat hatasa keletrdl érkezé dramldsokra. a) Lépcsé b) Véges domborzati elem

Véges 1épcsé esetén ennek a folyamatnak a forditottja jatszodik le a 1épcsé elhagyasakor: az
eredeti y szinthez torténd sima visszakanyarodas (10.4b. dbra). A keletrdl érkezé dramldsok
nem hoznak létre hulldmokat a domborzati akaddlyok mogott.

10.3. Nyugati peremdramlat idedlis folyadékkozelitésben

Tekintsiik egy nagy 6cedni medence nyugati partvonala koriili tartomanyt. Modelliinkben a
partvonal legyen az x = 0 egyenes, koordindta-rendszeriink y tengelye (10.5. dbra). Vizsgaljunk
elGszor egy part felé iranyulo kelet-nyugati &ramlatot, amelynek sebessége nagy tavolsagban U,
és U/ B < 0. Keressiik, hogyan tériil el az aramlas észak-déli irdnyban a parthoz kozeledve. Az
egyszertiség kedvéért tegytik fel, hogy a felszin véaltozésai elhanyagolhatok.

A gorbiileti hatds lehet6vé teszi, hogy a folyadék, amig csak lehet, az y =konstans vonalak
mentén haladjon, és utdna egy A vastagsdgu sdvban elkanyarodjon (10.2b. dbra). A A vastag-
sdg egyszerten becsiilhet§ a megmaradasi tétel alapjan. Az elkanyaroddsi pont koriili A oldal-
hosszusagu négyzetben az drvényesség nagysagrendje U /A, ezért a potencidlis drvényesség
tipikus értéke ott g = U/A + fo + BA. Ennek meg kell egyeznie a tavoli bedramlasban felvett
értékkel, amely g = fo, hiszen a homogén dramlés 6rvénymentes. Ebbdl a karakterisztikus vas-
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tagsag

A= ;U (10.23)

B
A nyugati partvonal mentén tehat idedlis folyadékban is kialakul nyugati peremdramlat egy
véges A vastagsagu rétegben (10.5. dbra), amelyet tehetetlenségi (azaz nem viszkézus) hatarré-
tegnek is szokas nevezni. Az 6ceani korok nyugatra irdnyulé tipikus U ~ 0,01 m/s sebességével
A =~ 30 km adédik.
I

u<o

u<o

If

A

10.5. dbra. Nyugati 6cedni partnak fut6 U sebességti ideélis dramlés altal keltett erés peremaram-
lat az északi féltekén

A részletesebb leirdshoz alkalmazzuk a (3.61) kvazi-geosztrofikus egyenlet stacionarius val-
tozatat vizszintes aljzat esetén:

a 821/)/ aZlIJ, al/)/
Ua < 2 e ) +,B$ =0, (10.24)
ahol ¢’ az uy = U, vy = 0 zondlis hattéraramlastol valo eltérést irja le. A teljes dramldsi fliggvény

p=y'—Uy.
Az eltérést leir6 ¢'-nek el kell tlinnie x — oo-re, és a part mentén érvényes 1 = 0 peremfel-
tétel akkor teljestil (10.5. dbra), ha

/
%% =0, azaz % =U. (10.25)
ay |x=0 ay |x=0
Keressiik ezért a megoldast a
¢'(xy) = Uyg(x) (10.26)
alakban, ahol ¢(0) = 1 és g(c0) = 0. A (10.24)-b6l g-re kapott differencidlegyenlet d3g/dx® =
—(B/U)dg/dx. Ennek kivant megoldasa g(x) = exp (—x/A), ahol A a (10.23) karakterisztikus
hossztsag, ha U/B < 0. A teljes dramlési fiiggvény ezért
= —Uy(1—e %), (10.27)
melybdl a két sebességkomponens

u=U(l—e %), v= —U%e”‘m. (10.28)

Az exponencialis lecsengés miatt a hattéraramldstol valo eltérés csak a part kortili néhanyszor A
vastagsdgu rétegben jelentds, ahol észak—déli dramlés alakul ki, amely az x = y = 0 torl6ponttél
tavolodva erésddik |y|-kel. Ez azonban nem vezet a vastagsag szélesedéséhez.
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AVAYES
NSNS

Ac

10.6. dbra. Az 6cean nyugati partvonalatol U atlagsebességgel eltarté aramlas az északi féltekén.
A hulldmhossz A, = 2m/U/B.

Ha az 4ramlés a parttol tavolodik, azaz U/B > 0, akkor az x-fliggés trigonometrikus, és
a A paraméter helyett a (3.57) kritikus hulldmhossz jelenik meg. Az aramlasi fliggvény és a
sebességkomponensek:

c
_ . [ 2nx . 2my 27tx
u—U[l—sm(Ac )], Z)—U/\C COS(AC > (10.30)

Ez egyfajta staciondrius Rossby-hulldm, a nyugati peremre meréleges meanderez§ aramlés
(10.6. dbra), amelynek atlagos zonalis sebessége U. Erdekes megfigyelni, hogy a zondlisra merd-
leges v sebesség y-nal ergsodik. Ez kvalitativen megfelel a Golf-dramlat azon tulajdonsaganak,
hogy északi peremén a meanderezés er§sebb, ott konnyebben szakadnak le gytirdk.

p = —Uy [1 — sin (2;”)] , (10.29)

A fentiek alapjan felvdzolhat6, hogy milyen az dramlés jellege egy észak—déli iranyban zart
medencében, ahol az Egyenlit6hoz kozeli peremen az dramlés a nyugati part felé halad. A sarok
felé torténd dramlas a part melletti A vastagsagu tartomanyban torténik, erds nyugati perem-
aramlat alakul ki, amely a sarokhoz kozeli perem miatt a partt6l elkanyarodik, és ott meande-
rezé mozgasba kezd (10.7. dbra).

y

N

K‘

X

10.7. dbra. Zért 6ceéni medencében kialakul6é dramlds sematikus rajza a nyugati partvonal koriil
az északi féltekén

Ideélis folyadékban nincs lehet6ség a medence keleti oldaldn a peremfeltétel kielégitésére.
Ez csak a viszkozités és sz€lnyiras figyelembevételével vélik lehet6vé (4.6.2., 11.3. fejezetek), de
a B paraméter fontossdgat mindkét megkozelités mutatja.



10.4. KETDIMENZIOS ARAMLASOK STABILITASA, A BAROTROP INSTABILITAS 247

10.4. Kétdimenzids dramlasok stabilitasa, a barotrép instabilitds

A kelet-nyugati homogén dramlas a p-sikon is stabil, de tetszSleges profilt &ramlasra ez nem fel-
tétleniil igaz. Tekintsiink ezért egy alland6 stirtiségti, nyugatrol keletre torténd sikbeli aramlast
vizszintes aljzat folott, vizszintes felszinnel, és vizsgéljuk, hogy tetszéleges 7 (y) profila kétdi-
menzids (a z magassagtol fiiggetlen) dramlas stabil-e a forgé Fold érintSsikjaban. Erre az alap-
aramlésra ad példat a 10.8. abra.

- Vi

10.8. dbra. Altalanos kétdimenziés u(y) dramldsi profil, amelynek stabilitasat vizsgéljuk kis per-
turbacidkra kétdimenziés dramlasban.

Latni fogjuk, hogy a vizszintes sikbeli nyiras, du/dy, illetve annak véltozasa instabill teheti
az dramldst idealis folyadékban is. Amikor ez megtorténik, barotrop instabilitdsrél beszéliink, hi-
szen a kozeg homogén (a rétegzett kozegekben torténd baroklin instabilitdsrél a 6.11. és 13.6.,
13.7. fejezetek sz6lnak). Vegyiik észre, hogy a nyirds meghatarozza az u alaparamlas z irdnyta
Orvényességét,

74 (10.31)

Az dramlds 6sszenyomhatatlan, ezért a megzavart dramlds (is) leirhat6 egy ¢ (x,y, t) dramlési
fuggvénnyel, amelynek Laplace-operatora adja a helyi 6rvényességet. A teljes

Ir =AY+ f(y) (10.32)

Orvényesség megmarad, ami a potencidlis 6rvényesség specidlis valtozata vizszintes aljzat és
felszin esetére. Alkalmazhatjuk a potencidlis 6rvényesség megmaradésat kifejezs (3.65) egyen-
letet a d = n = 0 megszoritassal, vagyis a

3 o opo

I _

alakban. A stabilitdsvizsgalat lényege, hogy az alaparamlast megzavarjuk egy kis hozzdadott
mozgassal, amelyet a ¢ dramlasi fliggvény ir le, és keressiik az igy kialakul6 hulldm diszper-
zios reldcidjat. Ha annak van képzetes része, akkor az dramlas névekvs amplitadéjava vélhat,
instabil lesz (részletesen ezt az 5.13.1. fejezet targyalja).

A teljes aramlasi fliggvényt ezért igy irjuk:

v(xyt) =9y) +¢' (xyt), (10.34)

ahol ¢ (y) az alaparamlést adja meg, és természetesen dip/dy = —u(y), ' pedig kis perturbécio.
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Ezzel a (10.33)-ban megjelend kifejezések:

op oy op  _ oy du
3 oy = Ttay  M=—g Ay (10.35)

Ezt behelyettesitve, §'-re a kovetkez§ egyenletet kapjuk:

) oy’ ETAN
<8t x) Ay + = ( —dy2>_0, (10.36)

ahol ¢’ derivéltjainak szorzatat nem irtuk ki, hiszen azok mésodrendden kicsik. Ennek a line-
aris egyenletnek a megoldasat kereshetjiik hulldimalakban. Mivel a haladés varhato irdnya az
x tengely, csak ebben az iranyban tételeziink fel hullimmegoldast k, valés hullamszdmmal és
wo(ky) diszperzios relacidval:

¢ (x,y,1) = a(y)el o), (10.37)
ahol a(y) egyelGre ismeretlen amplitado.
Felhasznélva, hogy
2
A — (fzg _ kiﬂ) ilkex—aot) (10.38)
y
behelyettesités utan:
d? d*u
(keTl — wo) <dy‘; - k§a> + ks ([5 - dyg‘) a=0. (10.39)

Ez az an. Rayleigh-egyenlet, az u profil ismeretében egymaga hatdrozza meg az wy diszperzids
reldciét és az a(y) amplitadofiggvényt, azaz egyfajta sajitérték-egyenlet. a-ra nézve masodrendi
differencidlegyenlet, amelynek egyértelmi megoldasa csak két feltétel teljesiilése esetén lehet-
séges. Ezek abbol adédnak, hogy az x tengellyel parhuzamos peremekre meréleges dramlés
nem torténhet, ezért ott az amplitado elttnik, hiszen az y iranyt sebességet (10.37) x szerinti
derivéltja adja. A 10.8. &bra jelolését hasznalva

a(y =y1) =aly =y2) =0. (10.40)

Ha peremek nem léteznek, akkor az amplitidénak y — +oo-re el kell tlinnie.

10.4.1. A stabilitas feltétele

A feltétel megfogalmazasa érdekében rendezziik 4t a (10.39) egyenletet a

2
Pa —Ka+ ﬁ g;
dy? u—c
alakba, ahol az attekinthetSbb jelolés kedvéért bevezettiik a c(ky) = wo(ky)/ky jelolést, ami for-
malisan a hulldm terjedési sebességét jelenti. A probléméban wy, és ezért c is lehet képzetes,
amivel képzetes amplitadé jar, és éppen ez utal majd az instabilitdsra. Ezt nem kizérva, szoroz-
zuk be mindkét oldalt az amplitid6 a* komplex konjugaltjaval, majd integraljunk y szerint. Az

elsé tag
v 2 da 1% v2|dal?
—Za*dy = [aa*} - / aa
vt dy dy - |, Jn |dy
melyben a szdgletes zardjel nullat ad, hiszen a és a* elttinik a peremeken. Az a*-gal val6 szor-
zéssal (10.41) két els6 tagja integralds utdn valds, az utolsé azonban lehet komplex. A tortet

=0 (10.41)

(10.42)
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(1 — ¢*)-gal bévitve a nevezd valdssa vélik, imagindrius jarulék csak a szamléléban megjelend
c* imagindrius részével aranyosan adédhat, ami

d,

’2\a|2dy =0. (10.43)

kx y1’

Itt atvettiik a diszperzids relacié komplex alakjara az 5.13.1. fejezet (5.95) kifejezése wy = w +is
jelolését.

Ha a B — d*u/dy? mennyiség nem valt elGjelet a vizsgalt intervallumban, akkor az integral
nem ttinhet el, megoldés csak akkor létezik, ha s = 0, vagyis a diszperzios relacié valés. Ilyenkor
az dramlas stabil.

Ha ez a mennyiség legalabb egyszer elGjelet valt az intervallumon beliil, akkor van lehetSség
arra, hogy az integral elttinjon, és ezzel s tetsz6leges lehessen. Hogy ez bekovetkezik-e, az ebbdl
a gondolatmenetbdl nem kovetkezik, ezért azt mondhatjuk, hogy az instabilitds sziikséges feltétele
az, hogy

25
Bt = g By =51 ) = 4o VW +D) = £.Tr =0 (10.44)
valahol az intervallumon beliil. Ha ez nem teljestil, az a stabilitds elégséges feltételét jelenti.

A két zargjeles kifejezés az alaparamlés teljes 6rvényessége, és ennek fényében instabilitas
akkor 1éphet fel, ha a teljes {; 6rvényességnek szélsGértéke van a tartomanyban. A bal oldali
alakbdl az olvashato ki, hogy az f-sikon (vagy nem forgatott rendszerben) az instabilitds sziik-
séges feltétele, hogy az alaparamlas u profiljaban jelenjen meg egy inflexiés pont. A f paraméter
jelenléte ezt a feltételt modositja, és véges tartomdany esetén akdr az instabilitasi feltétel teljesti-
1ését is megakadalyozhatja, vagyis stabilizdlhatja az dramlast.

Ennek illusztréldsara tekintsiik a kovetkez$ egyszertd alaparamlast

a(y) = U <ly/ +b (5)3> , (10.45)

amely az |y| < Y tartomdnyban van értelmezve (y; = =Y, y2 = Y), és b, U > 0. A profil
maésodik derivéltja d?u/dy?> = 6bUy/Y3. Az orig6 inflexiés pont, azaz az dramlés az f-sikon
lehet instabil. A (10.44) feltétel pozitiv B esetén az y = BY3/(6bU) > 0 pontban teljesiil. Ez
akkor van a tartoményon beliil, akkor kisebb, mint Y, ha

BY?
6b

A B-sikon akkor van tehét lehet&ség instabilitdsra, ha a sebesség elég nagy. Pontosabban, a

<Uu. (10.46)

BY

< 10.47
b (10.47)
atiras szerint, ha a nyirds erds, hiszen U/Y aranyos az dramlas vizszintes sikbeli nyirasaval. Az
ellenkezd esetben, amikor az egyenlétlenség forditott irdny1, vagyis a nyirds gyenge, az dramlas
biztosan stabil. A B-sikon tehat stabilizalédhat olyan dramlés, amely az f-sikon instabil.

10.4.2. Illesztési feltételek

Léteznek olyan profilok, amelyekben 7(y)-ban torések, ugrasok lépnek fel, és az analitikusan
kezelhetG esetek nagy része is ebbe az osztélyba tartozik. Erdemes ezért végiggondolni, milyen
feltételek érvényesek az a(y) amplittidora ilyen esetekben.
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A (10.39) egyenlet a c jelolés bevezetése és derivalasi azonossagok alapjan atirhaté a

a (,_ da du _
dy <(u — c)@ — dya> = (K(u—c)—B)a (10.48)
alakba. Ha a torési, ugrasi pont, yo kornyékén integraljuk mindkét oldalt egy rovid szakaszon,
a bal oldalon a nagy zaréjelben levé kifejezés kiilonbsége jelenik meg v folott és alatt véve, a
jobb oldalon pedig (10.48) jobb oldalanak integralja. Mivel a jobb oldal véges, az integral értéke
a szakasz hosszanak csokkenésével nullahoz tart, igy az adoédik, hogy az

_ da du

(u— c)@ - @a (10.49)
mennyiség folytonos az iy pontban. Ez azt jelenti, hogy ott, ahol a profilban t6rés van, az amp-
litado fiiggvény is torik.

Ujabb feltételt kapunk, ha ezt a folytonos mennyiséget elnevezziik C(y)-nak, majd az egyen-

letet osztjuk (u — c)?-tel (feltéve, hogy az nem nulla). A bal oldalon egy tort derivéltja jelenik
meg:

d a C
- = . 10.
dyu—c (u—c)? (10.50)
A jobb oldal integralja ismét véges és nulldhoz tart, vagyis az
a
i (10.51)

mennyiségnek is folytonosnak kell lennie yy-ban. Ha az u(y) profilban ugras torténik, az ampli-
tadofiiggvényben is ugras 1ép felé ugyanott. Ha viszont 7(y) folytonos, akkor az a(y) amplitadé
is az.

10.4.3. Véges rétegben nyirt dramlas

Gyakoriak az olyan aramldsok, amelyekben erds nyiras csak véges tartoményra terjed ki. Ezek
modelljeként tekintsiink egy olyan esetet, amelyben a nyiras konstans a 2D vastagsagt rétegben,
azon kiviil pedig homogén az aramlés, a pozitiv tartoméanyban U, a negativban —U sebesség-
gel. A teljes sebességviéltozds AU = 2U, és a nyirds nagysaga U/D. Az ilyen u(y) alaparamlas
profiljat a 10.9. abra mutatja.

Az aramlast az egyszertiség kedvéért az f-sikon vizsgaljuk, B = 0, és mivel a profil legfoljebb
linedris, az amplitidéra vonatkozé (10.39) egyenlet most

2
(kyti — wp) <3y§ - kia) =0. (10.52)

Tetszbleges pontban csak akkor teljesiilhet, ha a nagy zargjel elttinik, vagyis ha az a(y) fiiggvény
exponencidlis a -k, kitevével. A széls§ tartomanyokban csak az egyik elGjel lehet érvényes, hi-
szen az amplitidénak a végtelenben el kell tlinnie, k6zépen viszont megjelenhet a két expo-
nencialis fliggvény linedris kombindcidja. A megoldast ezért a kovetkezé kényelmes alakban
keresstik:

Ae kD), y>D,
a(y) = { Bie&W=D) 4 Byeks+D) - |y| < D, (10.53)
Cekx(]/JrD), y S —D.

Az A, By, By, C egyiitthatok lehetnek komplexek is.



10.4. KETDIMENZIOS ARAMLASOK STABILITASA, A BAROTROP INSTABILITAS 251

y
i(y)
AU
2 D
—
N——— u
D{ Oau _
> =

10.9. dbra. Véges vastagsagt nyirasi réteg két ellenkezd iranyba mozgo6 folyadéktombbe agyazva,
amelyek kozott a sebességkiilonbség AU

Az u profilban nincs ugrasa, a (10.51) feltétel az amplittidoé folytonossagét jelenti az yo = D,
—D helyeken. Ebbél
A =B+ Bye®P,  Bie?P 4B, =C. (10.54)

A (10.49) folytonossagi feltételt az yo = D pontra felirva, mivel f6l6tte du/dy nulla, alatta vi-
szont U/ D:

u
(Uky — wo) A = (Uky — wp) <B1 - BzekaD) +5 (Bl + BzekaD) . (10.55)

Az yo = —D pontban azt kapjuk, hogy

u
(Uky + wo) (—BlekaD + Bz> +5 (BlekaD + Bz> = (Uky + wp)C. (10.56)
Az A, C egyiitthatokat (10.54)-bél behelyettesitve, By, Bo-re vonatkozé egyenletrendszert ka-
punk. Ezekben az egytitthat6kat 6sszevonds utan ellenkezé oldalra vive

u u

u u
Bi = B2 Kzukx — D) - ZWO] 2D Brpy = B [<2ka — D> + 2w0} P (10.57)

A két egyenletet 0sszeszorozva, atrendezés utan

2 u?

“0= 42

[(1 — 2kD)? — e—4kxD} . (10.58)
Ez az alaparamlés perturbdaldsara kialakul6 kis amplitadéja hulldmok diszperzids relacidja. Mi-
velaz (1 —2x)% — exp (—4x) fliggvény pozitiv,ha x > 0,63,aky > k. = 0,64/ D hullimszdmokra
wo valos, itt a perturbéci6 linedris hulldamokra vezet, amelyek nem er&sédnek fel. Kis hullam-
szdmokra azonban w} negativ, vagyis wy = =is, ahol s valés pozitiv mennyiség. A (10.37)-ben
feltételezett idSfiiggésben a felsé elGjel exp (st) szerint felrobbané megoldasra vezet. Az s insta-
bilitasi rata tehat
u 1/2 0,64
s(ke) = o5 [e—‘*kxD —(1- zkxD)Z} ;o ke <ke= 22, (10.59)

melyrél jol latszik, hogy ardnyos az U/ D nyirassal.
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10.10. dbra. A 10.9. dbra alaparamlasénak s instabilitsi ratéja.

Az exp(—4x) — (1 — 2x)? fiiggvény maximuma x = 0,4-ben van, és itt a fiiggvény értéke
0,16, a leggyorsabban névekvé hullimhossz tehédt k* = 0,4/ D, és a legnagyobb instabilitasi rata
s* = 0,2U/D. Az instabilitasi rdta hullimszamfiiggését a 10.10. dbra mutatja.

Az instabilitds Ggy zajlik, hogy a nyirdsi sdv hullamzéva valik, leggyorsabban a A* =
2nD/04 ~ 16D hullamhosszti médus né. A nemlinearitdsi tartoményba érés utdn nagy or-
vények maradnak vissza, amelyek dtmérGje A* nagysagrendd. Mindannyian azonos irdnyban, az
6ramutato jarasdnak megtelelGen forognak, hiszen adott elGjeld nyirasi tartomanybdl fejlédtek
ki. Tovabbi érdekesség, hogy az instabilld val6é hullam nem haladé hullam, frekvencidja elttinik,
wp-nak k < k.-re nincs valds része.

A barotrép instabilitds mindeniitt el6fordul jelentSsen kiilonb6z6 sebességgel dramlé ko-
zegek kozott, igy példdul jetek peremén. Nevezetes példdi a Foldon a hurrikdnok kozepén el-
helyezked§ tn. szemek (melyeken beliil nincs felhézet, és a szél is gyenge) peremén kialaku-
16 &ramlas. Erdekes megnyilvanulasa bolygélégkorben a Szaturnusz északi sarkvidéke mentén
megfigyelhetS kozel hatszoges mintdzatot mutat6 felhézet, a ,Szaturnusz hatszoge”, amely a
belsejében és koriilotte futd jetek jelentSs szélsebesség-kiilonbségeivel lehet kapcsolatban.

Forgohengeres kisérletben a barotrép instabilitds tanulmanyozhat6 tgy, hogy a lapos alj-

£ i zat kozepén az edénynél gyorsabban forgé korong helyezkedik el. A korong pereme koriil az

aramlas nagy amplitadéja hullimzassa valik, amint ebben a kisérletben lathato.

Erdemes még megvizsgalni, mi torténik a nyirdsi sav keskennyé valasa, D csokkenése esetén.
Ekkor a kritikus hullamszam, k. ng, az instabilitas egyre kiterjedtebb. A D — 0 esetben minden
hulldmszdm instabil. Az e=*+P — (1 — 2k, D)? fiiggvényrdl sorba fejtés utén latszik, hogy kis D-re
(2kyD)?-hez tart, vagyis ebben a hatéresetben

s = Uky. (10.60)

Ezzel visszakapjuk a fligg6leges sikban zajl6 Kelvin-Helmholtz-instabilitds homogén kozegre
vonatkoz6 hatdreseteként kapott (5.121) eredményt, amelyben a nehézségi gyorsulds mar nem
jatszik szerepet. Ez az eset felel meg a leger&sebb instabilitdsnak, hiszen a nyirds er&ssége for-
malisan végtelen nagy, igaz, egy igen keskeny rétegben (nyirasi instabilitas).

10.4.4. Nyirdsi instabilitds a S-sikon

Tekintsiik most ezt az dramlést a  sikon amely analitikusan targyalhat6. Az alapdramlés a 10.9.
abra D — Qhataresetének felel meg, de tekinthetjiik a Kelvin—-Helmholtz-instabilitas 5.14. abréja
megfelelGjének is, persze a vizszintes sikban. A lényeges vonas most az, hogy az 7 (y) alaparam-
lasban ugrds torténik yy = 0-ban, de az d&ramlas mindeniitt mdsutt homogén.


https://www.youtube.com/watch?v=aAayiyS9RW0
https://www.youtube.com/watch?v=aAayiyS9RW0
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A stabilitdsvizsgalat (10.41) alapegyenlete most irhat6é mint

le;i = <k§ P )a. (10.61)

u-—c

Adott ky-re a gombolyd zaréjel konstans, csak nem azonos értékd a két térfélen. A megoldas
exponencialis, és kereshets az

Ale_lly, > 0,
a(y) =41 Y (10.62)
Aze?Y, <0
alakban, ahol (10.61) szerint
1/2 1/2
h (" U—c) ’ 2 <X+U+c ’ (10.63)

s hasznaltuk, hogy a(y)-nak a tavolban el kell ttinnie. Most az A1, A, egyiitthatok és az Iy, I
kitevék is lehetnek komplexek.
A (10.49) illesztési feltételt yo = 0-ban alkalmazva

(U—c)llAl = (U+C)12A2. (1064)

A (10.51) illesztési feltétel tovabbi megszoritast ad:

N UAj c uA—1 ¢ (10.65)
amely mutatja, hogy az a amplitddénak yo = 0-ban ugrasa van.
A két egyenletet 6sszeszorozva az egytitthatok kiesnek
L(U—c)? = —L(U+c) (10.66)
Az 11, I mennyiségek behelyettesitése és négyzetre emelés utan
BU+et——o] +p[U+c)+(U-c)] =0. (10.67)

Ebbdl c-re harmadfokt egyenletet kapunk, amelyet most mér az wy = ck, diszperzids relaciéval
kifejezve adunk meg;:
3
wp + —ﬁwé + (Uky)*wp + ﬂ(uzcx)z =0. (10.68)
4k 4k
Az f-sikon a diszperzids relaci6 tisztan képzetes, és az instabilitasi ratat az (10.60) Ossze-
fliggés adja. Tisztan képzetes diszperzids relaciét a nagy  hatdresetben kapunk, ami (10.68)
masodik és negyedik tagjabol
1
s = —=Uk,. 10.69
\@ X ( )
Az instabilitdsi rata csak kb. 60 szdzaléka az f-sikon érvényesnek, barmely hulldmszamra.
Ahogy ez az eredmény sugallja, és részleteiben a harmadfoku egyenlet numerikus megolda-
sa mutatja, az instabilitasi rata semmilyen B értékre nem ttinik el, monoton csokkenve éri el a
(10.69) hataresetet (wo a koztes B értékekre nem marad tisztdn képzetes). A nyirasi instabilitas
tehat olyan erd@s, hogy a gorbiileti hatas nem képes megsziintetni, csak enyhiteni. Hasonl6 enyhitési
tendencia figyelhet§ meg a baroklin instabilitds esetében is (13.7. fejezet).
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10.5. Egyenlitdi dinamika

10.5.1. Az egyenlitdi B-sik és Rossby-sugar

Az Egyenlitén (¢9 = 0, a derékszogl rendszert a cimlapkép szemlélteti) az fy Coriolis-
paraméter (3.24) szerint eltiinik, a Coriolis-eltérités tehat elhanyagolhaté. Az f ~ y linedris
kozelités a 10 fokos szélességig néhany szézalékos hibaval azonban érvényes. Azt irhatjuk te-
hat, hogy az Egyenlit§ kornyékén (az yo = 0, xq tetszSleges origéju koordinata-rendszerben) a
Coriolis-paraméter

f = Bey, (10.70)

ahol 20)
BE = iR—F = 42,3101/ (ms) (10.71)
F

az un. egyenlitSi B paraméter, és az alsé elGjel a déli félgombre vonatkozik. A vizszintes sikbeli
sebesség a sekélyfolyadék-egyenletek szerint

du on
= BEyv — 85 (10.72)
dv on

s a (3.22) kontinuitasi egyenlet véltozatlan alakban érvényes. Az egyenlet matematikai strukta-
rajaban 1j vonas, hogy a térmennyiségekben linearizalt véiltozata nem alland6 egytitthatos.

Egyszertien megbecsiilhet§ annak a sdvnak az R tdvolsdga, amelyen kiviil az f-sik-kozelités
mar érvényes lehet, azaz ahol mar visszatérhetiink az eddig vizsgalt mérsékelt 6vi hidrodinami-
kéhoz, és ahol a (3.29) Rossby-sugér mar értelmezhetd. R az a karakterisztikus hossz, amelyre
a Rossby-sugar megegyezne az Egyenlit6t6l mért tavolsaggal: Rg = /¢H/(|B&|Re). Ebb6l

()"t o
e T (10.74)

ahol ¢y = /gH a nem forgatott sekély vizi hullamsebesség. Az R tavolsagot szokas egyenlitSi
Rossby-sugarnak nevezni. Az Egyenlit6hoz Rg-nél kbzelebb esd szélességeken a sekélyfolyadék-
egyenletek (10.72), (10.73) alakja hasznalandé. Az egyenlitéi  paraméter értékével Rr nagy-
sdga mind a légkorben, mind a mély écednban 3000 km koriili. (A rétegzettség ezt az értéket
csokkenti, g helyett els6 kozelitésben az (5.8) redukalt gravitacios gyorsulés, ¢’ irando: 1égkori
10 szdzalékos redukciéval kb. 2000 km, 6cedni 1 ezrelékessel 560 km adddik Rg-re, amelyek a
18, ill. 5 foknyi szélességeknek felelnek meg.)

10.5.2. Egyenlitdi Kelvin-hullamok

Az egyenlitSi sekélyfolyadék-egyenleteknek létezik olyan linedris hullimmegoldédsa, amely
észak-déli sebességgel nem jar, tehat mintha az Egyenlit6 merev falként viselkedne az ilyen
mozgdasok szempontjabol. A hullamot x irdnyban haladé sikhulldmnak feltételezve, a megol-
dast

(u,0,1) = (o(y), 0, 70(y))e =¥~ (10.75)

alakban keressiik, ahol az amplitadok y-fiiggése egyelSre hatarozatlan. A vizszintes aljzatt ko-
zegben a H atlagos mélység kortil linearizalt (10.72), (10.73), (3.22) egyenletekbe helyettesitve
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az
iwouy = ikxgHo, (10.76)
dﬂo
EYup = —¢——, (10.77)
Pry 8y
ia)oﬂo = ikaMO (10.78)

osszefiiggéseket kapjuk. Az elsé és harmadik egyenlet dsszeszorzasabol w3 = gHk? adédik,
az elsébdl ug = kygho/wo. Ezeket a masodikba helyettesitve dio/dy = —(Bekx/wo)yno. En-
nek megoldésa y*-ben exponenciilis fiiggvény. Fizikailag értelmes, az Egyenlit6tsl tavolodva
lecseng$ megoldast csak akkor kaphatunk, ha B és wy elGjele azonos. Ebbdl

o(y) ~ e /R ~ug(y),  wy = Ecoks, (10.79)

ahol a negativ elGjel a déli féltekére vonatkozik. A hulldm tehdt a szokasos Kelvin-hulldmokhoz
hasonléan lecseng, éppen az R egyenlitSi Rossby-sugar tavolsagén, de a lecsengés most négy-
zetesen fiigg az y tdvolsagtol. Az ilyen egyenlitSi Kelvin-hullam mindkét féltekén keletre halad, és
mivel nem diszperziv, energidja is ebbe az irdnyba terjed.

10.5.3. Egyenlit6i Poincaré—Rossby-hullamok

Ha nem tessziik fel, hogy az észak-déli sebesség elttinik, a linearizalt (10.72), (10.73), (3.22)
egyenletek megolddasa keresheté az

(n,0,1) = (0(y), v0(y), 70 (y)) &' xx 0" (10.80)

alakban, ahol az amplitadok y-fiiggése most is egyelSre hatdrozatlan. A vizszintes aljzata ko-
zegben a H &tlagos folyadékvastagsag koriil linearizélva az

—iwouo — ‘BEyUO = —ikxgiyo, (10.81)
. d
—iwgvg + Pryug = _gdﬂyo, (10.82)
d
—iworo + H;;/O = —ik,Hug (10.83)

egyenleteket kapjuk. A harmadikbél

. H .dvo

o = @0 <kxu0 - Zd]/) . (10.84)

Ezt (10.81)-be helyettesitve

_ iﬁgwoyvo — cBkydog/dy
w§ — c3k2 '

1 (10.85)

Feltételezve, hogy w3 # c3k? (vagyis a Kelvin-hullamot kizérva), és ezt (10.84)-be helyettesitve

a felszini alak amplitadojat is kifejezziik az y irdnyt sebességgel:

_ iH,BEknyO — wodvy/dy

10.86
wi — c3k2 ( )

o
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Mindez (10.82) alapjan a

d?vy Y2 wi  Brke
_ -0 _ — = 10.87
dy? R‘}EUO N < 3 wo kx) 2% =0 (1087)

differencidlegyenletet adja a vp(y) amplitadéra. Ha a tavolsdgot Rr egységekben mérjiik, és
mindkét oldalt osztjuk 2-vel, akkor

1 dzl)()

1, (B prk g
zap T =2 (g T R (1089

Ez a harmonikus oszcilldtor Schrédinger-egyenlete.! A peremfeltétel az, hogy vp-nak |y| —
oo esetén el kell ttinnie. Ezzel az analégia teljes: a jobb oldalon a vy elétt fellépS konstansnak
a harmonikus oszcillator dimenziétlan sajatenergidjanak kell lennie. Ez az n kvantumszdmu
allapotban n + 1/2. Az egyenlit6i hullimoknak tehét teljes spektruma létezik az n = 0,1,...
természetes szamokkal megkiilonboztetve. Az n-edik hulldam diszperziés relacidjat az

wp _ Pekx

— k2 = (2n+1)R=? 10.89
C% wo x (”+ ) E ( )

harmadfoku egyenlet hatdrozza meg. A Rossby-sugdr (10.74) kifejezését haszndlva ez irhat6 az

z Rgkx+/
“o o BEf ol Be| _ (Rekg)2 =1+2n (10.90)
co| BE| wo

alakba is, amelybdl latszik, hogy wy természetes egysége a +/co| BE| egyenlitdi frekvencia,? és a

dimenziétlan diszperzids relacié csak Rek,-t6l fiigg, ahogy a 10.11. dbra mutatja.

Az n indext hulldmhoz tartozé vy (y) amplitad6 a kvantummechanika alapjan
vp(y) ~ e ¥/ CROH, <Ry) , (10.91)
E

ahol Hy,(z) az n-edik Hermite-polinom.

Az n > 1indexd hullamok két csalddra bomlanak. Egyikiikben a frekvencia sokkal nagyobb
\/co|Be|-nél. Ekkor az 1/wy-lal ardnyos tag elhanyagolhatd, és

Why = col Bl (1 421 + (Reky)?). (10.92)

Ez ugyanolyan tipust, mint az f-sik Poincaré-hullamaira vonatkoz6 (3.30), ezért ezt a csaladot
egyenlitSi Poincaré-hullamoknak hivjak. Erdemes megfigyelni, hogy annak ellenére, hogy fo
nem létezik, megjelent helyén az /co|BE| egyenlitSi frekvencia. A névekvé n indexd Poincaré-
hullamok diszperzi6s relacidja egyre nagyobb frekvencidknal kezd6dik (10.11. &bra).

AV = (1/2)mw*y? potencidlban mozgé m tomegl, E energiaji részecske Schrodinger-egyenlete
—1*/(2m)dp/dy? + (mw?y?/2) $ = E ¢, az E = hw(n + 1/2) energiaspektrummal. Ezt \/fi/ (mw)-val, a kvan-
tummechanikai probléma természetes tavolsagegységével dimenzidtlanitva —1/2d%y/dy? +y2/2¢ = (n +1/2)9,
ami ekvivalens (10.88)-cal. Az 6sszehasonlitdsbdl latszik, hogy az Rg Rossby-sugar a 1//(mw) tavolsagnak felel
meg.

2 Annak az idének a reciproka, amely alatt a felszini hulldimok az Rg Rossby-sugarnyi tdvolsdgot befutjak.
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10.11. dbra. Az egyenlitSi hulldmok (10.90)-nel leirt diszperzi6s reldcidja az északi féltekén n =
—1,0,1,2,3-ra. A Poincaré- és Rossby-hullamokhoz az n = 1,2, ... indexek tartoznak. (A 2 és 3
indexd Rossby-hullam diszperziés gorbéje mellé helyhiany miatt nem irtuk ki az indexet.) Az
n = 0 médus a kevert hullam. A Kelvin-hulldm az n = —1 valasztdsnak felel meg.

A maésik hulldmcsaladban a frekvencia sokkal kisebb, mint \/co|B£|. Ekkor az w%-es tag ha-
nyagolhato el (10.89), (10.90)-ben, és

kx
k24 (2n +1)R;?

REkx

1+ 2n+ (Rgky)? (10.93)

= F+/col|BE|

won = —PE

Mivel ez ugyanolyan tipust, mint (3.51), az ilyen hulldmokat egyenlitSi Rossby- vagy egyenlit6i
planetaris hullaimoknak nevezziik. Ezek az elnevezés ellenére nem kvazi-geosztrofikus hulla-
mok, hiszen a ky = Rz hullimszdmmal pl. a R/ (21 + 2) nagysagu frekvencia tarsul, amely
kis n-ekre 6sszemérhet§ azy = Rp szélességhez tartozé f = BrRE Coriolis-paraméterrel.® A két
hulldmcsalad frekvencidja jol szétvalik: a Poincaré-hullamok minimélis és a Rossby-hullamok
(Rgky)? = 1+ 2n-hez tartozé maximélis frekvencigjanak aranya 2(2n + 1), legalabb 6.

Az n = 0 indexd hulldm kiilonleges, mert mindkét csaladhoz tartozik egyszerre. Ekkor
(10.89) nulldra rendezett alakja irhaté mint (£wp/co + ky)(E£wo/co — Be/wo — kx) = 0. Mi-
vel az els6 tényez$ a levezetésben haszndlt feltevés szerint nem lehet nulla, az n = 0 médus
diszperzios reldcidjat a

L@ Pe g (10.94)

o Wo
feltétel adja. Ez nagy frekvencidkra wy = *cok, alakt, mig kicsikre wy = —Bg/ky. Ez a hullam
bizonyos hullimszdmokra gravitacié-, masokra pedig Rossby-szert, ezért kevert hulldmnak ne-
vezik. Mivel a (10.89) egyenletnek a formalis n = —1 vélasztassal a (10.79) reldcié megoldasa,

3 Az Egyenlit6 mentén nem beszélhetiink kvézi-geosztrofikus viselkedésrdl, hiszen az a geosztrofikustél valo kis
eltérés, az utébbi azonban nem értelmezhetd ebben a tartomanyban.
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a Kelvin-hullamok is beleilleszthetSk ebbe az egyesitett targyalasba. A vy(y) amplitadé isme-
retében az uy(y), no(y) amplitadok is kévetkeznek. A (10.85), (10.86) Gsszefiiggésekben meg-
jelend i tényez$ mutatja, hogy negyed fazisnyi eltérés van v, illetve u és  kozott. Ha tehat a v
sebesség idSfiiggése sin (kyx — wot), akkor a masik két mennyiség cos (kyx — wyt)-vel aranyos.
Az n > 1 indext hullam az y irdnyban hulldmzik, hiszen a Hermite-polinom t6bbszor el&je-
let valt, az n-edik n — 1-szer. A (10.91)-ban megjelend négyzetes exponenciélis lecsengés miatt
a hullamzés az Rg Rossby-sugaron kiviil mar nem érzékelhets, ezek a hullamok nem jutnak
el a mérsékelt égovbe. Paros n-ekre a H, polinom paros fliggvénye y-nak. A (10.85), (10.86)
Osszeftiggések szamlaloi szerint azonban u(y) és 17(y) parossaga ellenkezd jellegti, mint v-jé.
A felszini hullamzas szempontjabdl tehat a paratlan »n indexd hulldmok tiikorszimmetrikusak
az EgyenlitGre.

A \/co|BE| egyenlitdi frekvencia fontossagat mutatja az is, hogy az ennél kisebb frekvencia-
ja (kb. 1 napnél hosszabb periédusi) zavarok nem keltenek Poincaré-hulldmokat, csak Rossby-
és Kelvin-hulldmokat, illetve a kevert hulldimot gerjeszthetik. Az Egyenlitére térben szimmet-
rikus felszini perturbacié esetén csak a Kelvin-hulldm és a paratlan indext Rossby-hullamok
jelenhetnek meg.

A (10.93) diszperzi6s relaciéju Rossby-hullamok csoportsebessége (3.54)-hez hasonléan

2 _ (1+42n)R:2
¢ = ppa = UF2IR (10.95)
(k2 + (1 +2n)R;?)

Az energia keletre terjed, ha ky > /1 + 2nREl. A 3.11. abra jellegében érvényben marad, csak
R~ szerepét az n-edik hullamban R;'/1+ 2n veszi 4t, és leolvashaté az alacsony frekven-
cidja egyenlitSi hullamok visszaver§dési torvénye észak-déli partvonalon. Ezek meghatarozé
vondsa, hogy az Egyenlit6 mentén haladé Rossby-hullamok ugyanolyan irdnyitottsdgt Kelvin-
hullamok forméjaban is visszaver6dhetnek. A mindig kelet felé halad6 Kelvin-hulldmok a keleti
peremen torténd visszaverddés utdn ugyanolyan frekvenciaja hossza Rossby-hullamokké val-
nak, amelyek az energiat nyugat felé szallitjak. A nyugati peremen torténd titkzéskor a Rossby-
hulldm most nemcsak révid Rossby-hullamként verédhet vissza, hanem az Egyenlit6 mentén
halad6 hosszt Kelvin-hullamként is. Ez egyben gyengiti a révidhullamu zavarok felhalmozé-
daséat a nyugati perem mentén, vagyis a nyugati peremaramlatot. Ugyanakkor a keleti peremen
val6 titkozéskor az y irdnyt part mentén a sarok felé halad6 Kelvin-hulldm is keletkezhet, és igy
az egyenlitsi hulldmok Gsszenergidja csdkkenhet.* Az egyenlitsi hullamok, visszaverddésiik és
egymadsba alakulasuk fontos szerepet jatszanak a Csendes-6cean medencéjére jellemzé an. El
Nino-jelenségkor részletes megértésében.

10.6. Gombi hidrodinamika

10.6.1. Gyorsuldsok gombi koordinatikban

ElGszor elemi gondolatmenettel meghatarozzuk, hogyan fejezhet6 ki egy nem forgatott gombon
mozgo test gyorsuldsa a 3.1. dbranak megfelels f6ldrajzi (A, ¢, r) koordinatakkal (10.12. dbra),
azok idéderivéltjaival, majd a gombi sebességekkel. Utébbi azért fontos, mert a hidrodinamika
egyenletek a sebességtér idGderivaltjara épitenek.

4Ezzel ismét példat latunk arra, hogy dramlési jelenségek megsziinhetnek nemcsak a disszipaci6, hanem hulldm-
keltés révén is. A geosztrofikus turbulencidban a nagy 6rvények 6sszeolvadasi folyamata példdul Rossby-hullamok
kisugarzasa miatt szakad meg (7.5.3. fejezet)
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10.12. dbra. A gyorsulasvektor komponensei (4ll6) gombi rendszerben

A ¢ iranyt komponens mindkét féltekén akkor pozitiv, ha a kozelebbi sarok felé mutat. Mint
minden vektormennyiséget, a gyorsulést is kelet-nyugati, észak-déli és sugariranyt komponen-
sekre bontjuk, a = (a,,a4,a,). A sebesség (3.3), (3.4) alapjan

= (rcospA = u, +rp = v,7 = w). (10.96)

A A(t), p(t), r(t) palyan mozgo test gyorsuldsat keressiik gombi koordinatdkban.
A gondolatmenet azon alapul, hogy hasznaljuk a gyorsulas kifejezésének all6 és gyorsuls-
forgé koordindta-rendszerek kozotti jol ismert kapcsolatat:

a=a —ay—ac+ao. (10.97)

Itt a az inercia-rendszerbeli gyorsulds, a’ a test gyorsuldsa a mozg6 rendszerben, a ¢, ac az
egyenletes szogsebességti forgas miatt fellépd centrifugalis és Coriolis-gyorsulas, és ag a mozgé
rendszer origéjanak gyorsuldsa.’

A mozgast gondolatban felbontjuk harom fliggetlen komponensre:

(i) egy észak-déli tengely koriili, A pillanatnyi (4lland6) szogsebességt forgésra,

(ii) az Egyenlit§ sikjdban fekvé tengely kortili, ¢ pillanatnyi (allandd) szogsebességt for-
gasra,

(iii) és egy 7 sebességti, forgés nélkiili radialis mozgdsra.

Mindegyik mozgaskomponens esetén alkalmazzuk a (10.97) Osszefiiggést. Mivel minden
felmertiilS koordindta-rendszer origdja vélaszthaté a gomb kézéppontjanak, ag = 0.

(i) Az észak—déli tengely koriil A szogsebességgel mozgé testre r cos pA? centrifuglis gyor-
sulas hat, amelynek - és ¢ komponensei (10.13. bra) r cos? pA?, illetve Frsin ¢ cos pA?, a fels6
el6jel vonatkozik a felss félgombre. Az abrardl leolvashaté az is, hogy a A szdgsebességi pil-
lanatnyi forgasb6l szarmaz6 Coriolis-gyorsulasnak csak A komponense van: az # sebességkom—
ponensbdl — —2A# cos ¢ adédik, az r¢ komponensbdl 2\r¢sin ¢. A test A irdnyti gyorsuldsa, 4, az
éppen A sebességgel forgé rendszerben r cos pA nagysagu. Az 4ll6 rendszerbeli a gyorsuldshoz
ad6do jarulék tehat

(rcos A + 2A(7 cos ¢ — r¢ sin @), 7 sin ¢ cos pA?, —r cos® pA?) . (10.98)

(ii) Az Egyenlits sikjdban fekvd, ¢ szdgsebességgel forgd rendszerben r¢? nagysagu, su-
gdr irdnyu centrifugdlis gyorsulds hat a testre (10.14. dbra). A test relativ sebessége ebben a
rendszerben az r irdnyban #, a A irdnyban r cos pA. A Coriolis-gyorsuldshoz az utébbi nem ad

5Ha forg6 rendszer szogsebességét nem tekintjiik konstansnak, hanem a testtel egyiitt gyorsulva forgonak, akkor
a’ = 0 lenne, de megjelenne a szdggyorsuldsbol adédé (Euler-)gyorsulés ellentettje, ami éppen az 4ltalunk figye-
lembe vett a’.
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10.13. dbra. Az 4ll6 gombon az észak-déli tengelyd, A pillanatnyi szogsebességgel forgd
koordinata-rendszerben fellépd centrifugalis gyorsulds és komponensei. A szaggatott vektorok a
sebességkomponenseket jelolik.

jarulékot, az el6bbibdl azt kapjuk, hogy ¢ irdnyban F2i¢. A mozg6 test ¢ irdny a;, gyorsuldsa
r$ nagysagu (az északi félgombon pozitiv). A jarulék az a gyorsuldshoz most

(0, £(rd + 2i¢), —r¢?) . (10.99)

10.14. dbra. Az egyenlitSi sikban fekvd, ¢ szogsebességti koordinata-rendszerben felléps cent-
rifugalis gyorsulds. A szaggatott vektor az ebben a forgé rendszerben észlelt sebességnek a rajz
sikjaba es6 komponensét mutatja.

(iii) Az 7 sebességt radidlis mozgas kovetésekor forgasbol szarmazoé tehetetlenségi er6k nem
lépnek fel, az a, gyorsulés 7, és a jarulék

(0,0,#). (10.100)

Az (i)-(iii) jarulékokat figyelembe véve kapjuk, hogy inerciarendszerben az a gyorsulas
komponenseinek kifejezése a foldrajzi koordindtdkkal és azok derivaltjaival

ay = rcos A + 2A(#cos ¢ — r¢sin @), (10.101)
ap = £(r$ +2i¢ + rsin ¢ cos pA?), (10.102)
a, = ¥ — r¢* — rcos® pAZ. (10.103)

A masodik derivéltak mellett megjelennek az els¢ derivéltak szorzatait tartalmazé tagok is.
A (10.96) sebességvektor id6derivaltjai

i;: = rcos A + 7 cos pA — rsin pA¢ = rcos pA + ? F ? tg @, (10.104)
v p N OW dw
T t(r¢+r¢) = £rg+ — T (10.105)

ahol a masodik egyenl§ségekben az els§ derivéltakat a sebességekkel helyettesitettiik. A gyor-
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suldsok foldrajzi koordinatdkban tehat az

du uw uv
an = —|—7—7tg|q)\, (10.106)

dv  ow u?
ap =7 +7—|—7tg\cpl, (10.107)
dw  u?+v?
- - _ 10.108
r dt r ( )

Osszefiiggésben allnak a sebességek idéderivaltjdval. A koztiik fellépé kiilonbség a sebességek
szorzatait tartalmaz6 an. metrikus gyorsulds, amely a koordinata-rendszer gorbiiltségének kovet-
kezménye. Ezek az egyenletek (a gondolatmenetben segitségként hasznalt dinamikai megfon-
tolasok ellenére) kinematikai jellegtiek, a gombi geometria jellemz&i. Hasznédlhatok ezért forgd
gombon is az abban a rendszerben érvényes sebességekkel. Ezt hasznaltuk a (3.9) egyenletben.

Mozgé test esetén a Newton-egyenlet azt fejezi ki, hogy ezek a gyorsuldsok a gombon
érvényes szabad és tehetetlenségi er6kbdl ad6dé gyorsulasok sszegei. Kizarélag a Coriolis-
gyorsulds hatdsét vizsgalva, ennek gombhéjra (w = 0,7 = R) érvényes valtozata a (3.12) egyen-
let.

10.6.2. Hidrodinamika forgé gombon

Rétériink a forgé gombon (Foldon) zajlé dramldsokra. Az Euler-egyenletben a gyorsulasok se-
bességderivaltakkal megadott fenti alakjat hasznéljuk: a d/dt mennyiség természetesen a teljes
derivaltatjeloli. A kiils6 eréként figyelembe vessziik a stilyt, a nyomasi erét, és a folyadékelemre
hat6 Coriolis-erét. Az egyenlet sszenyomhatatlan folyadékra tehat

du uw uv 1

E+7—7tg|(l’| _fv—ZQyw—&gradAp, (10.109)
dv ovw u? 1
o —|—7+7tg\(pl = —fu—ggradq)p, (10.110)
dw  u? 402 1
T =2Q0yu—g— & grad, p, (10.111)

ahol hasznéltuk a Coriolis-gyorsulds altalanos (3.7) kifejezését (f a (3.20) Coriolis-paraméter,
), a Fold forgési szogsebességének (3.6) észak-déli komponense), és megjelentek a nyomas-
gradiens gombi komponensei. Az egyenlet azt mutatja, hogy a teljes Foldre kiterjed$ hidrodina-
mikai mozgésok lefrdsaban a metrikus gyorsuldsok lényegesek. A (10.111) alakban szigortian
véve a g gravitaciés gyorsulas jelenik meg, hiszen az radidlis irdnyitottsagu. Nem kovetiink el
azonban nagy hibét, ha ide a nehézségi gyorsulds nagysagat irjuk (s kozben megtartjuk a gombi
szemléletet).

Vizsgéljuk most meg, mikor lehet az (),-nal aranyos tagokat elhanyagolni. Ehhez dimenzi-
6tlanitjuk az egyenleteket, amelyeket a p’ dinamikai nyomassal irunk fel. A vizszintes koordina-
tdkat L, a fligg6Slegest H egységekben mérjiik, a karakterisztikus vizszintes sebességet U-nak,
a fuggslegest UH /L-nek, a jellegzetes dinamikai nyomadst go|fo|UL-nek tekintjiik, és az idét
L/U egységekben mérjiik. A felszini kozegek korldtos mélységét kihaszndljuk abban, hogy a
metrikus gyorsuldsokban szerepld r tdvolsdgot a Fold Rr sugaraval kozelitjiikk. Az egyszertiség
kedvéért csak a kozepes szélességekre vonatkozé alakot vizsgaljuk. A dimenziétlan egyenlet
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igy
du f 20), ,
Ro ﬁ+ROR (euw —uvtg|ep|) = WU_ Wsw—gradAp, (10.112)
d L
Rod—i + ROR— (eow + u* tg|g|) = —Uj:|u —grad, p/, (10.113)
20)
Ro szilzf Rolsps (u? +0%) = —|f—|eu —grad, p/, (10.114)

ahol € a H/L mélységi aranyt jeloli.

Ha most figyelembe vessziik azt is, hogy a folyadék sekély: ¢ < 1, sok tag elhanyagolhaté-
vé valik. Az utols6 és a (10.111) egyenlet a hidrosztatikai kozelitésbe megy at, és (), elttinik
a vizszintes sebességkomponensek egyenletébdl. Relevans paraméterként megmarad viszont
az L/Rr hanyados, a linedris kiterjedés viszonya a Fold sugardhoz. Ha ez nagyon kicsi, akkor
visszakapjuk a 3.4. fejezetben targyalt f-sik-kozelitést.

A tg|¢p|-kel ardnyos tagok akkor is elhanyagolhatok, ha L/Rr véges, pl. 0,1 koriili, de a
Rossby-szam kicsi, hiszen az egyiitthatdja ekkor két kis szdm szorzata. Ugyanekkor jogos vi-
szont megtartani az f/|fy| = +(1 + Bey) alakban az y-nal ardnyos tagot, hiszen Be ,egyszere-
sen” kicsi, ami (3.37)-nek felel meg. A kvizi-geosztrofikus kozelités tehat konzisztens a 3.5. fejezet-
ben bevezetett B-sik-kozelitéssel, azaz ilyenkor a Fold gorbiiletébdl ad6doé legfontosabb jarulék
valéban a Coriolis-paraméter linedris helyfiiggése. A metrikus gyorsulasok mind elhanyagol-
hatok, haszndlhatjuk a lokalis derékszogt koordinata-rendszert és az abban képzett gradienst.



11. fejezet

A viszkozitas hatasa (folytatas)

11.1. Ekman-transzport az alsé hatarrétegben

Erdemes megvizsgalni, hogy a viszkozitds kovetkeztében milyen mértéki az izobarokra me-
réleges, tehat a geosztrofikustdl eltéré anyagmozgds az alsé hatarrétegben. Definidljuk ezért
(4.40)-hez hasonldan az als6 rétegben az

S — /0°°<u ~ug)dz (11.1)

Ekman-transzportot. Az Ekman-transzport és a hatarréteg D vastagsagdnak hdnyadosa a ha-
tarrétegbeli atlagos sebesség. A (4.14) egyenletet integralva a (11.1) definici6 alapjan kapjuk,

hogy
foSxn=v— . (11.2)

Kihasznéltuk, hogy a fels§ hatdron a sebesség belesimul a geosztrofikusba, amely fiiggetlen a
magassagtol, és igy csak az als6 hatar a lényeges. A sebesség z szerinti derivaltja az alaplapon
(4.27) szerint ismert, és ezzel

foS xn = % (ug Fug xn). (11.3)

Mivel minden n-re meréleges r vektorra n X r X n = r, az egyenletet n-nel vektoriélisan beszo-
rozva azt kapjuk az Ekman-transzportra, hogy

S = f:)/(S (nxug Fug) = (—uy F oy, —vg + 1) g, (11.4)
hiszen (4.17) alapjan v/fy = +62/2. A fels elGjel ismét az északi féltekének felel meg. Az
eredmény azt mutatja, hogy az Ekman-transzport mindig 135 fokos sziget zér be a geosztrofi-
kus aramlds irdnydval, és az északi (déli) féltekén attél balra (jobbra) mutat (11.1. dbra). Az a
tulajdonsag, hogy az Ekman-transzport szdge éppen 45 fok a negativ geosztrofikus sebesség-
hez képest, érthet6vé valik, ha észrevessziik, hogy a (11.2) egyenlet jobb oldaldn (4.23) szerint
03/ 00 &ll, ahol o3 a folyadék &ltal az aljzatra vizszintesen haté nyirasi fesziiltség. Ezzel

1
S=—nx 03 = 7(—0'3,]/, U3,x)- (115)
0/0

Az Ekman-transzport tehdt éppen meréleges a nyirasi vektorra. Ez érthetd, hiszen a teljes ha-
tarrétegben a sebességeltéréssel kapcsolatos Coriolis-erének kompenzalnia kell a viszkozitasbol



264 11. A VISZKOZITAS HATASA (FOLYTATAS)

ad6do ered§ erét. Az utébbi nem maés, mint a folyadékra alul hat6 erd, azaz az aljzatra haté nyi-
réer$ ellentettje, —o3 (11.1. dbra). A du/dz-vel aranyos nyirds viszont (4.27) szerint 45 fokot
zar be a geosztrofikus sebességgel, —o3 pedig 135 fokot.

11.1. dbra. A S Ekman-transzport az alsé hatarrétegben 45 fokos szoget zér be az ug geosztro-
fikus sebesség ellentettjével. A C Coriolis-er§ és az aljzat altal a folyadékra hat6 —o3 nyiréerd
ereddje nulla az (x,y) sikban. A C vektor az Ekman-transzportnak megfelel$ atlagos sebesség-
novekményre hat6 Coriolis-erét jeloli, amely merSleges magéra az Ekman-transzportra. Az dbra
az északi féltekére jellemzd iranyitottsdgot mutatja.

Ez az eredmény azonos a fels§ hatérrétegbeli Ekman-transzportot a szélnyiras er§sségével
megadoé (4.42) alakkal, ha azt is a folyadékban fellép6 nyirdssal, tehat —t-val fejezziik ki. Az
6cedni felsé és als6 hatarrétegben az Ekman-transzport viszonya tehét | t|/|o3|, és mivel |o3| al-
taldban kisebb, mint a szélnyirds, az alsé hatarrétegben az Ekman-transzport rendszerint gyen-

gébb, mint a felsében.

11.2. Viharhulldmok

i

A (4.49) szélnyirassal kiegészitett sekélyfolyadék-egyenlet lehet6vé teszi az tin. viharhulldmok
viselkedésének leirdsat. Allandé, erés szelekkel jaré viharok jelentSs, kozel alland6 erésségt
nyirést fejtenek ki a tengerek felszinére. Ha a szél valamely partvonal mentén faj, amely téle az
északi féltekén jobbra, a délin balra esik, akkor a Coriolis-er§ kovetkeztében kialakulé anyag-
transzport a part felé irdnyul. Id6ben egyre névekvé mennyiségti viz torlédik fel a part mentén
(11.2. bra), viharhulldam (storm surge) alakul ki, amely komoly karokat okozhat.

11.2. dbra. A viharhulldm a part felé irdnyul6 dramlds miatt kialakuld vizszintemelkedés, amely
a parttal parhuzamosan f0j6 szél nyiréereje (T) és a Coriolis-hatds kovetkeztében alakul ki. Az
északi féltekén a viharhulldmoknak kitett partok a sz€él haladdasi irdnyanak jobb oldaldra esnek.
A viharhulldm hatésa a part Rossby-sugar nagysagu kornyezetére korlatozédik.
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Tegyiik fel, hogy a nyugati partvonal észak-déli iranyd, a szél északrdl faj, és konstans
Ty = —To < Onyirasi fesziiltséget fejt ki a vizfelszinre. Az dramlési sebességek olyan kicsik, hogy
anemlinedris tagok elhanyagolhaték. Mivel a vizszintemelkedés rendszerint nem tdal nagy kiter-
jedést, jogosan haszndljuk az f-sik-kozelitést. A linearizélt sekélyfolyadék-egyenletek az északi
féltekén ekkor

ou on v on T

g - fov - ga, at — f(]u g@ QoiH, (11.6)
on Ju 0Jv\
§+H <8x+8y> =0. (11.7)

A nyiras 4llando, ezért a probléma eltoldsinvaridns az y tengely mentén. Feltehetjiik tehét, hogy
minden véltoz6 csak a kelet-nyugati x koordinatatol fugg: 1 = n(x,t), u = u(x,t), v = v(x,t).
A hidrodinamikai gyorsulds a parttal padrhuzamos y iranyban nem lehet nulla, mert ott 4llan-
do6 erd hat, arra merdSlegesen viszont lehet. Az u komponens id6beni dllandéséagat feltételezve:
u = u(x), a kontinuitasi egyenletbdl azt kapjuk, hogy # id6ben linedrisan valtozik, az u kompo-
nens egyenletébdl pedig azt, hogy v is. A nyirds tehat egyenletesen erdsiti a parttal parhuzamos
aramlast, és egyben id6ben dllandé szintemelkedést okoz. A linedris id6fliggés levalasztasaval

kozonséges differencial-egyenletrendszert kapunk, amely az u(x = 0) = 0 peremfeltétellel
megoldhaté. A teljes megoldas:
_ W ~x/R __ Wt R
U= — 1—e 7)), v=———¢ , 11.8
foQ(JH ( ) Q()H ( )
és o
_ 0 —x/R
=_——¢ . 11.9
= Rfoao (11.9)

Itt megjelent az R = /gH/ fy Rossby-sugar, és ez hatdrozza meg a partra merdleges térbeli le-
csengést (11.2. abra). A kelet-nyugati sebességkomponens amplituddjat a 1o nyirdserdsség, az
észak—déliét és a szintemelkedését viszont a Tyt nyirdsi impulzus szabélyozza. A szintemelkedés
sekély folyadékban a leggyorsabb, hiszen ott a Rossby-sugér kicsi. Viharos szélben 1y = 2N/m?,
amellyel H = 50 m-es vizmélységben a part menti szintemelkedés dy(x = 0) /dt = 8 m/nap(!),
Osszhangban a megfigyelt sebességekkel. Természetesen a szelek er&ssége valtozik, és a felté-
telek ezért csak néhany 6raig allanddak, de még ezalatt is tobb méteres szintemelkedés tortén-
het. Ha a széler&sségben térbeli periodicitas is megfigyelhet§ a part mentén, akkor a szélnyiras
Kelvin-hulldmokat gerjeszt, amelyek amplitaddja idSben néhet.

11.3. Nyugati peremdramlat sarl6dé folyadékban, a Stommel-modell

H. M. Stommel amerikai oceanografus (1920-1992, a Golf-dramlat elsé részletes elméletének ki-
dolgozdja, a modern oceanogréfia egyik megalapozdja) nevéhez fliz6dik az a felismerés, hogy a
nyugati peremaramlatok véges méretének kialakuldsdban alapvets szerepe van az als6 hatarré-
tegnek is. Az ott kialakul6 feldramlas w eréssége ugyanis fiigg a geosztrofikus drvényességtdl.
Mivel az dramvonalak elkanyarodédsa miatt a medence nyugati peremén a felaramlas jelentSs
lehet, az als6 hatarréteg itt nem hanyagolhat6 el. Ha a felaramlasi sebesség magassag szerinti
derivéltjat a ow/dz = (w4 — w—)/H alakban irjuk, akkor l4tszik, hogy elegendden nagy cik-
londlis 6rvényesség esetén a w_ olyan nagy negativ szam, hogy a derivélt elGjelet vélt a csak
a fels6 hatarréteg hatasat figyelembe vevé leirashoz képest (4.6.2. fejezet). Ekkor a Sverdrup-
transzport is elGjelet valt, és észak felé torténd dramlést ir le. Ez torténik a nyugati peremaram-
lat kialakulasi helyén. Mivel most w_ nem zérus, a peremaramlat vastagsédga is véges értéknek

adddik.
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A (4.53) egyenlet altaldnositdsa tehat

Wy — wWw_ rot, T 1
VB =fo— = QOZI_I 1 (11.10)

ahol hasznaltuk (4.33) jobb oldalét és a ty felporgetési id6 (4.34) alakjat.

A fenti egyenletet érdemes a (4.58)-cal definidlt mélységi dramldsi fliggvénnyel felirni.
A nyugati perem kozelében lényegesek a kelet-nyugati irdnyt valtozasok, mig az észak—déliek
mindentitt gyengék. Azt varjuk, hogy az x szerinti derivaltak domindlnak, és ezért a Laplace-
operéator az x szerinti masodik derivalttal helyettesithetd:

aj_kiyl _rot: T
dx  tofox2  PBoo

(11.11)

Ez az egyszert 6cednmodellként hasznalt (4.61) egyenlet &ltaldnositdsa. Itt is csak y-tol
fligg6 nyirasi profilt hasznalva a jobb oldal —dty/dy-nal ardnyos. A megoldast a ¥ =
—g(x)dty/dy/(Boo) alakban keresve a dg/dx + d?g/dx?/(toB) = 1 egyenlet adédik. Ennek
az a megolddasa, amelyre a peremeken uH = —0¥ /9y elttinik, vagyis, g(0) = g(Ly) = 0,a4.13.
abra medencéjét tekintve

g(x) =x— L"m' (11.12)
Az dramlési fliggvény
Y(xy) = a1 [Lx(l_e_w) — x] , (11.13)
dy oo | (1 — e foPlx)
amibdl
v(x,y) = Z"ﬁgtH [thoﬁ(l_e:f:ﬁu) - 1] . (11.14)

A kifejezés mindkét féltekén érvényes, az x-fiiggés jellege azonban egészen mas kiilonb6z6 els-
jeld B-kra. Mivel B szamértéke kicsi, azt varjuk, hogy 1/ (fo|B|) < Ly. Pozitiv p-ra ezért az expo-
nencialis kifejezés gyorsan csokken x-ben, mig negativra erésen novekszik. A szogletes zardjel
jo kozelitéssel helyettesithet§ mint:

—toBx LytoBefoPx — 1, > 0,
¢ { wtop P (11.15)

Litop (1 — E*to,BLx) 1 th0|ﬁ|e—t0\5\(Lx7x) —1, B<0.
A fels6 kifejezés azt mutatja, hogy bal oldali perem mentén, x ~ 0-ra, az észak—déli sebesség
egy keskeny savban elGjelet valt és megerdsodik, nyugati pereméramlat jelenik meg. Az alsé
kifejezés szerint a déli féltekén ez az x ~ L, tartomanyban torténik, de a féldrajzi koordinatdk
megvalasztasa szerint ez éppen a déli 6cedni medence nyugati oldala, vagyis a peremaramlat
ott is a nyugati partvonal mentén fut, a sarok iranyéba.

1A déli medencét hasonl6 szélességekre helyezve, mint az északit, a Ty nyirasi profil eljelet vélt, vagyis 19/ B
elGjele azonos mindkét féltekén.
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A nyugati peremaramlatok karakterisztikus szélessége

Ao L lfor2s _ Vifo/2lv _ Ifl [Ek (11.16)

~ wlpl — HIB HIB 1BV 2"

amire tehat a Stommel-modellben véges érték adédik. (Az ekvivalens alakokban hasznaltuk
(4.34)-et.) A (11.15) osszefiiggésben megjelend lecsengés az exponencidlis fiiggvény tulajdon-
séga szerint kb. az x < 5A tartoméanyban lényeges. Adatainkkal (SI egységekben: ty = 5 - 10°,
1Bl = 1.6-1071, fp = 1074, v = vy = 1072, 6s Ek = 6-107°) A ~ 10 km adédik, azaz
az dramlat szélessége kb. 50 km, j6 egyezésben a megfigyelésekkel. A pereméramlat szélessége
nem fiigg a szélnyirastdl, az dramlési sebességek azonban természetesen fiiggnek.

y

Ly T T T T T T T T T

Tx(y) .

0 X Ly

11.3. dbra. A Stommel-modell dramlési képe a 4.13. dbrahoz is hasznalt nyiraseloszlasal

Az északi féltekére szoritkozva és haszndlva 7, (4.60) alakjat, valamint a toSLy > 1 tulaj-
donsagot, az d&ramlds sebességkomponensei (11.3. dbra):

2

ToTT /A Yy
U=———-——|(Ly(1—¢"" —x) -cos =<,
ﬁ@@H<x< ) ) Ly
7T Ly /A > . Ty
v = —e —1]) -sin —. 11.17
,BQOLyH <A Ly ( )

A nyugati peremtdl tavol a ¥ fliggvény és a sebességek gyakorlatilag megegyeznek a 4.6.2. feje-
zet egyszerd modelljébdl kapottakkal. A leglényegesebb eltérés az x ~ 0 tartomanyban jelent-
kezik. Itt a v sebességkomponens elsé tagja L, / A-szor, azaz mintegy 600- szor nagyobb a maso-
dikndl. A part mentén ezért kozel m/s nagysdgrendd sebességek lépnek fel a peremaramlatban.
A megoldas leirja azt a tapasztalati tényt is, hogy a peremaramlatok er§ssége kialakuldsuk utan
a haladasi iranyban né (a szinuszfiiggvény ndvekvs) a medence kozepéig.

Annak fényében, hogy geosztrofikus egyenstlyban az aramlasi fliggvény aranyos a felszin i
alakjaval, a kovetkezg kvalitativ képet alakithatjuk ki. Egy 6cedni medence kelet-nyugati hossz-
metszetében a nyugati perem mellett viszonylag gyors dtlagos felszinemelkedés torténik, amely
azutan nagyon lassan csokken le a keleti peremen felvett értékre (11.4. dbra). A gyors szintemel-
kedés nyugati peremdramlat megjelenésével jar egytitt, a 2.4. dbra tehdt a nyugati perem koriili
lokélis viselkedésnek felel meg. Erdemes hangstlyozni, hogy 11.4. dbra aszimmetridja elt(inne
a B-hatés elttinésével: az dramlds a medence kozéppontjdra (a maximalis felszin-kiemelkedést
helyre) pontszimmetrikussa vélna.?

2A (11.11) egyenlet megoldasa a = 0 hataresetben ¥ = x(Ly — x)to/ (200)d 7y /dy.
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11.4. dbra. Egy 6ceéni medence atlagos felszini alakjdnak kelet-nyugati keresztmetszete a koze-
pes szélességeken (sematikus rajz). A vizfelszin a nyugati peremdramlat vastagsagaban emel-
kedik, utdna igen lassan csokken. Az anticiklondlis dramldsokra jellemzd felszini kidudorodas
tehat a gorbiileti hatas () és a strl6dés miatt er6sen aszimmetrikusan helyezkedik el.

11.4. Az enyhén viszkdzus folyadék kvazi-geosztrofikus egyenlete, a
Rossby-hullam csillapoddsa

Az als6 hatarrétegbeli Ekman-pumpaélés (4.3.2., 4.3.3. fejezet) mindig az 6rvényesség idGbeli
csokkenését eredményezi, a felszini nyirdsi orvényesség pedig elSjelének megfelel§ orvényes-
séget kelt (4.4.3. fejezet). Ezek a hatdsok a potencidlis 6rvényesség idSbeli fejlédését is meg-
hatarozzak. Amennyiben a teljes & mélység csak keveset tér el a H atlagos mélységtsl, amint
azt a kvazi-geosztrofikus kozelités amugyis megkoveteli, a potencidlis 6rvényesség (4.52) val-
tozasdban a szélnyirassal kapcsolatos tag rot, T/09H, ami kiegésziil a felporgetési id6bsl ad6dé
lecsengéssel:

rot, T gg
— ===, 11.18
Wl ho (11.18)

A q = (+ f)H/h potencialis 6rvényességet a 3.11. fejezetben latottak szerint kozelitve és a i
geosztrofikus dramlési fiiggvénnyel kifejezve a

9 9po dpod _p2 fod\ _rotzT Ay
ot " ax oy ayax} <A¢ RY+P+"H )=l h (11.19)

alakot kapjuk, ahol R a (2.49) a Rossby-sugar, d pedig a domborzati alak. Ez a (3.65) egyenlet
altalanositasa viszkézus esetre.’ Egyszert 6cednmodelliink, illetve a Stommel-modell ennek az
egyenletnek a staciondrius és lineariz4lt valtozatai a t) = oo, illetve ¢ty = véges kozelitésben.

A dimenziétlanitds utdn a (3.68) kvazi-geosztrofikus egyenlet jobb oldalan zérus helyett

Sh VEk/2
@rotz‘r— Ro Ay (11.20)

all, ahol Be a (3.2) B paraméter, és Sh a (4.2) nyirdsi paraméter.

A feliilr6l nem nyirt folyadékban kialakulé kis amplitidéja planetdris Rossby-hulldmok

3Ha az oldals6 peremfeltételek kielégitése érdekében megtartjuk a sekélyfolyadék-kozelitésben amtigy elhanya-
golhaté viszkozitési tagot, akkor a jobb oldalon megjelenik a vA%y kifejezés is. A nyirdsmentes, nem forgatott esetben
igy visszakapjuk a kétdimenzids folyadék (8.11) drvényességi dinamikajat.
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egyenlete (11.9) szerint

0 dp 1
5 (09) + B = o, (11.21)

ahol az egyszertiség kedvéért a szabad felszin és a domborzat hatdsat elhanyagoltuk. Ennek
i = oe’FxHy—enl) (11.22)

alakti megoldéséra azt taldljuk, hogy a hullam wy frekvencidja komplex,

ke .
woy = —'Bkzx — 1F, (1123)
ahol a csillapitési tényezd
I'= l (11.24)
to

A Rossby-hulldmok élettartama tehat hulldmhosszuktdl fiiggetleniil a felporgetési idé.
A 4.3.3. fejezetben lattuk, hogy ez a 1égkorben tobb nap, az 6cednban néhany hénap. A légkori
élettartam jol megfelel az idGjaras atlagos valtozasi idejének a mérsékelt égdvben.

A hegységrendszerekkel valé kolcsonhatés kapcsan a (3.58) domborzati alak altal gerjesz-
tett kis amplitadéjua csillapitott Rossby-hulldmokat az ug = U, vg = 0 hattérdramlas koriil li-
nearizalt kvazi-geosztrofikus

+ LAy 5"’7‘/’/ = _Uhd (11.25)
to ox

/ /
any' , 90y

ot ox H dx

egyenlet irja le. A csak x koordinatatdl fiiggé staciondrius dramlast az
1 d2 lp/

/
L1 dy' _ _Ufod

a3y’
oae TPar T T H oW

u
dxs

(11.26)

egyenlet hatdrozza meg. A megoldast a ¥ = y exp (ikyx) komplex alakban keresve a d =
Aexp (ikyx) domborzati fliggvénnyel azt kapjuk, hogy

$o = foA/H
07 K2 k2 —ike/ (toU)’

(11.27)

ahol k. = /B/U. Az amplitadé abszolutértéke

foA/H

|tho| = , (11.28)
V2 =R +R2/ (toU)

tehat még a k. rezonancia hullimszamnal is véges a viszkozitas kovetkeztében (szaggatott gorbe
a 3.15. dbran).

Ez anal6g a gerjesztett oszcillator esetével, hiszen a (11.26) egyenlet ekvivalens a gerjesztett,
linedrisan csillapitott harmonikus oszcillator egyenletével, amelyben 1/ (foU) jatssza a strl6dési
egyititthat6 szerepét.






12. fejezet

Rétegzett kozegek aramlasa (folytatds)

12.1. Belsd hullamok torése, elhajlasa,
inverzidé

A bels6 hullamok kiilonb6z6 Brunt-Viisala-frekvenciaja kozegek vizszintes sikkal elvalasztott
hataran megtornek. A torési térvény abbdl a megszoritasb6l adédik, hogy a hullamok frekven-
cidja 4j kozegbe érve sohasem valtozik. Ha az N Brunt-Vaisala-frekvenciaja kozegben a sikhul-
lam a vizszintessel 0 szoget zér be, akkor az N’ Brunt—Véisila-frekvencidja szomszédos kozegbe
torténd athaladas utan (5.32) szerint az Gj 6’ szogre (12.1. abra) igaz, hogy

Ncos® = N'cos?'. (12.1)

A kisebb Brunt-Viisila-frekvencidju kozegben tehét a szog koszinusza nagyobb, a gyengébben
rétegzett (N’ < N) kozegbe lépve a hulldmszdmvektor a vizszintes felé torik.

N <N
/
%) \9/
AN
\,
k %

N, wo A

12.1. dbra. A bels6 hullam terjedési iranya (hullimszamvektordnak irdnya) megvaltozik két kii-
16nb6z6 Brunt-Viisidla-frekvencidji kozeg hatdran. A gyengébb rétegzettségi kozegben a hul-
lam a vizszintes felé torik. A szaggatott vonal a visszavert hullim terjedési irdnyat mutatja.
A csoportsebesség-vektorok 7t/2 — 6, /2 — 0’ szdget zarnak be a vizszintessel.

Ennek érdekes kivetkezménye a teljes visszaverddés jelensége. Amennyiben ugyanis N’ ki-
sebb a hullam frekvencidjandl, N’ < |wp|, a frekvencia til nagy ahhoz, hogy az 1j kozegben bel-
s6 hullam kialakulhasson. Ilyenkor az adott wy frekvencidji hullim az eredeti kozegben marad.
Ko6zel homogén folyadékrétegrdl minden bels§ hullam visszaverddik, hiszen homogén kozeg-
ben belsé hulliamok nem létezhetnek.

A bels6 hulldmok terjedésének anizotrépidja merev laprdl torténd visszaverddés esetén is
megmarad. A csoportsebességnek irdnyt kell valtania, de a fliggSlegessel bezart szog nagysa-
génak a visszavert hullamban is 6-nak kell maradnia. Az a szogu lejtén torténd visszaver6dés
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jellege fligg attol, hogy a mekkora a kritikus a. = 71/2 — 0 sz6ghoz képest. Ha az a d6lésszog
kicsi, akkor ¢* vizszintes komponense nem valtozik (12.2a. dbra), ha viszont nagyobb a kriti-
kusnal, akkor elGjelet valt (12.2b. dbra). Vegyiik észre, hogy egyik esetben sem igaz, hogy a
beesési és a visszaver§dési szog azonos lenne. Ez is a belsé hullamok egy kiilonleges tulajdon-
sdga. A tengeri bels6 hulldmok meredek partvonalrdl visszaver6dnek. Lapos partvonal esetén
erre nincs médjuk, a belsé hullamok ezért megtdrnek, energidjuk turbulens mozgassa alakul.

a)

*/

12.2. dbra. Bels6 hulldm visszaverddése a vizszintessel a szoget bezéré siklapon. A vonalak a
csoportsebesség-vektor iranyat mutatjak. a) Lapos akadaly a) Meredek akadaly

A fentiek alapjan kvalitativ képet alkothatunk arrél is, hogy mi térténik, ha a Brunt-Vaisala-
frekvencia térben folytonosan véltozik. Abban az esetben, ha a Brunt-Véisala-frekvencia folfelé
gyengiil, az erre indul6 bels6 hulldm elhajlik: irdnya egyre kozelebb keriil a vizszinteshez. Arrdl
arétegrél, amelynek Brunt-Viisila-frekvencidja éppen a hullam wy frekvencidja, a hulldm lefelé
hajlik, visszaverddik (12.3. dbra).

12.3. dbra. wy frekvenciaju belsd hulldm terjedési iranyéanak véltozasa felfelé gyengiilS rétegzett-
ség esetén. a) A hullamszdmvektorok véltozdsa haladas kozben. b) A csoportsebesség-vektorok
véltozasa haladas kézben. Az N = wy szinten (szaggatott vonal) teljes visszaver6dés torténik.

Altalanosan, az wy frekvenciajt belsé hullim csak abban a tartomanyban mozoghat, ahol
|wo| < N(z).Mivel a termoklin zéndban a Brunt-Viiséld-frekvencianak lokalis maximuma van,
az ott keletkezett viszonylag gyors bels6 hullimok se a felszini, se a mélytengeri vizekbe nem
juthatnak el (12.4. abra).

A légkorben a kiilonleges rétegzettségli tartomanyokat szokatlan hdmérséklet-eloszlasuk
jelzi. Ilyenek az an. inverzios helyzetek, amelyeket az jellemez, hogy a hémérséklet né a magas-
sdggal a szokdsos csokkenés helyett. A magassdggal ekkor nagyon gyorsan csokken a stirtiség,
és ezért az inverzié mindig erd@s rétegzettségnek felel meg.

Az inverzi6 egyik fajtdja akkor jon 1étre, ha szélcsendes idSben a talaj lehtilése miatt a hideg
éjszakai légtomegek a talaj kozelében maradnak, és f6léjiik melegebb levegé kertil (12.5a. dbra).
Kiilonosen gyakori ez télen és zart volgyekben. A talajkozeli levegében ekkor nagy a Brunt-
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z km
wo 001 N(z) (1)
1 termoklin
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73 -
4k

12.4. dbra. A Brunt-Viisila-frekvencia tipikus mélységfiiggése tengerekben. A legnagyobb frek-
vencidk a termoklin zénaba esnek. Adott wy frekvencidjd, viszonylag gyors bels6 hullimok csak
a termoklin zéna azon alrétegében alakulhatnak ki, ahol |wy| < N(z) (szaggatott vonallal jel6lt
sav).

Vidisdla-frekvencia, és alig véltozik. Az ilyen rétegek nem tdl vastagok (50-100 m) és viszonylag
gyorsan feloldédnak.

Az inverzi6é néhany napig is fenndllni képes formédja sordn lesz4llg, viszonylag meleg 1égto-
megek (anticiklon) keriilnek szinte az egész planetéris hatarréteg f6lé (12.5b. dbra). Ha az als6
rétegbdl hideg légcsomagok keriilnek a melegbe, akkor azok koérnyezetiiknél jéval nehezebbek,
és gyorsan elhagyjak az inverzios réteget.

Mindkét inverzids réteg igy hat, mintha egy merev vizszintes zarélap lenne. Az aramlasok
benniik a vizszintes sikban zajlanak, a szennyezések tehdt mintegy csapddba zarédnak, nem
tudnak maés légrétegekbe jutni. A talajkozeli inverzi6 ezért jar gyakran erds 1égszennyezSdéssel,
szmog képzbdésével.

z (m) z (m)

\

A
inverzios
réteg
1000

" N(z) T(z)

100 = \ —
inverzios
] / réteg
N(z)  T(z)

12.5. dbra. a) Talajkozeli inverzi6. A Brunt-Viisila-frekvencia nagy, ezért az daramlasok kozel két-
dimenzidsak. Az energiacsere gyenge az egymas folotti vizszintes rétegek kozott. b) Ledramlasi
inverzi6. A planetdris hatdrréteg jol kevert, benne a Brunt-Viisald-frekvencia nincs értelmezve,
az inverzids rétegben viszont hirtelen nagy a Brunt-Viisild-frekvencia. A két réteg kozott ener-
giacsere és anyagkicserél6dés alig van.

A 1égkor legalsé rétege, a troposzféra f6l6tt a 10-12 km magassagban kezd8d6 sztratoszfé-
ra is rendelkezik azzal a tulajdonsaggal, hogy benne a hémérséklet n6 a magassaggal (kb.
az 50 km-es szintig). Ez tehat egy hatalmas, dlland6 elhelyezkedést inverzids rétegnek is te-
kinthets, amely igen stabilan sztratifikalt (innét ered elnevezése, és ezért biztosit sima hala-
dast a repiil6gépeknek). A sztratoszféra és a troposzféra kozotti dtmeneti réteg, a tropopauza
ezért zarorétegként helyezkedik el a troposzféra felett. A két réteg kozott anyagkicseréldés

néhany igen erds felaramlassal jaré folyamat (pl. nagy viharfelh$k, vulkankitorés, atom- vagy
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hidrogémbomba-robbantas) kivételével nem megy végbe. Ezért tekinthetjiik a 1égkor alsé réte-
gét a felette elhelyezked5ktdl fliggetlennek, és ezért szoritkozunk a troposzféra légkori jelensé-
geinek vizsgélatara, amely amugyis a 1égkor tomegének 80 szdzalékat tartalmazza.

12.2. All6hullamok, télengések

Alland6 szél hatdsara a felléps nyiras miatt a belsé elvalaszté és kiils vizfelszin is valamelyest
megddl (5.11. dbra). A szél megszitinése utdn hosszt tavakban, 6blokben vagy fjordokban bel-
s6 hullamok (és ezek kiils6 valtozatai) alakulnak ki. Az ilyen mozgasokat t6lengésnek (seiche)
nevezziik. Az altalanos dramlds normalmaédusai dlldhulldmok. (A felszini télengéseket Cholno-
ky Jen6 magyar foldrajztudés (1870-1950) tanulményozta a vildgon is az els6k kozott a XIX.
szdzad végén. A Balaton esetében a t6 hossztengelyének irdnyaban torténd hullimzasban tobb
deciméter amplittiddja és félnapos periédust lengést is megfigyelt.)

A jelenség jol leirhat6 a kétrétegti sekélyfolyadék-dinamika (5.10. fejezet) keretein beliil.
Ezek a lengések a legegyszertibb esetben a k, és —k, hullamszadmd, x irdnyban halad6 hulla-
mok szuperpoziciéi. Mivel a linearizélt (5.67), (5.69) egyenletekben a sebességek id6derivaltjai
a feliiletek x szerinti derivaltjaival aranyosak, és forditva, a hidrodinamikai valtozoék irhaték a
kovetkez§ alakban

(n(x,t), x(x,t)) = (10, x0) cos kyx - sin wot,
(u1(x, ), uz(x, t)) = (u10, u20) sinkyxx - cos wot, (12.2)

ahol a frekvencia tovabbra is valamelyik lehetséges terjedési sebesség és a ky hullimszdm szor-
zata. A medence véges L linedris kiterjedése azonban megszabja a lehetséges hulldimhosszakat
és a k, értékeket, és ezzel a lehetséges frekvenciakat is.

Zart medence (t6) esetén a teljes sebességnek mindkét végen el kell ttinnie, a felszini kitérés-
nek viszont duzzadoéhelye van. Ez egy egyszer sajatérték-probléma, s csak tgy teljesiilhet, ha
a medence hossza a félhullimhossz egész szamu tobbszorose: kyL = jmr, j = 1,2, .. .. A feltétel
ugyanaz, mint egy zart csébeli hanghulldmok esetén. Ebbdl a lehetséges dllohullam frekvenci-
dk c,7tj/ L, ahol az n index 1 vagy 0, attdl fiiggSen, hogy belss vagy kiilsé hullamrél van sz6.!
A lehetséges periddusidSk ezért

=2k 12 n=01 (12.3)
] Cnj
Aleghosszabb periédust (j = 1) dll6hullam tehat olyan halad6 hulldimokbdl 4ll 6ssze, amelyek
a medencét oda-vissza éppen egy periddus alatt jarjak be (12.6a. dbra). Egy 10 km hosszt téban
a leghosszabb all6hulldm periédusideje Tl(") = 2-10*/c, masodperc, ha a sebességet m/s-ban
adjuk meg. Két egyforma, 10 m mély rétegb6l 4ll6, ¢ = 2 - 1072 m/s? redukalt gravitacids
gyorsulassal jellemzett toban (5.80) szerint ¢c; = 0,3 m/s, mig ¢ = 14 m/s. A periédusidSk
ezért Tl(o) = 24 perc, illetve Tl(l) = 19 6ra. A belsé all6hulldm tébb mint két nagysagrenddel
lassabb a kiilsénél (s a bels6 amplittdé sokkal nagyobb).

Ha a medence félig nyitott, amely pl. sekély torkolati 6bloknek felel meg, akkor a teljes se-
bességnek csak az egyik végen kell elttinnie, a mdsik végen lehet maximalis. Ez azt jelenti, hogy
anegyed hullamhossz vagy ennek paratlan tobbszorosei férhetnek csak ra a medence hosszéra,

IFolytonos rétegzettség esetén n més értékeket is felvehet, hiszen tetsz6leges szamt normalmédus létezik.
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a) b)

x=0 x=1L x=0 x=1L

12.6. dbra. Alldhullamok (seichek) medencékben. a) Zart medence, a leghosszabb allshulldm
(j = 1). b) Nyitott medence peremén haté gerjesztés hatdsara kialakulé alléhulldm (j ~ 2). Az
abrak feltiletalakot mutatnak, amely lehet akdr a belsé elvalaszté feliileté, akar a kiils6 felsziné.

kL =(2j—1)m/2,j=1,2,...,ahogy a 12.6b. dbra rajza példdzza (mint a félig nyitott csovek-
ben kialakulé hanghulldamok esetén). A lehetséges frekvencidk ezért ekkor

(n) 2L
™ = =
J cn(j—1/2)
Az alléhullamokat kiils6 periodikus hatés gerjesztheti is. Ez legtobbszor az drapély, amely

periodikus felsziningadozést hataroz meg a nyilt peremen. Legyen a nyitott vég az x = L helyen,
ekkor tehat az w frekvencidju kiils6 gerjesztés azt jelenti, hogy a peremen

(7(L, ), x(L 1)) = (nr, x1) sinwt (12.5)

adott valamilyen véges 71, x1 amplitddokkal. A (12.2) megoldéssal ez csak akkor fér 6ssze, ha
a frekvencia és a hullamszdm kozott fenndll a sekély folyadékra jellemz6 w = c,ky Osszefiiggés,
és ha

j=12,...,n1=0,1. (12.4)

1
(170, x0) = (171, XL) coskL (12.6)

Ez mutatja, hogy az 1o, xo amplitad6 formalisan végtelenné valhat, ha kL = (j — 1/2)t, vagyis
)

ha a gerjesztés w peri6édusa megegyezik a lehetséges 27t/ T].(n
kével. A rezonanciahossz tehat

tolengési frekvenciak valamelyi-

[ _enlf—1/2)m

] - , j=12...,n=0,1 (12.7)

A 12.6b. dbra rajzdn a medence hossza kozel esik a j = 2 rezonanciahosszhoz.
Az 4rapaly félnapos periédusidejével, v = 1,5-10~* 1/s-mal szdmolva a legkisebb (j = 1)
rezonanciahossz méterben mérve Lg”) ~ 10%c,. A feljebb hasznalt medenceadatokkal a kiilsé és

a belsd rezonanciahossz Lgo) = 140 km, és Lgl) = 3 km-nek adodik.

Fokozott arapéalyhulldmzas tobb torkolati 6bdlben is megfigyelhetd. Ismert példa a Fundy-
6bol, ahol az drapdly ingadozasa a 15 m-t is elérheti, mig a f61di atlag 1 m kortili.

Laboratériumban a rezonanciakozeli allapot elérhetd a gerjesztési frekvencia alkalmas meg-
vélasztasaval. Ebben a felszini hullamokat mutaté kisérletben négy teljes hulldimhossz fér bele a
medencébe. A stacionarius allapot fenntartasa utdn a medence tdvolabbi végén torténd gerjesztd
mozgds fazisdnak megvéltoztatasaval a t6lengés lassan kihal.

A tolengés vagy a periodikus arapély kiilonosen érdekes bels§ hulldmzast alakithat ki, ha
az also rétegben jelentSs akadaly (pl. sziklafal) talalhaté. Ennek kérnyékén a belsé hulldmzas
nemlinedrissa valhat, a bels¢ hulldim megtorhet, mikozben a kiils6 felszin harmonikusan rezeg.
Ebben a nemkevered§ folyadékrétegeket és hegyes akadalyt haszndl6 kisérletben j6l megfigyel-
het6 a belsé hullamtorés is.



https://www.youtube.com/watch?v=NpEevfOU4Z8
https://www.youtube.com/watch?v=NpEevfOU4Z8
https://www.youtube.com/watch?v=U2lq8TpLqR4
https://www.youtube.com/watch?v=U2lq8TpLqR4
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12.3. Szuperkritikus dramlasok

A sekély folyadékrétegekben kialakul6 véges amplitiid6jd, nemlineéris hullimok rendszerint
jelentds tomegédramlassal jarnak, méghozza gyorsabbal, mint a linedris bels hulldmok terjedési
sebessége. Az olyan dramlasokat, amelyek U atlagsebessége nagyobb a lineéris bels§ hullamok
sebességénél, szuperkritikusnak nevezziik. Az ilyen dramlasok (5.1) Fr’ bels§ Froude-szama tehét
1-nél nagyobb. Az Fr' < 1 feltételt kielégits aramlasok szubkritikusak.

Egy kétdimenzids szuperkritikus dramlés alapvetd tulajdonsdga, hogy a benne kialakul6
linearis hullimok nem terjedhetnek az dramléassal szemben. Igy a pontszerti forrasbél kiindulé
belsS hulldmok Fr’ > 1 esetén csak a forrdas mogotti arcsin (1/Fr') félnyilasszogti tartoményba
juthatnak el (12.7. dbra).?

a) b)

U<c

12.7. dbra. A vizszintes sikban pontszerti forrdsbol terjedd belsé hullamok altal elérhetd tarto-
many U sebességii dramlasban. a) Szubkritikus, b) szuperkritikus dramlas. Az dbran a ¢ para-
méter a belsé linedris hulldmok terjedési sebessége.

Egy masik tipikus szuperkritikus aramldssal jar6 jelenség a kovetkezS. Meredek akadaly
el6tt a strd folyadék lelassul, feltorlodik, ezért az d&ramlés szubkritikus. A legmagasabb ponton
athaladva azonban a folyadék a lejtén torténd lefutds kovetkeztében felgyorsul, és az dramléds
szuperkritikussa valhat (12.8. dbra). Az ilyen szuperkritikus dramldsok instabilak. A benntik fel-
halmozaédott kinetikus energia egy része turbulens keveredésre forditédik. A folyadék atlagos
mozgdasa hirtelen lelassul, és egy 1épcsészerti vastagodads all be a stird folyadékrétegben, a bels6
hidraulikus ugras. A behatol6 légkdri hideg 1égtomegek hegyek mogott erSs lecsap6 dramlato-
kat, buké szeleket (f6n, chinook) okoznak. A hegy mogotti siksagon a bels§ hidraulikus ugras
idénként kirajzol6dik a felh6képekben. A jelenségek lényege megérthets az 5.11. fejezetben tar-
gyalt redukélt sekélyfolyadék-modell egydimenziés véltozata alapjan.

12.3.1. Hidraulikus ugras és torl6hullam (bore)

Az idéfiiggetlen aramldssal jaré hidraulikus ugrads nagysdga vizszintes sikon val6 dramlas ese-
tén megkaphato, ha figyelembe vessziik, hogy a kontinuitasi egyenlet érvényes, de az ugras
kozben kialakul6 erds turbulencia miatt a Bernoulli-tétel nem alkalmazhat6. Az ugrds belse-
jében sem a laminaritds, sem az idéfiiggetlenség nem teljesiil. Az ugras el6tti (1 sebesség,
h_ vastagsagt) és utani (u sebességi, hy vastagsdgil) lamindris tartoményban (12.9. abra)
azonban elképzelhetiink két fiiggéSleges, sikot és a koztiik levs tartomanyra felirhatjuk, hogy a
sikokra hat6 erék eredgjének staciondrius ugras esetén az idSegységre esd teljes impulzusvalto-
zassal kell megegyeznie. Az egységnyi vizszintes szélességu sdvon idGegység alatt (oo + Ao)uh
tomeg halad &t. A teljes impulzusvaltozas ezért a (0p + Ao)uh - u mennyiség kiilonbsége a
két oldalon, tehat (0o + A0)Q(uy —u—) = (00 + A0)Q?*(1/hy — 1/h_), ahol felhasznaltuk

2Mindez hasonl6 a szuperszonikus dramlésbeli hangterjedéshez, ahol Fr’ szerepét az Ma = U/c Mach-szém
jatssza, amelyben ¢ a hangsebesség.
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Q0

szuperkritikus

00 + Ao

! x

belsé hidraulikus ugras

12.8. dbra. A meredek domborzati lejtén lezadul6 folyadék szuperkritikussa gyorsul, és a sik
felszinre val¢ kifutds utan belsé hidraulikus ugras képzdédik.

A up =0

Qo0

hy M
A

— | o+

/

12.9. dbra. Staciondrius bels6 hidraulikus ugrds és jellemzdi a redukalt sekélyfolyadék-
modellben. A vizlépcs helye nem valtozik, mikdzben az als6 kézeg dramlik!

az (5.88) kontinuitési feltételt. Az er6 mindkét oldalon az étlagos (0o + Ao)g'h/2 nyomésno-
vekmény és a h magassdg szorzata. Mivel az erd§ a két oldalon kiilonbozé eldjeld, az eredd
(00 + Ao0)g’ (h% —h%) /2 < 0. A két mennyiség egyenlGségébdl a keresett dsszefiiggés

2
g(h-+hy)= 2th = ZuZ_Z = 2u? h—*. (12.8)
—n+ +

A bedramlési adatokat 4ltalaban ismerjiik, ezért az érdekes mennyiség az ugras mértéke, vagyis
a hi magassag.
A bedramlési sebesség és szintmagassdg, illetve a beldliik alkotott Fr'. = u_/\/g'h_ =

Q/+/g'h® belss Froude-szam ismeretében a kifolyési h, szintmagassag

14+8Q2/(g'h?) -1 \J1+8FF 21
h+:h_\/ (&%) h . (12.9)

2 2

Ez nagyobb h_-nal, amennyiben a bedramlas szuperkritikus, tehat Fr’. > 1. Az ugras utani
folyadékszint a bels§ Froude-szam /3 értékénél lesz kétszer olyan magas, mint a befoly4si.
A megfeleld kifolyasi sebesség

Uy = u,h— (12.10)
hy

természetesen mar szubkritikus: Fr, = u;/\/¢hy < 1 (ugyanis (12.8)-bsl Fr’Z2 =
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w2 /(g'hy) = (L+h_/hy)(h—/hy)/2,de h_/hy < 1). Az (5.89) Bernoulli-konstans nem azo-
nos a hidraulikus ugrés két oldalan. A

—_

/(h—i- — h—)3

B-—B+= 4h I,

(W2 =)+ g (h-—hy) =g (12.11)

2
kiilonbség (melynek utolsé egyenléségéhez (12.8) jobb oldali kifejezéseit érdemes hasznélni)
méri azt az energiaveszteséget, amely turbulencia keltésére forditédott. A hidraulikus ugras,
h4 > h_ energiaveszteséggel jar.

A folyadék-levegd hatarfeliileten is kialakul6 kiils6 hidraulikus ugrdsra eredményeink a
¢’ — g helyettesitéssel érvényesek, és ez egyszertien demonstralhaté vizzel telt kadban zsili-
. pek és akadalyok jelenlétében.

Egy szorosan kapcsol6do jelenség a hig és stirt folyadék hatarfeliiletén lépcsGszert magas-
sagvéltozassal kisért belsd torlohullam vagy belsé bore. A vizlépcsé kozel dlland6 U sebességgel
halad, és ez hatol be az all6 rétegbe (12.10. abra). A vizlépcsével egyiitt mozgd koordindta-
rendszerben a folyamat ugyantgy irhat6 le, mint a hidraulikus ugras. Az all6 folyadékban U
sebességgel balra halad¢ felszini alakhoz a sekélyebb rétegben 0 dramlési sebesség tartozik, az
egytitt mozgo koordinadta-rendszerben viszont —U. Ennek a nagysaga feleltethet6 meg a hidra-
ulikus ugras u_ sebességének. Ezért a (12.8) egyenlet jobb oldala most a torléhulldm sebessé-
gének kifejezésére hasznélhat6 az elStte és mogotte kialakulé rétegvastagsagok fiiggvényében:

u? = g’h+% (1 + Z*) . (12.12)

Ez az U nagyobb mind a bal oldali /_, mind a jobb oldali 7 > h_ magassagu als6 folyadékré-
teg feliiletén kialakul6 linedris bels6 hullamok +/g¢’h_, illetve \/g'h sebességénél. Négyszeres
mélységi ardny, h /h_ = 4 esetén pl. U = /10,/¢’'h_. Ezerszeres redukci6 és 10 m-es keske-
nyebb rétegvastagsdg mellett az ilyen bels§ bore sebessége U = 1 m/s.

00 M1:0 -< >

u<o

A -~ h
U+u_=0|p_ 0o + Ao U+uy <0 |+
Y

z

12.10. dbra. A bels6 torléhulldm mozg6 hidraulikus ugrés. Az bra all6 koordinéata-rendszerben
mutat hulldimz6 (unduldris) belsé torléhulldmot. Az alsé kozeg, amelybe a vizlépcsS behatol,
nyugalomban van, a vizlépcsé alatt a kozeg balra dramlik U + 1, < 0 sebességgel (a sebessé-
gek kiilonbsége az energiaveszteség kovetkezménye). A szaggatott vonal a nem hulldmz6 bore
magassagara utal.

A nagy mélységi ardnyt erds torlohulldmok mindig turbulens vizlépcsé megjelenésével jar-
nak. A gyenge bore-okban azonban, amelyeket egy kritikusnal kisebb /. /h_ magassagi arany
jellemez (amely bels6 bore esetén* a tapasztalat szerint 3 koriili), a hidraulikus ugrasban felsza-
badul6 energiat véges amplitadéji hulldimvonulat szallitja el. Az ilyen hulldmzé bore esetén a
magas folyadékszinten hullamvonulat jelenik meg, amely egyetlen hullimhosszal jellemezhetd

3A ¢ — g helyettesitéssel a homogén sekély folyadék felszini torlohulldménak sebességet kapjuk.
4A szabad felsziniekre ez az arany kb. 1,3.


https://www.youtube.com/watch?v=-83lYA9FbEk
https://www.youtube.com/watch?v=-83lYA9FbEk
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(12.10. &bra). A h+ mennyiség atlagos magassdgként értelmezendd, és a hullimok amplitidéja
h+ — h_ nagysdgrendd. A A hulldimhossz a h, bore-mélység mintegy tizszerese.

Ezek a nemlinedris hulldimok laboratériumban tanulmanyozhaték: nagy folyadéktomegek
vizszintes mozgasat az el6ttiik levé folyadék feltorlaszolja, bore-t hoz létre, amely rendszerint a
gyengébb, hullamzé tipust. Vizzel telt kddban mozg6 felszini hulldmzé bore-t mutat ez a rovid
kisérlet.

Torléhulldmok mind tengerekben, mind foly6torkolatokban gyakoriak. Hulldmzé bore-t ala-
kithat ki a s6s dagalyhulldm megérkezése a part menti édesvizrétegekbe a belsé elvalaszto felii-
leten és a kiils¢ felszinen is. Nevezetes példaul az angliai Severn foly6n a felfelé mozgé dagéaly
altal keltett bore (tidal bore), amelynek hulldmai szorfozésre is lehetéséget adnak.

12.3.2. Gravitaciés dramlatok, frontok nem forgatott rendszerben

Ha strd folyadékréteg csak véges vizszintes tartomanyra terjed ki, kiegyenlitédés kezd&dik,
és a termikus egyenstly bedllasa felé vezetS folyamat anyagtranszportot jelentd aramléssal jar,
amelynek hajtéereje a gravitacié. Az ilyen mozgasokat ezért gravitdciés dramlatoknak nevez-
ziik. A gravitaciés dramlat hatdrvonaldnak dthaladasa a perem egy rogzitett pontjan hirtelen
strtiségvaltozédssal jar. Ezért az aramlat elejét jelz§ stirtiségugrasi feliiletet frontvonalnak, magat
az dramlatot pedig mozgo frontnak is tekinthetjiik.

Laboratériumban gravitaciés dramlat egy eleinte rekeszben elkiilonitett stirti folyadék fa-
lanak elmozditdsaval hozhat6 létre, mint ebben a kisérletben. A stirti kozeg kozel egyenletes
mozgassal teriil el az also feliileten (szemben a forgatott esettel, amikor Rossby-sugérnyi el-
mozdulds utdn megall, 6.7. fejezet).

a) I b)

Uy = 0 Uy = 0
Q0 kevert folyadék

’ u
y Q +A¢ Y

12.11. dbra. Gravitaciés aramlat sematikus képe. a) Keveredésmentes, idedlis eset keskeny stirti
réteggel. b) A Kelvin-Helmholtz-instabilitds (5.13. fejezet) fej kialakuldséra vezet, amely mogott
jol kevert folyadékréteg marad vissza. A fej eléredudorodésa a viszkozitas kdvetkezménye.

/

A redukdlt sekélyfolyadék-kozelitésben (5.11. fejezet) a gravitdcids dramlat u(x) = U ha-
ladasi sebessége megbecsiilhet§ a keskeny réteg pillanatnyi /1 vastagsaganak fliggvényében
(12.11a. 4bra). Az U sebességli dramlds egységnyi térfogatra esé (0o + Ao)U?/2 =~ goU?/2
kinetikus energidja ugyanis megegyezik azzal a fajlagos helyzetienergia-kiilonbséggel, amely
a frontvonal és a mogotte hiizodo h vastagsaga réteg belseje kozott kialakul. A ogh hidro-
sztatikai nyomas a folyadékoszlop egységnyi térfogatra esé helyzeti energidjanak is tekinthetd.
A frontvonal helyén ez gogH, ahol H a teljes folyadékvastagsag, a h vastagsagu réteg aljan pedig
00¢(H — h) + (00 + Ao)gh. A kiilonbség gAoh, ebbdl

u? = 2¢'h. (12.13)

Ez tehat a front pillanatnyi sebessége és vastagsaga kozotti kapcsolat. A front terjedési sebessége
nagyobb az ugyanolyan atlagos mélység réteg hatdran terjedd belsé hullimok /g’h sebessé-

génél, bels6 Froude-szama Fr' = V2.

=

o
i
[=



https://www.youtube.com/watch?v=BAeZt63rs30
https://www.youtube.com/watch?v=BAeZt63rs30
https://www.youtube.com/watch?v=YxHJmCVTMhQ
https://www.youtube.com/watch?v=YxHJmCVTMhQ
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Eddig feltételeztiik, hogy a két kiilonbozé stirtiségti kozeget elvalaszto feliilet a mozgés so-
ran élesen definialt marad. A gravitaciés aramldsok elején a hatsé h rétegvastagsagndl vala-
mivel magasabb “fej” alakul ki (12.11b. dbra). Az aramlé folyadékrétegek kozott felléps Kelvin—-
Helmbholtz-instabilitds (5.13. fejezet) miatt a fej elvalaszto feliilete begytir6dik, benne jellegzetes
orvények alakulnak ki, és erés keveredés torténik. Az egész folyamat tehat bonyolultabb anndl,
hogy a redukélt sekélyfolyadék-modell minden részletében helyesen irhassa le. A keveredés és
a véges H teljes folyadékmélység figyelembevételével a /i vastagsdgt gravitdciés dramlat sebes-
sége elhanyagolhat6 viszkozitas esetén irhat6é mint

U= ./¢ghf (Z) (12.14)

ahol f csak a h/H mélységi ardny fiiggvénye, és értéke kis mélységi aranyra kozel van v/2-hoz.

A gravitaciés aramlatokkal kapcsolatos jelenségek sora igen hosszd, itt csak néhdny példat
emlitiink.

A légkorben minden helyi lehtilés hideg aramlatokat okoz. A jol ismert parti szeleken ki-
viil ilyen a nagy zivatarok elGszele, a kifut6 szél. A zivatarfelh6ben (kumulonimbusz) kiala-
kul6 es6 hideg leveg§ ledramldsat okozza, amely a Fold felszinére keriilve gravitacids dramlat
forméjaban tertiil szét (12.12. dbra). Mivel a 6 fokos hémérséklet-kiilonbség a hétagulas miatt
(7.1. tdblazat) mintegy 2 szazalékos strtiségkiilonbségnek felel meg, és az ilyen kifut6 aramlas
vastagsaga kb. 1 km, a front (12.13) sebessége U = /2¢’'h = /400 m/s = 20 m/s (tSbb, mint
70 km/h). Ugyanakkor a zivatarfelhSben felaraml6é meleg levegé a troposzféra fels$ hatarat al-
kot6 tropopauzaba iitkozik, és annak mentén folyik szét. Mivel itt mar kicsap6dds torténik, ez
a gravitaciés dramlat jol lathat6 a viharfelhé mozgo tillGjeként.

}

gravitdciés dramlat

|

=l ————,

12.12. dbra. A zivatar el6szele és a felhd tillSjének mozgasa is gravitécios dramlat.

A folyétorkolatok el6tti sekély vizekben a dagéllyal érkezé sos tengerviz hoz létre alul sés
gravitaciés dramlatot, amellyel a felszinen kidramlé édesvizi front tarsul (12.13a. abra). A sés
tengerek vize is gravitaciés dramlatokon keresztiil jut el a higabb 6ceédnokba. Igy pl. a Foldkozi-
tenger vize gravitacios dramlatot alkotva jut a Gibraltdri-szoroson at az Atlanti-6cedn kozepes
vizrétegeibe (12.13b. dbra), mig a felszinen az 6cedni viz dramlik a tenger felé. A tengerekben
kialakul6 gravitaciés dramlatok sebessége m/s is lehet.

A belsé torlohulldmban és a gravitacids aramlatban az anyagtranszport jelentds tavolsago-
kig eljut. A csak enyhén nemlinearis belsé szoliton (5.12. fejezet) altal okozott transzport viszont
a szoliton 2] méretére korlatozodik. A vizsgalt nemlinedris jelenségek egyméashoz is kapcsoléd-
hatnak. Ha a nemlinedris effektusok lényegesebbek a diszperzidobdl ad6déknadl, akkor gravita-
ciés aramlat vagy bore alakul ki. A gravitaciés dramlat maga is létrehozhat belsé bore-t abban
a kozegben, amelybe behatol. Ha barmelyikiik akadalynak titkozik, energiajuk csokken, és a
nemlinedris és diszperzids hatds 0sszemérhet§vé védlhat. Ha igy van, a visszaver6dott hullam
belsé szoliton alakjaban mozog a két eltérd stirtiségti kozeg hataran.
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a) b)

édes
kevésbé sis

12.13. dbra. Gravitaciés dramlatok tengerben. a) A dagaly érkezésekor sos viz dramlik a torko-
lati teriiletek alsé rétegeiben, és ez felsG édesvizi gravitaciés dramlatot is indit. b) A kiilonb6zé
s6koncentracidju tengerek vizcseréje is gravitaciés aramlatok formdjaban zajlik szorosokon ke-
resztiil. A felszinen kénnyebb tengerviz folytonosan rétegzett, ezért a gravitaciés aramlat csak
sajat stirtiségének eléréséig siillyed.

belsd szolitonnd valik szét.

12.4. Feliileti fesziiltség hatasa instabilitasokra

Kozismert, hogy a feliileti fesziiltség tompitja a felszini mozgasokat. Az R gorbiileti sugart fe-
lilleten a gorbiileti nyomds pgs, = 0/ R nagysagu, ahol o a feliileti fesziiltség egyiitthatGija,
mértékegysége N/m. A gorbiileti sugér reciproka mérsékelt hulldmzas esetén j6 kozelitéssel a
felszini alak masodik derivaltja. Az 5.13.3. fejezet gondolatmenetének folytatdsaként hasznal-
juk, hogy 7 csak az x koordinatatdl fiigg, ezért irhatjuk, hogy pesm, = 09°x/0x?. Ez a hatas
kizarélag az elvalaszté felszinen érvényes, csak a nyomadssal kapcsolatos hatérfeltételt kell mo-
dositanunk. A feliileti fesziiltség féleg a gaz—folyadék elvéalaszto feliileteken lényeges, ezért eb-
ben az Osszefliggésben a strtségkiilonbség rendszerint nagy. A feliileti fesziiltség hatdsanak
vizsgalata azért is érdekes, mert a KH-instabilitas ezzel a médositassal valik jellegében hason-
16va a termikus (5.14. fejezet) és a B-sikon torténd baroklin (13.7. fejezet) instabilitdsokhoz,
amelyekben egy kiils6 paraméter kritikus értéke felett valik csak instabilla az alaparamlas.

Az (5.114) hatarfeltétel a nyomads x irdnyd negativ derivaltja folytonossagdbol adédott, ezért
annak jobb oldaldhoz —cd®y/dx3-t adunk hozza. Igy teljesiil, hogy a nyomas alul ¢o2y /9x2-
tel nagyobb, vagyis negativ masodik derivélt esetén a feliileti fesziiltségbsl ad6do erd lefelé
mutat. A médositott (5.114) utols6 tagja tehat 9/9x(Aog — 9% /9x?) x. Az (5.112) exponencialis
feltevést haszndlva ez azt jelenti, hogy a feliileti fesziiltséggel érvényes eredmény a

Aog — Nog + ok? (12.15)

helyettesitéssel ad6dik. Az Gj diszperzids reldcié tehat

2
wo(kx):—AUAQkxi\/ ghe 4 B 4, T g (12.16)

2(01+ 02) o+oe (+0)?t ate ™

Amikor mindkét kozeg egytlitt mozog vagy nyugalomban van, azaz AU = 0, a frekvencia val6s.
A géz—folyadék feliilet specialis esetében, amikor 01 =~ 0, wy = £+/gky + 0/ 02k3 a diszperzids

relacio.?

5Ez a mély folyadékréteg tetején kialakul6 kapillaris hullimok diszperziés relaciéja. Terjedési sebességiik cy =
\/§/kx + (0/02)ky, aminek minimuma van a ky = /g0 /0 hullimszdmra. Minden kapilldris hullim ennél a ¢;;;;, =
(4g0/02)1/* sebességnél csak gyorsabban terjedhet. A viz-levegd feliileten c,,;, =~ 0,2 m/s.


https://www.youtube.com/watch?v=WpGUjK5_6YU
https://www.youtube.com/watch?v=WpGUjK5_6YU
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A négyzetgyok alatt most csak bizonyos feltétel mellett 41l negativ szam. Ennek megtalala-
sdhoz tekintsiik a gyok alatti kifejezés ellentettjét, és jeldljiik azt s2-tel. Ez csak akkor felel meg
instabilitasi ratanak, ha s2 pozitiv. Mivel

2
2 Tk, |88, el el (12.17)

ST = X X
01+ @ c  (e1+ao)o

a szogletes zardjelben 4ll6 kifejezés k+ gyokei, amennyiben léteznek, megadjak azt az interval-
lumot, amelyben instabil a rendszer. A kifejezést teljes négyzetté alakitva latjuk, hogy akkor
pozitiv, ha AU > U, ahol

U2 = ngzgz«/élaAQg. (12.18)
102
Ennél a kritikus sebességnél k, és k_ egybeesik, és ekkor a kritikus hullimszam
ko= Q@ g [A08 (12.19)
2001+ 02 o

A k+ értékek kifejezhetSk mint

ki =k

() =)

A paraméterfiiggés olyan jellegli, mint az 5.17. bréan lathat6, csak most a fent definidlt s>-et
érdemes abrazolni és a AU sebességkiilonbség jatssza az Ra Rayleigh-szam szerepét.
Az instabilitasi rata s? pozitiv gyoke:

s(kx) = AUkcm\/EJ 211?: - (AULCI>2 (1 * (2)2) (12.21)

AU > U,  k_ <ke<ky.

Azt latjuk tehat, hogy a feliileti fesziiltség stabilizélja a feliiletet annyira, hogy kis dramlasi se-
bességekre nem kovetkezik be instabilitds. A kritikusndl nagyobb sebesség esetén a nagy hul-
lamszamok stabilak maradnak, szemben az 5.15. &bra 4ltal jelzett kiterjedt instabilitassal.® Az
instabilitdsi rata a sebességkiilonbséggel aranyos, de csak AU > U, -re instabil az alaparamlas.

A leggyorsabban novekvs hullimszdm az a ky = k* érték, amely s(ky) maximumahoz, s*-
hoz tartozik. (12.21)-bél az adédik, hogy

. %kc [(Aulf): <Auu>4 - Z] . (12.22)

Az inflacios rata tipikus k, fliggését mutatja a 12.14. dbra.

A fentiek természetes alkalmazasa a leveg$ és a viz hatdran kialakul6 instabilitds. Ez nem
mas, mint a szél hatasara bekovetkezs felszini hullimtorés jelensége. A o = 0,07 N/m feliileti
fesziiltséggel és a 01 = 1,2 kg/m3, 02 = 1000 kg/m?3 stirtiségekkel, U, = 6,6 m/s, A, = 1,7 cm
adédik. Ha tehat kora reggel valaki egy nagy t6, pl. a Balaton feliiletét tiikdrsiméanak latja, ami
egyszer csak fodrozédni kezd, tudhatja, hogy a parti szél erGssége elérte a kb. 20 km /h-t.

Az 5.15. abra k. paramétere a mostani jel6lésben k_-nak felel meg.
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|
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|
k_ kc ]I(* k+ kx
12.14. dbra. Sematikus dbra az instabilitdsi rata fliggésére a ky hulldmszamtol adott AU > U,

dramlasi sebességre. A k < k_ tartomdnyban a stirtiségkiilonbség, k > k. -ra a feliileti fesziiltség
stabilizal.

A feliileti fesziiltség a Rayleigh—Taylor-instabilitas jellegét is médositja: 1étezik leggyorsab-
ban névekvs hullamhossz.” (12.17) szerint ugyanis AU = 0-ra és 01 > 0p-re:

s(ky) = \/(91 — 02)gkx = ks (12.23)

01+ 02

ami a (0, k4 ) intervallumon definialt, ahol k;+ = /g(01 — 02) /0. Az s(ky) fliggvény alakja ha-
sonl6 a 12.14. abran lathatéhoz, csak k- = 0 (és k. most nincs értelmezve). Amint latjuk, a
feliileti fesziiltség a rovid hullimhosszu perturbacidkat stabilizalja. A leggyorsabban névekvd
hulldmszamra most k* = k. /+/3 adédik, amelyhez a A* = 27t/k* hulliamhossz tartozik. Koz-
vetleniil az instabilitds beinduldsa utdn az elvalaszt6 feliilet A* hullimhosszt szinuszfiiggvény
novekvs amplitidéval, és ledramlds csak minden mésodik félhullaimban (azaz nem kiterjedt
tombben) torténik (12.15. dbra) a turbulens keveredés kialakulasa el6tt.

X
01> 02

(%)

A*

12.15. dbra. Sematikus abra a Rayleigh—Taylor-instabilitas kezdeti jellegérdl. Az idé muléséval az
ujjak szabdlytalannd vélnak, és turbulens keveredés alakul ki. A végeredmény az, hogy a nehéz
folyadék kertil alulra.

Rayleigh—Taylor-instabilitds szappanhdartyaval agy valésithaté meg, hogy két, ferde sikban
kifeszitett hartyat egyetlen fligg6leges sikti hartyahoz illesztenek. A fiigg6leges hartya alsé pe-
remének meghtizasdval nemcsak a hartya vékonyodik, hanem bedramlds torténik a két ferde
hartyardl is. Azok Osszefolyva, az alséndl vastagabb réteget hoznak létre, amely gyakorlatilag
nem keveredik a mésikkal. Ez a vastag, nehezebb hértya szétteriil a vékony felett, de az elva-
laszt6 feliilet instabilla valik. Kozel periodikus ismétlédéssel le- és feldramlasok indulnak meg,
ahogy ebben a kisérletben lathato.

Viz-leveg6 hatarfeliilet esetén a A* hulldimhosszra 2,9 cm adédik. Véges méretti edényben
érdekes kovetkezmény, hogy ha az edény olyan keskeny, hogy L szélességére még a legrévidebb

"Hasonléan médositja a nyirési instabilitast is, amelyben s(ky) = \/ (Uky)2 — k3 /(20).



https://www.youtube.com/watch?v=UVC0y3DIzNY
https://www.youtube.com/watch?v=UVC0y3DIzNY
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instabil hullamhossz, 27t /k fele sem fér ra (egyetlen ujj sem alakulhat ki), a feliileti fesziiltség
képes megakaddlyozni a nehezebb folyadék kifolydsat. Ennek feltétele L < 7t/k., szdmértékkel
L < 0,8 cm. Ezen a tényen alapul a szemcseppentd és pipetta miikodése, és az a tény, hogy az
utols6 vizcsepp rajta marad az elzart vizcsapon.

A jelenséget két nem kevered§ folyadékkal mutatja be ez a kisérlet. A kémcs6b6l nem folyik
1 ki a nehezebb folyadék.

" 12.5. Kettds diffiizios instabilitis

12.5.1. Szemléletes kép

A folyadék stirtisége nemcsak a hdmérsékletnek lehet fiiggvénye, hanem valamilyen oldott
anyag koncentrdcidjanak is. A nagyobb koncentracié 4ltaldban stirtibbé teszi a kozeget, tehat
ellenkezd hatéssal van a strtiségre, mint a hdmérséklet. Ketts diffiziés konvekciérdl beszé-
liink, ha az dramlas két kiilonbozSképpen diffundéld fizikai mennyiség térbeli valtozdsanak
hatédsara indul be, és e két mennyiség ellenkezé médon befolyésolja a stirtiséget. Az alapvetSen
4j jelenség az, hogy az egyes komponensek eltérd difftizios sebessége miatt felfelé csikkend st-
riiségeloszlas is lehet instabil, amikor a Rayleigh—Taylor-instabilitds nem fordulhat elS. Ez meg-
lepSen hangzik, hiszen az egyszerd konvekcidban egyetlen komponens (a h§) diffiziéja még a
felfelé stirtisodS kozeg stabilizalasara is képes viszkozitds jelenlétében.

A két komponens lehet két kiilonb6z6 anyag (pl. cukor és s6) koncentracidja, de a kornyezeti
aramlasok szempontjabol legfontosabb alkalmazas a tengervizé, amelyre a hémérséklet és a s6-
tartalom van ellenkez§ hatédssal. Ebben a specidlis esetben termohalin (h6mérséklet és sétartalom
altal hajtott) konvekciérol beszéliink. Noha jelolésiinkkel ehhez az esethez igazodunk, fontos
hangstlyozni, hogy az alapjelenségek minden kettds diffazids folyamatra hasonléak. A légkor-
ben példaul a vizparatartalom lehet a h6mérséklethez tarsulé méasik komponens.

Az 4j térmennyiség az S sOkoncentracié vagy szalinitds. Ez a valtoz6 ezrelékben adja meg,
hogy egy kg s6s vizben hany kg s6 van feloldva. Légkori nyomdson a tengerviz atlagos sotar-
talma 35 g/kg, vagyis a szalinitds S = 35 (ezrelék). A felszinhez kozel S = 36, és legnagyobb
értékét a keveredési tartomany alsé hatdran veszi fel, ahol 36,5 kortili. A sés viz allapotegyenlete
jo kozelitéssel

0= 0o (1—a(T — To) + (S — So)).. (12.24)

Itt v a hétagulasi egyiitthaté analogonja, és azt adja meg, hogy mennyit né a stirtség az Sop =
35 referenciaértéktdl vett egységnyi szalinitdsndvekmény hatdsara. Ertéke tengervizre ¢ = 7 -

10~*. Tiz egységnyi szalinitdsvaltozas 7 ezreléknyi stirtiségvaltozasra vezet. Természetesen a
sokoncentracié maga is aktiv valtozo, hiszen az S szalinitas tér- és id6fliggd, és kielégiti a

45 _ g (12.25)
dt
difftiziés egyenletet, ahol D a s6 vizre vonatkoz6 diffziés dllanddja

Megjegyezziik, hogy a tengerviz (12.24) allapotegyenlete alapjan magyardzhat6 a sétarta-
lom- és hémérséklet-kiilonbségek altal hajtott mélydcedni dramlés, a termohalin vizkorzés ki-
alakuldsa is. Az egész Atlanti-6cednban erdsebb a parolgas, mint a tobbi medencében,® ezért a
viz sétartalma itt a legnagyobb. Amikor ez az amugy is s6s viz az Eszaki-sark kornyékére érve

v Z7 2

a felszinen lehdil, stirtisége méar meghaladja a mélyebb szinteken levéét, és ezért lassan siillyed.

8Ennek oka az, hogy az amerikai kontinens fel6l érkez6 levegs a Sziklas-hegységen és més hegyvonulatokon
atkelve nedvességének jelentSs részét elveszti, és ugyanakkor az Afrika fel6l érkezé levegd is igen szaraz.


https://www.youtube.com/watch?v=kT_sMVVzlXE
https://www.youtube.com/watch?v=kT_sMVVzlXE
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Ez a hatds mozgatja az Gn. nagy 6ceani szdllitészalagot, amely a mélyre keriilt vizet el§szor a
Déli-sark, majd onnét az Egyenlit§ kornyékére sodorja, mikozben egy része lassan feldramlik.
Az dramlés nagyon lasst, a felszinre kertilésig ezer év is eltelhet, de olyan nagy mennyiség vi-
zet mozgat, hogy alapvetSen meghatarozza a Fold h6haztartasat, és ezzel éghajlatat. Az, hogy
a lesiillyedés hol torténik, fiigg a parolgés erGsségétél és az Eszak-atlanti medence sétartalma-
t6l, amit az 6ceanba pl. Gronlandrdél beolvadé jég befolyasol. A légkor atlaghémérséklete igy
hatéssal lehet a széllit6szalag miikodésére.

Alegérdekesebb kettds difftizios esetek akkor adédnak, amikor mind a h6mérséklet-, mind a
koncentracideloszlds azonos tendenciat mutat a magassag fiiggvényében, mert ilyenkor gyengi-
tik egymas hatasat. Természetesen a (12.25) mellett az (5.124) h6difftiziés egyenlet is érvényben
van, a két komponens difftizidja tehat verseng egymadssal, és az instabilitds kialakuladsat elGse-
giti, hogy a s6 D molekuldris diffaziéja sokkal lassabb a viz x hédifftziéjanal:

D < . (12.26)

A '7.1. tdblazat adatai szerint a h6difftizié mintegy szdzszor gyorsabb.
Az edény alja és teteje kozotti jellegzetes AS sétartalom-kiilonbséghez is hozzarendelhetd
egy dimenziétlan szam, az

3
Rs = % (12.27)

szalinitasi Rayleigh-szam. Jelentése

szalinitdsbodl szarmazo felhajtéerd
Rs = " 524 Jenajroerd. (12.28)
viszkézus erd

A konvekcié AT hémérséklet-kiilonbségére hasznélt konvenciét kbvetve a AS szalintaskiilonb-
séget (és Rs-t) akkor tekintjiik pozitivnak, ha alul sésabb a folyadék. (Az (5.126) Rayleigh-szdm
most csak a hémérséklet-kiilonbségbdl ad6do felhajtéerdst tartalmazza.)

A konvekci6s folyamat fligg attol, hogy melyik komponens a destabilizal6. Vizsgaljuk els-
sz0r, mi torténik, ha meleg és sos folyadék kertil f6liilre, AT, AS < 01tgy, hogy a AT — yAS <0,
vagyis a strtség folfelé csokken, ahogy a 12.16. dbra mutatja. A h6mérséklet 4ltal okozott oo AT
strtségvaltozds szempontjabdl ez stabil eloszlas, tehéat a s6 a destabilizal6 tényezd. Mivel a s6-
diffazié nagyon lasst, egy folyadékelem tgy tekinthetS, mintha vékony hartyaval lenne koriil-
véve, amely sOcserét nem, csak hécserét enged meg. Az instabilitdsra valé hajlam abbdl kovet-
kezik, hogy a kissé felfelé mozditott folyadékelem melegszik, de sétartalma nem valtozik, ezért
a 0(z) profilnak megfelel§ kornyezeténél konnyebb lesz, és tovabb emelkedik: a profil a sétar-
talombeli inhomogenitds miatt valik instabill4.

12.5.2. Stabilitasvizsgalat

A (12.25) difftiziés egyenlet szerint az alapallapotban a s6koncentracié linedrisan valtozik: a
12.16. abra peremfeltételével

= AS

S(z) = So — SR AS < 0. (12.29)

Az 5.14.2. fejezetben latottakhoz hasonléan vegyiik észre, hogy a (12.24) allapotegyenlet miatt

o(r,t) = 0(z) = —ago (T(r,t) = T(2)) + 70 (S(r,t) = 5(2)), (12.30)



286 12. RETEGZETT KOZEGEK ARAMLASA (FOLYTATAS)

00(1+ aAT — 'yAS)

ao(2)

S Qo Q

12.16. dbra. Az alapéllapoti h6mérséklet-, sétartalom- és stirtiségprofil (feliil meleg és sos kozeg,
de lefelé novekvé strtiség), amely dramldssal nem tarsul. Az elGjel-konvenci6 szerint AT, AS < 0.
Ez az allapot instabilla valik egy kritikus pontban, ahol beindul az dramlas.

ezért az (5.19)-ben szereplé —go’/ 0o helyett irhat6 ¢ («T' — ¢S’), ahol T' és S’ az alapallapoti
profiloktol valé eltérés. Az (5.134) Navier-Stokes-egyenlet Boussinesq-kozelitésben most

/
o Lgradp g aT a8 n Y (1231
0

A két diffuzios egyenlet az eltérésekre felirva

dT’ _ AT | op 48T AS -
=W FRVAT, o =w/ 2 4DV, (12.32)

ahol a jobb oldali els6 tagok a staciondrius profilokra alkalmazott advektiv derivaltakbdl adéd-
nak, ahogy (5.133)-ban lattuk.

A tovébbi lépéseket az 5.14.2. fejezetben latottakkal analég modon végezziik. A ¢/ (x,z)
aramlasi fliggvénnyel az egyenletek, rogton kis eltéréseket feltételezve:

V2 oT' 98’
atlp :g< = Tor >+vV41,b’, (12.33)
oT' AT 3y - 9’ ASIy 5o
= oo VT o=, TOVES (12.34)

A dimenzidtlanitds hasonléan torténik, mint a konvekcié esetén, de a hmérséklet és sékoncent-
raci6 egysége most —AT, illetve —AS, hiszen az egységeknek pozitivnak kell lennitiik. A dimen-
zi6tlan alakok:

1 oV2y/ oT’ Das"  _, ,

B g = —Ra a—+R—a—+V ¥, (12.35)
oT’ 81/) 2t 95’ 31/’ 2¢/
= TV, =t V s, (12.36)

ahol Ra és Rs az (5.126)-ban, illetve (12.27)-ben megadott Rayleigh-szdmok, amelyekben a AT,
AS eltérések negativak (s ennek kovetkezménye az Ra-val ardnyos tag (5.138)-hoz képest ellen-
tett elGjele).
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Az egyenletrendszer megoldasa keresheté a

l)b, — lp(/)ei(kxX-i-kZZ—wOi’), T/ — T(/)ei(kxX-FkZZ—LUot), S/ — Séei(kxx-i-kzz—th) (1237)

alakban. Ezeket a (12.35), (12.36) egyenletekbe helyettesitve az amplittidokra

%iwo (K2 4+ K2) ) = —iky <RaT6 — Rsfsg> + (R +K2) ), (12.38)

, : : : D
—iwo Ty = —ikeph — (K +K2) T,  —iweSh = —ikepy — (k3 +k2) ;sg (12.39)

adodik, amelyekbdl wp-ra harmadfoku egyenlet kovetkezik.
Az instabilitas feltételét kozvetleniil megkapjuk, ha hasznaljuk, hogy ebben a pontban wy =
0, hiszen egy aramlasmentes allapot vélik instabilla, amibdl

ik (RaTé — RsfSé) = (2 +12) g, (12.40)

. . D
ke = — (I+R) T, ik = — (K +K2) —Sp. (12.41)

Az utébbi egyenletbdl az kovetkezik, hogy Tj) és S( egymdssal aranyosak, D /S| = T. Ezzel az

els§ egyenlet szerint

Bk 9 _ (B+k)
ik, Ty k&

A jobb oldal pontosan ugyanaz a kifejezés, mint (5.146), csak a bal oldalon most nem Ra, hanem

Ra — Rs 4ll. Ezért az instabilitds feltétele az utobbi mennyiségre ugyanaz, mint a konvekcié

esetében Ra-ra! Vagyis

Ra — Rs = (

(12.42)

(Ra — Rs). = Rag, (12.43)

ahol a jobb oldal a konvekcidra jellemz§ kritikus Rayleigh-szdm pozitiv értéke, szabad-szabad
peremfeltétel esetén 657. KettGs difftizids instabilitds esetén tehdt a két eldjeles Rayleigh-szam
kiilonbségének kell egy kritikus értéket felvennie, vagyis kiilén-kiilon nincs éles instabilitasi értékiik.’

A kett6s difftizi6 12.16. dbranak megfelelS esetében mindkét Rayleigh-szam negativ. Az in-
stabilitas feltétele

v D v

Vegyiik észre, hogy ha a szogletes zardjelben nem lennének a nevezdk, akkor a fels§ és alsé
hatarok kozotti Ap strtségkiilonbség és oo hdnyadoséat kapnank. Mivel Ap a 12.16. dbra szerint
negativ, ez mutatja, hogy az instabilitast a diffazids dllanddk kiilonbsége teszi lehetévé. Még
ha a kozeg fent nagyon meleg is, egy kis s6koncentraci6-gradiens mar instabilitdst okozhat, hi-
szen AS a nagyon kicsi difftziés allandéval van osztva. (Ebbél az is kovetkezik, hogy turbulens
kozegben, amikor x4, = Dy, nem torténhet kettSs difftizids konvekcio.)

A masik fontos eset, amikor a kozeg alul meleg és s6s: AT, AS > 0, a h6mérséklet és a
szalinitas is csokken felfelé, de a koncentraciécsokkenésbdl ad6do stirtiségvaltozas jelentdsebb:
aAT — yAS < 0, vagyis a stirtiség csokken a magassaggal. Az instabilitas (12.43) feltétele ekkor

gH® [aAT _ 7AS
v D

alaku. Ilyenkor a sétartalom ,hatraltatja” a hdmérséklet 4ltal kivaltand6 instabilitast.

3
gh [ﬂAS’ - “’AT‘] > Ra.. (12.44)

> ] > Ra, (12.45)

9AS = 0, AT, Ra > 0 esetén visszakapjuk a konvekci6 instabilitasi feltételét. Amikor nincs hémérséklet-
kiilonbség: AT = 0 és AS, Rs < 0, konvekci6 indul be kizirdlag a felszini magas koncentricié miatt, amelynek feltétele
|Rs| = Rac.
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12.5.3. Konvekcid joval az els§ instabilitds utan

Kozvetleniil az instabilitdsi pont kozelében az dramlés cellds szerkezetd, hiszen a konvekci6é
kapcsan elvégzett vizsgdlat és (5.151) is érvényes. A gyakorlatban el6fordulé esetekben mindkét
Rayleigh-szam értéke nagyon nagy, és az &ramlds nem hasonlit a kritikus ponthoz kozelire. Két,
lényegesen kiilonb6z6 viselkedés lehetséges.

Ujjasodds (AT, AS < 0): A konvekci6 tn. sé-ujjak megjelenésével jar, amelyek lassan lefelé
nyulé keskeny s6s nyaldbok, és kozottiik a kevésbé sos viz dramlik felfelé (12.17. dbra). A s6-
ujjak kialakulésa lasst folyamat, amely gyakorlatilag nyugvo vagy egyenletesen mozgé kozeg-
ben mehet csak végbe.

b)

a) s6s, meleg s6s, meleg

kevésbé s6s, hideg

kevésbé s6s, hideg

12.17. dbra. Ujjasodas a) A s6-ujjak képz&désének kezdeti fazisa b) Kifejlett &llapot

Annak ellenére, hogy az ujjasodds rajzolata hasonlit a Rayleigh-Taylor-instabilitdshoz
(12.15. 4bra), a fizikai hattér lényegesen kiilonbozik. Az nem keveredd, ideélisnak tekinthetd
folyadékra jellemz6, most viszont viszkézus és diffizidra képes kozegrél van sz6, amelyben
az alapéllapot stirtisége stabilan rétegzett. A kettSs diffizids instabilitds ezért csak a jellemzd
paraméterek kritikus értéke f6l6tt figyelhetS meg.

Egyszert becslés adhato a |AS| szalinitaskiilonbség hatasara H mélységti kozegben kiala-
kul6 sés ujjak & vastagsdgara. A kozel staciondrius dramldsban az (5.124) hédiffizids egyenlet
advektiv derivéltja, amelyben a fliggéleges aramlassal kapcsolatos jarulék a jelentds, azonos
nagysagrendd a diffaziés taggal: W/H = x /6%, ahol W a sé-ujjak atlagos siillyedési sebessé-
ge. A becslésében felhasznaltuk, hogy az ujjak J vastagsaga lényegesen kisebb H hosszuknal.
Az ujjak és a mellettiik lev$ folaramlé tartomany hémérséklete kozel azonos, ezért a felhajto-
erg elsGsorban a AS szalinitas-kiilonbségbdl adodik, gy|AS|-kel aranyos. Ezt kell kompenzalnia
a viszkozus erének, amely elsGsorban a fligg6leges iranyu sebesség dltal a § vizszintes skalan
okozott vW /% nyirassal kapcsolatos: ¢y|AS| ~ vW /6% Mindkét feltételt 6sszevetve

s gY|AS| o

5 KU 1/4 D\ /4
i~ (gmsm) = (%) 247

Joval az els@ instabilitds f616tt Rs olyan nagy, hogy |Rs|D/« is nagy, az ujjak szélessége tehdt & <
H. Ha az ujjak hossza H = 10 cm és 1 ezreléknyi a sétartalom-kiilonbség, akkor a 7.1. tablazat
szerint Rs ~ 10-7-107%-1073/1071> ~ 10%, és § milliméter nagysagrendiinek ad6dik.
Laboratériumi kisérletben tgy kelthetiink sé-ujjakat, hogy hideg vizre enyhén sés és meg-
festett meleg vizet rétegziink. Amig a fels6 kozeg jelentGsen melegebb, a két réteg élesen elvalik.
A fels6 réteg lassan htlni kezd és egy id6 utan el¢all az a helyzet, hogy még mindig melegebb,

Ebbdl
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mint az alatta levs, de a kettSs diffazids instabilitds feltétele mar teljesiil. Néhdny mm vastag
s6-ujjak képzddnek, 6sszhangban a fenti becsléssel, amelyek egyre hosszabbak, és lassan elérik s
a H magassagu edény aljat, ahogy ebben a kisérletben lathato.

A tengerekben a napsugérzas hataséra a felsé vizréteg a tropusokon er§sen felmelegszik, de
a pérolgés miatt sétartalma is felddsul. A megfigyelések szerint a tengeri s6-ujjak vastagsdga
néhany cm, hosszuk 30 cm és 1 m kozott van. Az ujjak jelentSs s6- és héaramot biztositanak a
folottiik és alattuk elhelyezked folyadékrétegek kozott. A so-ujj-képzEdés kezdeti szakaszdhoz
hasonl6 folyamatok zajlanak le az tin. mammatusz felhékben, amelyekben az atlagos felh@szint
ala nyul6 bugyrok kialakulésa figyelhet6 meg.

Rétegképzodés (AT, AS > 0): A masik eset az, amikor a meleg és s6s folyadék kertil alulra,
Ra, Rs > 0, de a teljes stirtiség tovabbra is felfelé csokken. Ilyenkor nyilvdn a hémérséklet a
destabilizal6 tényezd. A kisérleti tapasztalat szerint a végallapot az, hogy a folyadékban rétegek
alakulnak ki, a h6mérséklet-, sétartalom- és stirtiségeloszlas lépcsézetes (12.18. abra). Mind-
harom eloszlas a rétegek belsejében kozel allandé, koztiik pedig erds gradienssel rendelkezik.
Egy-egy rétegben termikus konvekci6 zajlik (a rendezetlen, turbulens véltozatban), és teszi itt
kozel homogénné az egyes eloszldsokat. Més széval az alulrdl torténd ftités beinditja a termikus
konvekcidt, de a stabilizal6 sétartalom-eloszlds megakaddlyozza, hogy az az egész folyadékré-
tegre kiterjedjen, és tobbé-kevésbé fiiggetlen rétegekre korlatozza.

Ebben a kisérletben egyetlen réteg kialakuldsa latszik: az eleinte elkiiloniilten felszall6 tur- [l
bulens termikek késébb stirtibbé vélnak, de az atlagos magassdg végig korlatos marad. :

1 kevesbe s6s, hideg “Yrevesbe s6s, hideg *fevesbe s6s, hideg

LN

d \\\ d d H
s0s, meleg \ s0s, meleg s0s, meleg

T S Q

12.18. dbra. Rétegképzddés: Az eredetileg felfelé egyenletesen csokkend hdmérséklet és sotarta-
lom hatasara a kettds difftiziés instabilitds miatt kozel homogén vizszintes rétegek alakulnak ki,
amelyekben turbulens termikus konvekci6 zajlik.

sotartalom-kiilonbség altal stabilan rétegzett folyadékba. Ez a folyamat zajlik a jéghegyek ol-
vaddasakor (melyek édesvizi jégbdl képzddnek). A felolvadt édesviz szabdlyosan elhelyezked6
vizszintes rétegekben terjed szét (melyek kozott a meleg sés viz a jégtomb felé dramlik), ahogy
ebben a kisérletben latszik, ahol a jégtombdét lilara szinezték.

A rétegz6dési folyamatban 1étezik egy természetes tavolsagskala, az a tavolsag, amellyel a
AT hémérséklet-tobblett viz feljebb emelkedne az adott s6-rétegzettségt folyadékban. A s6s fo-
lyadék hémérsékletére melegedett viz relativ stirtisége a AT-vel csokken, és ez a stirtiséga AS/H
szalinitdsgradiensd folyadékban d elmozduléssal feljebb talalhat6. Tehat «AT = yASd/H,
amelybdl d = «ATH/(yAS). A megfigyelt d rétegvastagsagok ezzel a hossztisdggal aranyosak,
tehat

A
N —. 124
s (1248)

=
~

T =
2


https://www.youtube.com/watch?v=9y0vkwfn4Ew
https://www.youtube.com/watch?v=9y0vkwfn4Ew
https://www.youtube.com/watch?v=8iDaaBlwD9c
https://www.youtube.com/watch?v=8iDaaBlwD9c
https://www.youtube.com/watch?v=olFzcye4iSs
https://www.youtube.com/watch?v=olFzcye4iSs
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Laboratériumi kisérletben 20 fokos hdmérséklet-kiilonbség és 40 ezrelékes szalinitaskiilonb-
ség esetén a jobb oldali ardny 1/7, azaz 20 cm vastag folyadékban a rétegtavolsag mintegy 3 cm.

A lépcsSzetes h6mérséklet-eloszlast tengeri megfigyelések is bizonyitjdk. Egy 50 méter vas-
tagsdgu tengerrétegben, amelyben a h6mérséklet-csokkenés 0,1°C, a szalinitaskiilonbség 0,2 ez-
relék, az arany szintén 1/7, amibél kb. 7 méteres rétegvastagsag adodik.

12.6. Az 6sszenyomhatdsag jellemzése: potencidlis stirtiség és poten-
cidlis h6mérséklet

JelentSs mélység- vagy magassagkiilonbségeket vizsgdlva mind a nyugvé levegd, mind a nyug-
v6 viz stirtisége fligg a fliggbleges koordinatatol. A lehetséges egyenstilyi rétegzettségek kozott
kitlintetett szerepet jatszik a 0, (z) adiabatikus siiriiségprofil (12.19. abra). (Idedlis folyadékban hé-
atadds nem torténhet mozgas kozben sem, a folyadékelemek entrépidja dllando.) Ebben a termo-
dinamikai értelemben globalis egyenstlyi allapotban két folyadékelem felcserélése nem vezet
semmilyen makroszkopikus mozgashoz. Ha egy térfogatelemet h6kozlés nélkiil felfelé mozdi-
tunk gravitcids térben, annak stirtisége a 0,(z) profil szerint véltozik (szemben az dsszenyom-
hatatlan kozelitéssel, amiben a stirtiség dllando).

Az adiabatikus profil a dp = —ogdz hidrosztatikai egyenletbdl kaphat6 meg, felhasznalva,
hogy nyomas- és stirtiségvéltozasok kozott az adiabatikus dllapotegyenlet teremt kapcsolatot.
A dp nyomdsvéltozést az ennek megfelel stirtiségvaltozassal helyettesitve: dp = (dp/9d0).do,
azt kapjuk, hogy az adiabatikus stirtiséggradiens azon a szinten, ahol a stirtiség értéke o,

doa(z) _ 90
5 =% (ap)a (12.49)

A termodinamikéabdl tudjuk, hogy a nyomas stirtiség szerinti adiabatikus derivaltja a kozeg
hangsebességével kapcsolatos:

P\ _ o
<89)a = G- (12.50)
Ezzel
dz c%mng' '

Tetsz6leges kdzeg relativ stirtiségvéltozdsa g /c3 . litemben véltozik a magassaggal adiabatikus
esetben. Ez kis szdm, hiszen a hangsebesség nagy. A hangsebességek mért értékét (7.1. tdblazat)
haszndlva az 6cednban ez a gradiens kb. 5 ezrelék kilométerenként, a légkorben 10 szézalék
kilométerenként.

Hidrodinamikai folyamatok kovetkeztében természetesen az adiabatikustdl eltérd o(z) ré-
tegzett eloszlas is kialakulhat. Ennek stabilitdsa egyszertien meghatdrozhat6 a 0,(z)-vel torténd
Osszehasonlitdsbol. Ha a o(z) profil gorsabban csokken (12.19. dbra vastag vonal), akkor a ré-
tegzettség stabil, hiszen adott pontbdl a folyadékelemet felfelé mozditva annak stirtisége 0,(z)
lesz, nagyobb kornyezete 0(z) stirtiségénél. Elengedés utan a folyadékelem visszaindul erede-
ti helyzete felé (erre utal a kis nyil). A ¢,(z)-nél kevésbé meredek eloszlds esetén forditott a
helyzet (12.19. dbra szaggatott vonal), az ilyen rétegzettség instabil.

A stabilitds er§ssége most is a Brunt-Vaisala-frekvencia segitségével adhat6 meg, a konkrét
alak azonban eltér (5.6)-t6l. Az 5.1. fejezetben alkalmazott gondolatmenetet megismételve, a
0(z) rétegzettség esetén a z szinten egyensulyban levs 0(z) = 0,(z) stirtiségt folyadékelemet
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ZA

stabil

Y

12.19. dbra. A 9(z) stirtiségprofil stabilitdsdnak feltétele 6sszenyomhat6 kozegben: a stirtiségnek
felfelé haladva az adiabatikus profilnal (vékony vonal) gyorsabban kell csékkennie (vastag vo-
nal). A szaggatott vonal instabil rétegzettséghez tartozik.

a z + Az szintre juttatva a folyadékelemre felfelé hat6 felhajtéers a kornyezet 0(z + Az) stirtisé-
gébdl adoédik. Ezzel csokken az Gj szinten a 0,(z + Az) stirtiségbdl szarmazo6 suly. Az ered§ erd
egységnyi térfogatban

Q(o(z+Az) —04(z+A2)) = g 4Q(z) _ de(z) Az. (12.52)
dz dz
A 0(z) stirtiségu folyadékelem mozgasegyenlete
o _ 1 (do(z) doa(z)
Az = g@(z) < o 7 Az. (12.53)

Ha a stirtiség felfelé gyorsabban csokken, mint az adiabatikus, akkor akdrmilyen irdnyt is a Az
kitérés, a gyorsulds mindig vele ellentétes. Igy kis kitérésekre harmonikus rezgés alakul ki az
N(z) Brunt-Viisila-frekvencidval, ahol

_ 8 (do(z) doa(z)\ _ g (do(z) , 08
Nz(z)_—Q(Z)< i )_—Q(z)< s +c2>' (12.54)

Az 5.1. fejezetben kapott (5.6) kifejezés tehat a teljesen inkompresszibilis (végtelen hangsebes-
ségli) hatdresetnek felel meg, amely nem tdl nagy magassagkiilonbségek esetén mindig j6 ko-
zelités. A kozeg Osszenyomhatdsdga miatt a Brunt-Viisila-frekvencia valamivel kisebb annal,
amit teljes 6sszenyomhatatlansagot feltételezve kapnank.

Minden kozegben 1étezik egy, potenciilis siiriiségnek nevezett mennyiség, amellyel a Brunt-
Viisila-frekvencia ugyantgy fejezhetd ki, mint az 6sszenyomhatatlan esetben a szokasos stirti-
séggel. Konkrét példaként tekintsiik az idedlis gaz esetét, amely a szdraz 1égkor igen jo leirdsa-
nak bizonyul. Az adiabatikus allapotegyenlet

K
P <Q> (12.55)
Po Qo

alakd, ahol k = C, /C, a két m6lhé hanyadosa, py a felszini nyomas, g pedig a felszini stirtség.

Az idedlis gdz hangsebességének négyzetérdl tudjuk, hogy

) RT
chlmg = Kﬁ'

ahol R = C, — Cy az univerzélis gazalland6, M a levegé moltomege (M = 29 g). A (12.51)

(12.56)
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egyenlet segitségével a (10.16) allapotegyenletbsl a hémérséklet kikiiszobolésével

2
don _ 08 (12.57)
dz Kp
Ideélis gazra a
—1/x
o= <p> (12.58)
Po
mennyiség a potencidlis stirtiség: kozvetlen behelyettesitéssel és a dp/dz = —og hidrosztatikus

Osszeftiggést hasznalva latszik, hogy a (12.54) Brunt-Viisila-frekvencia adott o°(z) profil esetén
kifejezhets mint

N2(z) = —U(gz) d‘;(zz) . (12.59)

A (12.55) éllapotegyenletbdl o éppen a ¢p referenciastirtiség. A potencidlis stirtiség tehat az
a strtség, amelyet akkor kapunk, ha az adott p nyomadst, ¢ strlségd gazt adiabatikusan a py
referencianyomdst allapotba hozzuk. A rétegzettség akkor stabil, ha a stacionarius potencialis
strtség csokken a magassaggal, és akkor margindlis, ha a potencidlis strdség allandé.

Mivel a h6mérséklet konnyebben mérhet§ mennyiség, mint a stirtiség, érdemes atirni a fenti
Osszefiiggéseket a h6mérsékletre. Az adiabatikus dllapotegyenlet a h6mérséklettel

T 0 >K -1
— == 12.60
== (2 (12.60)
alakd, amib6l a dT /dz derivaltat do/dz-vel kifejezve, (12.57),a C, — Cy = R Osszefiiggés és az
allapotegyenlet alapjan
i, _ _gM _ g (12.61)
dz Cy Cp
A'7.1.tablazat szerint dT,/dz szdmértéke a légkor ismert kilométerenkénti 10 fokos adiabatikus
hémérséklet-gradiensét adja. A rétegzés akkor stabil, ha a hémérséklet-gradiens ennél kevésbé
negativ, dT/dz > —gM/C, (12.20. dbra vastag vonal): ekkor ugyanis a felfelé mozditott 1ég-
csomag hidegebb és ezért stirtibb lesz, mint kornyezete, és ezért magatol lefelé mozdul. Vegyiik
észre, hogy az izoterm atmoszféra is stabil. A felfelé meleged§ levegSoszlop (inverzids réteg)
még stabilabb.

12.20. dbra. A T(z) hémérsékletprofil stabilitdsanak feltétele idealis gazban. A hémérsékletnek az
adiabatikus profiléndl (vékony vonal) lassabban kell cs6kkennie (vastag vonal), és novekedhet
is a magassaggal. A szaggatott vonal instabil rétegzettséghez tartozik.
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A potencidlis stirtiséghez hasonl6an definialjuk a

1/x—1
=T <p> (12.62)
Po

potencidlis homérsékletet. Ez az a h6mérséklet, amelyet akkor kapunk, ha az adott p nyomast, T
hémérsékletd gazt adiabatikusan a py referencianyomadsra hozzuk. Vegyiik észre, hogy a poten-
cidlis strtség és potencidlis hémérséklet szorzata (12.58) és (12.62) szerint 00 = Mpy/R =
allandé. Ebbdl kovetkezik, hogy

QU

20y _ & d6(z)
N-(z) B0 dz (12.63)
A rétegzettség akkor stabil, ha a kdzeg potencialis hémérséklete né a magassaggal, és margina-
lis, ha a potencidlis h6mérséklet helyfliggetlen.

Mind a potenciélis stirtiség, mind a potencialis h6mérséklet bevezetése olyan 1j dllapotjel-
26k, amelyek adiabatikus valtozasokban dllanddk. A (T, z) sikon ez olyan transzformaciét jelent,
amely az adiabatikus gorbéket fliggSleges egyenesekbe viszi at. Kiilonosen attekinthets képre
jutunk a hémérséklet-inverzié esetében (12.21. abra)

7 Ta(z) adiabatikus z
hémérséklet-elosztas

inverzios L~
réteg nagyon /
\ stabil

~ instabil réteg
T 0

12.21. dbra. Az idedlis gaz 6 potencidlis h6mérsékletére torténd attérés a T,z sik olyan transz-
formdcidja, amely az adiabatdkat fliggSleges egyenesekbe viszi 4t. Az inverziés réteget mindkét
abrazolasban jeloltiik.

Megjegyezziik, hogy az ideélis g4z kozismert

m

=M

(CpInT — RInp + konst) (12.64)

entropiafiiggvénye alapjan egyszerd kapcsolat talalhat6 az s = S/m fajlagos entrépia és a po-
tencidlis hémérséklet kozott:

_ S ~R/C ,_ G 1/x-1 ,
Vi In (Tp P) + konst” = i In (Tp ) + konst’. (12.65)

(12.62) alapjan a potencialis hémérséklettel kifejezve

_ CP _ CP /
S—Mlnf)—l—k——ﬁlna—i—k, (12.66)

ahol hasznéltuk, hogy 60 = éllando, és k, k' konstansok. A potenciélis h6mérséklet és stirtiség
a fajlagos entrépidval kapcsolatos: az utébbi nem véltozik, ha 6 vagy ¢ konstans.
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A teljesség kedvéért megjegyezziik, hogy a potencidlis mennyiségek fliggnek a kozegben
elosztott anyagok koncentracidjatol is, mint pl. a légkorben a vizg6ztartalomtodl vagy a tenger-
vizben a sé6tartalomtdl. Jelenlétiik fontossaga érzékelhetS§ abbdl, hogy a telitett vizg6zt tartal-
maz6 levegs hémérsékletének adiabatikus csokkenési titeme nem 10 fok, hanem csak 5-6 fok
kilométerenként, az emelkedd levegében a kicsapddés soran felszabadulé hé miatt.

A potencidlis termodinamikai mennyiségekre val6 attérés sokszor hasznos a rendszer di-
namikdja szempontjdbol is. Az idedlis &ramlés sordn ugyanis héatadds nem torténik, és ezért az
entrépia dlland6. Az draml6 kozeg barmely folyadékelemének potencidlis stirtisége vagy poten-
cidlis hémérséklete ezért a mozgas soran allando, o vagy 6, tehat hidrodinamikai mozgdsdllan-
dok mindaddig, amig fazisatalakulds, pl. csapadékképzEdés nem kovetkezik be. A nagyskalaju
mozgasok az alland6 entrépidju (4llandé potencidlis stirtiségd, illetve potencidlis h6mérsék-
letd) feliiletek mentén torténnek. Ezek a feliiletek természetesen nem mindig esnek egybe a
lokalis vizszintes feliilettel, de térben lassan valtoznak.

A potencidlis mennyiségek alapjan definidlhat6 a potenciilis 6rvényesség, és kimutathaté meg-
maradésa tetszéleges forgatott folyadékban. Tekintsiink a potencidlis h6mérséklet két kozeli
értékéhez tartozo feliiletet. Ezek nem feltétleniil vannak egymastdl dlland6 tavolsagra. A két
feliilet k6zotti hengeres folyadékoszlop tigy mozog idében, hogy alaplapjaik végig a két kijelolt
feliileten maradnak, hiszen a potencidlis h6mérséklet mozgdasallandé. A helyzeteta 2.2, 2.3. ab-
rak elrendezése jellemzi, csak most a fels§ és also feliiletre tigy kell tekintentink, hogy azok a
potencidlis h6mérséklet két kozeli értékéhez tartoznak. Ha a folyadékoszlop olyan irdnyba mo-
zog, ahol a feliiletek tdvolodnak egymastdl, akkor a henger megnyulik és gyorsabban forog,
vagyis teljes drvényessége novekszik.



13. fejezet

A forgatas és rétegzés egyiittes hatasa
sekély folyadékra (folytatas)

13.1. Az orvényvektor egyenlete és a cirkulacié valtozasa
A forgatott idedlis folyadék mozgasegyenlete az f-sikon nehézségi erStérben

%:_fonx‘/_gradp

— grad(gz). (13.1)
A (vgrad)v = grad v? /2 + rot v X v azonosséag felhasznalasaval a

d d 2

& —(w + fon) xv—w—grad v——i—gz (13.2)
ot 0 2

alakot 6lti. Az alland¢ strtiségi eset (8.2) egyenletéhez képest most a nyomaéssal kapcsolatos

tag mar nem gradiens alaki. Az egyenlet rotacidjat véve:

dw
ot

= —rot [(w + fon) x v+ gra;p] : (13.3)

Tekintsiik az utolsé tagot. Mivel rot(®Pa) = grad ® x a+ Prota,

— rot <gr2dp> = grad@;gradp - B. (13.4)

A jobb oldalon megjelent mennyiség a baroklin vektor, amely a nyomadsi és stirtiségi inhomogeni-
tdsok hatdsat sszegzi. Allandé stirtiségi esetben természetesen elttinik, de azokban a kivételes
esetekben is, amikor a nyomdas minden pillanatban csakis a strtiség fliiggvénye: p = p(0). Az
ilyen kozeget barotrépnak hivjuk. Baroklin a kozeg vagy az dramlés, ha a baroklin vektor nullatél
kiilonboz6, vagyis amikor a nyomds és a stirtiség szintvonalai nem esnek egybe.

Arot(a x b) = (bgrad)a — (agrad)b + adivb — b div a azonossagot és a divergenciamen-
tességet hasznélva (mint (8.6)-ban):

C(l;: = (wgrad)v + fo(ngrad)v + B. (13.5)
Valtozé stirtiségti folyadékban tehat a baroklin vektor is hozzajarul az drvényesség valtozasa-
hoz.
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Erdemes megjegyezni, hogy a gyors forgatasnak megfelel§ hatéresetben w kicsi a tobbi tag-
hoz képest, és a két utolsé tag dominal. Ekkor

grad o x grad p
_ e _

fo(ngrad)v=—-B = (13.6)

Mivel n a fligg6leges irdny, n grad = 0/0z, az Osszefiiggés a sebesség z szerinti derivaltjat adja:

grad o x grad p
_ e .

ov
fog_ = (13.7)

Ez a termikus dramlds legaltalanosabb alakja. Tekintsiik ugyanis a kifejezés x komponensét:

u_ 1 (9pan) 138
9z foo* \ 9y dy
Csak y irdnyban véltozé strtiséget feltételezve és a geosztrofikus egyenstlyban érvényes
dp/0dz = —og hidrosztatikai Osszefiiggést hasznalva, u helyett ug-t irva és jeldlve, hogy a st-

riség az idStiiggetlen allapot ¢ strtisége,

dug _ 8 92 (13.9)
0z foody
ami nem mads, mint a (6.48) termikus dramlds x komponense. A termikus dramlés tehat az or-
vénydinamika kévetkezménye, olyan egyenstily, amelyben a Coriolis-er6bdl és a stirtiség inho-
mogenitasabodl, a baroklin vektorb6l ad6dé orvényességek kompenzaljak egymast.
Az orvényegyenlet wr = w + fon teljes 6rvényességre vonatkozo formdja, (13.5) szerint:

dwT

e (wr grad)v + B. (13.10)

Az orvényvektor mozgasegyenlete ismeretében a I' cirkuldcié véltozasat a (8.21) Osszefiig-
gés alapjan kaphatjuk meg legkonyebben. A (13.5) egyenletet behelyettesitve és (8.15), (8.16)
jobb oldalait 6sszevetve

dar dA
= fr / BdA, (13.11)

ahol A a cirkulaci6 szdmitdsahoz hasznalt konttr vizszintes sikra vett vetiiletének teriilete. Ide-
alis folyadékban a cirkuléci6 a Coriolis-hatas és a baroklin vektor miatt valtozhat csak.
Az (13.10) egyenletbdl a teljes cirkuldciora azt kapjuk, hogy

drr
L= / BdA, (13.12)

a teljes cirkuldciét csakis a baroklin vektor véltoztatja.

13.2. Oceéni dramlatok gyftirtinek geosztrofikus dramlasa

A meanderezd 6ceani aramlatokrol, igy a Golf-dramlatrdl is jobbra vagy balra forgé nagy orvé-
nyek, gytrtk véalnak le. Ezek jellegzetes mérete a 6.7. fejezetben latottak szerint az 6cedni bels
Rossby-sugdr, és ezek az 6rvények a ciklonok és anticiklonok 6ceani megfeleldi.
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A gytrik leszakadasuk utan még sokdig azonosithatéak, kozel forgasszimmetrikusak, a
sikbeli koordinataktol csak a tengelytiktSl mért r tdvolsadgon keresztiil fiiggnek. Benniik a stirt-
ségeloszlas nem allando, kozelits alakként a

0(z,7) = Age /R He=H)/ho 4 5(2) (13.13)

stirtiségeloszlast valaszthatjuk. Ez tekinthet§ tigy is, mint valamely o(z) tetszéleges fliggéleges
rétegzettségnek az r-fliggésen keresztiil moédositott valtozata. Itt 1y = 100 — 500 m a gytrd
mélységi kiterjedése, Ap pedig a gytri kozéppontjaban és attol tdvol mért felszini stirtiségek
kiilonbsége. A meleg gytrtikben Ag negativ, a hidegekben pozitiv. Mivel iy < H, ahol H a teljes
vizmélység, a radidlis koordinatatdl fliggd jarulék a néhanyszor hy mélységben mar elhanyagol-
hat6. A gytirti R’ ~ 50 km sugara j6 kozelitéssel a bels6 Rossby-sugér. Geosztrofikus éllapotot
feltételezve a (6.47) egyenlet szerint a kialakul6 radidlis sebesség

z 1)
lug|(z,7) = ng;’r/ o(Z,r)dZ = ;ﬂ'gdgée—*/”“z—m/’m. (13.14)
0/0 Z0 0 0

Az eredmény nem fiigg att6l, hogy a zp referenciaszintet hogyan valasztjuk, ha az sok-
kal mélyebben van, mint a gytrdk alja (zo < H — hp), hiszen a levagéas exponencialis:
exp ((zo — H)/ho) < 1. A sebesség lefelé csokken; minden mélységi szinten a tengelyen el-
ttinik, onnét kifelé haladva el&szor linedrisan nd, majd az R’ tavolsagon tul exponencialisan
lecseng.

z o
® ®
—_— = | = —
® o
e I -
® ®
H
) ®
ug =0
R/

2

13.1. dbra. Oceani dramlat kozel geosztrofikus meleg gytrtinek sematikus (a z tengely koriil
forgasszimmetrikus) stirtiség- és sebességeloszldsa, fy > 0. A gytird vizszintes mérete belsé
Rossby-sugar nagysdgrendd. Kétrétegti kozegben ennek a 6.5b. dbra felel meg.

A felszini alak ugyanakkor (6.46)-bol:

H /.
n(r) = _91 (2, r)dz' = —2Qhoe‘rz/ R (13.15)
0 Jzo 0

A meleg gytdrdk (Ag < 0) tehdt kidudorodnak, és anticiklondlis forgastak (13.1. abra). Az
alland¢ strtiségu belsé feliiletek behorpadnak a gytird tengelye koriil, az tehat nagynyomést
tartomanynak felel meg. Ezzel egyben megkaptuk az anticiklondlis aramlasok tipikus alakjat
folytonos rétegzettség esetén. A ciklondlisakhoz felszini behorpadds és az alland6 stirtiségti fe-
lilletek tengely koriili kidudorodasa tartozik.
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13.3. Part menti felaramlasok

Ahogy a 4.4.2. fejezetben targyaltuk, ha a partvonal mentén olyan szél fij, amelynek kovetkez-
tében az Ekman-transzport a partvonalra merélegesen kifelé mutat (a partvonal a szélt6l balra
esik az északi féltekén (4.9b. dbra), akkor feldaramlas indul meg. Kétrétegti kozegben ennek hata-
sa sokkal nagyobb a belsé felszin elmozdulaséra, mint a kiilsé felszinére. ElegendGen erés vagy
elegendSen hosszan tart6 szél esetén a belsé felszin eléri a kiils6t, és az eredetileg mély és hideg
viz, abenne levé tdpanyagokkal egyiitt, feljut a felszinre. Ezt nevezziik part menti feldramldsnak
(upwelling).

zA ® szél

—>» Ekman-transzport

feldramlds —< | * (X) part menti dramlas D

=y

13.2. dbra. Part menti felaramlas a parttal parhuzamosan fuj6 szél esetén az északi féltekén. A re-
dukalt sekélyfolyadék-egyenlet szellemében az alsé réteg olyan vastag, hogy abban az dramlas
sebessége elhanyagolhato.

A dinamika lényege megérthetd a (6.6) redukalt sekélyfolyadék-egyenlettel, ha azt a D at-
lagos vastagsagu fels6 Ekman-rétegre alkalmazzuk vizszintes kiils§ felszinnel, és figyelembe
vessziik a szélnyirast is. Az egyszertiség kedvéért (az y tengely menti) fliggéleges partot, csak
az x koordinatatdl fiiggd dramlast és felszini alakokat tételeziink fel (13.2. abra). A szélnyirds
az y iranyba mutat, amelyet térben és idében is dlland6nak tekintiink: 7, = 1. A 4.5. fejezetben
latottak szerint ez a 79/ (00oD) gyorsulds megjelenésére vezet a felsG réteg v sebességkomponen-
sének egyenletében.

A szélnyirassal kiegészitett (6.6) egyenlet két komponense az f-sikon

u u ,0h av av
o Max T for =85, dx’ o THax T —fou 00 D (13.16)

a fels@ réteg aktudlis h vastagsagdra vonatkozé (2.12) kontinuitasi egyenlet pedig

oh  oh du
= Huz Fhe-=0. (13.17)

Feltéve, hogy az aramlds lasst, az id6derivaltakban az advektiv tag elhagyhat6, du/odx el6tt
(13.17)-ben h = D irhaté, a linearizalt egyenletek:

ou ,0h Bl B oh ou

% = foo—g¢ — o — fou + m + Da =0. (13.18)

Ezek az 6sszefiiggéseka g’ — g, h—D — 1, D — H, 19 — —1p helyettesitéssel a vihar-
hulldmok (11.6), (11.7) egyenleteibe mennek 4t y-tél fiiggetlen térmennyiségek esetén. Igy az
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ottani megoldés alapjan a feldaramldsi probléméaban

T _ —x/R _ Wb x/r
"= ob (1 e ) o= (13.19)
T()t _ /Rl
h=D-— e/R 13.20
R fooo ( )

Itt R = \/¢'D/ fy a redukélt sekély folyadékra jellemz8 belsd Rossby-sugar, amely a térbeli
lecsengést hatdrozza meg. A partra merdleges u sebességkomponens amplitidéjat a nyirés, a
parttal parhuzamosét és a szintemelkedését pedig a 1yt nyirdsi impulzus hatdrozza meg. 1p =
0,2 N/m? nyirési erésség, ¢’ = 0,02 m/ s2 redukalt gyorsulds és D = 50 m esetén a feldramlas
dh/dt erGssége a part mentén kb. 17 m naponként.

A déli féltekén Peru partjai mentén tipikusan felszall6 dramlés figyelhet6 meg. A déli szél
gyengiilése miatt a hideg viz feldramlasi eréssége csokkenhet. Az ezzel jar6 felmelegedés te-
kinthet6 az El Nino-jelenség kialakuldsaban az els6 1épésnek.

Annak ellenére, hogy az eredmény a linearis kozelités keretén beliil érvényes, érdemes elsé
tdjékozodéasként hosszabb idSkre is alkalmazni, amikor az eredeti allapottdl valé eltérés mar
nem kicsi. Ez azzal indokolhat6, hogy a (13.16), (13.17) egyenletekben szinte minden nemline-
aris tag u-val aranyos, amelyrdl tudjuk, hogy elttinik a partvonalon. A parthoz kozel, x < R’
esetén tehdt a fenti megoldasok jo kozelitések lehetnek. Az elvélaszto6 feliilet idSfliggése (13.20)
alapjan a part mentén kozelitSleg

Tot
R’ fo00

A fels6 meleg réteg h(0, t) part menti vastagsaga alland6an csdkken, mig

h(x,t) =D — (1—x/R)). (13.21)

_ R/Df()Qo
T

to (13.22)

id6 (példénkban kb. 3 nap) utdn nullava valik, h(0,ty) = 0, az als6 hideg viz ekkor eléri a
felszint (13.3a. dbra). Ezutdn a hideg kozeg a part mellett teljesen felszinre kertil, és a parttol

valamilyen tavolsdgban megjelenik ey front (13.3b. dbra). A frontvonal helyét jeloljiik x.-vel, az
x. tdvolsag eléréséig eltelt id6t t.-vel.

a) b)
ZA ZAhx. R

=Yy
Ry

13.3. dbra. Part menti feldramlés fazisai hosszu id6 6ta egyenletesen fj6 szél esetén. Az elvalaszté
feliilet a g pillanatban eléri a felszint a partvonal mentén (a), a frontvonal az x. tavolsagig a t.
pillanatban jut el (b).

Ekkorra h(x,t) a partvonal mellett formdlisan negativ, és x.-t az a feltétel hatdrozza meg,
hogy h(x.,t.) = 0. Mivel x./R" < 1, a front 0-t6] x.-ig valo eljutdsanak t. — o ideje is kicsi,
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irhat6, hogy t. = to(1+ (t. — to)/to). Hasznalva, hogy (t. — to) /to és x./ R’ is kicsi, a h(x¢, t;) =
0 feltétel azt jelenti, hogy

TOtO te — tO Xc te — tO Xc
D = 1 1-—)~D|1 —— . 13.2
R'f()QO < + to > ( R’) ( + to R/> ( 3 3)

Ebbdl a frontvonal helye a ¢, pillanatban

to—t
xe = R'= 0 (13.24)
0

A front tehat R'/ty = 1/ (00 foD) sebességgel halad. A (13.16) egyenlet szerint ez a mennyiség
a probléma x iranyt geosztrofikus sebessége, amelyet Ekman-sebességnek neveznek, jele ugy.
Ennek szellemében az upit, tavolsagot xgx Ekman-elmozduldsnak nevezve,

xe = xpr — R'. (13.25)

Az eredmény arra utal, hogy a feldramldssal kapcsolatos front tgy alakul ki, mintha el6szor
a fels6 hatarréteg part menti fiigg6leges valasztofeliilete az xgx Ekman-elmozduldssal odébb
tolodna, és utdna kdvetkezne be a 6.7. fejezetben vizsgalt geosztrofikus kiegyenlit6édés (amikor
a front bels6 Rossby-sugdrnyit mozdul a part felé). A frontvonaltdl jobbra a meleg viz a sz€l
irdnyaba aramlik, a hideg viz modelliinkben 4ll, a val6sdgban a széllel szemben is mozoghat. A
partvonal mentén erds nyirds alakul ki a vizben.

Amennyiben a szél idében periodikus, de térben allandé, a feldramlés erdssége is perio-
dikusan valtozik. Ha a szél térbeli periodicitdst is mutat, akkor a feldaramlas gerjesztett belsé
hullamok formdjiban jelenik meg a part belsé Rossby-sugarnyi kérnyezetében. A feldramlasi
frontok mentén termikus aramlds torténik, amely perturbdciok hatdsara altaldban instabilla va-
lik. Az Ekman-réteg belsejében a baroklin, a felszinen a barotrép instabilitas jatszik szerepet,
ezért a feldramldsi mintdzat (amit pl. a planktonkoncentracié rajzol ki) kétdimenziés turbulen-
ciat jelez.

13.4. A kvazi-geosztrofikus egyenlet folytonos rétegzettségiti sekély
folyadékban

A folytonos fiiggéleges rétegzettségti folyadék felfoghat6 sok egymas f6l6tti keskeny réteg ha-
tareseteként. Egy tipikus kozbensd réteget két alig kiilonb6z6 stirtiségti réteg vesz kortil. Mivel
a kétrétegi kozelitésben ez egyik rétegre sem teljesiil, ahhoz, hogy a folytonos eset szempontja-
bél jellemzé elrendezést kapjunk, legaldbb harom réteget kell vizsgalnunk. Latni fogjuk, ez mér
elegendd ahhoz, hogy a hataresetre pontosan kovetkeztethesstink.

Tekintsiink harom, az egyszertiség kedvéért egyforma AH nyugalmi vastagsagu folyadék-
réteget, amelyek koziil a legfelsS (i = 1) 0o, a k6zéps6 (i = 2) 0o + Ao, az alsé (i = 3) pedig
00 + Ao + A¢’ stirtiségti, 13.4. dbra. Az egyes rétegek vastagsdgat a hely és id6 fiiggvényében je-
16lje hi(x,y, t). Ezek mellett hasznalhatjuk az # kiils6 és x1, x2 belsé elvalaszto feliileti alakokat.
Mivel a teljes nyugalmi rétegvastagsag 3AH,

n =hy+hy+ hs — 3AH, x1 = hy + h3 —2AH, X2 = h3 — AH. (13.26)

A sekélység miatt hidrosztatikai nyoméaseloszlast haszndlva az egyes rétegekben a kiils§
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AH

AH

AH

X

13.4. dbra. A folytonos rétegzettség dinamikéjanak megértéséhez hasznalt hdromrétegti kozelités
geometridja. A 2. réteg tekinthet§ egy sokrétegii kozelités tipikus rétegének.

nyomdéshoz ad6dé nyomasok
p1=00g(h1 +hy+hs—z) =00g(n+3AH —z), ha  z>hy+h3, (13.27)
p2 = 0ogh1 + (00 + Ao)g(ho + h3 —z) =
008(7 — x1+ AH) + (00 +A0)g(x1 +2AH —z), ha hy+hs >z > h;,
ps = Qogh1 + (00 + Ag)ghz + (0o + Ag + Ag)g(hs — z) =

= 00¢(7 — x1+ AH) + (00 + A0)g(x1 — x2 + AH) + (00 + Ao+ Ao")g(x2 + AH — z),
ha z < hs. (13.29)

(13.28)

A teljes nyomast a nyugalmi hidrosztatikai nyomasra (melyet szogletes zaréjelbe irva jeloliink)
és a dinamikai nyomdsra bontva az egyes tartoményokban:

p1 = 008" + [00g(3AH —z)], (13.30)
p2 = 008" + Aagx1 + [0gAH + (0o + A0)g(2AH — z)], (13.31)
ps = 0ogn + Aogx1 + Ad'gxa + [(200 + A)gAH + (0o + Ao+ A¢') (AH —z)] . (13.32)

Mivel a p’ dinamikai nyomaéssal képzett p’/ (0o fo) kifejezés adja a geosztrofikus eset dramlasi
figgvényét (amely a kvazi-geosztrofikus dinamikéban is alkalmazhaténak bizonyul majd), az
egyes rétegek p; dinamikai nyomasai (a szogletes zardjel el6tti kifejezések) a ¢; = p’;/ 00 fo,
aramlasi fliggvényekre vezetnek, azaz

_ 8
1=z (13.33)

_ deg 13.34
QfX ¢’+Qf)(1 ( )

3y

¢2=f0

és
/ /

8 Qg Ao'g 0g
p+ 298 xo= o+ 208y, (13.35)
Vs = fo Qfo Q fo G 00fo

A belsé elvélasztofeliiletek dramlési fiiggvénnyel kifejezett alakjai ebbdl:

fo0o _ fooo .,
=N g(¢ 1), x2= Ag'g(“’?’ ). (13.36)
A tipikus, kozépsé réteg pillanatnyi vastagsaga
QWAHY1 — ¢ AHYr — 93\ _
xX1—x2=—fo < Aog  AH Ads AH ) h, — AH. (13.37)

A AH tényezbkkel bévitett alakban megjelentek az dramlasi fliggvény magassag szerinti diszk-
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rét derivéltjai, az el6ttiik 4116 tényezSk pedig az egyes rétegek Brunt—Viisila frekvencidi (5.7)-tel
kifejezett négyzetének reciprokait tartalmazzak.

A kvézi-geosztrofikus egyenlet mindig a potenciélis 6rvényesség megmaradésat fejezi ki.
A kozéps6 szint (3.39) potencidlis 6rvényessége

=7 Zfz AH = mAH < fok By +Go— 0 (o~ AH), (13.38)
ahol a mésodik reldciéban hasznéltuk, hogy h, — AH < AH, {» < f. Mivel a h, — AH szintin-
gadozas (13.37) szerint mar két diszkrét derivélt kiilonbsége, és ez (13.38)-ban tGjabb rétegvas-
tagsdggal osztodik, a végeredményben kétszeres z szerinti derivélt szerepel.

Folytonos rétegzettség AH — 0 hataresetében a ;(x, y, t) dramlasi fliggvények egytittese az
egyetlen ¢(x, v, z, t) magassdgfiiggd dramlasi fliggvénybe megy éat:

vi(x,y,t) = 9(xy,2,t), (13.39)

az i index szerepét a magassag z koordinataja veszi at. (13.38) alapjan a z magassagtol is fiiggd
potencidlis 6rvényesség az dramlési fliggvénnyel a

2
q(x,y,z,t) = fo+ Ay + By + aaz (N{‘Ez) Zlf) (13.40)

kapcsolatban all. A Laplace-operator az 6rvényesség ( fliggbleges komponensét adja, ezért csak
a vizszintes koordinédtakra hat. Az f utan all6 tagok mind kicsik, ezért jogos benniik a geosztro-
fikus aramlasi fliggvény kifejezésének haszndlata.

Mivel barmelyik szinten a potencidlis 6rvényesség mozgasallando, dg;/dt = 0, a magassag-
fligg6 alakban a megmaradast a

9 dpd P o ( fo ay\] _
(5 Svay ayan) [0+ b0 3 (g )| =0 S

Osszefiiggés, a folytonosan rétegzett kozeg kvazi-geosztrofikus egyenlete irja le. A potencidlis
orvényesség kifejezésében a konstans fy-at nem irtuk ki. Az elsé zardjel méasodik két tagja most
is az advektiv derivaltbol adodik (a fiiggbleges sebességgel kapcsolatos tag a sekélység mi-
att nem jelenik meg). A magassagfiiggs 1 aramlasi fliggvény ismerete a teljes hidrodinamikai
probléma megoldésat jelenti, minden lényeges hidrodinamikai mennyiség megkaphat6 -bdl.
A vizszintes sebességkomponensek természetesen (1.58) szerint adédnak. A gondolatmenetbdl
kovetkezik, hogy az aramlasi fliggvény a z szinthez tartozé dinamikai nyomadssal aranyos:

P = ofoy, (13.42)

éppugy, mint a homogén esetben, de most a nyomds magassagfiiggést is mutat.
A hidrosztatikai 6sszefiiggés szerint a p’-hoz tartoz6 ¢’ stirtiségeltérés:

= —Q(gogf. (13.43)

A (13.36) egyenletbdl latszik, hogy a kozépsd szint tetején x; az ottani dramlasi fliggvény
magassag szerinti parcidlis derivéltjaval kapcsolatos, a w = dx1/dt sebesség ennek id§ szerinti
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teljes derivéltja. A fliggSleges sebesség tehat

o 2% _ b (a w9 alpa)alp (13.44)

~ N2(z)dtoz  N2(z) \ot  oxdy oyox) oz’

A (13.43) megfeleltetéssel ez a kifejezés egyenértékid az (5.20) stirtiségegyenlet w-ra rendezett
alakjaval.

Az esetleges als6 domborzat peremfeltételként vehets figyelembe. A z = 0 szint koriili d(x, y)
domborzat mentén mozgo folyadékelem Ax, Ay sikbeli elmozdulés esetén Ad = Axdd/dx +
Ayod/dy emelkedést érez. At id§ alatt a sebesség fliggSleges komponense w = Ad/At, vagyis
a peremfeltétel!

w = (ugrad)d, z=0. (13.45)

Szemléletesen, a perem menti fliggbleges sebesség idedlis folyadékban a domborzatot kovetd
folyadékelem emelkedési sebessége.

Vizsgéljuk meg a kvazi-geosztrofikus kozelités feltételeit! A potencialis 6rvényesség (13.38)
kvézi-geosztrofikus alakjdban kifejezésre jut az a feltevés, hogy az elvélaszté feliiletek (h; —
AH)/AH relativ vastagsagingadozésa kicsi (Rossby-szdm rendd). A k6zéps6, i = 2 szinten ez
amennyiség a magassagfiiggs dramlasi fliggvény z szerinti masodik derivaltjdval aranyos, ezért
alland6 Brunt-Viisala-frekvencia mellett érvényesnek kell lennie az

| fol

NZ

0%

o] <1 (13.46)

megszoritasnak. A (13.43) egyenlet szerint ez ekvivalens a

!/
%QZ <1 (13.47)

8
NZQO

feltétellel, és a Brunt-Vaisdla-frekvencia (5.6) definiciéjat hasznalva:

a¢’
0z

do

= |- (13.48)

Ez azt jelenti, hogy a dinamikai stirtiség magassag szerinti valtozdsai sokkal kisebbek a 0(z)
profil véltozdsainal: az dllando stirtiség feliiletek csak keveset térhetnek el a vizszintes siktol.

Erdemes a (13.41) kvézi-geosztrofikus egyenlet dimenziétlan alakjét is megadni dllandé N
mellett. A vizszintes és fligglleges tavolsdgokat L, illetve H egységben, az id6t L/ U egységben
mérve és haszndlva, hogy az dramlési fiiggvény dimenzidja UL, azt kapjuk, hogy

Be 1 9%y

d

7 AP +
melyben megjelentek az ismert dimenziétlan szdmok. A mar korabban (6. fejezet) is megfo-
galmazott feltétel szerint Bu ~ 1. Mivel Be = BL/|fo| a dimenziétlan B paraméter, amelyrdl
mar a 3.11. fejezetben lattuk, hogy Rossby-szam nagysagrendd, a (13.49) egyenlet minden tag-
ja egységnyi. A kvazi-geosztrofikus egyenlet tovabbra is a leglasstibb mozgésokat irja le (me-
lyek karakterisztikus ideje legaldbb néhany nap), tehat kisztiri példdul a bels6 Poincaré-, illetve
Kelvin-hulldmokat.

1Osszhangban a mozgo feliiletre kapott (5.105) peremfeltétellel.
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13.5. Rossby-hullam folytonos rétegzettség esetén

A kis amplitddéja Rossby-hulldamok éalland6é Brunt-Viisdla-frekvencia esetén megoldasai a
(13.41) kvazi-geosztrofikus egyenlet linearizalt valtozatdnak, azaz rajuk

d

fo Py W _
= <A¢+ 5 ) +p5. =0 (13.50)

N2 922

13.5.1. Rossby-hulldm zdrt rétegben

Tekintsiink feliil merev lappal lezart H magassagu folyadékot. A w fiiggbleges sebességnek ek-
koraz = 0és az = H szinten is el kell tinnie, ami a (13.44) egyenlet szerint csak akkor
lehetséges, ha az aramlasi fliggvény z szerinti derivéltja elttinik mindkét peremen. Ez teljestil,

(n)
z

ha a fligg6leges hullimszamvektor lehetséges k, ’ értékeit (6.21) hatdrozza meg, és az dramlasi

figgvény magassagfiiggését a cos (kg")z) tényez6 adja, ahol n = 1, 2, stb. Az x irdnyban haladé
sikhulldamot keresve, a teljes dramlasi fliggvény ezért a

¥ = o cos %mef“‘xx*“o"f) (13.51)

alakban irhat6, ahol 7 az egyes norméalmoédusokat kiilonbozteti meg. Ezt (13.50)-be helyettesit-

ve a
, 2 rnmy2 )
—iwoy <—k§ - 1{?2 (ﬁ) ) +iBky =0 (13.52)
feltételt kapjuk, amelybdl a diszperzids relacié
won(ky) = — Phs (13.53)

K2 + (foren/ (NH))*

Vegyiik észre, hogy a nevezében éppen a (6.22) bels6 Rossby-sugarak spektruma jelenik meg,
azaz

B
wWon(ky) = ——22%5 (13.54)
Y B4R

Mindegyik hullimmodus sebessége negativ, és ez nyugatra haladdsnak felel meg nyugvé ko-
zegben. A hossza hulldmok (ky — 0) a leggyorsabbak, terjedési sebességiik — ,BR:f. Minél na-
gyobb 1, anndl tobb kiilonb6zd sebességti vizszintes rétegre bomlik a hulldm, és annal kisebb
maximalis sebessége. A legaktivabb médusok tehét a legalacsonyabb indextek.

Erdemes felirni az egyes mennyiségek hely- és id6fiiggését az n = 1 médusban. Az dramlasi
figgvény valos részének

o cos (%) cos (kyx — wort) (13.55)

alakjabodl, a sebességek (1.58) és a dinamikai nyomas (13.42) kifejezésébdl

z\ . iz
u=0, v = —ky1p cos (ﬁ) sin (kyx — woit), P’ = 00fotpo cos (ﬁ) cos (kyx — wort),

(13.56)

az dramlés tehdt minden szinten a vizszintes sikban torténik. A strtiségeltérés és a felaramldsi
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sebesség (13.43) és (13.44) alapjan

_ fowor 7@
N2 H

T . (TZ
o = Q(jngH o sin (ﬁ> cos (kyx — wort), w

o Sin (%) sin (kyx — wort).
(13.57)
Ezekbdl latszik, hogy az y irdnyt sebesség és a nyomds szélsGértékei az x tengely mentén ne-
gyed hullamhosszal eltolva kovetik egymadst, a nyomads és a strtiség fazisban vannak. A flig-
glleges dramléds azokndl az x értékeknél a legerésebb, ahol v, de mig az utdébbi a felsd, illetve
als6 peremek koriil a legnagyobb, addig a feldramlés a kozépszinten. Negyed hulldimhosszal a
nyomasmaximumtol keletre ledramlas torténik, hiszen (13.57)-ben wp; < 0. Az n = 1 médus
(13.5. dbra) hasonl6 a kétrétegti folyadék 6.12. dbran mutatott belsé Rossby-hulldmjahoz, csak

benne a stirtiség folytonosan csokken felfelé.

Az

/\/-
W
H
©
/\/_
©) ®

Pmax Pmin

® O]
®
®

<Y

A

13.5. dbra. A A = 27t/ky, ky > 0 hullimhosszu bels Rossby-hullam szerkezete folytonos ré-
tegzettségl kozegben (n = 1 mddus). A vonalak dllandé stirtiségti feliileteket jelolnek, a korok
nagysdga az y irdnyu sebesség abszolutértékével aranyos, a benniik levé jelek az irdnyra utalnak.
A nyilak a fiiggéleges dramlés irdnyat mutatjdk abban a tartomanyban, ahol az a leger&sebb.

13.5.2. Hegységrendszer altal gerjesztett Rossby-hullam

Erdemes megvizsgalni, mi torténik, ha a Rossby-hullamzas nem korlatozédik egy H vastagsagi
rétegre, hanem z irdnyban is haladé hullaimként jelenik meg. A 1égkor esetében az ilyen hullamok
a troposzférabol behatolnak a sztratoszféraba. Ekkor nincs felsé peremfeltétel elSirva, halado
hulldamokat keresiink a

i = pge!extHhezmco) (13.58)
alakban, ahol k, tetszéleges, folytonos valtozé6. A (13.50) egyenletbdl a diszperzios relacié
Pl
wolke, kz) = 555" 13.59

A csoportsebesség komponensei:

o BoRBN L kN2
(R HRfG/ND T T (R R fg /N

(13.60)

Mivel ky, k, > O-ra ¢; > 0, az ilyen Rossby-hullimban az energia daramolhat felfelé. Tipikus
helyzetként k, = 1079, k, = 10~* 1/m-rel szdmolva c; ~ 5cm/s, azaz a sebesség kb. 5 km/nap
(ezekkel a paraméterekkel c; ~ 0).
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A felfelé terjedS hullamok alapvet§ forrdsai a domborzati egyenetlenségek, hegységrendszer
dltal keltett Rossby-hullamokroél lesz sz6 a 3.10. fejezet homogén kozegével szemben most folyto-
nos rétegzettség esetén. A jelenség hasonlésdgot mutat az 5.8. fejezetben targyalt hegy mogotti
(lee) hulldmmal is.

Mivel a Rossby-hulldmok a kozeghez képest nyugatra mozognak, a hattéraramldsnak keletre
haladénak kell lennie (pl. nyugati szélnek) ahhoz, hogy az ered6 aramlas stacionarius lehessen.
Tovabbi feltétel, hogy az w = 27U /A frekvencia, amelyet az U sebességd hattér-aramlasnak a
A hulldmhosszt, (3.58) alakti domborzaton torténé dthaladasa definidl, egyezzen meg abszo-
latértékben a ky = 271/ A hulldmhossza Rossby-hulldm (13.59) frekvenciajaval:

Pk
Uk, = g (13.61)
A hegységrendszerhez rogzitett koordindta-rendszerben a hulldm frekvencidja elttinik. Latszik,
hogy a gerjesztett staciondrius Rossby-hullam fliggéleges hullamszamkomponensének ki kell
elégitenie a
ofs B o2 2
kzﬁ =0 ki =ki —ky (13.62)
egyenletet, ahol k. a (3.56)-tal definialt kritikus hulldimszam. Ez az 6sszefiiggés adja meg, hogy
a (13.58)—(13.60) egyenletekben fellépé k; fliggbleges hullaimszam hogyan fiigg k,-t6l, ha a hul-
lam 4ll a domborzathoz képest.
Felfelé terjed6 hulldm csak valds k.-hez tartozhat, vagyis csak k, < k., azaz nagyon hosszua
periodicitdst hegységrendszer esetén val6sulhat meg. Ez az északi féltekén adott ky-re csak

P A2

azaz elegendG@en lassii hattéraramlasokban lehetséges. Ugyanez az eredmény azt jelenti, hogy a
domborzat hullimhosszdnak adott U mellett elegendGen nagynak kell lennie, ki kell elégitenie a

u 2n
> = - = .
/\_/\c_an/ﬁ % (13.64)

feltételt. (13.62) szerint k, nagysagrendje kxN/|fo|, az N/|fo| = Fn ardny nagy értéke miatt
a felfelé energiat szallité Rossby-hulldm tipikus fiigg6leges hullamhossza sokkal révidebb a
vizszintesnél, néhanyszor 10 km.

A staciondrius Rossby-hulldm csoportsebesség-vektora (13.60) és (13.62) alapjdn a kozeghez
rogzitett koordinata-rendszerben

=g <2k§ — Z) , o= 2?kxkzﬁ02. (13.65)
A hegységrendszerhez rogzitett rendszerben c;-hoz hozzdadédik a hattéraramlas U sebessége,

és U + ¢t = 2U%k2/ B mindig pozitiv. Ebben a rendszerben a csoportsebesség irdnytangense

¢ _kfi _k 1
U+c:  kyN2  kyFn? (13.66)

A csoportsebesség keletre és felfelé mutat, joval laposabb szogben, mint a hullamszdmvektor.
Az dramlas hasonlé a hegy mogotti hulldmokra jellemzé 5.5b dbran latotthoz, csak a hegyekhez
rogzitett rendszerben a csoportsebesség nem k irdnyd.
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A felfelé energiat szallité hullim amplitadéjat a domborzaton érvényes (13.45) peremfeltétel
hatdrozza meg. A kvazi-geosztrofikus kozelités értelmében a (3.58) domborzat A amplitidéja
kicsi, ezért az (u grad)d alakban csak az u ~ U komponens ad jarulékot, tehat a peremfeltétel
jobb oldalan

U;icd(x) = —UA ky sin(kyx) (13.67)
jelenik meg. A felaramlasi sebességet a hattéraramldstol valo eltérést megado ¢ dramlasi fligg-
vénnyel” felirva és a masodrendten kicsi tagokat elhagyva (13.44)-b6l

N2~ 9x0z’

_ oy &Y (13.68)

Ehhez a ky < k. tartomdnyban (13.58) stacionarius (wg = 0) esetére vonatkozo valds
P’ (x,z) = o sin(kyx + k;2) (13.69)

alakjat illesztjiik. Ezzel a (13.45) peremfeltétel

_ Sy ok in(kyx + k,z)|.—o = —UA ky sin(k,x) 13.70
T N2 9x9z N2 xKz o sin(KxX +Kz2)[z=0 = — x SIN(Kx X ). (13.70)

Ebbdl
A N? AN
=— = — , ky < ke, 13.71

lpO fokz \/W X c ( )
ahol hasznaltuk a (13.62) kapcsolatot. A hullam amplitiidéja ardnyos a domborzatéval. A hul-
lamzas egyre erésebb, ahogy ky alulrdl tart k.-hez, rezonancia kévetkezik be, ugyanannal a k.
hullamszamnal, mint homogén koézegben (3.10. fejezet).

Az aramlési fliggvény a fenti ¢p-lal

¥'(x,2) = gosin (kex +kz2), (13.72)

amibdl a térmennyiségek a hegységrendszerhez kotott staciondrius hulldmban:

u=1U, v = kytpg cos (kyx + k;z), p' = 0o fotpo sin (kyx + kz), (13.73)
o = _Qo];okz% cos (kyx + k;z), w = fOLZI\]kakZ Yo sin (kyx + k;z). (13.74)

A hullam kétvaltozos jellege jelentGsen megvéltoztatja a térmennyiségek viszonyéat, a v sebesség
most példaul azonos fazisban van a stirtiségeltéréssel.

A k. nél nagyobb hulldmszdmok vagy negativ U esetén (amikor k? formaélisan negativ)
(13.62) imaginarius k.-t ad: k, = £i/4, ahol

1 N?
== ?(ki —K3). (13.75)
0

Mivel csak felfelé lecseng$ megoldés johet szoba, az exp (—z/0) faktort tartjuk meg, és a meg-

2A teljes y aramlasi figgvény ¢(x,y,z) = —Uy + ¢ (x,z).
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oldast a
¥ (x,2) = oe /% cos (kyx) (13.76)

alakban keressiik. A peremfeltétel most azt adja, hogy

_AN% AN

= = , ky > ke, 13.77
PETR TvEeR MR B
s az dramlasi fliggvény
A
N e /% cos (kyx). (13.78)

G

Ebben a tartomédnyban haladé hulldm nem létezik, lecsengé hullamzas alakul ki, amely a ¢ ta-
volsag néhanyszorosa utdn teljesen elhal. A k. kritikus hullamszdm koérnyékén ez a tavolsag
igen nagy.

A jelenség annyiban hasonlé a homogén kdzegekben hegységrendszer &ltal keltett Rossby-
hullamokhoz (3.10. fejezet, (3.63) Osszefiiggés), hogy rezonancidval tarsul. Annyiban kiilonbo-
zik, hogy hulldm a k. hullimszamnak csak egyik (a hossztt hulldmii) oldalan alakul ki. A masik
oldalon (A < A.) a viselkedés hasonl6 viszont a hegy mogott felfelé lecseng6 erésségti hullam-
zashoz, amit az 5.5a. dbra mutat. A Rossby-hulldmok esetén alapvetS aszimmetria, hogy csak
nyugatrol érkezé dramlasok gerjeszthetnek felfelé energiat szallité hullamokat.

Az energiaszallitasi folyamatnak fontos kovetkezményei vannak a felsé 1égkorben. A hegy-
ségrendszerek altal keltett Rossby-hullamok a troposzféra fels§ hatdrat is mozgasba hozzak,
amely a folotte elhelyezked§ sztratoszféra szempontjabol tekinthet§ gerjesztésnek. Ahhoz, hogy
az energia tovabb is terjedhessen Rossby-hullam formaéjdban felfelé, a sztratoszféran beliil is
nyugati szélre van sziikség. Ha ez jelen van, akkor a sztratoszféraban is fennmaradhat Rossby-
hullam. Ennek tipikus példéja az an. sarki 6rvény (polar vortex), amely a sarok f6l6tti tartoményt
a kozepes szélességeken 20-30 km magassagban koriilfogé gyors dramlassal jaré jet-szerd nem-
lineéris Rossby-hulldam. A sarki 6rvény mindig a téli sarok f6l6tt jon csak létre, mert a sztrato-
szféra a nydri sarok folott a legmelegebb, igy a termikus dramlds csak a téli sztratoszférdban
vezet nyugati szélre. Ennek megfelelSen a sarki drvény a kora nyéari id6szakban megsztinik, és
csak a tél kezdetén jelenik meg Gjra az adott féltekén. Az 6zonlyuk, a magaslégkori 6zontarta-
lom jelentds csokkenése a tél folyaman a sarki 6rvényben alakul ki. Az 6zonhianyos levegé csak
az 0rvény megsztinése utdn keveredhet el a teljes 1égkorben, mert a Rossby-hullamboél ad6dé jet
nehézzé teszi az anyagkicserélddést az 6rvény kiilseje és belseje kozott, amig az 6rvény létezik.

13.6. Baroklin instabilitds folytonos rétegzettségii kozegben

Az alaparamlés az x iranyt (6.49)-cel megadott ug(z) termikus dramlas, u(z) = uq(z), amely-
nek stirtség- és sebességeloszlasat a 6.11. dbra mutatja. A ferdén d6l6 strtiségfeliiletek mellett
létezik természetesen fiiggéleges rétegzidés is, amelyet a Brunt-Vaisild-frekvencia jellemez.
Az egyszertiség kedvéért feltessziik, hogy N mindeniitt ugyanaz. Célszerd olyan koordinéta-
rendszerben dolgoznunk, amely a kozéps6 folyadékszint U /2 sebességével mozog. A rendszer
szimmetridjat agy vehetjiik legjobban figyelembe, ha kivételesen a z = 0 értéket is ehhez a
szinthez rogzitjiik, azaz az aljzat a z = —H/2, a folyadékréteg teteje pedig a z = H/2 szinthez
tartozik.

A termikus dramlashoz a ¢’ dramlési fuggvénnyel leirt kvézi-geosztrofikus perturbéciét
adunk. A teljes aramlasi figgvény tehdt ¢ = —u(z)y + ¢/, ahol 7(z) = Uz/H a termikus dram-
las sebessége. A (6.49) Osszefiiggés formalisan érvényes, hiszen a sebességgradiens dllando, és
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a sebesség most is a z = 0 szinten tdnik el (csak ez a kozépszint). Mivel lattuk, hogy az insta-
bilitas legalapvetSbb vondsai a gorbiileti hatds nélkiil is megérthetdk, a folytonos leirdsban az
egyszertiség kedvéért az f-sik-kozelitést hasznaljuk és az északi féltekére szoritkozunk.

A perturbdlé hulldmfiiggvényben a termikus 4dramlds koriil linearizalt (13.41) kvéazi-
geosztrofikus egyenlet ekkor

o) ) 2 82 !
(575 ) [av+ £5%] o (1379)

A merevlap-kozelitést valasztva a peremfeltétel az, hogy a fiiggbleges sebesség elttinik mindkét
hatdron, azaz

w =0, ha z==xH/2. (13.80)

A fiiggbleges sebesség (13.44) egyenletéta ¢ = —1i(z)y + ¢’, dp/0z = —U/Hy + 9y’ / 9z kife-
jezésre alkalmazva és a perturbal6 ¢’ dramlasi fliggvényben csak a vezetS rendd tagokat meg-
tartva a linearizalt véltozat

w=-3 K;’tw(z)a) a‘/’/—ual/"]. (13.81)

A termikus aramlas koriili sikhullammegoldast
' = el kexthaz—wot) (13.82)

alakban keresve pozitiv k,-vel, a (13.79) egyenletbdl

(wo — kyii(z)) (—ki — Z@kﬁ) = 0. (13.83)

Ez csak tgy teljesiilhet, ha a masodik zar6jel elttinik, amelybdl k, imaginérius,

ko= 4i5,  6=kiY. (13.84)
fo

Az dramlési fuggvény magassagfiiggésére tehat valds exponencidlis megoldasokat kapunk a
0 paraméterrel. A két fiiggetlen exponenciélis megoldas kombinaciéjat érdemes hiperbolikus
figgvényekkel megadni:

' = (Ash(8z) + B ch(4z)) el kex—ewob), (13.85)

Az A, B amplitadokat és a diszperziés relaciét a w = 0 peremfeltételek hatdrozzak meg
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(13.81) alapjan. Az aljzaton (z = —H/2)

o ) () o () o () 5 (2) -0

(13.86)

A fels@ szinten

) o () e (4) 4 () e (42

(13.87)
A két egyenlet Osszeadva, illetve kivonva:
Uk, 0H 2
Uk, 0H 2
Osszeszorzas utan kapjuk a diszperziés relaciét
Uk \* [, (6H\ 2 SHY 2
2 X
4= (7) (7)o [ (3) sl
2 2 0H 2 0H
(13.90)

-(a) [5 e ([T (3]

Hasznalva, hogy a 0H dimenziétlan paraméter kifejezhetS a (6.23) bels6 Rossby-sugar és a ky

hulldmszadm szorzataként:
ke NH

SH =k R = ,
x fO

(13.91)

a diszperzids relacio:

LU TR (RN TR (kR
=28 R (SR (5] s

A frekvencia az U termikus dramlési sebesség és a bels6 Rossby-sugar hanyadosaval aranyos,
és csak a kxR’ /2 kombindci6tdl fiigg. Mivel a th fiiggvény értéke mindig kisebb, mint az argu-
mentuma (ha az pozitiv), a masodik zaréjel mindig pozitiv. Az els§ azonban elegendden kis
hulldmszdmokra negativ lesz.

A frekvencia akkor imagindrius, ha kyR'/2 < cth(kyR'/2), azaz ha 6H = kyR' < 2,40. Az
instabilitas feltétele tehat k, < k., ahol

k. =2,4R"! (13.93)

a kritikus hullimszdm. A rendszer minden olyan perturbdciéra instabil, amelynek hullam-

hossza NH
A> A, =262R =2,62—, (13.94)

fo

vagyis a bels6 Rossby-sugér 2,62-szeresénél nagyobb. Az id6ben exponencidlisan névekvé meg-
oldas (13.92) felsé elGjeléhez tartozik, ezért az instabilitdsi rata (13.6. dbra)

s = i (en (M) ) (R (M) s




13.6. BAROKLIN INSTABILITAS FOLYTONOS RETEGZETTSEGU KOZEGBEN 311

0,5¢sR

le
SR031 e
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= L6l 2,

R’ R’

ke

13.6. dbra. Az instabilitasi rata folytonos rétegzettségti kozegben az f-sik-kozelitésben. Az in-
stabilitdsi tartomany és a leggyorsabban névekvé hullam k* hullimszama nem fligg a termikus
dramlas U sebességétdl, a rdta azonban aranyos vele.

Ez a fliggvény a
k*R'=6"H = 1,61 (13.96)

értéknél a legnagyobb,’ és a hozza tartozé A* = 271/k* hullimhossz
A* =391R'. (13.97)

A leggyorsabban névekvé pertubacié hullimhossza tehét a belsé Rossby-sugér mintegy négy-
szerese, azaz alégkorben kb. 4000 km, az 6cednban 200 km. Az instabilitasi exponens maximalis,
k*-hoz tartozo értéke

u_ 0,31Fr' fo =0 31L (13.98)
R’ ’ VR :
ahol hasznaltuk a bels6 Froude-szam (5.2) alakjat, illetve a Richardson-szam (7.3) kifejezését a
di(z)/dz = U/ H helyettesitéssel. Az utébbi eredmény az

fodu
N dz

s* =031

s* =031 (13.99)
alakra is hozhat6, amely alapjan az instabilitds maximalis er§ssége a frekvenciaardnyon kiviil a
termikus szél fligg6Sleges nyirdsdval ardnyos. Az instabilitasi rata legnagyobb (13.98) értékéhez
tartozo e-szerez6dési id6 a légkorben 4 nap, az 6cednban 100 nap nagysagrendd.

Az, hogy az instabil hullamok diszperzios relaciéjaban a frekvencia tisztan képzetes (s va-
16s), azt jelenti, ezek a hulldmok koordinéta-rendszeriinkben 4llnak. A Foldhoz képest nyugvéd
rendszerben viszont a termikus dramlas kozépszinten vett U /2 sebességével haladnak keletre.

A jellegzetes hulldmszamok és instabilitasi ratdk azonos nagysagrendtiek a kétrétegd ko-
zelitésben kapottakkal ((6.80)-(6.83)), és az inflaciés rata grafikonja is olyan jellegti, mint a
6.17. abra, de az instabilitasi tartomany 1/R’ egységekben mérve most szélesebb. A folytonos
rétegzettség szempontjabol azonban lehet méasképpen is értelmezni a kétrétegti leirasban kapott
eredményeket. A AU = 2U sebesség a két réteg kozépvonaldban érvényes, ha azonban az egész
H tartomanyban 2U / H sebességnyirast tételeziink fel, akkor az aljzat és felszin kozotti sebesség-
kiilonbség 4U. Az eredményt érdemes a folytonos kép szerint Uy = 4U sebességgel megadni.
Hasonl6an az aljzat és a felszin kozotti stirtiségkiilonbség a folytonos interpretaciéban 2Ag, és
az ennek a megfelel$ belsé Rossby-sugar R} = \/2,/¢'H/ fo. Ez \/8-szorosa a (6.71) kétrétegi

/ 1 —1
7

bels6 Rossby-sugérnak. A 6.11.2. fejezet eredményei az Gj jelolésben k. = /8/R F = 2,83R}

3Mely az s* derivaltjdbol kapott th x* + cthx* = x* <th2 X* + cth? x*) egyenlet megoldésabdl adédik az x* =

k*R’ /2 mennyiségre.
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k* = 1,801{}71 éss* = 0,29U;/ R}, amelyek kozel esnek a fent kapott eredményekhez. A lénye-
ges 1j vonds folytonos rétegzettség esetén, hogy a teljes térbeli viselkedést is fel lehet deriteni.
A stabilitasvizsgalatbdl az instabil baroklin hullamok aramlasi fliggvénye is meghatarozhat6
(az eredmény természetesen csak abban a kezdeti idészakban érvényes, amig az amplitido
kicsi, kés6bb nemlineéris hatdsok médositjdk az eredményt). A (13.88), (13.89) egyenletekb6l

h(%H) — 2 OH SH
By |Gy L[5 (ZL (13.100)
s — th (%) th (%) \ cth (%) — 2

Az (13.88) vagy (13.89) egyenletbe helyettesitve az also elGjel bizonyul helyesnek. A leggyor-
sabban novekvdé amplitadéja, (13.96) hullamszama hulldmra az els6 gyokos kifejezés éppen
th(k*R’/2)-nek adédik,* azaz

6*H
2

B = —iA th < ) = —iA -0,67. (13.101)

Ezzel a leginstabilabb mozgast leir6 aramlasi fliggvény:

¢ (x,z,t) = Aet <sh (6*z) —ith (5*2H> ch ((5*2)) ek’ x, (13.102)

A tovabbiakhoz érdemes a (13.102) dramlasi fiiggvény valos részét venni (amit tovabbra is ¢-vel
jeloltink, és benne A-t valésnak tekintjiik):

¢ = A et [cos (K*x) sh(57z) + sin (k*x) th(6* H/2) ch(5*2)] . (13.103)

Az y irdnyt sebesség

/

v = %II; = A ¢ 'k* [~ sin (k*x) sh(6*z) + cos (k*x) th(6* H/2) ch(6*2)] (13.104)
csak kivételes helyeken ttinik el, vagyis a nyugati szél instabilla valasa novekvé sebességeltéré-
sekkel jar az észak—déli irdnyban. Ugyanez igaz a w fligg6leges sebességre is, amelynek konkrét
alakjahoz a (13.81)-ben szerepl$ vegyes derivaltak meghatarozasa is sziikséges.

Ezek alapjan tobb lényeges, csak az instabil baroklin hullimokra érvényes tulajdonsagra tu-
dunk kovetkeztetni.

Tipikus elmozdulds: A sebességeltérés vektordnak irdnyét a w/v ardny adja meg. A kozép-
szinten (azaz z = 0-ra) kiilonosen attekinthetd az eredmény, hiszen itt #(z) = 0, sh(6*z) = 0.
Mindkét sebességkomponens x-fiiggése cos k*x tipustinak adodik,” ardnyuk ezért fiiggetlen az

x koordinatatdl, és értéke /
w_ fl <1 _SR ) (13.105)

v N2H u

Az elsé tényez$ éppen az dllando strtség feliiletek ¥ meredeksége (6.54). Mivel a zarojel egy-
nél kisebb, azt latjuk, hogy az er6s6dé sebességtér valéban a dontott feliiletek és a vizszintes sik
altal bezart szogtartomanyba mutat, ami az instabilitas feltétele a 6.13. abra szerint. A (13.98)
és (13.101) eredmények alapjan a (13.105) kifejezésben a zéréjel értéke (1 — 0,31 -1,5) = 0,54.
A leginstabilabb mozgésban a kozépszinti elmozduldsok tehét koriilbeliil a 7y szog felezdje ira-
nydba mutatnak.

4 Az el6z6 1abjegyzetben szerepls 6sszefliggésbél érdemes x*-ot kifejezni.
A z = Oszinten w = Aexp(s*t) (fo/N?) [(U/H)k* th(6*H/2) — s*6*] cos (k*x).
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Izobdrok dontéttsége: Fontos tjabb Osszefiiggést kapunk, ha felhasznaljuk, hogy a perturba-
16 dramlasi fiiggvény ardnyos a p’ dinamikai nyomassal (13.42). A fels6 (z = H/2) szinten
(13.103)-bdl

pl(z=H/2) ~ Ae'V2sh(6*H/2) sin (k*x + 71/4), (13.106)

az alsén pedig
pl(z=—H/2) ~ Ae'\V2sh(6"H/2)sin (k*x — 71/4). (13.107)

A felsé szinten a nyomads negyed hulldmhossznyi késésben van a lentihez képest nyugat felé. Az
izobarok tehat a termikus dramlds irdnydval ellentétes irdnyba délnek. Ez a magassagfiiggés az
instabil baroklin hullamok egyedi vondsa. A ciklonok kozepes (5 km) magassagi szinten mért
nyomdsminimuma a tapasztalat szerint val6ban altaldban néhany szdz km-rel nyugatabbra fek-
szik a felszini alacsony nyomadst kézépponttdl. Az azonos fazisokat dsszekots egyenes irdny-
tangense a vizszinteshez képest

H 4H _H fo 1
/AT 3R SR TN B (13.108)
ahol Fn a (6.1) frekvenciaarany.
Hdéiram: A stirtiségeltérés aranyos a h6mérséklet-eltéréssel, o’ = —goaT’, igy (13.43) alapjan
/ *
= SO JoA D st s (k) ch(6%2) + sin (K'x) th(6°H/2) sh(5°2)].  (13.109)

ng 0z ng

A délrél északra mutaté héaram vT’-vel ardnyos. A fenti egyenletet és (13.104)-et Gsszeszoroz-
va megjelennek sin (k*x) cos (k*x) tipust tagok, de ezek x szerinti atlaga elttinik. A sin® (k*x),
cos? (k*x)-szel ardnyos tagok atlaga 1/2, igy az atlagos héaram

2 [ 1k £x * 27.%2 *
o7 = ARG e, (H> [ch2(5*z) - shz(é*z)} _ AN ey, (5H> . (13.110)
208 2 20g 2

Az eredmény fiiggetlen a magassagtol, pozitiv, és idében exponencidlisan novekvs. A héaram
tehat a sarok felé iranyul, amely a pozitiv h6mérséklet-eltérés északra torténd transzportjabol
(v >0, T > 0) éppugy ad6dik, mint a negativ anomalia délre szallitasdbodl (v < 0, T' < 0). Ezt
a viselkedést jol illusztrélja a 6.20. dbra alatti jelenségbemutatokisérletben a z6ld és piros szind
festékek aramlasa.

Megjegyzés: Erdemes a Rossby-hulldimok héaramét is meghatdrozni. A vizszintes sik-
ban terjed$ Rossby-hullimban (13.56), (13.57) alapjin az 4tlagos h6aram zérus (vo’ aranyos
sin (kyx) cos (kyx)-szel, és ennek é4tlaga 0). Az ilyen Rossby-hulldmok tehat nem szdllitanak hét
észak-déli irdnyban. A felfelé terjedd Rossby-hullimban mas a helyzet: (13.73), (13.74) sze-
rint v és ¢’ fazisban vannak, és ezért v’ nem nulla. A stir(iség helyett a T' h6mérséklet-eltérést
hasznélva vT' = kyk, fol/J(%/ (2ag), ami keletre és felfelé terjedS (ky < ke, k; > 0) hulldimban
pozitiv, északra irdnyul. A 1y amplitadora és a fliggSleges hullamszamra vonatkozé (13.71),
illetve (13.62) dsszefiiggések alapjan vT’ ~ 1/+/k% — kZ, tehat rezonancia kozelében a h6aram
is nagy. Felhivjuk a figyelmet arra, hogy az energia az x, z sikban terjed (a csoportsebesség
irdnydba), a stirtiségeltéréseken alapul6 hétranszport azonban erre a sikra merdéleges. A felfe-
1é terjed§ Rossby-hulldmok hddrama nem er§sodik idSben, mégis jelentds hGatadést biztosit a
sztratoszférdban a sarkok irdnydba, ahogy arra az el6z6 fejezet végén utaltunk.




314 13. A FORGATAS ES RETEGZES EGYUTTES HATASA SEKELY FOLYADEKRA (FOLYTATAS)

13.7. Baroklin instabilitds a B-sikon

A gorbiilet hatdsdnak bemutatdsa a kétrétegti kozelitésben a legegyszertibb. Amikor a § para-
métert nem hanyagoljuk el a (6.78) masodfoku egyenletben, a diszperzi6s relaciéra azt kapjuk,

hogy

2k2R? +1
2k (K2R"2 4+ 1)

\/,BZR/4/4 + UzkiR"} (kﬁR"} _ 1)

£ ks CRZ (2R2 +1)

wy = —p (13.111)
Megjegyezziik, hogy termikus dramlas hianyaban (U = 0-ra) visszakapjuk a Rossby-hullamok
(6.66), (6.67) diszperzits reldcidit. Az U # 0 eset tehdt agy is tekinthetS, mint a Rossby-
hullamok vizsgalata termikus dramlés jelenlétében. A baroklin instabilitds ekkor a Rossby-
hulldmok instabilld vdldsa.

Kis U sebességekre (13.111) valds, a hulldm stabil. A gyokjel alatti kifejezés minimumat a
ke =2"Y4R~1 = 0,84R""! (13.112)

U-tol fliggetlen kritikus hulldimszdmnal veszi fel, ahol értéke
(R’4ﬁ2 - uz) /4. (13.113)
Ez akkor lehet negativ, ha az U sebesség abszolutértéke nagyobb a BR’? kritikus értéknél:

u> U.= pR>. (13.114)

A 12.4. fejezet mintdjéra definidlt s> mennyiség most is az 5.17. dbran latotthoz hasonléan fiigg
a lényeges paramétertSl (Ra szerepét most az U sebesség veszi at), és csak U > U,-re vélik
pozitivva. Az instabilitds csak elegendSen erds termikus szélben kovetkezik be.

A kritikus sebességre a B = 10711 1/(ms) értékkel levegdben a kétrétegti kozegre a 6.3. fe-
jezetben kapott R’ = 500 km becsléssel U, = 2,5 m/s-ot kapunk. A (13.112)-b6l ad6dé kritikus
hullamhossz leveg6ben A, = 3800 km. Vizben az R" = 30 km-rel szamolt U, 1 cm/s koriili, a
kritikus hulldmhossz néhany szaz km.

13.7. dbra. A baroklin instabilitas s instabilitasi ratdja kétrétegl kozegben B-sik-kozelitésben.
A szaggatott vonal a kritikus sebességhez tartozé is(ky) fliggvényt mutatja, amely ekkor még
valds, és a k. hullimszamnal éri el a zérus értéket. Novekv( sebességekre egyre szélesebb az in-
stabilitasi tartomany, és egyre nagyobb a rata értéke. A fekete gorbe U = 2U,-hez tartozik, az s*
maximalis névekedési rdta numerikusan hatdrozhaté meg. A sziirke gorbe az f-sik-kozelitésben
kapott instabilitasi rata (a 6.17 dbra fekete gorbéje).
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Ha a sebesség nagysaga U.-t meghaladja, akkor egyre nagyobb hullamszamtartomany valik
instabilla. Az instabil intervallum k_ < ky < k4, amelynek hatdrai U > U, esetén

u.\?
1+4/1— (=
()
ahol hasznaltuk (13.112)-t. Az instabilitasi rata U > U.-re a (13.111) kifejezés masodik tagja
pozitiv elGjellel véve. Az U./U és k,/ k. ardnyokkal kifejezve

Kt =kt , (13.115)

U1 U/ = ((ka/k) 1)

s(ky) = —; ,
=R k) ((ke/ke)2/ V24 1)

(13.116)

a grafikonjat a 13.7. abra mutatja.

A megrajzolt gorbe az U = 2U, esetet mutatja, amelyhez k_ = 0,61k, = 0,51/R’, k. =
1,17k, = 0,98/R’ tartozik. Az s* maximalis névekedési rata numerikusan hatarozhat6 meg:
k* = 0,84k, = 0,71/R’ és s* = 0,34U/R’. Erdemes észrevenni, hogy az inflaci6s rita gorbéje a
6.17. &bra gorbéje (vékony sziirke vonal) belsejébe esik, vagyis az instabilit4s intervalluma révi-
debb, s* maximélis eréssége gyengébb az f-sikon kialakulénal. Igy van ez minden U > U, -re.
A kritikusnal sokkal nagyobb termikus sebességek: U > U, esetén a B-hatds elhanyagolhatéva
valik, az sR’/U gorbe tart a 6.17. dbra gorbéjéhez.

A B paraméter jelenlétének tehat stabilizdlé hatdsa van, hiszen a lassti dramldsok minden
hulldmszdmmal stabilnak bizonyulnak, és az instabilak is kevésbe instabilak, mint B nélkiil. En-
nek oka az, hogy a felszabadul6 energia most Rossby-hulldmok keltésére is forditédhat. Ugyan-
akkor azonban a kritikus U, sebesség (2,5m/s, 1 cm/s) a Foldon zajlé kornyezeti &ramlasokban
szokdsos sebességeknél kisebb, ezért a baroklin instabilitds kialakuldsa a B-sik-kozelitésben is
gyakorlatilag elkertilhetetlen.






14. fejezet

Turbulencia (folytatas)

14.1. Lokalis turbulencia: konnyt kozegek turbulens dramlasa

A turbulencia kifejl6déséhez nemcsak erds sebességnyirds, hanem jelentds felhajtoerd is vezet-
het. Tipikusan ez a helyzet az alulrél erdsen fttott folyadékban. A koérnyezeti &ramlasokban ti-
pikus adatokkal lattuk, hogy a Ra Rayleigh-szdm igen nagy (10'° kériili), a rendszerek messze
tal vannak az elsé konvekciés instabilitidson, amely még szabalyos dramldsokra vezetne. Ilyen-
kor a konvekci6 szabélytalan, turbulens feldramldsokkal tarsul. Ezek jellegzetes formdja a termik
(angolul thermal) (5.22. dbra), amely kezdetben kis kiterjedést, és a kornyezeténél konnyebb
folyadékelem (pl. melegebb levegGcsomag). Miutan hirtelen elvélik a kiinduldsi szintrdl, a ter-
mik emelkedése olyan gyors, hogy mozgasa sordn peremén nagy orvények keletkeznek. Ezek
a kornyez¢ strtbb kozeg egy részét bearamoltatjdk a termik belsejébe, a nagy 6rvények beliil
kisebbeket hoznak létre, és igy az egész termik jol kevertté valik. Ez az alland6 besodrédis (en-
trainment) arra vezet, hogy a termik egyre nagyobb és egyre stirtibb lesz, vagyis feldramlasi
sebessége lassul. A mozgds alapvet§ energiaforrasa a stirtiségkiilonbségbdl ad6do felhajtéerd.

A termikekkel rokon jelenség a vulkanbdl felszall6 fiist, illetve a gejzirekbdl vagy a kémé-
nyekbdl kidram16 meleg levegé mozgasa. Osszefoglalé néven ezeket turbulens csévinak (plume)
nevezziik. Ezek a termikekhez hasonléan mozgasuk kezdetén igen kis kiterjedéstiek, forrasuk
pontszertinek tekinthetd, de azokkal ellentétben itt a konnyt anyag utanpétlésa dllandéan biz-
tositott. A besodrddas itt is alapvetd szerepet jatszik, és ezért minden cséva felfelé szélesedik és
ezzel parhuzamosan kozege egyre stirtibbé valik.

A termikek és a csovak mozgasanak megértésében meglepden hatékonyak az egyszerd di-
menziés megfontolasok, amelyeket a két esetre kiilon-kiilon mutatunk be.

14.1.1. Termikek

A termik mozgdsanak alapvet§ paramétere a kezdeti dllapotban érvényesiil§ felhajtéers. Kez-
detben a g¢ kornyezeti stirtiségnél Agy stirtiséggel higabb r( kiindulasi sugart folyadékgombre
hat¢ felhajtéerd és oo hanyadosa:

B = gbr3, (14.1)

ahol a g, akezdeti gAgo/ 0o redukalt gyorsulas. A 0 indexet arra hasznaljuk, hogy megkiilonboz-
tessiik a kezdeti (a z ~ 0 szinten érvényes) értéket a mozgas soran felvettSl. A B mennyiségnek
(melynek jele az angol buoyancy sz6bdl ered) nem adunk 0 indexet, mert latni fogjuk, hogy ez
a mennyiség allandé a mozgas soran. El§szor feltessziik, hogy a kdrnyezet stirtisége allando, a
kiils6 kdzeg nem rétegzett.
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Els6 kozelitésben a termiket alland¢ stirtiségti gombnek tekintjiik, amelynek helyzetét ko-
zéppontja z magassagaval jellemezziik. Keressiik, hogy a termik atlagos 7 sugara, w feldaramlasi
sebessége, és kozegének g’ redukalt gyorsuldsa (vagyis a pillanatnyi stirtiség) hogyan véltozik
a mozgas soran (14.1. abra).

ZA

=Y

B

14.1. dbra. Az emelkedd termik legfontosabb atlagos paraméterei. Az emelkedési sebesség csok-
ken, mert felszallas kdzben egyre tobb stird anyag kertil a termikbe turbulens besodrédas révén.

Ezek a mennyiségek a z magassagon kiviil csak az egyetlen relevans paramétertdl, a B fajla-
gos felhajtéer6itdl fiigghetnek. (A teljes felhajtéers, ooB azért nem jelenhet meg benniik, mert a
meghatdrozand6 mennyiségek egyike sem hordoz tomegmértékegységet.) A dimenzidanalizis
szellemében feltételezziik, hogy a keresett mennyiség a B és a z hatvanyait tartalmazza, tehét
Bz tipust. Mivel B mértékegysége m*/s?, a szorzat mértékegysége m4+0)s=22. Az 7 4tlagos
sugar méter egységt, amely csak tgy lehetséges, haa = 0, b = 1, vagyis a pillanatnyi sugar
aranyos a termik kozéppontjanak a magassagaval:

T~z (14.2)

Ez és a kovetkez6 z-fliggs relaciok z > rp-ra érvényesek. Hasonléan kapjuk, hogy a redukalt
gyorsulas

A fentiekb6l kovetkezik, hogy a B = g'7 fajlagos felhajtéerd dllandé. A Ag stirtiségkiilonbség is
(14.3)-nak megfelel§ titemben csokken a magassaggal. A w emelkedési sebesség m/s egységti,
amelynek a = 1/2, b = —1 felel meg, azaz

1/2
W~ BT. (14.4)

Az eredmény azt fejezi ki, amit a besodrédas jelensége alapjan vartunk: a termik sugara emel-
kedése soran ng, de kdzben stirtisége is nd, és ezért egyre nehézkesebben emelkedik.

Vegyiik észre, hogy a pillanatnyi magassaggal szdmolt (7.38) globdlis Richardson-szam,
amelyben a viszintes sebességeltérés nagysagrendjét w-gal becsiiljiik, azaz

—/
Rip = £, (14.5)
w

fiiggetlen a magassagtol. Ez azt jelenti, hogy ha a Richardson-szam kezdetben a kritikus érték
alatt volt, akkor az is marad, azaz a turbulencia feltétele az emelkedés sordn végig teljestil.
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A fenti eredményekbdl az id6fiiggés is kovetkezik. Mivel a z magassdgban levé folyadékelem
w emelkedési sebessége egyben a z id6derivéltja, dz/dt ~ 1/z, (14.4) alapjan

z~F~BYHY2 g~ YA, (14.6)

Az emelkedési magassdg az id6 négyzetgyokével né.

A termikek dinamikdja a j6id6-felhSk (gomolyfelhs, kumulusz) képz&désének alapja. Ered-
ményiink szerint tetsz6legesen magasra emelkedhetnének, de emo6goétt az a feltevés all, hogy a
kiils6 kozeg strtisége allando.

Rétegzett kozegben a termik addig emelkedik, amig Ao(z) bels§ stirtiségkiilonbsége meg-
egyezik a 0(z) rétegzési profilb6l ad6do6 Ap(z) stirtiségesokkenéssel (a kiindulasi gg stirtiséghez
képest). Utébbi irhaté mint dg/dzz. Ennek nagysagat az allandonak feltételezett (5.6) Brunt-
Viisala-frekvenciaval kifejezve, Ao(z)-t pedig (14.3)-bdl

2
00B Ad(z) = ooN“z

Az emelkedési magassdg az a z = h érték, ahol ez a két mennyiség megegyezik, azaz
B1/4

Nagyobb Brunt-Viisild-frekvencia természetesen alacsonyabb emelkedést tesz csak lehet6vé.
Példaként tekintsiink egy rp = 20 m linedris méretd, a kornyezeténél 10 fokkal melegebb lég-
tomeget, amelyre g ~ 0,3 m/s?, és ezzel B ~ 210> m*/s%. A planetéris hatarrétegen beliili
emelkedésre gondolva, amelyben a Brunt-Véisila-frekvencia igen kicsi, valasszuk N-et 1074 1/s
nak, amely & =~ 670 m emelkedésre vezet.!

14.1.2. Turbulens cs6vak

Az alulrél torténd alland6 wy sebességl bedramlas miatt a relevans paraméter most az iddegy-
ségre (és strtiségegységre) esd felhajterd, vagyis a

F = ghwor} (14.9)

felhajtéers-fluxus, ahol wyr3 a forrasbol idSegységenként felfelé kidramlé konnyt folyadék tér-
fogataval ardnyos. A kiils6 kozeg stirtiségét el6szor ismét térben dllandénak gondoljuk.

A forrasbol kidaramlé folyadék folytonos csévat alkot, amelynek 7 atlagos sugara a z magas-
saggal valtozik. Az 7 sugaru korongon beliil feltessziik, hogy a w atlagos felaramlasi sebesség
és a stirdség is alland6. Az utbbibdl képezziik a g’ lokélis redukalt gyorsulast (14.2. ébra).

Ezek a mennyiségek a z magassadgon kiviil csak az F felhajtéerS-fluxus fliggvényei. Mivel F
mértékegysége m*/s?, a dimenzidanalizis azt adja, hogy z > r-ra

F2/3 F2/3
= —
o 1:1/3 F1/3

Innét latszik, hogy az F = g'wr* fluxus végig alland6. A besodrédas miatt a csévak vastagsaga
is n6 a magassédggal, sebességiik és redukalt gyorsuldsuk csokken, de a termikekénél lassabban.

1Ebb6l a nagyon egyszert képbdl hidnyzik a vizpéra kicsapédasa, a felh6képz6dés mechanizmusa stb.
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-
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14.2. dbra. A kis méretti forrasbol felszall6 turbulens cséva legfontosabb paraméterei. A turbu-
lens besodrédas miatt a cséva felfelé vastagodik, a benne mozgé folyadékelemek lassulnak és
strtsodnek.

A Q = w7 térfogati fluxus viszont a besodrédas miatt z°/3 szerint nS. Behelyettesitéssel latszik,
hogy a (14.5) globdlis Richardson-szdm a csévédban allandé.

A (14.11) osszefiiggés az egyes véltozok idéfiiggésére most azt adja, hogy adott folyadék-
elem magassédga és emelkedési sebessége a

z~F o~ FYVASA 5 FU/A1/A (14.12)

Osszefiiggés szerint fiigg az id6t6l. Az emelkedés gyorsabb, mint a termikeké.

Abbdl, hogy a folyadékelemek emelkedési magassdga az eltelt id6 haromnegyedik hatva-
nydval ardnyos, megkapjuk a cséva alakjat egyenletes U er8sségti vizszintes aramlasban. Hasz-
nalva (14.12)-t, és hogy a folyadékelem x koordinataja Ut, majd az idét kikiiszobolve kapjuk,
hogy (14.3. abra)

(14.13)

14.3. dbra. A turbulens cséva tipikus alakja allandé erdsségti szélben x3/# alakt fekvé parabola,
amely gyakran megfigyelhet§ a kéményekbdl kidramlo fiist formajaban. ErGsebb szélben a para-

bola laposabb.

Rétegzettség jelenlétében a kiils6 kozeg stirtisége csokken a magassaggal, és ezért a besod-
rédas miatt stirtisodS cséva egyszer csak eljut abba a magassagba, ahol stirtisége megegyezik
a kornyezetével, azaz ahol emelkedése megill. Ez magyardzza azt, hogy a felszall6 fiist vagy a
vulkdni hamu megall, és adott (sokszor meglehetGsen alacsony) szinten terjed szét a légkorben.
Mindez meglepd annak fényében, hogy nemcsak higabb kozeg bearamlasarol van sz6, hanem
az kezdeti sebességgel és dlland6 utanpotlassal érkezik. A jelenség a cséva turbulenssé valo
aramlasanak kovetkezménye.
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Alland6 rétegzettség esetén a h maximalis emelkedési magassdg megbecsiilhets abbél, hogy
ez a mennyiség az F fluxuson kiviil az N Brunt-Viisala-frekvenciatdl is fiigg, és a dimenzidana-
lizis szerint

1:'1/4

b~ N3/4

(14.14)

Figyelemre mélt6, hogy az emelkedési magassag igen gyengén fiigg a fluxustél. Kétszeres ma-
gassag eléréséhez az F mennyiséget, vagyis a wy kezdeti feldramlasi sebességet 16-szorosara
kell novelni! Egy ro = 1 km sugart kraterbSl wy = 10 m/s sebességgel felaramlo, kdrnyezeté-
nél 100 fokkal melegebb gz (g ~ 3 m/s?) esetén F ~ 3- 10" m*/s%. A tipikus N = 1072 1/s
Brunt-Viisila-frekvencidval szamolva h =~ 2,3 km.

A jelenség jol megfigyelhetd, ha alulrél konnyt folyadékot aramoltatunk allando rétegzett-
ségt, all6 folyadékot tartalmazé edénybe. A konnyd kozeg felfelé indul, és turbulens cséva ala-
kul ki, mint ebben a kisérletben. El§szor olyan esetet ladtunk viz bedramoltatdsaval, amelyben a
cs6va kezdettdl erGsen turbulens, és az emelkedés az edény félmagassdga el6tt megdll. A ma-
sodik esetben a konnyd kozeg cseppeket alkot, a cséva turbulencidja csak feljebb alakul ki, és a
felaramlas kozel jut az edény felszinéhez.

14.2. A logaritmikus sebességprofil rétegzett kozegben

A rétegzettség Gj karakterisztikus hossz megjelenésével jar a hatarrétegek fal menti rétegében.
A AU sebességkiilonbség hatdséra a turbulencia a (7.39) becslés szerint a 0o(AU)?/ (gAo) vas-
tagsagu rétegre terjed ki. A hatarrétegben AU jellegzetes értéke a (7.26) strl6dasi sebesség, de
a fiiggGleges iranyu jellegzetes sebesség is u* rendd: w’' ~ u*. Az u*Ag¢ mennyiség értelmez-
het§ a turbulens strdségfluktudciok w’o’ fiiggsleges dramaként. A hatarrétegben a keveredési
vastagsag (7.39) szellemében aranyos a

?Zl:/ (14.15)
mennyiséggel. E vastagsag jellegzetes értéke az
Ly = Qo (14.16)
Kguw'e’

Monyin-Obukhov-hossz (melynek fontossdgat A. S. Monyin (1921-2007) és A. M. Obukhov
(1918-1989) orosz geofizikusok mutattak ki 1954-ben). Itt a K Karman-féle konstans torténe-

ti okokbdl jelenik meg.
Amennyiben a stirtiségfluktudcié a hémérséklet-valtozds kovetkezménye, w'o’ = —agow’T’

(« a hétagulasi egyiitthatd), a Monyin—-Obukhov-hossz tigy is irhat6, mint

* *3 3/2
PP . U (14.17)
Kgoaw'T' KgaQ KngcQ(l)/zl

ahol Q = goc,w'T’ a fiiggGleges turbulens hdram, ¢, az dlland6 nyomads melletti fajhd (a kétféle
fajhé megkiilonboztetése csak gdzban lényeges). Instabil, azaz felfelé novekvd stirtiségii vagy
csOkkend hémérsékletl kozegben a h6dram pozitiv. A Monyin—-Obukhov-hossz tehat instabil
rétegzettség mellett negativ, egyébként pozitiv eljeld. Ly (éppugy, mint Ri) negativ értékei
tehat konvektiv eredett turbulencidra utalhatnak.
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A planetaris hatarrétegben és az 6cedni keveredési rétegben a ¢,/ (/0o) paraméterkombi-
nacio kozel azonos (7.1. tablazat), és a tapasztalat szerint 1 és Q is, a Monyin-Obukhov-hossz
tehat mind az 6cedni, mind a légkori hatarrétegben azonos nagysagrendd. Tipikus értékiik né-
hanyszor tiz méter.

A rétegzettség miatt a fal menti rétegben az 7(z) turbulens sebességprofil valamelyest eltér
a logaritmikust6l. Az atlagos u sebesség derivaltja ekkor ugyanis (7.29) helyett a

du u* z
=0 <LM> (14.18)

alakban irhat6, ahol megjelent a probléma z /Ly Gj dimenziétlan paramétere (¢ ennek megfe-
lelen dimenziétlan fliggvény). Amennyiben z/|Ly| kicsi, kozel vagyunk az alsé felszinhez, a
¢ fuggvény sorba fejthetd, és vezetd rendben ¢ = (1 + a1z/Lyr)/K, ahol a; konstans. Integralas
utan i

(z) = ”f (ln;+a1L2M>. (14.19)
Ez anem homogén fal menti rétegekre jellemzé tn. log-linedris sebességprofil. (A K alland6 megje-
lenése biztositja, hogy elting a;-re visszakapjuk a logaritmikus profilt.) A rétegzettségbdl ado-
do korrekci6 ellenkezd eljelt stabil és instabil rétegzettség esetén. A tapasztalat szerint (14.19)
jo kozelitéssel teljesiil, és aq pozitiv. Ez azt jelenti, hogy instabil rétegzettség L)y < 0 esetén a se-
besség lassabban valtozik a logaritmikusnal, mert a fliggSleges keveredés er§sebb, mint a sem-
leges (a1 = 0) esetben. Ez a tendencia jol megfigyelhetS a planetaris hatarrétegben. A (14.19)
profil mérése alapjan tehét a 1égkor helyi stabilitdsara is lehet kovetkeztetni.

14.3. Keveredési rétegek vastagsaganak valtozasa

14.3.1. Nyirt turbulens hatarréteg

A (14.16) Monyin—Obukhov-hossz segitségével meghatdrozhatjuk, hogyan véltozik a nyirt ha-
tarréteg idSben. El6szor az 6ceani keveredési réteget tekintjiik, és feltessziik, hogy a forgatés sze-
repe ebben a folyamatban elhanyagolhat6 a nyirasi hatds mellett. A folyadék kezdetben stabilan
rétegzett, és az N Brunt-Viisila-frekvencia jellemzi, a og referenciastirtiségtsl valo eltérés nagy-
sdga (14.7) jobb oldali egyenlete szerint fiigg z-t6l. Kezdetben a lineéris fiiggés a z = 0 felszinig
érvényes, de az id6 mulasdval a szélnyirds miatt egyre nagyobb h vastagsagu réteg valik jol
kevertté, azaz kozel homogén stirtiségtivé (14.4. abra).

A (14.16) Monyin-Obukhov-hosszban w’ becsiilhets a réteg dh/dt = h novekedési sebes-
ségével, a h mélységhez tartoz6 o strtségfluktudcié pedig mint o' = g9N?h/g. Ezzel (14.16)
szerint

%3
ol
R — 14.20
M7 0oNZhin (14.20)
Hasznalva, hogy az Ly hossz a turbulensen kevert réteg tipikus vastagsaga,
*3
u
h o~ -, 14.21
N2hh ( )

melyb6l i ~ h~2. Ennek a differencialegyenletnek a megoldésa az idS kobgyokével arényos,
azaz

b~ #tl/? (14.22)

A keveredési réteg vastagsaga az id6 egyharmadik hatvanyaval n6, anndl gyorsabban, minél
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zA To = Qou*

14.4. dbra. Az 6cedni keveredési réteg h vastagsaga a szélnyiras hatdsara ng, mert a turbulens
orvények altal okozott besodrédds révén egyre mélyebb szintekig homogenizdlédik a kozeg.
A szaggatott vonal arra utal, hogy kezdetben az egész folyadék egyenletesen rétegzett. Késébb
az N Brunt-Viisald-frekvencia csak a hatarrétegen kiviili tartoményt jellemzi.

nagyobb a strlédasi sebesség, és minél kisebb a Brunt-Viisald-frekvencia. A vastagodés addig
marad ilyen titemd, amig a sz€l er§ssége allando.
Az Egyenlit6tdl tavol jelen van az Ekman-réteg is. Ennek (7.27) vastagsagdaval kifejezve
b 1ol aypyir3
— ~ =—(Nt)"". 14.2
D~ N N (14.23)
Mivel a (6.1) N/|fo| frekvenciaardny nagy, a jobb oldal még az 1 napos id@skalan is kicsi, a
keveredési réteg altaldban keskenyebb az Ekman-rétegnél.
A légkori hatarrétegben az Ly (itt ) tipikus vastagsdgu fal menti rétegen kiviil 4ltaldban a
turbulens konvekciénak van jelentds szerepe.

14.3.2. Fitott turbulens hatarréteg

Mivel a Rayleigh-szdm nagy, ez az a tartomany, amelyet a termikek jellemeznek (5.22, 14.1. 4b-
ra). A légkori keveredési réteg a planetiris hatirréteg, amelynek teljes h vastagsaga a konvekcié
miatt mas médon valtozik, mint az 6cedni keveredési rétegé (14.5. dbra). A folyadék kezdetben
most is stabilan rétegzett, és feltessziik, hogy az N Brunt-Viisala-frekvencia 4llandé.

ZJ

14.5. dbra. A foldfelszin gyors nappali felmelegedése kovetkeztében a planetéris hatarréteg alul-
rol fltott kozegnek tekinthets, amelyben a konvekcié dominal. A felszall6 termikek hatdsara egy-
re magasabb szintekig homogenizalédik az eredetileg kozel egyenletesen rétegzett kozeg. A pla-
netaris hatarréteg h vastagsdga ezért n6 idSben.

A vastagsdg id6fiiggését abbol becsiilhetjiik meg, hogy a kozel dllandé Q héarammal fd-
tott egységnyi alaptertilett kozeg t id6 alatt Qt hét vesz fel, amely kifejezhet az ennek kovet-
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keztében kialakul6 AT(t) hémérséklet-valtozassal is: Qt ~ gocph(t)AT(t). A AT hémérséklet-
kiilonbség Ao = aoo|AT| stirtiségkiilonbségnek felel meg. Mivel az N Brunt-Viisald-frekvencia
adott, (5.7) alapjan a h(t) vastagsagu rétegben az a AT (t) hdmérséklet-eltérés tipikus, amelyre
N2 ~ gaAT(t)/h(t), vagyis AT(t) ~ N2h(t)/(ag). Ebbéllatjuk, hogy aT = AT /h hémérséklet-
gradiens is dllandé. A Q" = Q/(oocp) redukalt hGaramot hasznalva ezzel

h?(t)N?
't~ = (Hr 14.24
Qt~ S ST, (14.24)
amibdl
1/2 /N 1/2 —=\ /2
agQ’ 1/2 _ g 12 _ (wT 1/2

h < N2 ) e = T , e = r e, (14.25)
A harmadik egyenl§ségben azt hasznaltuk fel, hogy a turbulens héaram altaldnos alakja Q =
Qocpw'T".

Az idéfiiggés ugyanolyan tipusti, mint a homogén kozegben emelkedd izolélt termikeké
(14.6). A véltozasi sebesség egyenesen ardanyos a turbulens h6dram négyzetgyokével, és fordi-
tottan a Brunt-Vaisala-frekvencidval vagy a h6mérséklet-gradiens gyokével.

A AT = T'h relaciébol

AT = (TQ) V262 = (Tw'T7) /> 172, (14.26)

A planetéris hatarréteg tehat melegszik, az id6 négyzetgyokével aranyosan.

Egyszert szdmpéldaként tekintsiink egy Q = 300 W/ m? nagysagu héaramot, kilométeren-
ként felfelé 10 foknyit h(ils kozegben. Mivel levegSre goc, = 1,2 - 10 SI egység (7.1. tablazat),
Q' =0,25Km/s,azismertI = 1072 K/m-mel Q' /T = 25 m?/s adddik. Igy h=5ms 1/24/2,
Tiz Ora elteltével h ~ 950 m, amihez AT ~ 9,5 fok tartozik.

A h-ra kapott szamérték mutatja, hogy a planetéris hatarréteg magassdga legnagyobb ki-
terjedése esetén elérheti az Ekman-rétegét. A két réteget azért érdemes elsé kozelitésben kiilon
targyalni, mert a rétegek mogotti fizikai mechanizmus eltérd.

Laboratériumban tgy vizsgdlhatunk konvektiv turbulens hatarréteget, hogy nem forgé
edényben felfelé kozel egyenletesen csokkend stirtiségti kozeget hozunk létre, pl. egyre me-
legebb viz rarétegzésével, mikozben alulrél egyenletesen fttjiik, jelentés haramot biztositva.
Eleinte csak egy nagyon keskeny rétegben alakul ki feldramlas, de a turbulens réteg allanddan

1 vastagodik. Ennek kiterjedése megfelel$ festéssel mutathato ki, ahogy ebben a kisérletben l4t-

szik. Az edény faldra berajzolt vizszintes vonalakra és a megadott id6pontokra figyelve még a
* kozel négyzetgyokos idsfiiggésrdl is meggySzddhetiink.

A planetaris hatarréteg valtozéasa addig ilyen tipust, amig a h6aram allandé. Ez még nap-
kozben is csak egy ideig j6 kozelités. Ejszaka a f(ités megsztinik, és a hatarréteg dsszeesik.
Hosszabb ideig figyelve a planetdris hatdrréteg vastagsaga id6ben kozel periodikusan véltozik,
egy napnyi periddussal, de évszakos valtozast is mutat.


https://www.youtube.com/watch?v=ZMcgF9WQKyM
https://www.youtube.com/watch?v=ZMcgF9WQKyM

Uto6szo a masodik részhez

A masodik rész az elsé folytatdsa annyiban is, hogy a f6 fejezetcimek azonosak. Az adott té-
ma kiegészitésnek tekinthets, de még altalanos érdeklédésre szamot tartd kérdései kertilnek
bemutatasra. Ezek alkalmasak lehetnek a mesteri vagy a PhD képzésben val6 feldolgozésra.

Mindkét rész tankonyvi felépitést, az anyagot nem kivantuk megtorni irodalmi hivatkoza-
sokkal. A kornyezeti &ramlasok teriilete mara 6nall6 diszciplina, hatalmas szakirodalmi hattér-
rel. Ebbe kivan betekintést nytjtani, a teljesség igénye nélkiil az ,Irodalom” fejezet. Ezen beliil
a konyveket néhdany nagy kategodridba soroltuk, amelyek néhol egymaéssal atfednek.

A geofizikai folyadékdinamika témakorérdl érdemes kiilon is sz6Ini. A megkozelités, amely-
nek lényege a 1égkori és 6cedni folyamatok kozos szemlélet targyaldsa, mint emlitettiik, a 1960-
as években vélt elfogadotta. Pedlosky és Gill kdnyvei a teriilet megalapozé fontossaga mitvei,
amelyekhez a 2000-es években — kicsit tdgabb témavalasztassal — Vallis konyve tarsult. Ezek 700
oldalas monogréfidk, amelyek feldolgozasa nem konnyt olvasmaény.

Didaktikai igényességiik kapcsan Cushman-Roisin és Marshall és Plumb kényvét érdemes
emliteni. EI6bbi inkdbb alkalmazott matematika hétterd, utébbi inkabb foldtudoméanyi érdekls-
dést olvasdknak szol. Szemléletiiket az egyszertien kovethets targyaldsmaod jellemzi. Mindkét
kotetben igyekeztem ennek atvételére, szamos helyen — oktatési tapasztalatomon alapulva — sa-
jat gondolatmeneteket bemutatva.

A két emlitett konyv kozos vondsa, hogy kisérleti hatteret is megjelenit. Cushman-Roisin
csak megadja az altala elvégzésre javasolt kisérletekhez sziikséges feltételeket, és utal a varha-
t6 jelenségekre, Marshall és Plumb viszont leirja az MIT egyetemen elvégzett kisérleteket, az
eredményeket a kdnyvben fotékon mutatja be, és a videdfelvételeket az interneten szabadon
elérhetévé teszi. Célunk ebben a vonatkozédsban a kisérleti témakorok jelentds bévitése volt ha-
sonléan nyilvanossa tett videok bevondasaval (az MIT gytjteményét is felhasznalva).

A tudoményteriileten az elmélet és kisérlet kapcsolatdnak fontossdga feltehetSen az 50-es
évek forgokadas kisérleteinek szemléletformdlé hatasdra vezethet§ vissza, és nemcsak kony-
vekben, hanem ilyen téméjt rendezvényekben is megmutatkozik. Ezek k6zo6tt emlitend§ a Cam-
bridge University geofizikai folyadékdinamika témédjt nydri iskoldinak sora. A 90-es évek ko-
zepén Szabo K. Gabor kolléganktol szereztiink tudomast réluk. Ebben az oktatdsi formaban az
elmélet és a kisérlet egysége mutatkozik meg, és ez a szemlélet is vezérelt benniinket a Kdrman
Laboratérium megalapitasakor.

AzIrodalomjegyzék masik fele az egyes fejezetekhez szakcikkeket ad meg, olyankor, amikor
erdsen tdmaszkodtunk a publikédcié gondolatmenetére, vagy kisérletek esetében, amelyekben a
cikk hasznos kiegészit§ anyagot tartalmaz. Ebben a részben a témdk attekintése hasznos moti-
vacio lehet azok szdmadra, akik ezen a teriileten kivainnanak dolgozni, és egyben betekintést is
nydjt a Karman Laboratériumban és a vildg més hasonlé kisérleti csoportjaiban folyé munka
tudoményos eredményeibe.


http://www.fdse.org/index.html
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