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Eloszo

Ha valaki nem hiszi, hogy a matematika eqy-
szertd, az azért van, mert még nem jott rd,
hogy milyen bonyolult az élet.
Neumann Jénos (1903-1957)

A fixponttételek elmélete a matematika viszonylag fiatal sziilotte. Ennek
ellenére, koszonhet6en a hatékony és fontos alkalmazési lehetGségeinek,
napjainkban is aktivan kutatott tudomaéanyteriilet, dinamikusan fejléd6
irdnyzatokkal. Azonban kétségkiviil beszélhetiink olyan lezart fejezetek-
r6l, kikristalyosodott médszerekrdl, amelyek haladottabb egyetemi kurzu-
sok anyagaként szolgidlhatnak. Legjobb tudoméasunk szerint e diszciplina
didaktikus igényt targyaldsa nehezen hozzaférheté. A rendelkezésre allo
monografidk legtobbje nem egyetemi jegyzetnek vagy tankonyvnek iréd-
dott; Smart [65] vagy Shapiro [64] konyvei pedig nem magyar nyelviiek.

Jelen konyv legfontosabb célja ezt a hidnyt pdtolni. A fixponttételek
elmélete a Debreceni Egyetem képzésében (beleértve jogeléd intézményét,
a Kossuth Lajos Tudomdanyegyetemet is) tobb évtizedes hagyomdanyra
tekint vissza. Az eredetileg heti haromoéras kurzust késébb két fiiggetlen,
heti kétéras sorozat valtotta fel, az elmélet egymastol jol elvalo iterativ és
topologikus részeihez igazodva. Konyviink ugyanezt a felépitést koveti.
Az anyag Osszeallitdsakor igyekeztiink figyelembe venni és hasznositani az
id6kozben 0Osszegytilt oktatdsi tapasztalatokat. Torekedtiink arra, hogy
az ismereteken til latdsmodot adjunk, s6t reményeink szerint: 1atasmodot
formaljunk.

A téma irdnt érdekl6ddk figyelmébe ajanljuk Shapiro [64], Granas és
Dugundji [26], valamint Zeidler [71] nagyszerii monografidit. Az Gjabb
kutatdsi eredmények attekintése megtaldlhaté a [4] és [61] miivekben.
Remek elméleti Osszefoglalot és kiegészitést nyijt konyviinkhoéz Loson-
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czi funkciondlanalizis jegyzete [43], Jarai mértékelméleti munkéja [32],
valamint Massey algebrai topologia konyve [46].

A matematika mostanra 6néllésodott, mondhatjuk: nagykoriva valt.
Az egykori szolgaldleanybdl csodédlatos hercegné lett, akinek teljes szép-
ségét folfogni manapsag senki nem képes. A legtobb amit varhatunk téle,
taldn csak egy mosoly. Gazdag személyiségének egyetlen vondsa is egész
életre sz6l6 élményt jelenthet. Ilyen csodédlatos vonas a most bemutani
kivant elmélet. Oszintén reméljiik, sikeriil errél meggy6zniink a tisztelt
Olvasét.

Végezetiil, de nem utolsésorban szeretnénk kifejezni koszonetiinket
azoknak, akik munkajukkal hozzajarultak konyviink szakmai tartalma-
nak fejlesztéséhez: lektorainknak, Komornik Vilmosnak és Lovas Rezs6-
nek; ajanléonknak, Totik Vilmosnak; kollégdinknak, Fazekas Borbédlanak
és Kertész Davidnak.

Dr. Pdles Zsolt Dr. Bessenyei Mihdly
egyetemi tandr egyetemi docens

Debrecen, 2022. november 22.



Konyvinkben a kévetkezé megallapodasokat és jeloléseket fogjuk hasz-
nélni:

o N jeloli a természetes szdmok, azaz a pozitiv egészek halmazat;
o R, a nemnegativ valés szamok [0, +oo[ halmaza;

o R a bévitett valés szamok halmaza;

o HP° egy topologikus tér H részhalmazanak belseje;

o H egy topologikus tér H részhalmazanak lezartja;

e OH egy topologikus tér H részhalmazanak hatara;

o U(p,r) egy metrikus tér p kozépponti, r sugari nyilt gombje;
o U(p,r) egy metrikus tér p kozépponti, r sugari zart gémbje;
o diam (H) egy metrikus tér H részhalmazanak atmérdje;

o lin(H) egy vektortér H részhalmazéanak linedris burka;

o conv(H) egy vektortér H részhalmazanak konvex burka;

o sign az el6jel- (szignum-) fiiggvény;

e det a determinansfiiggvény;

e id egy adott halmaz identikus leképezése.






I. rész

Iterativ fixponttételek és
alkalmazasaik






Bevezetés — iterativ
eredmények

A szukcessziv approximécié alapgondolatat mar az Okori babilonban is-
merték. E mddszert kés6bb Newton és Raphson fejlesztette tovabb. Simp-
sontdl szarmazik az f(x) = 0 egyenlet kozelité megolddsara hasznédlatos

Tn41 = Tn — f/(l‘ )
n

rekurziés formula. Itt f: [a,b] — R adott differencidlhaté figgvény, x;
pedig az alapintervallum rogzitett pontja.

A szukcessziv approximécié technikdjat Cauchy és Liouville egzisz-
tencia- és unicitési tételek bizonyitasara hasznélta olyan differencidlegyen-
letekre, melyek megoldasa explicit médon nem adhaté meg, mivel nem
integralhaté az egyenlet. Peano és Picard a mddszert a kdzonséges, illetve
parcidlis differencidlegyenletek elméletének egyik leghatékonyabb eszkozé-
vé formalta; munkassagukra tekintettel szokas az eljarast Peano—Picard-
iteracioként is emliteni. A teljesség igénye nélkiil ezt az iteraciot az aldbbi
Cauchy-feladaton szemléltetjiik:

7' (t) = tx(t), z(0) = 1.

Els6 1épésben atfogalmazzuk a Cauchy-feladatot egy vele ekvivalens in-
tegralegyenletre. Mindkét oldalt integralva s = 0-t6l t-ig kapjuk, hogy

z(t) =1+ /Ot sx(s)ds.

Tekintsiik most a kovetkez6 rekurzidval értelmezett sorozatot. Legyen
x1(t) := 1; ha mar z,, adott, akkor legyen

t
Tny1(t) =1 +/() stp(s)ds.

13



14 ITERATIV FIXPONTTETELEK ES ALKALMAZASAIK

Feladatunk az (x,) fiiggvénysorozat hatarfiiggvényének kiszamitésa. Tel-
jes indukciéval megmutathaté, hogy

k=0
Vagyis
/2
x(t) = Jim xn(t) = exp 7

Amint arrél konnyen meggy6ézédhetiink, z: R — R valéban megoldédsa a
fonti Cauchy-feladatnak.

Bar a szukcessziv approximacié médszerét Cauchy [14], Liouville [41],
Peano [54] és Picard [56] mellett szdmos jeles matematikus sikerrel alkal-
mazta, mégis Banach taldlta meg annak letisztult és hatékony valtozatat
[2]. A kontrakciés elv, kozismert nevén a Banach-féle fixponttétel, vals-
jdban a szukcessziv approximécié technikdjanak absztrakt viltozata. Az
eredményt tekinthetjiik igy, mint az approximalé sorozat konvergenciaja-
nak elegendd feltételét. A korabbi vizsgdlatokban ugyanis a konvergencia
mindig kiilon tisztdzandé kérdésként meriilt f6l. A szukcessziv approxima-
ci6 (a mértani sor 6sszegképletével brilidns médon egybefonédva) immar
a bizonyitas részévé valik. Masrészt autonémidja is megmarad, hiszen a
fixpont létezésének és egyértelmiiségének biztositasa mellett lehetGséget
nyjt a stabilitds vizsgalatara, el6zetes és utélagos hibabecslésre, valamint
a konvergenciasebesség mérésére. Végiil, de nem utolsésorban, mddszert
kinal a fixpont (vagy ha tetszik: a megoldas) numerikus kozelitésére. Ez
az alkalmazésok szempontjabél nyilvanvaléan nagy jelentéséggel bir. Er-
demes megjegyezni, hogy Banach eredetileg teljes normalt terekben fogal-
mazta meg eredményét. Annak felismerése, hogy a tétel teljes metrikus
terekben szintén érvényes, Caccioppoli érdeme.

Banach fixponttétele nem csak az absztrakcio és alkalmazhatdsag mi-
att jelent6s mérfoldké az analizisben. Egy 6néllé és jelenleg is fejl6do tu-
domanyag, az iterativ fixponttételek elméletének el6hirnoke. Jelen konyv
els6 része ebbe a tudomanyagba kivan bepillantast nyajtani.

Az elsé fejezetben Banach tételét kozoljiik az eredeti [2] és egy alter-
nativ [53] bizonyitéssal. Ezt kovetSen két lehetséges dltalanositdsi irdnyt
mutatunk be a nemlinearis kontrakcidk és a linearis kvazikontrakciok ese-
tére. Az el6bbiek vizsgalata Browder [12], Boyd és Wong [10], valamint
Matkowski [47] nevéhez, utébbi pedig Cirié [16] munkassdgéhoz kotédik.



Bevezetés — iterativ eredmények 15

Részletesen targyaljuk e két irdny lehetséges kozos altalanositasat, bemu-
tatva Hegedis és Szildgyi [30], illetve Walter [70] fixponttételét, néhdny
kovetkezményét, valamint feltételének diszkussziéjat. A fejezetet a nem-
expanziv leképezésekre vonatkozé legalapvetobb tudnivalékkal zarjuk.

Természetes igényként jelentkezik a kérdés, hogy milyen formaban igaz
a Banach-féle fixponttétel megforditasa. Vagyis ha valamely leképezés
egyértelmi fixponttal bir, milyen egyéb megkotések mellett lesz alkalmas
metrikat alapul véve kontrakcié. E kérdésre a masodik fejezetben két
lehetséges valaszt adunk Bessaga [5] és Ludvik [44] tételei alapjan. El6bbi
elénye, hogy akarmilyen alaphalmaz esetén érvényes, utébbié pedig, hogy
az eredetivel topologikusan ekvivalens j metrikat biztosit.

A harmadik fejezetben klasszikus alkalmazasokat mutatunk be, sza-
mos ponton eltérve a klasszikus megkozelitésektol. Ismertetjik Fredholm
[22] és Volterra [69] eredményeit, utébbihoz kapcsolva a kozonséges dif-
ferencialegyenletekre vonatkozo globalis egzisztencia- és unicitasi tételt.
Ezt kévetSen Presié-tipust fiiggvényegyenletek [58] egzisztencia- és unici-
tasi kérdését targyaljuk. A megszokott utak helyett minden bizonyitasban
Bielecki atmetrizalasi médszerét kovetjiik [6]. Végezetill a Dini nevéhez
fiz6d6 inverzfiiggvénytétel [18] Leach-féle dltalanositdsat [39] mutatjuk
be.

A témakor fontossigara és terjedelmére vald tekintettel elkiilonitve
targyaljuk a Banach-féle fixponttétel fraktalelméleti alkalmazasat. A ne-
gyedik fejezetben elséként részletezziik a fraktaltér Pompeiu-féle konst-
rukcigjat [57], amely Hausdorff munkéssdga révén valt kozismertté [29].
Ezt kévetden kitériink a fraktaltér teljességére vonatkozo Blaschke-tételre
[8], valamint a fraktalok 1étezését és egyértelmiiségét biztosité Hutchinson-
féle eredményre [31]. Izelitét adunk abbdl is, hogyan lehet a fraktalelmélet
eredményeit a digitalis képfeldolgozasban hasznositani.

Az 6t6dik fejezet kiindulépontja a Knaster—Tarski-féle fixponttétel
[36], illetve ennek Tarski [67] és Kantorovics [35] nevéhez kotédd val-
tozatai. Alkalmazasként a szamossagaritmetika alaptételét, a monoton
jobb oldalu differencidlegyenletek, illetve Presi¢-tipusu fiiggvényegyenle-
tek egzisztenciatételét, végiil egy struktiramentes fraktaltételt kozlink.

Az iterativ fixponttételekrdl szélé részt a modern varidcidészamitas
egyik legfontosabb eszkozének, az Ekeland-féle varidcids elvnek [19] a
bemutatasaval zarjuk. Tualzas nélkiil allithatjuk, hogy ebben az ered-
ményben kiteljesedik, s6t Uj megvilagitasba keriil a kontrakciés elv és az
iteraciés modszer. Az Ekeland-féle varidcios elvet és a Caristi-féle fixpont-
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tételt egy onmagaban is érdekes eszkoz, a Bishop—Phelps-féle rendezés [7]
segitségével nyerjiik. Az Ekeland-féle variacios elv kovetkezményeiként
bemutatjuk a stacionarius approximacié médszerét, Clarke fixponttételét
[15], valamint Graves [27] és Ljuszternyik [45] nemlinearis nyilt leképezé-
sekrdl szol6 eredményeit.



1. fejezet

A kontrakcidés elv és néhany
valtozata

Els6ként a Banach-féle fixponttételt és annak harom altalanositasat mu-
tatjuk be. Az egyes kiterjesztések bizonyitdsai egymastol és Banach ere-
deti megkozelitésétol is fiiggetlenek. Ezek az 6nallé gondolatok nem csu-
pan énmagukban szépek. Rajtuk keresztiil Gijszerti megvilagitasba keriil
a klasszikus kontrakcios elv.

1.1. A Banach-féle fixponttétel

Legyen (X,d) metrikus tér és ¢ €10, 1] rogzitett. Azt mondjuk, hogy a
T: X — X leképezés kontrakcio q faktorral, ha minden x,y € X esetén

d(Tz, Ty) < qd(z,y).

Elsoként f6lidézziik Banach alapvetd eredményét, melyre két bizonyi-
tast mutatunk. Az els6 Banach eredeti gondolatmenetét kéveti, amely a
képek tavolsagat becsli az alappontok tavolsagaval. A masodik bizonyi-
tas Palais nevéhez fliz6dik; otlete az alappontok tavolsagbecslése a képek
tavolsagaval.

1.1. tétel. (Banach) Teljes metrikus tér barmely kontrakcicjanak létezik
egyértelmi firpontja.

1. bizonyitds. Legyen T: X — X kontrakcié ¢ faktorral az (X,d) tel-
jes metrikus téren. Rogzitsilkk az x € X elemet, és tekintsiik az alabbi
rekurziéval értelmezett (x,) sorozatot:

1= T Tpy1 =Tz, (ne€N).

17
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Els6ként megmutatjuk, hogy (x,) Cauchy-tulajdonsidgi. Legyen k > 2
természetes szadm. Mivel T kontrakcid, ezért

d(wg, tpy1) = d(Txp_y, Tag) < qd(zg_1,21) < - < ¢"ld(xy, 22).

A héromszog-egyenlStlenséget, az el6z6 becslést, majd a mértani sor 6sszeg-
képletét alkalmazva kapjuk, hogy barmely n < m esetén

d(Zn, Tm) < d(Tp, Tni1) + d(Zng1, Tnge) + -+ d( @1, Tm)
n—1

- ~d(x1,x2).

Legyen most € > 0 tetsz6leges. Mivel a fonti egyenlotlenség jobb oldala
nulldhoz tart, ezért elegendéen nagy n index esetén kisebb lesz, mint ¢.
Vagyis van olyan ng € N, hogy ha ng < n < m, akkor d(xy,,z,) < €.
A teljesség miatt létezik az (x,) sorozatnak xg € X hatdrértéke. A T
kontrakcié folytonossigat kihasznalva kapjuk, hogy xg a keresett fixpont:

<@ H ™) d(x, a0) <

Txg = T( hm xp) = lim Tx, = hm Tptl = X0-
n—oo

Az egyértelmiiség igazoldsihoz tegyiik fel, hogy yo € X szintén fixpont.
Ekkor d(zg,y0) = d(Txo,Tyo) < qd(xo,yo). Mivel a metrika nemnegativ
és q €10, 1], ezért innen d(xq,yo) = 0 adddik; vagyis zo = yo. O

2. bizonyitds. Csupan az el6z6 bizonyitasban szerepld (z,,) iteracids soro-
zat Cauchy tulajdonsigara Osszpontositunk. ElsOként legyenek x,y € X
adott elemek; ekkor a haromszog-egyenlotlenség és a kontrakcids tulaj-
donsig miatt

d(z,y) < d(x,Tz) +d(Tz,Ty) + d(Ty, y)
d

<
<d(x,Tx) + qd(z,y) + d(Ty,y)

adodik. gy
d(z,y) < d(xz,Tz) + d(y, Ty).
l—¢q
Legyenek n,m € N rogzitettek ugy, hogy n < m. Alkalmazzuk az elébbi
egyenl6tlenséget az x = x,,, valamint y = x,, tagokra. Ekkor folhasznalva
a definialé rekurziét,

d(mna 'InJrl) + d($m7 xm+1)

d(Tp, Tm) <

< 1= ¢
n—1 m—1

< qlt((]] ~d(x1,x2)
2 n—1

<4 ~d(xy, x2)

1—g¢q
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kovetkezik. Innen pedig a bizonyitani kivant Cauchy-tulajdonsig méar
adodik. O

Az el6z6 tétel egy kovetkezményének a levezetéséhez sziikségiink lesz
az alabbi egyszerli lemmaéra.

1.2. lemma. Legyen X eqy tetszdleges halmaz és S, T: X — X felcserél-
hetd leképezések. Ha S-nek létezik egyértelmi fizpontja, akkor ez T-nek
is fixpontja.

Bizonyitds. Legyen x € X az S egyértelm fixpontja. Ekkor Tx = T'Sz =
STx, ami azt mutatja, hogy Tz is az S fixpontja. Az egyértelmiiség miatt
x="Tx. O

1.3. kovetkezmény. Ha (X, d) teljes metrikus tér és T: X — X olyan
leképezés, amelynek valamelyik iterdltja kontrakcio, akkor T-nek van egy-
értelmi fixrpontja.

Bizonyitds. Legyen n € Nolyan, hogy T kontrakcié. Az 1.1. tétel szerint
T™-nek létezik egyértelmi fixpontja. Masrészt S := T™ felcserélhetd T-
vel, igy az el6z6 lemma szerint T-nek is van fixpontja. Ha z és y a T
leképezés fixpontjai, akkor az x = Tx és y = Ty egyenleteket iteralva
kapjuk, hogy x = T"x és y = T™y, tehat x és y a T™ leképezés fixpontjai.
Ezért x = y. O

Kiilon figyelmet érdemelnek Banach bizonyitasanak azon mozzanatai,
melyek eljarast szolgaltatnak a fixpont kozelitésére, valamint a kiilonféle
hibabecslésekre. Mivel ezek a numerikus analizisben kulcsszerepet jatsza-
nak, 6nall6 tételt fogalmazunk meg réluk.

1.4. tétel. Ha (X,d) teljes metrikus tér, T: X — X kontrakcid q fak-

torral, xg € X a T fixzpontja, valamint (xy,) az 1 := x, Tpy1 = Txy

rekurzioval értelmezett sorozat, akkor érvényesek az aldbbi hibabecslések:

n—1

1—g¢q
q

d(zn, o) < qu(a:n_l,mn);

d(zp, o) < d(z1,2);

d(y, 20) < qd(Tpn-1,T0).
Bizonyitds. A Banach-féle fixponttétel elsé bizonyitasaban lattuk, hogy
(z,,) konvergens és az z( fixponthoz konvergél, tovibba igazoltuk a

n—1

q
1—gq

d(l’n,xm) S 'd($1,$2)
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egyenlétlenséget. Az els6é hibabecslés innen addédik, végrehajtva az m —
oo hatdrdtmenetet. A méasodikat ennek mintdjara kaphatjuk:

d($n7 xm) < d(ﬂj‘n, anrl) + d(xn+1a $n+2> +---+ d(l‘mfla xm)
d(Txp—1,Txy) + d(Txy, Txpi1) + -+ d(Txm—2, Tm—1)
q

< (q + q2 + -+ qm_n) cd(xn—1,n) < ﬂ d(Tn—1,Tn).

Innen az m — oo hataratmenetet véve a bizonyitand6 egyenlétlenséghez
jutunk. Végezetiil,

d(rp, o) = d(Txn-1,Tx0) < qd(Tn-1,T0),
ami pedig épp a harmadik becslés. O

Megjegyezziik, hogy a tételbeli hibabecsléseket a szakirodalom rendre
a priori és a posteriori hibabecslésként, illetve a konvergencia sebességé-
re vonatkozo becslésként tartja szamon. Az alkalmazéasok szempontjabodl
sokszor hasznosnak bizonyul a Banach-féle fixponttétel paraméteres val-
tozata is:

1.5. tétel. Legyen (X, d) teljes metrikus tér, tovdbbd (T),)nen kontrakciok
olyan sorozata X -en, melyek kézds faktora q, és amelyek pontonként kon-
vergdlnak eqy To: X — X leképezéshez. Ekkor T kontrakcio q faktorral,
valamint a T, leképezések fixpontjainak sorozata konvergal Ty fixpontjd-
hoz.

Bizonyitds. Legyenek x,y € X tetszOleges elemek. Ekkor minden n € N
esetén d(Tnx, T,y) < qd(x,y); végrehajtva az n — oo hatdratmenetet és
folhasznalva a pontonkénti konvergenciat kapjuk, hogy T szintén kont-
rakcié q faktorral.

Jeldlje x,, a T, kontrakci6 fixpontjat. Ekkor

d(xn, x0) = d(Thxn, Toxo) < d(Thxn, Thxo) + d(Thxo, Toxo)
< qd(zn, o) + d(Thzo, Tozo)-

Rendezve: .
d(xn, .%'(]) S ﬁd(Tniﬁo, T(]LUO).

Itt a jobb oldal nulldhoz tart n — co esetén a pontonkénti konvergencia
miatt. Tehat az (z,) sorozat konvergdl xp-hoz. O
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Hasonl6 allitas fogalmazhat6 meg azonos faktori kontrakciok ponton-
ként konvergens sorozatanak hatarfiiggvényére. Mivel a bizonyitdsa az
el6z6 tétel bizonyitasahoz hasonld, ezért ennek részleteitdl (valamint ma-
ganak az éllitdsnak a pontos megfogalmazasatol) eltekintiink. Végezetiil a
Banach-féle fixponttételnek az alkalmazasok igazolasanal jol hasznalhato
lokélis valtozatat fogalmazzuk meg.

1.6. tétel. Legyen (X,d) teljes metrikus tér, p € X és r > 0, valamint
tegyiik fel, hogy T: U(p,r) — X kontrakcié egy olyan q faktorral, hogy
d(Tp,p) < (1 — q)r. Ekkor létezik T-nek egyértelmi fizpontja az U(p,r)
nyilt gémbben.

Bizonyitds. Véalasszuk meg a 0 < p < r szamot ugy, hogy d(Tp,p) <
(1 — q)p teljesiiljon. Ekkor z € U(p, p) esetén

d(Tz,p) < d(Tx, Tp)+d(Tp,p) < qd(z,p)+(1—q)p < qp+(1—q)p = p,

tehat T az U(p, p) zart gdmbot dnmagaba képezi. Mivel egy teljes met-
rikus tér barmely zart részhalmaza maga is teljes metrikus tér, ezért a
Banach-féle fixponttétel szerint 1étezik T-nek fixpontja az U(p, p) halmaz-
ban. Nyilvan e fixpont T értelmezési tartomédnyanak, vagyis az U(p,r)
halmaznak is eleme. O

1.2. A Browder—Matkowski-féle fixponttétel

Banach klasszikus eredményét olyan leképezésekre fogjuk kiterjeszteni,
amelyeknél a képek tavolsiaga az alappontok tavolsagdanak bizonyos fiigg-
vényével becsiilhet6. Ehhez, s6t a kés6bbi vizsgalatainkhoz is, sziikségiink
lesz az alabbi segéderedményre.

1.7. lemma. Ha ¢: Ry — Ry monoton novd, folytonos figguény, akkor
az aldbbi allitdsok ekvivalensek:

(i) ¢(t) <t mindent > 0 esetén;
(ii) limy,_ye0 @™ (t) = 0.
Tovdbba mindkét esetben ©(0) = 0 teljestil.

Bizonyitds. Tegyiik fel els6ként, hogy ¢(t) < t teljestl, ha ¢ pozitiv. A
folytonossag miatt ekkor ¢(0) = 0, és igy ¢"(0) = 0. Ha ¢t > 0, akkor
a (t) < t egyenlStlenség iteralasabol kovetkezik, hogy (¢"(¢)) monoton
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csOkkend sorozat. Mivel az értékkészlet R, része, ezért alulrdl korlatos
is. Igy létezik a sorozat pontonkénti hatarfiiggvénye, melyet jeloljon f.
Indirekt médon tegyiik fel, hogy f(t) > 0 valamely ¢ > 0 esetén. Mivel ¢
folytonos, ezért

f(t) = lim ©"(t) = o(lim " (1)) = @(f(1)) < f(t),

n—oo n—oo

ami ellentmondéas. Tehéat f azonosan nulla. Megforditva, tegyiik fel, hogy
t < ¢(t) teljesiil valamely pozitiv t esetén. Teljes indukciét alkalmazva
és a monotonitast félhaszndlva kapjuk, hogy

< p(t) <1 < - < P0).

Azonban ez utébbi tag nulldhoz tart, ha n — oo, ami ellentmondés.
Végezetil, a monotonitds és a most beldtott (i) tulajdonsdg miatt 0 <
©(0) < p(t) < t teljesiil minden pozitiv ¢ értékre. Ebbél pedig a rendér-
elv szerint ¢(0) = 0 kovetkezik. O

A tovabbiakban dsszehasonlito fiiggvényen olyan ¢: Ry — Ry foly-
tonos, monoton névé fliiggvényt értink, amely teljesiti a fonti lemmaban
megszabott valamelyik (amit az ekvivalencia miatt Ggy is mondhatnénk:
mindegyik) tulajdonsdgot. Legyen (X, d) metrikus tér, ¢: Ry — R, pe-
dig egy Osszehasonlité fiiggvény. Azt mondjuk, hogy a T: X — X leké-
pezés nemlinedris kontrakcio a ¢ dsszehasonlito fiigguénnyel, ha barmely
x,y € X esetén

d(Tz,Ty) < p(d(z,y))

teljesiil. Hangsilyozzuk, hogy itt a ,nemlinearis” jelz6 alapvetéen nem
a T leképezésre, hanem a ¢ jelenlétére utal. Lathat6, hogy ¢ €]0,1]
esetén ¢(t) = qt Osszehasonlité fiiggvényt definidl, ezért a nemlineéris
kontrakciok a szokéasos értelemben vett kontrakcidk altalanositdsai.

1.8. tétel. (Browder—Matkowski) Teljes metrikus tér barmely nemlinedris
kontrakcicjinak létezik egyértelmd fixrpontja.

Bizonyitas. Legyen (X,d) teljes metrikus tér, T: X — X pedig ¢-kont-
rakcié. Rogzitett © € X esetén értelmezziik az (z,,) sorozatot az x1 =z
és xpy1 = Tz, rekurzioval. Azt fogjuk igazolni, hogy (z,) konvergens,
hatarértéke pedig az egyértelmii fixpont.

Els6ként vegyiik észre, hogy az egymast kovetd sorozatelemek tavol-
saga nullsorozat. Valoban,

d(xn;xn+1) - d(Txn—lvTxn) < @(d<xn—17xn)) <. < (Pnil (d($17x2))7
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ez utébbi tag pedig az el6z6 lemma szerint nulldhoz tart n — oo esetén.
M4ésodszor, megmutatjuk, hogy T tartomdnyinvarians, azaz T: U(p,e) —
U(p, ), amennyiben d(p, Tp) < € — (). Valéban, ha ¢ € U(p, ), akkor

d(p,Tq) < d(p,Tp) + d(Tp,Tq) < d(p,Tp) + ¢(d(p,q))

<d
<d(p,Tp) + ¢(e) <e—op(e) +ple) =¢.

Legyen most € > 0 tetsz6leges. Mivel (z,,) egymadst kovetd tagjainak
tavolsdga nullsorozat, ezért van olyan ng € N index, hogy d(xy,, Txn,) <
e—¢(e). Am ekkor a tartomanyinvariancia miatt 7' (U (2, €)) C U(Zn,, €)
adédik. Iteracioval és teljes indukciot alkalmazva,

Tm(B(xnove)) C---C T(B(‘Tnovs)) - B(.TnO,S).

Ha tehat m,n > ng, akkor x,, Ty € U(Zn,,€). Azaz d(xp, ) < 2¢, ami
pedig pontosan a Cauchy-tulajdonsag.

A teljesség miatt létezik az (z,) sorozatnak zo € X hatarértéke. Meg-
mutatjuk, hogy zg a keresett fixpont. Valdban, mivel z,11 = Tx,, és
mivel T" egy ¢-kontrakcio, ezért

d(zo, Txo) < d(x0, Tnt1) + d(xnt1, Txo) < d(zo, Tpt1) + @ (d(@n, 20)).

Ez utobbi tag nulldhoz tart, ha n — oco. Fz csak ugy lehet, hogy xg = T'xq
fonnall.

Az egyértelmiiség igazoldsahoz indirekt médon tegyiik fel, hogy x, yo
€ X kiilonbo6z6 fixpontok. Ekkor d(xg,yo) > 0, s ezért

d(x()?y()) = d(T$07Ty0) S w(d(x(b yO)) < d(':UO’yO)?

ami ellentmondés. Tehat xy = yg, amivel a bizonyitast befejeztiik. O

1.3. A Cirié-féle fixponttétel

Banach fixponttételének egy masik irdnyud altalanositasi lehetéségét vizs-
galjuk meg. Ehhez sziikségiink lesz a kovetkezd, részben technikai fogal-
makra. Ha X nem tures halmaz, T: X — X adott leképezés, akkor az
x € X elem n hosszd pdlydjan, illetve pdlydjin a koévetkez6 halmazokat
értjik:

On(z) = {T*z | k € {0,...,n}}, O(x) = {TFz | ke NU{0}}.
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Legyen (X,d) metrikus tér, ¢ €]0,1[ pedig rogzitett. A T: X — X
leképezést q faktoru linedris kvdzikontrakcionak nevezziik, ha minden
z,y € X esetén

d(Tz,Ty) < gdiam {z,y, Tz, Ty}

teljesiil. A ,linedris” jelzd természetesen itt sem a T leképezésre vonat-
kozik, hanem a fels6 becslés jellegére utal. Fontos megemliteni, hogy
egy linearis kvazikontrakcié nem feltétlen folytonos. Mégis, a teljességet
foltételezve, érvényben marad a fixpont létezésére és egyértelmiiségére
vonatkozdé allités.

1.9. tétel. ( C’im’c’) Teljes metrikus tér barmely linedris kvdzikontrakcio-
janak létezik egyértelmi fixpontja.

Bizonyitds. Legyen (X,d) teljes metrikus tér, T: X — X pedig ¢ fak-
tord kvazikontrakcio. Rogzitett © € X esetén tekintsiik az x1 = x és
Znt1 = Tz, médon adott sorozatot. Célunk azt megmutatni, hogy (z,,)
konvergens és hatarértéke a T egyetlen fixpontja.

Els6ként igazoljuk, hogy (z,) korlatos, azaz diam O(z) véges. Ha
diam O(z) = 0, akkor x a keresett fixpont, {gy f6ltehetjiik, hogy diam O(x)
> 0. Legyen n € N, valamint zy,z; € O,(x) adottak, ahol k,l €
{2,...,n+1}. Ekkor

d(zg, ;) = d(T* 1z, T 2) < gdiam {TF 22, TF e, T2, T 1)
< gdiam O, (z) < diam O, (x).
Ez azt mutatja, hogy az n hossza palyak atmérdje nem addédhat kezdo-
elemté] kilonbozé tagok tévolsdgaként. Vagyis létezik olyan k € {2,...,

n + 1} index, hogy
diam Oy, (z) = d(x, zy).

Azonban ekkor

diam O, (z) = d(z, z},) = d(z, T" 1)
< d(z,Tz) +d(Tz, T 'z)
< d(z,Tz) + qdiam {z, Tz, T" 22, T* 12}
< d(z,Tz) + gdiam O, (z),

ahonnan rendezéssel kapjuk, hogy = véges hossziisdga palyai kozos korlat
alatt maradnak. Tehat O(z) valoban korlatos.
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Mésodszor azt igazoljuk, hogy (x,) Cauchy-sorozat. Ennek érdekében
[ szerinti teljes indukciéval a kévetkezo becslést igazoljuk. Ha n,m,l € N
olyanok, hogy m >n > 2 és !l <n — 1, akkor

d(.%'n, xm) < ql diam Omfn+l(xnfl)-

Mivel
{xn—ly Tn, Tm—1, mm} C Om—n+l($n—1)

és T kvazikontrakcid, ezért

d(xn, xm) = d(Trp—1,TTm-1)

< q diam {xnfla Tny, Tm—1, .Z'm}

< gdiam Oy 1(2n-1)-
Tehat a becslés [ = 1 esetén igaz; tegyiik fel, hogy valamely rogzitett [ ér-
tékre szintén érvényes. Mivel a palyak dtméréje nem adédhat kezdGelem-
t61 kiilonbo6z6 elemek tavolsdgaként, ezért van olyan k € {1,...,m—n+I1}
index, amellyel diam Oy, (2n—1) = d(xp_i, Tn_i1k) teljesiil. Ilyen va-
lasztassal élve,

d( -1, Tp—i+k) = d(Txpn—1-1, TTp_1-1+k)
< qdiam {Zn 1, Tnt, Tni—14k> Tn—14k}
< gdiam Ok 11 (7p—1-1)
< gdiam Oy, g1 (Tp—i—1)-

Mindezeket az indukciés feltétellel 6sszevetve,
d(wn, ) < ¢’ d(@n—1, Tnrsk) < ¢ diam Opy i1 (Tn—i-1)-
Az eredeti becslés [ = n — 1 speciélis esete szerint
d(xp, Tm) < ¢" ! diam Om—1(x).

Azonban korédbban belattuk, hogy diam O(z) véges; tehat a fenti egyen-
16tlenség bal oldala nulldhoz tart, ha n — oco. Ez pedig épp a Cauchy-
tulajdonsagot jelenti.

A teljesség miatt az (x,,) sorozatnak létezik zo € X hatarértéke. Har-
madik 1épésben azt mutatjuk meg, hogy xg fixpont. Nyilvan

d(z0, Tzo) < d(z0; Tn+1) + d(Tnt1, T'20)
< d(xg, xny1) + gdiam {zp, xpy1, 0, TTo}-
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Mivel z,, — z0, ezért itt az elsé tag nulldhoz, az &tméré pedig a d(xg, T'zg)
értékhez tart. Vagyis hatdrdtmenet utdn a fontiekbél d(zg,Tzo) <
qd(xo, Txo) kovetkezik. Mivel ¢ < 1, ezért innen d(zg,Tz¢) = 0, azaz
ro = Txg adddik.

Végezetiil a fixpont egyértelmiiségét kell bizonyitani. Tegyiik fel, hogy
o és yo a T fixpontjai. Ekkor

d(zo,y0) = d(Txo, Tyo) < gdiam {zo, T'xo,y0, Tyo} = qd(x0, yo)-

Innen ¢ < 1 miatt csakis d(zg,yo) = 0 teljesiilhet. Ez azt jelenti, hogy T
fixpontja valéban egyértelmii. O

1.4. A Hegediis—Szilagyi—Walter-féle fixponttétel

Az elézbekben targyalt nemlinearis kontrakcidk és linedris kvéazikontrakci-
0k kézenfekvo kozos altalanositasai a nemlinedaris kvazikontrakcidk, vagy-
is az olyan T' leképezések, melyeknél a képek tavolsaga az {z,y, Tx, Ty}
halmaz atméréjének bizonyos fiiggvényével becsiilhets. Mit allithatunk
ilyenkor a fixpont 1étezésérél és egyértelmiiségérél? A valds szamok hal-
mazat a szokdsos metrikdval elldtva a m/2-vel vald eltolds nemlineéris
kvazikontrakci6é a ¢(t) = t — arctan(t) osszehasonlité fiiggvényre nézve.
(Az Osszehasonlit6 fiiggvény fogalmét a kordbbi értelemben hasznéljuk.)
Valéban: ekkor d(Tx,Ty) = |x—y| és diam {z,y, Tz, Ty} = |z —y|+m/2.
Mivel arctant < 7/2, ezért d(Tz,Ty) < p(diam{x,y, Tz, Ty}). Mas-
részt eltolasrdl 1évén szo, T nyilvanvaléan nem rendelkezik fixponttal.
Vagyis léteznek fixpontmentes nemlinearis kvizikontrakciok. Azonban
kideriil, hogy az elemek palyaira szabott korlatossagi tobbletfeltétel mar
biztositja a fixpont egyértemi 1étezését.

Ha (X,d) metrikus tér, T: X — X adott leképezés, akkor O(z,y)
jeloli az x,y € X elemek kozos péalyajat, vagyis az O(z) U O(y) halmazt.
Azt mondjuk, hogy a T leképezés gyenge kvdzikontrakcio a o Osszehason-
lité fiiggvénnyel, ha korlatos palydkat szarmaztat, és minden z,y € X
esetén

d(Tz,Ty) < ¢(diam O(z,y))

teljesiil. A nemlinedris kvazikontrakcié megnevezést elkeriilve erds kvdzi-
kontrakciordl szélunk, ha barmely z,y € X esetén T teljesiti az alabbi
egyenl6tlenséget:

d(Tx, Ty) < p(diam {z,y, Tz, Ty}).
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A kés6bbiekben elegendd feltételeket adunk arra, hogy egy erés kvazikont-
rakcio6 korlatos palyakat szarmaztasson, vagyis hogy gyenge kvazikontrak-
ci6 legyen.

1.10. lemma. Ha T gyenge p-kvdzikontrakcio, ugy T™ gyenge ©"™-kvdzi-
kontrakcio.

Bizonyitds. Legyenek x,y € X tetszolegesek. Ha k,I > 1, akkor nyil-
vanvaléan O(TF 1z, T=1y) C O(x,y), igy T kvazikontraktivitdsa és ¢
monotonitasa miatt

d(Tkz, Tly) = d(TT* z, TT 1y)

< p(diam O(T* 2, T y)) < ¢(diam O(z, y)).

Mivel ez az egyenlétlenség x = y esetén is érvényes, ezért

diam O(T'z, Ty) = sup {d(T*z, T'y), d(T"x, T'z), d(T*y, T'y)}

k,lEN
< o(diam O(z, y)).

Innentdl a lemma allitasat teljes indukcioval kapjuk. Az allitds n =1
esetén trividlis, és tegyiik fel, hogy valamely n € N esetén mar belattuk.
Ekkor az el6z6 egyenlotlenséget és ¢ monotonitasat hasznédlva

ATz, T y) = d(T"Tz, T"Ty)
< ¢"(diam O(T'z, Ty)) < "™ (diam O(z,y))

kovetkezik, és éppen ezt kellett igazolnunk. O

1.11. tétel. (Hegedis—Szilagyi—Walter) Teljes metrikus tér barmely gyen-
ge kvdzikontrakcidjanak létezik egyértelmi fixpontja.

Bizonyitas. Legyen (X, d) teljes metrikus tér és legyen T: X — X gyenge
kvazikontrakci6é ¢ Osszehasonlité fiiggvénnyel. Legyen x € X tetszlleges.
Els6 1épésben ismét azt igazoljuk, hogy az x1 := x és x4 := Tz, mddon
adott (x,) sorozat Cauchy-tulajdonsdgi. A pélydk korldtossdga és (¢")
pontonkénti konvergenciaja biztositja, hogy barmely € > 0 esetén van
olyan ng € N index, amellyel ¢ (diam O(z)) < £/2 teljesiil. Ha tehét
n > ng, akkor az el6z6 lemma miatt

d(T™z, T"z) < " (diam O(z, T" "0z)) = ¢"(diam O(z)) < /2.

A haromszog-egyenl6tlenség miatt innen d(z,,z,,) < €, ha n,m > ng.
Vagyis (z,) Cauchy-sorozat.
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A tér teljessége miatt az (x,) sorozatnak létezik z¢p € X hatérérté-
ke. Masodik 1épésben azt igazoljuk, hogy az x( iterdltjaibdl &ll6 sorozat
hatarértéke szintén xg. Ismét az el6z6 lemma alapjan kapjuk, hogy

d(zo, T"x0) < d(x0,Tn) + d(zp, T"x0)
= d(xg,xn) + d(T"x, T"x0)
< d(z0, ) + ¢" (diam O(z, z9)).
E fels6 becslés pedig az (x,,) sorozat és (¢™) konvergencia tulajdonsigai
miatt nulldhoz tart n — oo esetén.
Végezetiil azt fogjuk igazolni, hogy diam O(xg) = 0. Ha n,k € N,
akkor a korabbi lemma és ¢ monotonitdsa miatt
d(T"xo, T" ) < " (diam O(zy, Tkmo))
= ¢"(diam O(z0)) < ¢(diam O(xy)).

-

Igy
sup d(T"xo, T™z0) < p(diam O(xg)) < diam O(z),
n,meN

amibdl

diam O(zg) = sup d(zo, T" )
neN

koévetkezik. Masrészt T"xy — xg; ezért van olyan m € N, hogy
diam O(xo) = max{d(zo, T*zo) | k =1,...,m}.
Legyen k € {1,...,m} az az index, amely az atmérét meghatérozza.
Ekkor minden n € N valasztas mellett
d(zo, T*x0) < d(xo, T" o) + d(T" Fag, TFa0)

< d(wo, T" ™ 20) + " (diam O(T"x, z0))

= d(z0, T"x0) + " (diam O(x0))

< d(z0, T" " 20) + ¢(diam O(zy)).

Végrehajtva az n — oo hatardtmenetet és szem elott tartva az el6zd
észrevételeket,

diam O(z0) = d(xo, T"x0) < p(diam O(z))

adédik. Azonban ¢ Gsszehasonlité fiiggvény, ezért a fenti egyenlétlenség
csakis diam O(zp) = 0 esetén teljesiilhet. Ebbé] specidlisan a kivant z¢ =
Txo tulajdonsig is kovetkezik. A fixpont egyértelmiiségét a korabban
latott mddszerekkel nyerhetjiik. O
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Mint ahogy azt a kapcsolddo tételek bizonyitasaibdl lathatjuk, az ed-
dig vizsgalt altaldnositott kontrakcidk korlatos palydkat szarmaztatnak.
Tehat a korabban bemutatott fixponttételek adédnak az el6z6 eredmény-
bél. Most tovabbi alkalmazasokat ismertetiink erds kvazikontrakcidkra.

1.12. kovetkezmény. Ha (X, d) teljes metrikus tér, ¢ pedig olyan dssze-
hasonlito figgvény, hogy (id — @) szigordan monoton szirjekcid, akkor
barmely erds p-kvdzikontrakcionak létezik egyértelmi fizpontja.

Bizonyitds. Legyen T: X — X er6s kvazikontrakcié a feltételeknek eleget
tevl ¢ Osszehasonlito fliggvénnyel. Az el6z6 tétel miatt elegendd csupan
azt megmutatni, hogy T korlatos palyakat szarmaztat. Legyen x € X
rogzitett. Ekkor

diam Op41(x) < d(x, Tz)+ diam O, (Tz) < d(z, Tz)+p(diam Op41(x)),

’

18y

(id — ¢)(diam Op41(2)) < d(x, Tz).
Mivel (id — ¢) szigortian monoton noévé, ezért van inverze. A sziirjek-
tivitds biztositja, hogy az inverz mindkét oldalra alkalmazhatd. S6t, az
egyenl6tlenség irdnya sem valtozik meg. Ez azt jelenti, hogy x minden
véges hosszusagu palyaja kozos korlat alatt marad. O

1.13. kovetkezmény. Ha (X, d) teljes metrikus tér, ¢ pedig olyan dssze-
hasonlits figgvény, hogy ¢™(t) < cpt teljesil a Y ¢, konvergens sorral,
akkor minden erds p-kvdzikontrakcionak létezik egyértelmii fixpontja.

Bizonyitds. Legyen T: X — X er6s kvazikontrakcio a feltételeknek eleget
tevd ¢ Osszehasonlité fiiggvénnyel. Ismét elegend6 csupan azt igazolni,
hogy T korlatos palydkat szarmaztat. Legyen x € X tetszOleges. Ekkor

diam O, 11 (z) < diam O, () + d(T"z, T" )
< diam O, (z) + ¢"(diam Op41(x)).

Tehat az a, := diam O, (z) sorozatra a,t+1 < a, + ¢"(an4+1) teljesil.
Teleszképosan Gsszegezve az apy — ap < pF(apr1) egyenlStlenségeket,
valamint szem el6tt tartva az (a,) és ¢ monotonitasi tulajdonsigait,

n

n
On41 — Qpy = Z (ak+1 —ax) < Z Sok(ak—H)

k=ng k=ng
n

(o) (o ¢]
<Y P ani) < Y0 W (ani) < Y cranpa

k=ng k=ng k=ng
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adodik. Vélasszuk az ng € N indexet gy, hogy > 72, cx < 1 teljesiiljon.
Ilyen valasztds nyilvanvaléan lehetséges. Ekkor a fonti egyenlétlenség
atrendezett alakja mutatja, hogy (a,) valoban korlatos. O

Erdemes még megemliteni a Heged{is-Szildgyi- Walter-fixponttételnek
azt az egyszerl kovetkezményét, mely szerint kompakt metrikus tér bdr-
mely gyenge kvdzikontrakciojdnak létezik egyértelmd fizpontja. Megje-
gyezzlik azt is, hogy mar egy erds kvazikontrakcié sem feltétleniil foly-
tonos. Ez az oka annak, hogy az utdébbi eredményekben az iteracids
sorozat hatarértékének fixponttulajdonsagat nem a folytonossagra hivat-
kozva, hanem egyéb modszerek segitségével mutattuk meg.

1.5. Szigortan nemexpanziv leképezések

Mivel egy Banach-tér izometriai kozott vannak fixpontmentes leképezések
(példdul a transzlaciok ilyenek), ezért a kontrakcié klasszikus fogalmaban
a g = 1 valasztdas nem célravezets. A fejezet lezardsaként azt vizsgal-
juk, hogy a ¢ = 1 esetben a szigoru egyenlOtlenség hasznalataval mikor
allithatjuk a fixpont létezését.

Legyen (X, d) metrikus tér. Azt mondjuk, hogy a T: X — X leképe-
zés szigordan nemexpanziv, ha minden z,y € X és x # y esetén

d(Tz, Ty) < d(z,y).

1.14. tétel. Létezik teljes metrikus téren értelmezett fizpontmentes, szi-
goruan nemezxpanziv leképezés. Kompakt metrikus tér bdrmely szigorian
nemezxpanziv leképezésének létezik eqy €s csak eqy fixrpontja.

Bizonyitds. Az elsé allitas igazoldsahoz tekintsiik a valds szamok halma-
zat a szokasos metrikaval, és legyen T: R — R leképezés az alabbi médon
adott:

Tx = log(exp(z) + 1).

Konnyen ellenérizhet, hogy minden & € R esetén |T7¢| < 1. Ezért a
Lagrange-féle kozépértéktétel miatt T szigorian nemexpanziv leképezés.
Maésrészt minden x € R mellett x < Tz, tehat T nem rendelkezhet fix-
ponttal.

Legyen most X kompakt metrikus tér, s legyen T': X — X egy szi-
gortian nemexpanziv leképezés. Tekintsik a ¢(x) = d(x, Tx) fliggvényt.
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Mivel ¢: X — R folytonos, X pedig kompakt, ezért van olyan xy € X,
hogy ¢(x¢) = infx . Méasrészt

d(z0, Tzo) = @(x0) < @(Tx0) = d(Tzo, T(Tx0)) < d(zo, Tx0).

Mivel T" szigoriian nemexpanziv, ezért itt egyenldség csakis d(zg, Txg) =0
esetén allhat, vagyis ha x( fixpont. Az egyértelmiiségre vonatkozé allitas
nyilvanvalé, ezért bizonyitdsat elhagyjuk. O






2. fejezet

A Banach-féle fixponttétel
megforditasai

Az egyértelmii fixpont létezése nemcsak kovetkezménye, hanem lényegé-
ben meghatarozo sajatossiaga a kontrakcids tulajdonsagnak. Ezt a meg-
lep6 kapcsolatot Bessaga és Ludvik tételein keresztiil mutatjuk be.

2.1. Bessaga tétele

Elsoként egy tetszOleges halmaz egyértelmli fixponttal bird leképezéseit
vizsgaljuk. A f6 eredmény bizonyitasa egy alkalmas metrika konstrukcié-
jan mulik, aminek l1étezését a Kuratowski—Zorn-lemmaval igazoljuk.

2.1. tétel. Ha X nem tires halmaz, T: X — X olyan leképezés, hogy T
minden iterdltjanak legfeljebb egy fizpontja van, akkor birmely q €]0,1]
esetén megadhatd olyan d metrika, melyre nézve T kontrakcic q faktorral.
Tovdbbd ha T-nek van fizpontja, akkor d gy is vdlaszthato, hogy (X, d)
teljes metrikus tér legyen.

Bizonyitds. ElsOként megmutatjuk, hogy létezik az alabbi feltételeknek
eleget tevé ¢: X — R fiiggvény:

(i) ¢(x) > 0 minden z € X esetén;
(73) ¢(z) = 0 pontosan akkor, ha x fixpontja T-nek;
(1i1) o(Tz) < qp(x) minden x € X esetén.

33
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Jelolje ® azon (D, ) parok halmazat, amelyekre teljesiilnek a kévetkezd
kivanalmak: D C X és T'(D) C D, valamint ¢: D — R eleget tesz a fonti
harom tulajdonsagnak.

Megmutatjuk, hogy minden 2y € X esetén van olyan (D,p) € @,
hogy xg € D. Legyen D = O(zg) az xy elem pélyaja. Vildgos, hogy
ekkor T'(D) C D. A pélya szerkezetét illetéen két eset fordulhat eld:
vagy T'zo # T7xq, ha i # j, vagy pedig létezik olyan k € N index, hogy
O(T*x) egyelemfi és minden 0 < i < j < k — 1 esetén T'zg # T7xq. Ha
ugyanis nem az elsé eset all fonn, akkor léteznek olyan k£ < j indexek,
hogy TFzg = TVxq; foltehetd, hogy k a legkisebb ilyen index, j pedig az
ehhez tartozo legkisebb index. Ekkor

TI=*(Thzg) = TIag = TFag;
TI~ k(T gg) = TTI g = TT 2o = TF ay,.

Vagyis a T97F leképezésnek mind T*zy, mind pedig TF*+'zy fixpont-
ja. Tekintve, hogy T barmely iteraltjanak legfeljebb egy fixpontja van,
Trxy = TF 1z adddik; ezt az egyenletet iterdlva épp a masodik palyati-
pushoz jutunk.

Definidljuk a ¢ : X — R leképezést a kovetkez6 médon: legyen (T xq)
= ¢', ha a pélya az els6 tipusti. A maésodik tipusi pélya esetén legyen
o(T'zg) := ¢', ha 0 < i < k — 1, mig az i > k esetben legyen nulla.
Megmutatjuk, hogy ilyen valasztas mellett ¢ teljesiti az elvart tulajdon-
sagokat.

Ha a palya elsé tipusi, akkor ¢ pozitiv és T-nek nincs fixpontja, tehat
(1) és (i) teljesiil. A harmadik tulajdonsag ellenérzéséhez legyen 2 = T'xg
alakban adott. Ekkor

o(Tx) = (T 2g) = ¢ = qp(T"x0).

Ha a palya méasodik tipust, akkor az elsé tulajdonsag ¢ definiciéja miatt
teljesiil. Legyen x = T'xzq. Tegyiik fel, hogy z fixpontja T-nek. Ekkor
x = Tx miatt T'zg = Tz, ezért k < i. Am ekkor ¢(x) = 0 definicié
szerint. Megforditva, ha ¢(z) = 0, akkor sziikkségképp k < i és igy

r=Tzy=T" 0o =TT 2 = Tx.

Vagyis a mésodik tulajdonsdg szintén fonnall. Végezetill, a p(Tx) <
ge(x) tulajdonsdgot harmas esetszétvalasztassal ellendrizhetjiik.
Ha 7 < k — 2, akkor

o(Tz) = (T xg) = ¢ = q¢" = qp(T'x0) = qp().
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Ha i = k — 1, akkor

o(Tx) = p(TFx0) = 0 < ¢* = q¢* ! = qp(T* ' 20) = qp(x).

Ha ¢ > k, akkor

o(Tx) = o(T" o) = 0= qp(T"x0) = qp().

Tehat ® valéban nem iires. Ertelmezziik most a < reldciét a kovetkezd
moédon: (D1, ¢1) = (D2, p2) pontosan akkor, ha Dy C Ds és ¢a|p, = ¢1.
Konnyen ellenérizhet6, hogy ekkor < parcialis rendezés a ® halmazon.
Legyen

L ={(Dr,px) EP| A€ A}

tetszoleges lanc, valamint D = [Jycp Dy és o € D)y esetén p(x) = px(z).
Megmutatjuk, hogy ¢: D — R fiiggvény. Tegylik fel ugyanis, hogy
x € Dy, N Dy,. A lanctulajdonsidg miatt foltehetd, hogy Dy, C D,,
és px, Dy, = a,- Ha z € Dy, tetszOleges, akkor

P (l‘) = §0>\2|D>\1 (l‘) = Pxg (:E)

Nyilvanval6, hogy az igy nyert (D, ) par az £ lanc f6ls6 korlatja. Meg-
mutatjuk, hogy (D, ) € ®. Nyilvan D C X, és

T(D)=T(|J D)) = |J T(Dx) € | Dr=D.
AEA AEA AEA

Vildgos, hogy ¢ nemnegativ; tovabbd ¢(x) = 0 pontosan akkor, ha
valamely A € A esetén ) (x) = 0, ahol x € Dy; ez utébbi pedig pontosan
akkor teljesiil, ha x fixpontja T-nek. Végezetiil, ha = € D), akkor Tx €
D); tovabb4,

p(Tz) = px(Tz) < gpr(z) = qp(2).

A Kuratowski—Zorn-lemma szerint a (®, <) parcidlisan rendezett hal-
maznak létezik maximélis eleme, amelyet jel6ljon a tovabbiakban (D, ¢).
Most igazoljuk, hogy sziikségképpen D = X teljesiil. Tegyiik fel ugyanis
indirekt médon, hogy van olyan xy € X, amely nincs benne D-ben. Le-
gyen Dy := D U O(zg). Ha DN O(xg) = 0, akkor legyen ¢o(z) = ¢(z),
ha x € D, amugy pedig (azaz z¢ palydjan) az eléz6 konstrukciéban 14-
tottak szerint adott. Ha D N O(zg) # 0, akkor 1étezik olyan k € N, hogy
zo, Txg,...,T" ag & D és TFzy € D. Ha T"x fixpontja T-nek, akkor
legyen oo(T'xg) == ¢', ha 0 < i < k — 1, és @o(z) := p(x), ha x € D.
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Ha T*x( nem fixpontja T-nek, akkor legyen @o(T%zg) := ¢* Fo(T*x), ha
0<i<k-—1,és po(x):=p(x), hazeD.

Ekkor ¢o: Dy — R valddi kiterjesztése a p: D — R fiiggvénynek,
teljesiti a korabbi tulajdonsdgokat, tehdt (D, ) =< (Dy,¢p), ami pedig
ellentmond (D, ¢) maximalitdsanak.

Osszességében tehat 1étezik az (i)-(iii) eldirdsoknak eleget tevd ¢:
X — R fliggvény. Ennek birtokdban legyen d: X x X — R az aldbbiak
szerint adott:

_ {so(fv) +o(y), haz#y;

d(z,y) =
0, ha z =y.

Megmutatjuk, hogy ekkor d metrika az X halmazon. Valéban, a nemne-
gativitds és a szimmetria nyilvanvalé. Vildgos az is, hogy x = y esetén
d(xz,y) = 0. Megforditva, ha d(z,y) = 0, akkor ¢(x) + ¢(y) = 0, ami
csak ugy lehetséges, ha p(z) = ¢(y) = 0. Azaz Tx = z, illetve Ty =y
teljesiil. Mivel a T leképezésnek legfeljebb egy fixpontja van, ezért sziik-
ségképpen z = y adddik. A haromszog-egyenlStlenség fonnall, ha x,y, z
koziil legalabb két elem azonos. Ha pedig paronként kiillonbozéek, akkor
( nemnegativitdsa miatt

d(x, 2) = o(z) + ¢(2) < (@) + o(y) + ¢(Y) + (2) = d(z,y) + d(y, 2).
S6t, a T leképezés kontrakci6 ¢ faktorral az (X, d) térben. Ha ugyanis

x,y € X, akkor foltehetjilk, hogy Tx # Ty. Ekkor természetesen x # y,
és igy d definicidja, valamint ¢ tulajdonsigai miatt kapjuk, hogy

d(Tz, Ty) = p(Tx) + o(Ty) < q(p(z) + ¢(y)) = qd(z,y).

Végezetiil tegyiik fel, hogy létezik T-nek zo € X fixpontja, és az
allitassal ellentétben (X, d) nem teljes. Ekkor van olyan (z,) Cauchy-
sorozat, amely nem konvergens, specidlisan az xg fixpont sem hatarértéke.
Vialasszuk az € > 0 szdmot Ugy, hogy d(z,,xo) > € végtelen sok n €
N indexre teljesiiljon; az altaldnossig csorbitdsa nélkiil féltehetd, hogy
minden sorozatelem ilyen. A Cauchy-tulajdonsag miatt van olyan ng € N
index, hogy d(zy,zn,) < €, ha n,m > ng. Tegytk fel, hogy x, # z,.
Ekkor folhasznélva, hogy ¢(z9) = 0,

€ > d(zn, Tm) = ©(zn) + @(zm) = ©(zn) + ©(20) + P(Tm) + p(0)
= d(xn, o) + d(Tm, xo) > 2€.
A kapott ellentmondds miatt x, = x,, adodik az ng-nal nem kisebb inde-

x1 sorozatelemekre, vagyis a sorozat véges sok tagtol eltekintve allando.
Specidlisan konvergens, ami ismételten ellentmondasra vezet. ]
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2.2. Ludvik tétele

Ha az alaphalmaz maga is metrikus tér, akkor a Bessaga-tételben konst-
rualt metrikus térnek ezzel altaldban nincs kapcsolata. A kévetkezo tétel
éppen azért fontos, mert az eredeti és az ij metrika (amelyben a leképezés
méar kontrakcid) topologikusan ekvivalensek.

2.2. tétel. Ha (X,d) kompakt metrikus tér, q €]0,1[, valamint T: X —
X olyan folytonos leképezés, amelyre

N T"(X) = {p}
n=1

teljesiil, akkor van olyan dy metrika, amelyre nézve T kontrakcio q fak-
torral, és amely topologikusan ekvivalens az eredeti d metrikdval.

Bizonyitds. Az egyértelmiiség érdekében a tovabbiakban jelezni fogjuk,
hogy a metrikdhoz két6do fogalmak aktualisan éppen melyik metrika
szerint értendSk. Legyen e, = diam 47"(X). Mivel {T"(X) | n € N}
csokkend lanc, ezért (g,) monoton csokkend és nyilvin nemnegativ tagu.
Igy (e,,) konvergens. Mésrészt T"(X) kompaktsiga miatt 1éteznek olyan
Zn,Yn € T(X) elemek, hogy e, = d(zy,yn). Foltehetjik, hogy (z,) és
(yn) konvergensek az x, illetve y hatérértékekkel. Mivel z,y € T"(X)
teljesiil minden n indexre, ezért a tétel feltétele szerint sziikségképpen
x = p =y teljesiil. Ez azt jelenti, hogy (e,,) nullsorozat.
Legyen

dy(z,y) :=supd(T"z, T"y) (x,y € X).
n>0

Megmutatjuk, hogy d; metrika. Valéban, d; nyilvinvaléan nemnega-
tiv, és az el6zdek miatt nem vehet fol bovitett valds értéket sem. Ha
dy(z,y) = 0, akkor d(T™x, T™y) = 0 minden n indexre; specidlisan, n = 0
valasztéssal, d(x,y) = 0. Am ekkor sziikségképpen z = y teljesiil. A d;
szimmetridja szintén vilagos. Végiil

d(T"x, T"z) < d(T"z, T"y) + d(T"y,T"z)
< dl(xvy) + dl(ya Z);
a bal oldalon szuprémumot véve a haromszog-egyenlotlenséget kapjuk.

S6t, dy és d ekvivalens metrikdk X-en. Nyilvan d(z,y) < di(x,y) mindig
teljestil. Tegyiik fel, hogy (x,,) olyan sorozat, amely tart valamely z € X
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elemhez a d metrika szerint. Legyen ¢ > 0 tetszdleges, és ng € N olyan,
hogy n > ng esetén ¢, < ¢ teljesiiljon, ahol (g,) a kordbban bevezetett
sorozat. Mivel T°,... T™ folytonosak a d metrikidra nézve, ezért van
olyan § > 0, hogy d(z,y) < ¢ esetén

d(TFz, T y) < ¢ (k=0,...,n0).

Masrészt x,, —q x, ezért van olyan mg € N, hogy d(z;,,x) < ¢ ha
m > my; igy az el6z6ek miatt

dy(xm, x) = supd(T"xy,, T"x)
n>0

< max{ey,,  nax d(T*z,, TFz)} < e.
=0,...,n9

Vagyis az (x,,) sorozat konvergens és hatérértéke x a d; metrika szerint.
Ez azt mutatja, hogy dy és d topologikusan ekvivalens metrikdk. Sé&t,
az (X,d;) metrikus téren 7' mar nemexpanziv leképezés. Ha ugyanis
xz,y € X, akkor

di(Tx, Ty) = sup d(T™ g, T y)
n>

< supd(T"z, T"y) = di (=, y).
n>0

Ertelmezzitk most az z € X elem n(z) nivéjat az alabbiak szerint.
Legyen n(x) := +o0, ha = = p; egyébként pedig

n(x) :=sup{n e N|z e T"(X)}.
Nyilvdn z € T"1(X) esetén Tz € T™(X) kovetkezik; igy
n(Tz) =sup{n e N|Tx € T"(X)}

>sup{n €N |z e T (X)}
=n(x)+ 1.

Tekintsiik az aldbbi médon értelmezett g: X x X — [0, +o00[ fiiggvényt:
oa,9) 2= OOy o).

Folhasznélva az el6z6 egyenlGtlenséget és azt, hogy T nemexpanziv a d;
metrikara nézve, kapjuk, hogy

9(Tz,Ty) = ¢TI gy (T, Ty)
< qmin{n(ac),n(y)}‘f‘ldl(x7 y) =q- g(% y)'



A Banach-féle fixponttétel megforditdsai 39

Legyen

do(z,y) := inf{z 9(Tr—1,2) | X0 = 2, ) = y}
k=1

Megmutatjuk, hogy dy olyan, az eredeti metrikaval topologikusan ekvi-
valens metrika, melyre nézve T kontrakci6 g faktorral. Vildgos, hogy dg
nemnegativ, valés értéki fiiggvény, és minden = € X esetén do(x,z) = 0.
Most tegyiik fel, hogy = # y, és legyenek zg, ..., x, olyan pontok, hogy
xg = x és x, = y. Jelolje H azon k € {0,...,n — 1} indexek halmazit,
amelyekre n(zy) < n(z) teljesiil. Nyilvin H # (), hiszen 0 € H. Legyen
x* = xx, ha k a legkisebb olyan index, hogy = ¢ H; ha pedig nincs ilyen
index, akkor legyen x* = y. Ekkor

n
ST gl@e mri) = D gl@r ) = ¢ di (@, 2r4a)
k=0 keH keH

> q"(x)dl(ac, x*) > ¢ min{d; (x,T”(z)H(X)), di(z,y)}.

Mivel T folytonos, X pedig kompakt, ezért T™®)*1(X) kompakt halmaz,
és nem tartalmazza az x elemet. Vagyis a fonti becslés utébbi tagja
pozitiv; igy do(x,y) pozitiv. Hogy dy szimmetrikus, az nyilvanvalé. A
héromszog-egyenlétlenséghez legyen € > 0 tetszdleges, tovabba xg, ..., x,
és Yo, ..., Ym oOlyan elemek, melyekre teljesiilnek a koévetkezék: xg = =,
Tp =Y = Yo €8 Ym = 2, valamint

do(

w\m
l\D\(")

n
Z Tp-1,7K)  do(y

m
Z 9\Yk— layk

Ekkor az xq,...,Tn;y0,---,Ym az y pontban egymashoz csatlakozé, = és
z kozott haladé torottvonal, igy do(z,y) + do(y, z) + € > do(z,2) a dy
értelmezésébdl adéddéan. Innen € — 0 hatardtmenettel kapjuk a bizonyi-
tandot.

Megmutatjuk, hogy T kontrakcié ¢ faktorral a dy metrikara nézve.
Legyen € > 0 tetszoleges, x,y € X, és tekintslink egy olyan xg,...,x,
toréttvonalat, amelyre x¢g = x és x,, = y, valamint

n
Z Th_ 1,$k <d0({L’ y)+
k=1



40 ITERATIV FIXPONTTETELEK ES ALKALMAZASAIK

fonnall. Ekkor

n
o(Tz, Ty) < Z (Txp—1,Txy)

| A

i g(@r—1, %) < q- (do(z,y) +¢).

Mivel € > 0 tetszoleges, ebbdl a kivant kontrakciés tulajdonsigot kapjuk.

Végezetill megmutatjuk, hogy dg és d; topologikusan ekvivalens metri-
kék. Nyilvanvaléan dy(x,y) < di(z,y). Legyen (x,,) olyan sorozat, hogy
do(zm, ) nulldhoz tart, azonban di(x,, ) nem tart nulldhoz. Az alta-
lanossag sérelme nélkiil foltehetjiik, hogy van olyan € > 0 szdm, mellyel
dy(zm, ) > € teljesil. Az X halmaz kompakt a d; metrikdban is, hi-
szen kordabban lattuk, hogy d; és d topologikusan ekvivalensek. Ezért
létezik olyan részsorozat, amely tart valamely y € X elemhez a d; met-
rikdban; ismét foltehetjik, hogy z,, —q4, v. Am ekkor dy < d; miatt
do(zy,,y) nullsorozat. Mivel a hatarérték egyértelmi, ezért x = y. Més-
részt di(x,y) = limy—oo di(Tm,x) > €, vagyis  # y, ami ellentmon-
dés. O



3. fejezet

Kontrakcios elvek az
analizisben

A Banach-féle fixponttétel felhasznaldsainak gazdag tarhazat latva, az al-
kalmazasok bemutatasakor célunk tavolrdl sem lehet a teljesség. Csupan
olyan eredmények ismertetésére szoritkozunk, melyek beépiiltek az anali-
zis oktatdséba, és jol mutatjik a kontrakcids elv hatékonysagat. Igy esett
a valasztasunk a differencidl- és integralegyenletek, illetve a klasszikus
analizis néhany nevezetes eredményére. A fraktalelmélet mint kdzismert
és fontos alkalmazasi teriilet a kovetkezo fejezetben keriil targyalasra.

A bemutatott bizonyitdsok szamos esetben eltérnek a szokasostol.
Modszeriink Bielecki atnormélasi technikajara tamaszkodik, melyhez sziik-
ségiink lesz a kovetkezé megallapodéasokra és egyszeri észrevételekre. Ha
H egy kompakt Hausdorff-féle topologikus tér, akkor jelolje € (H,R™)
a H téren értelmezett, R™-beli értékl folytonos leképezések vektorterét.
FEzen a téren a

o] += sup ()
teH
el6irds egy normat értelmez, melyre nézve ¢’ (H,R™) Banach-tér. Ezt a
normat a tovabbiakban szuprémumnormdnak hivjuk. Koénnyen lathato,
hogy az indukalt konvergencia nem maés, mint a fiiggvénysorozatok egyen-
letes konvergencidja. Az aldbbi lemma a szuprémumnormaéval ekvivalens
tovabbi normék egy lehetséges szarmaztatasat irja le.

3.1. lemma. Legyen H kompakt Hausdorff-féle topologikus tér, p: H —
10, +00[ folytonos figgvény, valamint x € € (H,R™) esetén legyen

2]l == supp(t)]x(t)].
teH

41
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Ekkor || - |

és || - ||p ekvivalens normdk a € (H,R™) téren.

Bizonyitds. Konnyen ellenérizhetd, hogy || - ||, norma a € (H,R™) téren.
Mivel p pozitiv és folytonos, H kompakt, ezért o := inficpp(t) és § :=
sup;c 7 p(t) pozitiv valés szamok. Nyilvan a < 3, és minden t € H esetén

alz(t)| < p(t)|z(t)] < Bla(t)].
Képezve a szuprémumot t-re, kapjuk a normék ekvivalenciajat. O
Az ekvivalencia miatt a Cauchy-sorozatok barmelyik normat tekintve
ugyanazok, igy az eredeti tér teljességét 6rokli az dtnormédlt tér. A | - ||,

norma definiciéjabdl az is vildgos, hogy minden x € € (H,R™) és minden
t € H esetén

1
jz(8)] < m”fﬂllp

3.1. Fredholm-féle integralegyenletek

Legyen p véges Borel-mérték a H kompakt Hausdorff-féle topologikus
téren, és K : H> x R™ — R™ adott magfiiggvény. Célunk a vektorértékii
figgvényekre vonatkozd

(3.1) 2(t) = /H K(t, s, 2(s))du(s)

Fredholm-féle nemlinedaris integrilegyenlet egyértelmi megoldhatdsaga-
nak biztositdsa. Ezt, a magfiiggvényre szabott alkalmas feltételek mellett,
egy skalarértéki fuiggvényekre vonatkozé Fredholm-féle homogén linearis
integralegyenlétlenség megoldhatosiagaval érhetjiik el.

3.2. tétel. Legyen p eqy véges Borel-mérték a H kompakt Hausdorff-féle
topologikus téren, és legyen K : H? x R™ — R™ olyan folytonos figguény,
amely minden t,s € H és minden x,y € R™ esetén eleget tesz a

(3.2) |K(t,s,x) — K(t,s,y)| < L(t, s)|x — y|

Lipschitz-feltételnek valamilyen L: H*> — R pozitiv folytonos figguénnyel.
Teqgyiik fel, hogy az

(3.3) /H L(t, 5)6(s)du(s) < £(t)

linedris homogén integrdlegyenldtlenségnek létezik £: H — R pozitiv foly-
tonos megolddsa. Ekkor a (3.1) nemlinearis integralegyenletnek létezik
pontosan egy x: H — R™ folytonos megolddsa.
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Bizonyitas. Tekintsiik a (3.1) integralegyenlet jobb oldala altal defini-
alt T leképezést. Ha x € € (H,R™), akkor K egyenletesen folytonos a
H x graph(z) kompakt halmaz felett. Ezt kihasznalva igazolhatd, hogy
folytonos x esetén T'x is folytonos. Tehat T': € (H,R™) — € (H,R™).

Legyen p := 1/¢. Megmutatjuk, hogy 7" kontrakci6 a || - ||, norméara
nézve. A masik feltétel értelmében minden ¢ € H valasztassal

1
0 /H L(t, s)0(s)dp(s) < 1.

Mivel itt a bal oldal a t valtozo folytonos fliggvénye és H kompakt halmaz,
ezért

g = sup — /Lts du(s) < 1.

er U(t
Tehat minden ¢ € H esetén

/ L(t, $)0(s)dp(s) < q - £(1).
H

Igy, figyelembe véve a tétel Lipschitz-feltételét, valamint a | - ||, norma
értelmezését,

POIT2)0) ~ T)O] < p(t) [ K(E5.0(5)) ~ K5, 5(5)) dus)
mw/L@@mm (s)ldn(s)
an(s)) o ol

(0]
=( /Lts () -l ol

\ﬁ—pr-

IN

IN

A bal oldal szuprémumat képezve t-ben, a kontrakcids tulajdonsag azon-
nal adédik. A Banach-féle fixponttétel miatt T-nek pontosan egy fixpont-
ja, azaz a (3.1) egyenletnek pontosan egy folytonos megoldasa van. [

Az alabbiakban a fenti tétel néhany egyszerii kévetkezményét fogal-
mazzuk meg. Az elsét az £ = 1 valasztassal kapjuk:

3.3. kovetkezmény. Legyen u eqy véges Borel-mérték a H kompakt
Hausdorff-féle topologikus téren, és legyen K : H?> x R™ — R™ olyan foly-
tonos fligguény, amely minden t,s € H és minden x,y € R™ esetén eleget
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tesz a 3.2. tétel Lipschitz-feltételének valamilyen L: H? — R folytonos
fiiggvénnyel. Tegyiik fel, hogy minden t € H esetén

/ L(t, 8)du(s) < 1.
H

FEkkor a (3.1) nemlinedris integrdlegyenletnek létezik pontosan eqy x: H —
R™ folytonos megolddsa.

3.4. kovetkezmény. Legyen p eqy véges Borel-mérték a H kompakt
Hausdorff-féle topologikus téren, és legyenek f: H — R™, illetve A: H?> —
R™>™ folytonos fligguények. Tegyiik fel, hogy minden t € H esetén

[ 1A 9)ldu(s) < 1.
H
FEkkor az
w(t) = f(t) + /H A(t, s)2(s)du(s)

inhomogén linedris integrdlegyenletnek Iétezik egyértelmd z: H — R™
folytonos megolddsa.

Bizonyitds. Az altaldnossig megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy u(H) >
0. Legyen t,s € H valamint x € R™ esetén

1
K(t,s,x) = ———f(t) + A(t, s)x.
p(H)
Az L(t,s) := || A(t, s)|| valasztassal teljesiilnek a 3.3. kovetkezmény felté-
telei, amibdl azonnal adédik az Allitas. ]

3.5. kovetkezmény. Legyen u eqy véges Borel-mérték o H kompakt
Hausdorff-féle topologikus téren, és legyen K: H?> x R™ — R™ olyan
folytonos fiigguény, amely minden t,s € H és x,y € R™ esetén eleget tesz
a

[K(t,s,2) = K(t,5,y)| < L1 (t) La(s)|z — y]
Lipschitz-feltételnek valamilyen Ly, Lo: H — Ry folytonos fiiggvényekkel.
Tegyiik fel, hogy

/ Li(s)La(s)du(s) < 1.
H

Ekkor a (3.1) nemlinedris integralegyenletnek létezik egyértelmd x: H —
R™ folytonos megoldadsa.
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Bizonyitds. Véalasszuk meg a ¢ > 0 szamot Ugy, hogy

l/“(L1(5)4—c)L2(s)du(s)<:1
H

teljesiiljon. Megmutatjuk, hogy a feltevések miatt a 3.2. tétel valamennyi
feltétele az L(t, s) := (L1(t)+c)La(s) és £ = L1+c valasztdsokkal érvényes.
Valéban,

[ E9Usduts) = [ (Ta(e) + ) La(s)(La(s) + c)dn(s)
H H

= (L0 +9) [ La()(Lis) + Idu(s)
< Ly(t) + ¢ = (1),

Igy a bizonyitandé &llitds a 3.2. tétel azonnali kovetkezménye. O

3.6. kbvetkezmény. Legyenek f: H — R™, Ay: H — R™*F és Ay: H —
REX™ folytonos figguények. Tegyiik fel, hogy

|14 1A )dits) < 1.
H

Ekkor az
2(t) = £+ [ A Ax(9)a(s)du(s)

inhomogén linedris integralegyenletnek létezik egyértelmi z: H — R™
folytonos megolddsa.

Ez az eredmény ugyaniugy adodik a 3.5. kdvetkezménybdl, mint ahogy
a 3.4. kovetkezményt levezettiik a 3.3. kovetkezménybél. A bizonyitas
részleteit mellGzziik.

3.2. Volterra-féle integralegyenletek

A Volterra-tipust integralegyenletek szokdsos targyalasanak kulcsgondo-
lata, hogy az egyenlet dltal szarmaztatott leképezés alkalmas iteralt hat-
vanya kontrakcié. E megkozelités helyett a kordbban latott dtnormalési
modszert fogjuk haszndlni. A tovdbbiakban feltessziik, hogy [a,b] C R
egy intervallum, és a H halmaz a kévetkez6 médon adott:

H:={(t,;s) eR*|a <s<t<b}.
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3.7. tétel. Legyenek f: [a,b] — R™ és K: HxR™ — R™ olyan folytonos
figgvények, hogy minden (t,s) € H és minden x,y € R™ esetén teljesil a

|K(t757$) - K(tasay)| < L|I 7y|

Lipschitz-tulajdonsdg valamilyen L > 0 konstanssal. Ekkor az

xz(t) = f(t) + /atK(t,s,a:(s))ds

integrdlegyenletnek pontosan egy x: [a,b] — R™ folytonos megolddsa van.

Bizonyitds. Tekintsiik a fonti integralegyenlet jobb oldala altal definialt
T leképezést. Konnyen lathato, hogy T': €([a,b],R™) — € ([a,b],R™).
Megmutatjuk, hogy T kontrakcié a p(t) := e~ fiiggvény 4ltal indukalt
|| - I, norméra nézve.

Tetszéleges x,y € € ([a,b],R™) esetén a Lipschitz-tulajdonsiagot és a
| - |lp értelmezését szem el6tt tartva kapjuk, hogy

p(O)(Tz)(t) — (Ty)(1)|
<o [ Lla(s) — ylo)lds < (e“ / LeLSds) iz — yl,
= (e M — L) ||lz — ylp < (1 — 2@ |z — y]|,.

Képezve a fenti egyenlGtlenség bal oldalanak szuprémumat t-re, adodik,
hogy T valéban kontrakeié, mégpedig a ¢ := 1 — (@~ faktorral. A Ba-
nach-féle fixponttétel miatt T-nek pontosan egy fixpontja, azaz a tételbeli
integralegyenletnek pontosan egy folytonos megoldédsa van. O

Volterra eredményét e tételbél nyerhetjiik a K (t, s, z) := A(t, s)x spe-
cidlis magfiiggvényt valasztva. A bizonyitas egyszeril részleteit elhagyva
csupan magat az allitdst fogalmazzuk meg:

3.8. kovetkezmény. Ha f: [a,b] — R™ és A: H — R™ ™ folytonos
fligguények, akkor az

2(t) = F(£) + / CA(t, $)a(s)ds

linedris inhomogén integrdlegyenletnek pontosan egy x: [a,b] — R™ foly-
tonos megolddsa van.
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Végezetiil a kozonséges differencidlegyenletek elméletének klasszikus
egzisztencia- és unicitasi tételét targyaljuk, melynek bizonyitédsat a 3.7.
tételre vezetjik vissza. A szokdsos médon felirt

(3.4) Z'(t) = F(t,z(t)), xz(1)=¢

Cauchy-feladat egyértelmii megoldhatosaganak vizsgalatakor sziikségiink
lesz az alabbi kozismert segédallitasra.

3.9. lemma. Ha I C R intervallum, F: I x R™ — R™ folytonos fiigg-
vény, T € I és & € R™, sugy x: I — R™ pontosan akkor megolddsa a
(3.4) Cauchy-feladatnak, ha folytonos megolddsa az aldbbi Volterra-féle
integrdlegyenletnek:

z(t) =&+ /Tt F(s,z(s))ds.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy x megolddsa a (3.4) Cauchy-feladatnak.
Ekkor F' folytonossidga miatt x’ szintén folytonos; integralva a Cauchy-
feladat mindkét oldalat és alkalmazva a Newton—Leibniz-tételt kapjuk,
hogy

t

t
/ F(s,z(s))ds = / 2'(s)ds = x(t) — x(1) = x(t) — £.
T T
Megforditva, ha x folytonos és teljesiil az integralegyenlet, akkor a
fels6hatar-figgvény differencidlhatésagi tétele miatt = differencidlhato és
Z'(t) = F(t,z(t)). Nyilvan 2’ folytonos, és z(7) = £ szintén fonndll. O

3.10. tétel. Legyen I C R intervallum és F': I x R™ — R™ olyan foly-
tonos fligguény, hogy minden t € I és minden x,y,€ R™ esetén teljesiil
a

[F(t,z) — F(t,y)| < L(t)|z — y|

Lipschitz-feltétel valamilyen folytonos L: I — [0, +o0o[ figgvénnyel. Ek-
kor minden 7 € I és & € R™ esetén a (3.4) Cauchy-feladatnak létezik
pontosan eqy, a teljes I intervallumon értelmezett megolddsa.

Bizonyitds. Legyen J C I tetszOleges olyan kompakt intervallum, amelyre
7 € J. Tekintsiik a J intervallumra vonatkozé Cauchy-feladattal ekviva-
lens Volterra-tipusu integralegyenletet. Ennek a 3.7. tétel értelmében,

ft):=¢, K(t,s,x) = F(s,z) és L:= max L(t)
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valasztasokkal élve, létezik egyértelmii z; € €(J,R™) megoldasa. Igy
elegend6 azt igazolni, hogy az eredeti Cauchy-feladatnak létezik a teljes
I intervallumon értelmezett egyértelm megoldasa. Legyen ¢ € I tetszo-
leges, tovabba J C I olyan kompakt intervallum, hogy ¢t,7 € J. Jeldlje
xj a Cauchy-feladat J intervallumon adott egyértelmii megoldasat, és
értelmezziik az x € € (I, R™) fliggvényt az

x(t) :=xy(t)

eloirassal. E definicié korrekt: ha ugyanis Ji,Jo C I olyan kompakt
intervallumok, hogy ¢, 7 € J1NJs, akkor a Cauchy-feladat J; NJy kompakt
intervallumon vald egyértelm megoldhatdsiaga miatt

T, (t) = xJ1|JlﬂJ2 (t) = $J2‘J10J2(t) = xJz(t)'

Nyilvan z a teljes I intervallumon értelmezett megolddsa a Cauchy-fel-
adatnak. Masrészt az egyértelmiiség miatt x|; = x; érvényes minden J C
I kompakt intervallum esetén, amibdl z egyértelmiisége is kévetkezik. [

3.3. Egyvaltozoés fiiggvényegyenletek

Legyenek H és X nem iires halmazok, valamint F: H x X* — X és
©1,...,pk: H— H adott fiiggvények. Célunk az

(3.5) f(@) = F(z, f(e1(2)), ..., for()))

nemlinearis fliggvényegyenlet egyértelmli megoldhatésaganak vizsgalata.
Ezt, hasonldéan a Fredholm-féle integralegyenletek esetéhez, egy linedris
fuggvényegyenlotlenség megoldhatosiga fogja biztositani. Moddszeriink
tovabbra is az dtnormalés elvére tdmaszkodik.

3.11. tétel. Legyen H kompakt Hausdorff-féle topologikus tér, valamint
legyenek F: H x (R™)* — R™ és Ly,...,Ly: H — R olyan folytonos
és pozitiv fiigguények, hogy minden x € H €s y1,...,Yk, 21, .-, 2 € R™
esetén

\F(z, g1, ye) = F (2,21, 2) | < Lo(@)|yn—21] + - + Li() [yp — 25
Ha létezik olyan £: H — R pozitiv fiiggvény, melyre minden x € H vd-
lasztdas mellett

(3.6) Ly(z)(p1(x)) + - + Li(z)l(on(z)) < l(z)

teljesiil, akkor a (3.5) fiiggvényegyenletnek létezik egyértelmd f: H — R™
folytonos megolddsa.
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Bizonyitds. A folytonossagi és kompaktsagi feltételek miatt a (3.6) felté-
telbél az adodik, hogy

e sup L@ @) + -+ Ly (2) s ()

<1

Ertelmezzitk a T: € (H,R™) — € (H,R™) leképezést a

(Tf)(@) = F(z, f(p1(x)), ..., fler(x)))

képlettel. Nyilvanvaléan T fixpontjai a (3.5) fiiggvényegyenlet megolda-
sai. Ezért elegend6é megmutatnunk, hogy 7" kontrakcio a (¢ (H,R™), ||-||)
Banach-téren, ahol p := 1/¢.

Valéban, a tételbeli Lipschitz-feltételt, majd ¢ értelmezését alkalmaz-
va, tetszbleges f,g € €(H,R™) esetén nyerjik, hogy

p(@)(Tf)(z) — (Tg)(=)|
= L!F(SU,J‘“(%(%))’ o f(er(@) = F(z,9(01(2))s - - -, g(pr(@)))]

t(z)
1k
SO ; Li(x)[ f(pi(x)) — g(wi())|
k
< 57 2 L@@l ~ gl < allf = gl
i=1
Tehat
ITf =Tyl = jggp(w)l(Tg)(fv) — (Th)(@)| < qllg = hllp,
és pontosan ezt kellett igazolnunk. O

3.12. kovetkezmény. Legyen H kompakt Hausdorff-féle topologikus tér,
és teqyiik fel, hogy az F': H x (R™)k — R™ folytonos fiigguény eleget tesz
a 8.11. tétel Lipschitz-feltételének olyan Li,...,Ly: H — Ry folytonos
és pozitiv fiigguényekkel, amelyekre minden x € H esetén

Li(x)+---+ Li(x) <1

teljesil. Ekkor a (3.5) figgvényegyenletnek létezik egqy egyértelmiien meg-
hatdrozott f: H — R™ folytonos megolddsa.
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3.4. Az inverzfiiggvénytétel

Jelolje a szokdsos médon #(X,Y') az X Banach-teret az Y Banach-térbe
képezo korlatos linearis leképezések terét, amelyet szintén a szokasos moé-
don az

[A]l:= sup{[[A(z)[ : |l < 1}

norméval latunk el. Az X =Y esetben a #(X, X) jelolés helyett a to-
morebb Z(X) irasmédot fogjuk hasznalni. Emlékeztetiink Banach kor-
latos inverz tételére, mely szerint invertalhato korlatos linearis leképezés
inverze is korlatos linedris leképezés. Az alabbi eredmény, a tartomdany-
invariancia-tétel alapvetd szerepet jatszik az inverzfiiggvénytétel igazola-
saban.

3.13. tétel. Ha X Banach-tér, D C X nyilt halmaz, és T: D — X
kontrakcio, akkor az F(x) := x — Tx képlettel megadott figgvény nyilt és
injektiv, tovdbbd az F~': F(D) — D leképezés Lipschitz-tulajdonsdgi az
1/(1 — q) modulussal. Kovetkezésképpen F homeomorfizmus D és F(D)
kozott, és D = X esetén F (D) = X teljesiil.

Bizonyitds. Legyen p € D, és jelolje g a T kontrakciés faktorat. Elséként
megmutatjuk, hogy ha valamilyen r pozitiv szdm esetén U(p,r) C D
teljestil, akkor U(F(p),(1 — q)r) € F(U(p,r)). Ez ugyanis azt jelenti,
hogy F: D — X nyilt.

Legyen y € U(F(p), (1 —q)r) tetszOleges, és értelmezzik a G: D — X
leképezést a G(x) := y + Tx képlettel. Ekkor G kontrakci6 a ¢ faktorral,
tovabba

I1G(p) —pll =lly+Tp—pl =y - Fp)l <1 -qg)r

Igy a Banach-féle fixponttétel 1.6. tételbeli lokslis valtozata szerint van
olyan x € U(p,r) elem, hogy x = G(z) = y+ Tx, vagyis y = x — Tax =
F(z) teljestil. Tehat y € F(U(p,r)), ami pontosan a kivant tartalmazast
jelenti.

Az F figgvény injektiv, mivel tetszéleges x,y € D elemek esetén a
haromszog-egyenldtlenség, valamint T' kontrakcids tulajdonsdga miatt

1F(z) = F(y)ll = |z = yll = [Te = Ty|| = (1 = g)l]x —y].

Ha u,v € F(D), akkor az * = F~(u) és y = F~1(v) helyettesitések-
kel ugyanez az egyenl6tlenség adja, hogy F'~! Lipschitz-tulajdonsagi az
1/(1 — q) modulussal.
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Végezetil, ha D = X, akkor minden r > 0 esetén U (0,7) C D teljesiil.
Ezért a fentiek szerint U(F(0), (1 — ¢)r) € F(B(0,r)) C F(D) érvényes
minden 7 > 0 esetén, ami csak gy lehetséges, ha F'(D) = X. O

Megjegyezziik, hogy a tétel feltételeibdl azonnal kévetkezik, hogy F
is Lipschitz-tulajdonsagu az 1 + ¢ modulussal.

3.14. kovetkezmény. Ha X és Y Banach-terek és A,B € AB(X,Y)
olyanok, hogy A invertdlhato, és
1

1B —All <
AT’
akkor B s invertdlhatd és

Al < 1B — Al - [A*
Tl [IB Al [lA

1B~ ~

Tovdbbd a AB(X,Y) térben az invertdlhato linedris leképezések halmaza
nyilt, és e halmazon az inverzképzés folytonos.

Bizonyitas. Jelolje I € #(X) az identitést. A tétel feltétele szerint ekkor
¢:=|lI - AT'B| = AT (B-A)| < [|IA7H 1B - All <1,

tehat T := I — A~! B lineéris kontrakei6. Igy F :=I—T = A~ B az el6z6
tétel szerint linedris homeomorfizmus, és [|[F~1|| < 1/(1 — q). Ennélfogva
B = AF is invertalhaté linedris leképezés, és

A 1
1B = P A < ) aty < AL

Tehat
1B — A7 = |1 - A BB < |l - A7'B] - |B7|
| A7 _ (1B Al A7

<q-
l1—q ~ 1—IIB All - AT

Az A A1 leképezés, vagyis az inverzképzés folytonossagara vonatkozé
allitds ennek a becslésnek azonnali kdvetkezménye. O

A Banach-algebrak invertdlhaté elemeire vonatkozé analég allitas koz-
ismert. A bemutatott bizonyitds fliiggetlen a Neumann-sorokkal torté-
né szokasos megkozelitéstol. Megjegyezziikk azonban, hogy az inverz-
elem Neumann-sorral valé konstrukciéjat jelen esetben a Banach—Picard-
iteraci6 szolgaltatna.
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3.15. tétel. Legyenek X ésY Banach-terek, D C X nyilt halmaz, p € D
és f: D =Y. Tegyiik fel, hogy A € B(X,Y) olyan invertdlhatd leképezés,

hogy
o = limsup 1/(2) = 7o) = Alz — y) < 1_1 .
(@)= (p.p) |z —yll A7
TFY

Ekkor léteznek olyan U C X és V. C Y nyilt halmazok, hogy p € U
és q = f(p) € V, valamint f|y: U — V homeomorfizmus. Tovdbbd a
g = (f\U)f1 inverzfiigguényre teljesiil, hogy

_ _ A1 _ —112
hnsap 1200 = 9(0) = AN —v)]| __a]a”!]

(u,0)~(g,) [lu — ]| =1 —al AT
uFv

Bizonyitds. A tétel feltételébol kapjuk, hogy
AL — — Az —
1> o= aHA_lH = lim sup H H Hf(x) f(y) (.%' y)H
(z,y)—(pp) |z —yll
Ay
A1 — — A(x —
e A7) = £) — Ale )]
(z,y)—(pp) |z —yll

TFY
_ limsup M@= ATG) — @ AT @)

(z,y)—(p,p) ly — ||
TFY

Ertelmezzitk a T: D — X leképezést a Tz = x — A~ f(z) képlettel.
A fenti egyenl6tlenségbél azonnal adédik, hogy rogzitett § €]y, 1] esetén
létezik olyan rs5 > 0, hogy

[Ty — Tl| < 6llz -yl

ha z,y € U(p,rs). Tehdt T kontrakcié a § faktorral az U(p,rs) nyilt
gémbon. Igy a tartomdnyinvariancia-tétel szerint az F (x) =z —Tx =
A~1f(x) médon értelmezett F: D — X fiiggvény homeomorfizmus az
Ul(p,rs) és az F(U(p,rs)) nyilt halmazok kozott, s6t F'~1 Lipschitz-tulaj-
donsagt az 1/(1 — ¢) modulussal. Ezért Ao F' = f homeomorfizmus az
Ul(p,rs) ésaz f(U(p,rs)) nyilt halmazok kozott, tovabba u, v € f(U(p,1s))
esetén

17 (w) = f7H )] = IFH AT ) — FHAT )|

sl
==l

IN

1
mHA_lu — A7 <
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Tehat f~! Lipschitz-tulajdonsagi az ||A~!||/(1 — &) modulussal az
f(U(p,rs)) halmazon. Ezt felhaszndlva kapjuk, hogy =,y € U(p,rs) ese-
tén

1) = £l = gyl = ol

Ennélfogva u,v € f(U(p,rs)) esetén az x = f~1(u) és y = f~1(v) valasz-
tasokkal

lg(u) —g(w) =A™ (w—v)l| _ llz—y— A" (f(z) — F())I
[l = vl 1 () = F(w)ll
_ Tz =Tyl -yl _ dA7Y|
le =yl If@) = fl = 1-6

Tehat minden ¢ € |7, 1] esetén

_ _ AL, -1
hmsap 1200 = 9(0) = A7 w =) _ o147

(u,0)=(q,9) |[u — o = 1-6 "
uFv

Innen § — « jobb oldali hatardtmenettel kapjuk a tétel utolsé allitasdéban
szereplé becslést. ]

Az utolsé eredmény bemutatisahoz sziikségiink lesz az aldbbi foga-
lomra. Legyenek X,Y Banach-terek, és legyen D C X nyilt halmaz. Azt
mondjuk, hogy az f: D — Y a p € D pontban Fréchet-értelemben erdsen
differencidlhatd, ha van olyan A € HB(x,y) leképezés, hogy

@) =10~ @)@~y

(z,y)—(p,p) |z —yl|
TFY

=0.

A szokésos médon ekkor az f'(p) := A jelolést hasznéljuk. E fogalommal
és az o = 0 specidlis valasztassal az eléz6 tétel az alabbi eredményre
vezet:

3.16. kovetkezmény. Legyenek X és Y Banach-terek, D C X nyilt
halmaz, és tegyiik fel, hogy f: D — Y ap € D pontban Fréchet-értelemben
erdsen differencidlhaté. Ha f'(p) invertdlhatd, akkor léteznek olyan U C
X ésV CY nyilt halmazok, hogy p € U és q = f(p) € V walamint
flu: U — V homeomorfizmus. Tovdbbd, a g := (f]U)_1 inverzfiigguény
erdsen Fréchet-differencidlhaté a q pontban, és

g = (f') "
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Megmutathato, hogy az adott pontbeli folytonos Fréchet-differencidl-
hatdsagbodl levezethetd az adott pontbeli erds Fréchet-differencidlhatéséag.
Tehét a fenti kovetkezmény a szokasos inverzfiiggvénytétel kiterjesztése.



4. fejezet

Fraktalelmélet

Talzas nélkil allithatjuk, hogy a fraktdlok a modern matematika kozis-
mert és népszeri szilottei kozé tartoznak. Ezért meglepd, hogy a szak-
irodalomban jelenleg sincs egységesen elfogadott definiciojuk. Két alap-
tulajdonsaguk, az Onhasonlésdg és finomszerkezet egyarant lehet&séget
kindl az értelmezésiikre. Hutchinson munk&jat alapul véve mi az el6bbi-
bél indulunk ki. Els6ként bevezetjiik a fraktalok terét, igazoljuk ennek
teljességét, majd megmutatjuk, hogy az 6nhasonlésagot kifejezd invari-
anciaegyenletnek pontosan egy megoldasa van e térben. Ez utébbihoz
a Banach-féle fixponttételt hasznéaljuk. Bizonyitas nélkiil ismertetjik a
fraktalok finomszerkezetét leiré Hutchinson-féle dimenziétételt.

4.1. A fraktalok tere

Legyen .7 = {T1,...,T,} egy adott nem tres X halmaz 6nmagaba ha-
t6 leképezéseinek csalddja. Azt mondjuk, hogy a H C X halmaz .7 -
invarians, ha eleget tesz a

(4.1) H = O T (H)
k=1

invarianciaegyenletnek. Ha (X, d) metrikus tér, akkor .7 -fraktdl alatt egy
nem iires, kompakt, 7-invaridns halmazt értiink. Ilyenkor a 7 csalddot
iterdlt fligguényrendszerként, a 7 -fraktélt pedig az ehhez tartozé attrak-
torként is szokds emliteni. Hutchinson alapveté eredménye szerint, ha
az alaptér teljes és .7 kontrakciok csalddja, akkor létezik pontosan egy
T -fraktal. A bizonyitas alapgondolata, melynek részletezése jelen sza-
kasz célja, a kovetkez6. A (4.1) jobb oldalat halmazértékii leképezésnek

95
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tekintve az invariancia kérdése fixpontproblémaként kezelheté. Blaschke
nevezetes tétele szerint a nem iires, kompakt halmazok csaldadja alkalmas
metrikdval ellatva teljes. E metrikara nézve (4.1) jobb oldala kontrakcié.
Igy a fixpont egyértelmii létezése (vagyis az invarianciaegyenlet egyértel-
mii megoldhatdsdga) kovetkezik a Banach-féle fixponttételbél.

A tovabbiakban jelolje .#(X) az (X,d) metrikus tér nem fires, kor-
latos, zart részhalmazainak csalddjat. Adott A, B € %#(X) halmazok
Hausdorff-Pompeiu-tdvolsdgan az alabbi szamot értjik:

dup(A,B) =inf{e >0 AC |JU®,), BC |J Ula,2)}.
beB a€A

4.1. tétel. Adott metrikus tér nem fdires, korldtos, zdart részhalmazainak
csalddja metrikus tér a Hausdorff—Pompeiu-tdvolsdgra nézve.

Bizonyitds. Legyen (X,d) metrikus tér. Elséként megmutatjuk, hogy
dpp véges értékli. Ha A, B € % (X), akkor a korlatossdg miatt vannak
olyan a, 8 pozitiv szamok és vannak olyan x,y € X elemek, hogy

ACU(z,a) és B CU(y,pB).

Igy minden a € A és b € B esetén d(a,b) < o+ d(z,y) +  a hadromszog-
egyenl6tlenség miatt; tehat az e = o + d(z, y) + B valasztédssal

acUbe) C|JUbe), beU(ae) C ] U(ae).
beB acA

Vagyis dgp(A, B) <& < +o00. Vildgos, hogy A = B esetén dyp(A, B) =
0. Tegyiik fel, hogy A,B € Z#(X) és dup(A,B) = 0. Legyen a €
A rogzitett. Ekkor minden n € N szamhoz létezik b, € B gy, hogy
d(a,b,) < 1/n. Ez azt jelenti, hogy a (b,) sorozat tart az a € A elemhez.
Mivel B zart, ezért a € B. Azonban a € A tetszlleges elem, amibdl
pedig A C B kovetkezik. A mésik iranyd tartalmazast hasonléan igazolva
kapjuk, hogy A = B.

A szimmetria a definici6 azonnali kdvetkezménye. A haromszog-egyen-
16tlenség igazolasahoz tekintsiik az A, B, C' € % (X) halmazokat. Legyen
e > dgp(A, B), valamint 6 > dyp(B,C). Ha a € A tetszbleges, akkor
van olyan b € B, hogy d(a,b) < e. Ugyanigy, van olyan ¢ € C, hogy
d(b,c) < §. Tehat d(a,c) < € 4 0; mivel a € A tetszbleges volt, ezért
acU(c,e+6). Azaz

AC U U(c,e +9).
ceC
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Az A és C halmazok szerepének felcserélésével dyp(A, C) < e+ 0 adddik.
Végrehajtva az ¢ | dgyp(A,B) és a 6 | dgp(B,C) hataratmenetet, a
haromszog-egyenlétlenséghez jutunk. O

Az (#(X),dgp) metrikus teret a tovabbiakban fraktdltérnek mond-
juk. Ha J#(X) jeloli az alaptér nem iires, kompakt részhalmazait, akkor
(X (X),dgp) ennek metrikus altere. A fraktdltér és ezen alterének egyik
legfontosabb sajatossaga, hogy atoroklik az alaptér teljességét:

4.2. tétel. (Blaschke) Teljes metrikus tér fraktdltere teljes.

Bizonyitds. Legyen (X, d) teljes metrikus tér, s legyen (A,) tetszoleges
Cauchy-sorozat az (F(X),dgp) fraktéltérben. Azt fogjuk igazolni, hogy
Ap —ayp A, ahol

A={z e X |3(xg): a2 = =, o € Ai}.

Legyen ¢ > 0 tetsz6leges. A Cauchy-tulajdonsdg miatt van olyan
no € N, hogy dyp(A,, An) < /2, ha n,m > ng. Elegendé megmutatni,
hogy n > ng esetén teljesiilnek az

) Ac | Ulw,e) & (@) A< | Ulw,e)

yEA, TEA

tartalmazdsok, hiszen ezekbdl A, —4,, A kovetkezik. Legyen els6ként
x € A tetszbleges. Ekkor van olyan (xy) sorozat, hogy xy € Ay és xp — .
Vilasszuk a k € N indexet gy, hogy k > ng és d(zy, x) < €/2 egyszerre
teljesiiljon. Ekkor dgyp(A,, Ax) < £/2 miatt létezik olyan y € A, elem,
hogy d(xy,y) < /2. Ezért

d(z,y) < d(z,zr) + d(zg, y) <

Vagyis « € U(y, €), amib6l pedig mar adédik az (7) tartalmazds. Masod-
szor, legyen y € A, tetszlleges, tovabba (k;) olyan szigortan monoton
indexsorozat, amelyre k1 = n és m > k; esetén

€
(4.2) dgp(Am, Ax;) < 5
teljesiil. Ilyen sorozat valéban létezik, hiszen (A,,) Cauchy-tulajdonsigu.
Ertelmezziik ennek birtokdban az (zj) sorozatot az aldbbiak szerint: Ha
k < n, akkor legyen x, € A; tetszOleges. Ha k = n, akkor legyen
xp = y. Végil k > k1 = n esetén van olyan j € N index, hogy k €
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{kj +1,...,kjy1}. Legyen ekkor z € Ay, olyan, hogy d(wg, ;) < e/
teljesiiljon, ahol zp;, € Ay, tetszllegesen rogzitett elemek. Megmutat-
juk, hogy az igy nyert (zj) sorozat Cauchy-sorozat. Legyenek [,m € N,
l,m > n tetszOlegesek; ekkor vannak olyan ¢, € N indexek, hogy

le{ki—i-l,...,ki_;_l} és me{kj+1,...,kj+1}.
Foltehetd, hogy | < m, azaz ¢ < j teljestil. Ekkor

d(wy, ) < d(zp, 21,) + d(28 s TH;) + ATy Ti)
j—1
< d(m, o) + Y d(Tr,, Tryyy) + AT, Tm)

s=1

e g € €
< ? + sz_:z ? + 27 < p
Azonban [ — oo esetén i — oo, tehat ez utobbi tag tetszolegesen kicsivé
valhat. Ez pedig pontosan a bizonyitani kivant Cauchy-tulajdonsagot
mutatja.

A teljesség miatt van olyan x € X, hogy zr — x. Nyilvanval, hogy
x € A. Tovabbé a (4.2) egyenlétlenségbdl j = 1 vélasztassal kapjuk, hogy
minden m > n esetén van olyan x,, € A,,, hogy d(y, x,,) < /2. Tehét

d(r.y) = Jim_d(zp.y) <5 <e.

Ez azt jelenti, hogy y € U(x,¢), ami az (i7) tartalmazast eredményezi.
Csupén azt kell még igazolni, hogy A € .%(X), azaz hogy A nem {ires,
korlatos, zart halmaz.

Mivel n > ng esetén (i7) teljestl és A, nem fires, ezért A sem {ires.
Hasonléan, (i) miatt A korldtos, hiszen A, korldtos. A zartsig igazola-
sdhoz legyenek y € X \ A és z € A tetsz6leges elemek. Ekkor van olyan
(z,,) sorozat, hogy x, — z= és x, € A,. Méasrészt dgyp(A,, A) — 0 és
y ¢ A, ezért létezik olyan € > 0 és ny, indexsorozat, hogy d(xy,,y) > e.
Am ekkor

d(z,y) = lim d(z,y) = lim d(zs,,y) > e

Ez azt jelenti, hogy y nem lehet torlodasi pontja az A halmaznak, hi-
szen x € A tetszOleges elem. Vagyis A tartalmazza valamennyi torldédési
pontjat, s ennélfogva valéban zart. O

4.3. tétel. (Blaschke) Ha (X,d) teljes, akkor (. (X),dup) szintén tel-
jes.



Fraktalelmélet 59

Bizonyitds. Legyen (A,,) Cauchy-sorozat a (# (X), drp) térben, s tekint-
sitk az el6z6 bizonyitasban szereplé A halmazt. Elegend6 azt igazolni,
hogy A kompakt. Ehhez belatjuk, hogy A teljes és teljesen korldtos, ami
Hausdorff tétele szerint ekvivalens a kompaktsaggal.

Mivel A az elézd tétel szerint zart, X pedig teljes, ezért A teljes.
Legyen € > 0 tetszoleges. Vélasszuk az n € N indexet gy, hogy

AC U Ul(y,e/4)
yEAn

teljesiiljon. Mivel A, kompakt, ezért léteznek olyan yi,...,ym € A,
elemek, hogy {y1,...,ym} véges £/4-hédl6 az A, szdméra. Ha tehdt y €
Ay, akkor van olyan j € {1,...,m} index, hogy y € U(y;,e/4). Tehat

n

U Uly.e/4) < U (yj:€/2)-

yEAn, j=1

Legyen {x1,..., 2y} C A olyan halmaz, hogy z; € U(y;,/2) fonnalljon.
Azonnal lathaté, hogy e halmaz véges e-hélé az A halmaz sziméra. Vagyis
A teljesen korlatos. O

Ez utébbi tétel birtokdban ratérhetiink Hutchinson nevezetes eredmé-
nyének, a fraktalelmélet alaptételének igazoldsara.

4.4. tétel. (Hutchinson) Teljes metrikus tér kontrakcidinak barmely véges
T csalddja meghatdroz pontosan eqy 7 -fraktdlt.

Bizonyitds. Legyen (X, d) teljes metrikus tér, s legyen .7 = {T1,...,T,}
ezen adott kontrakcidcsaldd. Ertelmezziik a T: Z2(X) — Z(X) leképe-
zést a (4.1) jobb oldalaval, vagyis adott H € .7 (X) esetén legyen

n
=JTH
k=1

Mivel a kontrakciék folytonosak és kompakt halmaz folytonos képe kom-
pakt, ezért T: # (X) — A (X). Megmutatjuk, hogy T kontrakcié q =
max{qi,...,q,} faktorral, ahol g jeloli a T faktorat. Legyen A, B €
F(X), és legyen € > dyp(A, B). Ha a € A tetsz6leges, akkor van olyan
b € B, hogy d(a,b) < . Igy

d(Tya, Tb) < qrd(a,b) < qre < ge.
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Tehat
Tra € U(Tib,qe) € | Uy, qe).
y€T(B)
Mivel a € A és k € {1,...,n} tetszblegesek, ezért innen

TA)C |J Uy e)
yeT(B)

adédik. Hasonlé gondolatmenettel kapjuk, hogy T'(B) része a T(A) hal-
maz ge-sugart kornyezetének, vagyis dyp(T(A),T(B)) < ge. Véve az
e — dgp(A, B) hatardtmenetet kapjuk, hogy T' valéban kontrakcio.

A Blaschke-tétel és a Banach-féle fixponttétel miatt T rendelkezik
egyértelmi fixponttal. Ez a fixpont pedig nem mds, mint a keresett .7 -
fraktal. O

A Banach-féle fixponttétel kiilonféle hibabecslései és a konvergencia
sebességére vonatkozo egyenlétlensége kozvetlen médon atiiltethetd a frak-
talok terére:

4.5. tétel. Legyen T egy teljes metrikus tér kontrakcidinak véges csaldd-
ja, s jelolje T' az ehhez tartozo, (4.1) szerint adott invariancialeképezést.
Rogzitett Hy halmaz esetén legyen Hy1 = T(Hy), s legyen Hy az egyér-
telmi 7 -fraktdl. Ekkor

n—1

dup(Hy, Ho) < f dpp(Hy, Ha);

—4q
drp(Hn, Ho) < %zquP(Hn—laHn%

dup(Hy,, Hy) < qdpp(Hp-1, Ho).

A fraktalelmélet egyik fontos alkalmazésa a képek digitdlis tarolasa-
hoz kapcsolédik. Ennek elméleti lehetoségét a kovetkezd eredményben,
a képfeldolgozas alaptételében fogalmazzuk meg. A lehetOség nem csu-
pan elméleti: mivel az iteracios eljaras jol programozhaté algoritmus, a
modszer a gyakorlatra is atviheto.

4.6. tétel. Ha (X,d) teljes metrikus tér, H C X nem dres, teljesen kor-
latos halmaz, akkor minden ¢ > 0 esetén létezik olyan F = {T1,...,T,}
kontrakcidesaldd, hogy az dltaluk meghatdrozott Hy fraktdlra dgp(H, Hy) <
€ teljestil.
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Bizonyitds. Legyen Hy := {h1,...,hy} C H egy véges e-hdlé H szaméra.
Rogzitett k£ € {1,...,n} mellett adjuk meg a Tj: X — X leképezést a
Ti(x) = hy elbirdssal. Vildgos, hogy a T} kontrakcié, Hy pedig éppen
az egyértelmi 7 -fraktal. Tovabba Hy C H és H C Jp_; U(hg, ) miatt
dpp(H, Hy) < ¢ is teljesil. O

Mint emlitettiik, a fraktdlokat szokas tortdimenzids objektumként is
értelmezni. Mandelbrot, a ,fraktalok atyja” ezt az utat kdvette. Hutchin-
son alapvetd cikke kapcsolatot teremt az invariancia és a toredezettség
kozott. Mivel a dimenziotétel bizonyitasa mértékelméleti jellegii, és igy
nem tartozik szorosan a fixponttételek elméletéhez, ezért nem kozoljik.
Azonban a tétel jelentéségére vald tekintettel magat az allitast megfogal-
mazzuk. Ehhez sziikségiink lesz a kovetkezd definiciéra. Azt mondjuk,
hogy a {T1,...,T,} leképezéscsaladra teljestil a nyilthalmaz-feltétel, ha
létezik olyan U C X nem iires nyilt halmaz, hogy

UnL@)cUu & TUNTU) =0, hai#j.
k=1

4.7. tétel. Ha Ty,...,T,: R™ — R™ a nyilt halmaz feltételt teljesitd
kontraktiv izometridk rendre a qi,...,q, faktorokkal, H az dltaluk meg-
hatdrozott fraktdl, és r az

L=gi+  +a,

egyenlet (egyértelmi) megolddsa, akkor a H fraktdl Hausdorff-dimenzidja
dim(H) =r.

4.2. Példak, alkalmazasok

A bemutatott eredményeket harom példan keresztiil szemléltetjiik. Mind-
egyik esetben a jol ismert intuitiv szarmaztatdsbél konnyen felallithaté a
fraktalt meghatarozé alapegyenlet.

A Cantor-halmaz. Tekintsiik az aldbbi rekurziéval adott (C,,) hal-
mazsorozatot. Legyen C = [0, 1]; ha mar C,, adott, akkor legyen Cj,;
az a halmaz, amelyet a C,, komponensei kozéps6é nyilt harmadainak el-
tavolitasaval kapunk. Ekkor a C' = (,,cy C, halmazt Cantor-halmaznak
nevezzik.

Nyilvan C' eleget tesz az alabbi, affin kontrakcidk altal meghatarozott
invarianciaegyenletnek:

1 1 2
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A Hutchinson-tétel szerint ennek az egyenletnek létezik pontosan egy nem
ires, kompakt megoldasa. Mivel a dimenziététel nyilthalmaz-feltétele az
U =|0, 1] vélasztassal teljesiil, ezért ha r jeloli C' Hausdorff-dimenzi6jat,
akkor
1 1
1= 3 + 3
Innen egyszerii szamolassal kapjuk, hogy a Cantor-halmaz Hausdorff-
dimenziéja log2/log3 =~ 0.6309. Mint ismeretes, C' kontinuum szamos-

sagu és nullmértékli részhalmaza a valds szdmok halmazanak.

A Sierpinski-szényeg. Osszuk fel a [0,1]? négyzetet az oldalaival
parhuzamos egyenesekkel 9 egybevagd részre, és hagyjuk el a kozépsd
négyzet belsejét. A megmaradd nyolc négyzet mindegyikére alkalmazzuk
az el6zo eljarast, és ezt folytatjuk. Pontosabban fogalmazva, legyenek a
T;5: [0,1]% — [0, 1] az aldbbiak szerint adott affin kontrakciok:

z+1 ﬁ)

iy ] 0,1,2}.
373 Z)je{av}

Ekkor a Hutchinson-tétel szerint létezik pontosan egy olyan S C [0, 1]?
nem ftres, kompakt halmaz, amely megoldasa a kdévetkezO invariancia-
egyenletnek:

S = AT (9) |1, € {0.1,2), (i.4) # (1.1)}.

Ezt az S halmazt Sierpinski-szényegnek nevezziik. A dimenziététel nyilt-
halmaz-feltétele most az U =|0,1[? nyilt négyzettel teljesiil. Ha tehdt
r jeloli S Hausdorff-dimenzi6jat, akkor az 1 = 8/3" egyenlethez jutunk,
amibdl r = log 8/ log 3 ~ 1.8927 adddik.

A Menger-szivacs. A Menger-szivacs az el0bbiekhez hasonlé elja-
rassal kaphatd, az egységkocka alkalmas részeinek kozepeit elhagyva. Az
eljaras részletezésétol eltekintiink, csak magat az invarianciaegyenletet
kozoljiik. Tekintsiik az alabbi médon definialt Ty : [0,1]3 — [0, 1] affin
kontrakciokat:

c4i y+j 2+k
Ejk($7y7z):< 3’ 3 ' 3 )

A Hutchinson-tétel értelmében létezik pontosan egy nem iires, kompakt
halmaz tgy, hogy

M = J{Tiju(M) | i,5,k € {0,1,2}, (1,1) ¢ {(5, 1), (4. k), (k, )} }.



Fraktalelmélet 63

Ezt az M C [0,1]® halmazt Menger-szivacsnak mondjuk. Mivel ezt 20
darab 1/3 faktoru affin kontrakcié szérmaztatja, és a nyilthalmaz-feltétel
az U =)0, 1[? nyilt kockéval teljesiil, ezért az r Hausdorff-dimenziéra az
1 = 20/3" egyenlet kovetkezik. Ebbél pedig r = log20/log3 ~ 2.7268
adédik.






5. fejezet

Fixponttételek monoton
leképezésekre

Az iteracids médszer parcidlisan rendezett struktirdk monoton leképezé-
seire is hatékonyan alkalmazhat6. A koévetkezdkben ilyen leképezésekre
vonatkozé fixponttételekbdl és azok alkalamazasaibdl adunk rovid izeli-
t6t.

5.1. Knaster, Tarski és Kantorovics tételei

A monoton leképezésekre vonatkozd elsé fixponteredmény minden bi-
zonnyal a Knaster—Tarski-féle fixponttétel. Jelentosége abban all, hogy
meglepGen egyszerii és elegins utat kinal a Schroder—Bernstein-tétel iga-
zolasdhoz. Ez azért figyelemre méltd, mert a szamossagaritmetika eme
alapveto tételére kordbban csak igen koriilményes, sét hibas bizonyita-
sok sziilettek. Emlékeztetiink arra, hogy a T': Z2(X) — Z(X) leképezés
monoton, ha A C B esetén T(A) C T(B) érvényes.

5.1. tétel. (Knaster-Tarski) Ha T: P(X) — P(X) a tartalmazisra
nézve monoton leképezés, akkor létezik fixpontja.

Bizonyitds. Legyen 7 ={H C X | H CT(H)} és Hy = J 7. Megmu-
tatjuk, hogy Hy a keresett fixpont. Valoban, ha H € 5, akkor H C Hy,
igy a monotonitds miatt T'(H) C T(Hy). Azonban H C T(H), ezért
H C T(Hp) is teljesiil minden H € 7 esetén. Vagyis Hy C T'(Hy), ami-
b6l T'(Hp) C T(T(Hy)) kovetkezik. Tehat T'(Hy) € 5, sigy T'(Hp) C Hp.
Osszességében Hy = T(Hy), ami a bizonyitani kivant fixponttulajdon-
Sag. O

65
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Adott halmaz részhalmazainak rendszere a tartalmazdasra nézve a leg-
egyszerlibb példa parcidlisan rendezett struktirara. A tovabbiakban a
Knaster—Tarski-féle fixponttétel harom absztrakt valtozatat kozoljik. Le-
gyen (X =) parcidlisan rendezett halmaz. Ennek egy részrendszerét
ldnenak hivjuk, ha azon a =< relacié rendezés. Az intervallum fogalmat
a szokéasos [a,b] := {a =< x < b} mddon értelmezziik. Tovabba teljes
parcidlisan rendezett halmazrél beszéliink, ha barmely nem tres, felilrél
korlatos részhalmaznak van pontos (azaz legkisebb) fels6 korlatja.

5.2. tétel. (Tarski) Ha (X, <) teljes parcidlisan rendezett halmaz, T: X —
X monoton leképezés, a,b € X olyanok, hogy a < T'(a) <X T(b) 2 b, akkor
a T leképezésnek létezik fixpontja az [a,b] intervallumban.

Bizonyitds. Legyen A := {x € [a,b] | x = T(x)}. Mivel a € A, ezért A
nem fiires, és mivel A C [a,b], ezért A feliilr8l korlatos. Megmutatjuk,
hogy a = sup A fixpont. Mivel a € [a, b], ezért T'(a) < T(a) < T(b). Igy
T(a) € [a,b] a feltételek szerint.

Masrészt ha x € A, akkor z < a, s ezért T'(x) < T'(a). Ez azt ered-
ményezi, hogy < T'(«), amibdl viszont kapjuk, hogy T'(«) fels6 korlatja
az A halmaznak. Am ekkor o < T(a), s igy T(a) < T(T(r)) a mono-
tonitds miatt. Ebbél és a mar bizonyitott T'(a) € [a,b] tulajdonsdghdl
T(a) € A kbvetkezik. Igy T(a) < a, tehat a = T() az antiszimmetria
értelmében. ]

5.3. tétel. (Tarski) Ha (X, =) parcidlisan rendezett halmaz, T: X — X
monoton leképezés, valamint

(i) létezik a € X gy, hogy a =< T(a), tovdibbd

(i) az {x € X | a 2 z} halmaz minden ldncdnak létezik pontos felsé
korldtja,

akkor o T leképezésnek létezik olyan o € X fixpontja, amely mazximdlis az
(7i) részben szerepld halmazban follépd fixpontok kozitt.

Bizonyitds. Legyen A = {z € X | a Xz} N{r € X | z <X T(x)}.
Nyilvdn A nem tires az (i) feltétel szerint. Legyen . C A egy lanc és
B =sup.Z. Tetszbleges b € £ esetén b < B, igy T'(b) < T(3). Azonban
b € A miatt b < T'(b) is fenndll, tehat 7'(f) szintén felsé korlatja az &
lancnak. Igy 8 < T (8). Mivel a = B, ezért f € A. Vagyis minden
A-beli lancnak létezik A-beli pontos fels6 korlatja. Ezért a Kuratowski—
Zorn-lemma szerint 1étezik maximdlis « € A elem. Ekkor a < T(«)
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teljesiil, tehdt T'(a) < T(T(«)) a monotonitds miatt. Masrészt a < a,
ezért T'(a) < T'(«); mivel @ < T'(a), innen a =< T'(a) kovetkezik. Vagyis
T(a) € A. Mivel o maximalis, ezért T'(a) < a. Igy o = T(a).

A masik 4llitas adédik o maximalitdsabdl, valamint abbdl, hogy min-
den fixpont eleme az {z € X | z < T'(z)} halmaznak. O

Célunk a fonti tétel (7i) pontjanak gyengitése, melynek ara a leképe-
zésre kirétt monotonitasi feltétel erdsitése lesz. Legyen (X, =) parcidlisan
rendezett halmaz. Azt mondjuk, hogy a T: X — X leképezés folytonos,
ha

T(sup.Z) =supT (L)

teljesiil minden olyan . C X megszamlalhato lanc esetén, melynek 1é-
tezik pontos fels6 korlatja. Megjegyezziik, hogy ha T folytonos, akkor
egyben monoton. Val6ban, ha x < y, akkor sup{z, y} = y; a folytonossig
miatt tehat

T(z) 2 sup{T'(x), T(y)} = T(sup{z,y}) = T(y).

5.4. tétel. (Kantorovics) Ha (X, <) parcidlisan rendezett halmaz, T: X —
X folytonos leképezés, valamint

(i) létezik a € X dgy, hogy a < T(a), és

(ii) {r € X | a = x} minden megszamldalhatd ldncdnak van pontos felsd
korldtja,

akkor a T leképezésnek létezik olyan o € X fixpontja, amely a legkisebb
az (ii) részben szerepld halmazban follépd fixpontok kozott.

Bizonyitds. Legyen . = {T"(a) | n € NU {0}}. Ekkor . megszam-
lalhaté lanc az {r € X | a < z} halmazban. Val6ban, a < T'(a) miatt
T(a) = T?(a) adédik, hiszen T monoton. Altaldnosabban, teljes indukci-
oval kapjuk, hogy

a=T(a) <T%*a) 2 T3a) < --- < T"(a).

Megmutatjuk, hogy az (ii) szerint 1étez6 a = sup.Z fixpont. Ehhez az
el6z6 észrevételt és T folytonossagat hasznaljuk:
T(a) = T(sup.Z) = supT (L) = supT"(a) = supT" ' (a) = a.
neN neN
Ha a < f8 szintén fixpont, akkor a < T'(a) < T(B) = f; ismét indukciét
alkalmazva, a < T™(a) =<  minden n € NU {0} index esetén. Tehat §
fels6 korlatja az £ lancnak, amibdl pedig o =< 3 kovetkezik. O
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5.2. A szamossagaritmetika alaptétele

Folidézziik, hogy az A halmaz kisebb vagy egyenld szdmossdgi a B hal-
maznal, ha létezik ¢: A — B injektiv leképezés; két halmaz egyenld szd-
mossdgu, ha van koztiik bijektiv megfeleltetés. Az el6bbi tulajdonsagot
az A < B, mig utébbit az A ~ B mébdon jeloljik. Bar a monoton le-
képezések fixponttulajdonsigai csupan a =< relacié antiszimmetridjanak
igazolasakor kapnak szerepet, a teljesség kedvéért a szamossdgaritmetika
alaptételének bizonyitasat egészében kozoljiik.

5.5. tétel. Tetszdleges X halmaz esetén a = reldcio a ~ ekvivalenciare-
ldcioval kompatibilis rendezés a P (X) csaldadon.

Bizonyitds. Kéonnyen adodik, hogy ~ ekvivalenciarelacié. A =< relacié
reflexivitdsa és tranzitivitdsa ugyszintén nyilvanvalé. Az antiszimmetria
igazolasahoz azt kell megmutatni, hogy A < B és B < A esetén A ~ B.

Tegytik fel, hogy ¢: A — B és v: B — A injektiv leképezések. Ele-
gendé azt megmutatni, hogy létezik az A halmaznak (A4, A2), a B hal-
maznak pedig (Bj, By) particidja ugy, hogy ¢(A;) = By és ¢(Bg) = Ao
teljesiil. Ekkor ugyanis a

(2) = o(z), haxe A,
= Yv~Hz), haze€ Ay

moédon értelmezett x: A — B bijektiv leképezés, amibél A ~ B kovet-
kezik. Tetszéleges A1 C A halmazbdl kiindulva legyen By = ¢(A;) és
By = B\ Bj. Tekintsiik az Ay = 1(B2) halmazt. Nyilvan (A1, A2) pon-
tosan akkor particiéja az A halmaznak, ha A; = A\ Ay, azaz ha A;
fixpontja a

T(H) = A\¢(B\ ¢(H))

leképezésnek. Konnyen adédik, hogy T' monoton, ezért a Knaster—Tarski-
tétel miatt valdoban létezik A; fixpontja.

Annak igazolasdhoz, hogy =< valéban rendezés, legyen A, B € Z(X).
Tekintsiik most az 6sszes f C A x B injektiv fliggvények % halmazat.
Mivel § € .Z, ezért F # (). Ertelmezziik a < reldciét az .# halmazon
a kovetkezéképpen: f <1 g pontosan akkor, ha Dy C Dy és g[p, = f.
Azonnal adédik, hogy < parcidlis rendezés. Legyen .Z C F' tetszlOleges
lanc esetén

D, = U Dy, g(x) = f(x), = € Dy.
feZ
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Vildgos, hogy D, C A; sét a lanctulajdonsag biztositja, hogy ¢ C A x B
injektiv fiiggvény. Igy g fels6 korlatja az £ lancnak az .% halmazban. A
Kuratowski—Zorn-lemma miatt 1étezik maximalis ¢ € % elem. Megmu-
tatjuk, hogy D, = A vagy R, = B teljesiil. Ellenkez6 esetben ugyanis
létezik olyan (a,b) par, hogy a & D, és b & R,. Legyen

b, ha = = a,
o(z), hax € D,.

Ekkor » C A x B olyan injektiv fiiggvény, amelyre ¢ <) és ¢ #
teljesiil. Ez azonban ellentmond ¢ maximalitdsdnak. Ha tehat D, = A,
akkor ¢: A — B, mig ha R, = B, tigy a ¢ ': B — A injektiv. Vagyis
A =< B, vagy B < A valamelyike biztosan teljesiil. O

5.3. Tovabbi alkalmazasok

Az aldbbiakban elséként egy Cauchy-feladat, majd egy fiiggvényegyenlet
megoldasanak 1étezését vizsgaljuk. Mindkét esetben kideriil, hogy a jobb
oldal monotonitasat, valamint az alsé, illetve felsé félmegoldasok létezé-
sét megkovetelve az eredeti problémaknak van olyan megoldasa, mely a
félmegoldéasok kozott halad.

5.6. tétel. Ha f: [1,b[xR — R folytonos, masodik vdltozdjaban monoton
novd fiigguény, & € R, valamint u,v: I — R olyan folytonosan differenci-
dlhaté figgvények, hogy minden t € [1,b[ esetén u(t) < v(t) és

u(t) <& d(t) < f(tut)),

u(r) > & V() > f(t (),
akkor az

2 (t) = f(t, z(t)), () =¢

Cauchy-feladatnak létezik az egész I intervallumon értelmezett u és v ko-
z0tt halado megoldasa.

Bizonyitds. Jelolje X azon x: I — R fiiggvények halmazat, amelyekre
u < x < v teljesiil. Nyilvan X teljes parcidlisan rendezett halmaz a
pontonkénti rendezésre nézve. Adott x € X esetén legyen

o) =€+ [ 7o ws)ds,
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ahol a jobb oldalon az als6 Darboux-integral szerepel. Mivel ez az integral
monoton és f a masodik valtozéjaban monoton névé, ezért T° monoton
operator. Igy u < v miatt Tu < Tw is fennall. Tovabba x € X ést € [
esetén

(Tz)(t) =&+ /th(s,x(s))ds > &+ /th(s,u(s))ds

> &+ /Tt fs,u(s))ds = € + /: u'(s)ds = £+ u(t) —u(r) > u(t).

Vagyis u < Tx. Hasonléan adodik, hogy Tx < v szintén fenndll. Innen
egyrészt a T'(X) C X tartalmazés, masrészt pedig u < Tu < Tv < v
adédik. Mivel teljesiil a Tarski-féle fixponttétel valamennyi feltétele, ezért
van olyan z: I — R fiiggvény, hogy u < x < v és Tx = z, azaz minden
t € I esetén

z(t) =€+ /: f(s,z(s))ds.

Az f méasodik véltozébeli monotonitdsa miatt az s — f(s,z(s)) leképezés
az s — f(s,u(s)) és az s — f(s,v(s)) folytonos fiiggvények kozé esik,
ezért a fenti egyenlet jobb oldala t-nek folytonos fiiggvénye. Emiatt az
egyenlet bal oldala, vagyis x folytonos, igy az integrandus is az. Tehét az
alsé Darboux-integral val6jaban a szokédsos integral. Vagyis x teljesiti az
eredeti Cauchy-feladattal ekvivalens integralegyenletet. O

5.7. tétel. Legyen H nem iires halmaz, (Y, <) teljes parcidlisan rendezett
halmaz, tovdbbd p1,...,0n: H — H adottak. Tegyik fel, hogy F: H x
Y™ =Y a mdsodik vdltozéjanak mindegyik koordindtdjaban monoton, és
hogy uw,v: H —'Y olyanok, hogy minden t € H esetén u(t) < v(t) és

u(t) < F(tu(ei(t), ..., ulea(?))),

v(t) = F(t,v(p1(t), .., v(en(t)).
Ekkor az

f&)=Ft fle1(®)), .., flen(?))

fligguényegyenletnek létezik az v és v kézotti f: H — 'Y megolddsa.

Bizonyitds. Jelolje X az olyan f: H — Y fliggvények halmazat, melyekre
minden ¢ € H esetén u(t) < f(t) < v(t) érvényes. Ekkor X az (Y, <) tér-
bél szarmazd pontonkénti rendezéssel teljes parcialisan rendezett halmaz.
Ertelmezziik a T: X — Y operatort a

(TF)(E) = F(t f(e1(t), -, flen(?))
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Osszefiiggéssel. Az I monotonitési tulajdonsdga miatt ekkor 7' monoton.
Igy v < v miatt Tu < Tw is fenndll, és f € X esetén

(T)(E) = F(t, fer(t),- -, flert)))
> F(tu(ei(t), - uler(t)) = u(d).

Tehat v < T'f. Hasonléan kapjuk, hogy T'f < v. Innen lathatd, hogy
T(X) C X, tovdbba hogy u < Tu < Twv < v. A Tarski-féle fixponttétel
értelmében T-nek létezik fixpontja X-ben, igy a széban forgd fiiggvény-
egyenletnek 1étezik u és v kozé esé f: H — Y megoldasa. O

Végezetiil fraktalelméleti alkalmazasokat targyalunk. Emlékeztetiink
arra, hogy a (4.1) invarianciaegyenlet jobb oldaléval definialt T" leképezést
invarianciaoperatornak nevezziik. Szubinvaridns halmazrdl szélunk, ha
H CT(H) teljesiil.

5.8. tétel. Ha 7 olyan leképezéscsalid az X halmazon, melynek léte-
ztk nem tires szubinvariinsa, akkor létezik e szubinvarianst tartalmazo
legsziikebb T -invaridns halmaz.

Bizonyitds. Az X részhalmazainak csalddja parcidlisan rendezett halmaz
a tartalmazasra nézve, melyen az invarianciaoperator folytonos. Nyilvan-
valé, hogy a Kantorovics-féle fixponttétel (i) és (i7) feltétele is teljesil. [

5.9. tétel. Ha J folytonos leképezések olyan véges csalddja az X kompakt
metrikus téren, melynek létezik nem tres szubinvaridnsa, akkor létezik e
szubinvaridanst tartalmazé 7 -fraktdl.

Bizonyitds. Legyen 7 = {Ti,...,T,} folytonos tagokbdl all6 csalad, és
legyen Hy C X nem fires, .7 -szubinvarians halmaz. Jelolje P, (X) az
alaphalmaz Hy-t tartalmazoé részhalmazainak csaladjat, és értelmezziik a
T: Pu,(X) — P(X) leképezést az alabbi képlettel:

T(H) :=Ti(H) U - UT,(H).

Nyilvin T monoton (a tartalmazasra mint parcidlis rendezésre nézve),
és Hyo C T(Hp) érvényes a szubinvariancia miatt. Ezért T a Py, (X)
halmazcsaladot sajat magaba képezi, ami teljes parcidlisan rendezett hal-
maz. Igy a Tarski-féle fixponttétel miatt létezik olyan K & P, (X)
halmaz, hogy K = T(K). Azonban X kompakt és T értékei zartak, ezért
K kompakt. A folytonossagi feltevés értelmében Ty (K') kompakt, tehat
T(K) =Ti(K)U---UT,(K) teljesiil. Vagyis K egy Ho-t tartalmazé
T -fraktél. O
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Ha a 7 leképezéscsalad valamelyik tagjanak létezik fixpontja, akkor a
fixpontbdl 4116 egyelemii halmaz 7 -szubinvarians. Ez az egyszerii észre-
vétel lehetOséget nyijthat egyéb (iterativ vagy topologikus) fixponttételek
fraktdlelméleti alkalmazasara és az el6z6 két eredmény élesitésére.

A Kantorovics-féle fixponttétel bizonyitasaban latott iteracié és az 5.8.
tétel segitségével megtalalhatjuk a fraktdlegyenletek , kicsi” megoldasait.
Ezt a médszert a Cantor-halmaz példajan szemléltetjiik.

Nyilvanval6, hogy {0} szubinvaridnsa a Cantor-halmaz egyenletébdl
szarmazoé invarianciaoperatornak, és ez a T operdtor folytonos. Teljes
indukcioval egyszeriien igazolhatjuk, hogy

T({0}) = {(0,21 ... 2n)3 | 2% € {0;2}, k=1,...,n}.

Az 5.8. tétel szerint a {0} szubinvaridns halmazt tartalmazo6 legsziikebb
invaridns halmazt a Kantorovics-iteracié hatarértéke, vagyis az iménti
lanc egyesitése adja:

H={0,21...2n)3 |z, € {0;2}, k=1,...,n, n € N}.

Vagyis a Cantor-halmazt definidlé invarianciaegyenlet nullat tartalmazé
legsziikebb megoldasa azon [0, 1]-beli valés szamokbdl all, melyek triadi-
kus kifejtése véges, és jegyei a {0,2} halmazbdl valok. Ez a megoldas
szamossagaritmetikai szempontbdl igen tavol van a Cantor halmaztol, hi-
szen csak megszamlalhatéan végtelen, nem pedig kontinuum szamossagu.
Topoldgiai értelemben azonban nagyon koézel van a Cantor-halmazhoz,
ahogy azt rovidesen latni fogjuk.

Jelolje C' a Cantor-halmazt. Mivel a Cantor-halmazban olyan tria-
dikus tortek szerepelnek, melyek nulla vagy kettd jegyekbél dllnak (nem
reguldris kifejtést is megengedve), ezért C' minden elemét eldéallithatjuk
egy H-beli sorozat hatarértékeként. Tehat C C H.

Nyilvanvald, hogy C egy olyan nem iires, kompakt megoldasa az in-
varianciaegyenletnek, amely tartalmazza a nullat. Azonban H a nulldt
tartalmazé legsziikebb megoldés, ezért H C C az 5.8. tétel szerint. Igy
C zartsdga miatt H C C. Tehat a nullat tartalmazoé legsziikebb invaridns
halmaz lezartja egybeesik a Cantor-halmazzal.



6. fejezet

Az Ekeland-elv és
alkalmazasai

Ha egy valds értéki folytonos fliggvény értelmezési tartomanya nem kom-
pakt, akkor nem allithatjuk, hogy a fliggvénynek létezik minimumhelye.
Ugyanakkor a kompaktsag feltételezése szamos széls6érték-probléma ese-
tén tul er6s megszoritds lenne. Az Ekeland-féle varidciés elv, melynek
bemutatasa e fejezet £6 célja, az ilyen problémak kezelésére is lehet&séget
biztosit.

6.1. A Bishop—Phelps-féle rendezés

Az Ekaland-féle variacios elvet egy énmagéaban is jelentés eszkoz, Bishop
és Phelps nevezetes eredménye segitségével fogjuk igazolni. Elséként ezt
az eredményt mutatjuk be.

Ha (X, d) metrikus tér és f: X — R adott fiiggvény, akkor z,y € X
esetén jelentse x <y y azt, hogy

d(z,y) < f(z) — f(y)-

Konnyen ellendrizhetd, hogy ekkor < parciélis rendezés az X téren, me-
lyet Bishop—Phelps-féle parcidlis rendezésnek neveziink.

Legyen most X topologikus tér. Azt mondjuk, hogy f: X — R alulrél
félig folytonos a p € X pontban, ha minden € > 0 esetén van olyan U
koérnyezete p-nek, hogy minden x € U esetén

f(@)> f(p) —e.

73
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Az f: X — R figgvényt alulrdl félig folytonosnak mondjuk, ha min-
den p € X pontban alulrdl félig folytonos. Az alulrél félig folytonossag
kapcsolatba hozhaté hatarérték-tulajdonsdggal és a nivok topoldgiai tu-
lajdonsagaval. Nevezetesen megmutathatd, hogy a kovetkezd allitasok
ekvivalensek:

(i) f: X — R alulrél félig folytonos;
(it) minden p € X esetén liminf,_,, f(z) > f(p);

(iii) minden ¢ € R esetén az L.(f) = {x € X | f(x) > ¢} nivé nyilt
halmaz.

Hasonlé médon értelmezhetjiik egy adott pontbeli feliilrél félig folyto-
nossag, illetve feltilrol félig folytonossag fogalmat. Ez utobbira a fontihez
hasonlé jellemzési tulajdonsag érvényes: limesz inferior helyett limesz szu-
periorral és forditott egyenlOtlenséggel, az alsé nivo helyett pedig a f6ls6
nivé nyiltsagaval.

Nyilvan, ha valamely fiiggvény (egy adott pontban) folytonos, ak-
kor (az adott pontban) alulrdl félig folytonos is. Az allitds megforditasa
azonban nem igaz. A kovetkez6 két példaban szerepld fiiggvények a p = 0
pontban alulrdl félig folytonosak, mikézben az els6 esetben elsofaji, a
mésodikban pedig méasodfaju szakadas 1ép fol ugyanitt.:

0, hat=0; -1, ha t = 0;
ft) = g) =9 .
1, hat#0. sin(y), hat#0.

A Bishop-Phelps-féle parcilis rendezéssel kapcsolatos aldbbi tétel
kulcsszerepet jatszik majd az Ekeland-féle varidcios elv igazolasaban.

6.1. tétel. (Bishop—Phelps) Ha (X,d) teljes metrikus tér, f: X — R
alulrel félig folytonos és alulrdl korldtos, akkor minden x € X esetén
létezik olyan x* € X elem, amelyre x <y x*, és amely mazimdlis a =<y
parcidlis rendezés szerint.

Bizonyitds. Legyen rogzitett z € X esetén
T(z)={yeX|z=ryt={y e X |d(zy) + fly) < f(2)}.

Mivel az y — d(z,y) + f(y) leképezés alulrdl félig folytonos, ezért T'(z)
zart (és nyilvan nem ftires). Ertelmezzik az (x,) sorozatot a kovetkezd



Az Ekeland-elv és alkalmazdsasi 75

rekurzioval. Legyen xg = x rogzitett; ha x, mar adott, agy legyen 1 €
T(xy,) olyan, hogy

fonn) € — +E{f(2) | 2 € T(aw))

teljesiiljon. Megmutatjuk, hogy (T'(z,)) sz(ikiil halmazsorozat. Ha y €
T(xps1), akkor xp41 <y y; mésrészt a konstrukeié miatt x, =<y zpq1.
Igy a tranzitivitas értelmében z,, < ¢y, amibél y € T'(x,) adédik. Tehat
T(xpt1) C T (zp).

Végezetill megmutatjuk, hogy (diam7T(z,)) nullsorozat. Ha y €
T(xps1), akkor zpq1 2fy ésy € T(xy,); innen

danrg) < flann) = Fy) & flown) < — 4 1)

Osszevetve ezeket az egyenlStlenségeket, d(z,11,y) < 1/(n + 1) kovetke-
zik. Igy a haromszog-egyenlétlenség miatt kapjuk, hogy

2
diam T'(x < —.
Ezért a Cantor—Fréchet-féle metszettétel szerint 1étezik pontosan egy olyan
z* € X elem, hogy

oo
z* e ﬂ T(xy).
n=0
Mivel 2* € T'(zo), ezért x = x9 =¢ =*. A maximalitds adédik az egyértel-
miiségbdl. Ha ugyanis y* € X olyan elem, hogy x* <y y*, akkor minden
n € N index esetén x,, <y o* miatt x,, <y y* szintén fonndll. Ez azonban
azt jelenti, hogy y* benne van a fonti metszetben, tehat «* = y*. O

Az Ekeland-féle varidciés elv ismertetése és igazolasa el6tt a Bishop—
Phelps-tétel azonnali kévetkezményeként a Banach-féle fixponttétel Caris-
titél szarmazo altaldnositasara fogunk kitérni.

6.2. tétel. (Caristi) Ha (X,d) teljes metrikus tér, f: X — R alulrdl félig
folytonos és alulrdl korlatos, valamint T: X — X minden © € X esetén
eleget tesz a

d(z,Tz) < f(z) — f(Tx)

Caristi-féle feltételnek, akkor a T leképezésnek van fixpontja.
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Bizonyitds. Tekintsiik azt a =Xy parcialis rendezést, melyet az f fliggvény
szarmaztat. A Bishop-Phelps-féle tétel szerint az (X, =<y) parcidlisan
rendezett halmazban van egy x* maximalis elem. A Caristi-féle feltétel
szerint * <y T'z*; a maximalitds miatt ebbdl z* = T'z* addédik. O

Caristi eredményébdl valéban kévetkezik a Banach-féle fixponttétel.
Ha ugyanis (X, d) teljes metrikus tér és T': X — X kontrakci6 ¢ faktorral,
akkor értelmezziik az f: X — R fiiggvényt a kovetkezé mddon:

(6.) fla) = 4222

Nyilvanvald, hogy f folytonos és alulrél korlatos. Tovabba a Caristi-féle
feltétel is teljesiil. Ha ugyanis z € X tetsz6leges, akkor

d(z,Tx) — d(Tz, T?x)

fla)  f(Tw) = -
- d(z,Tx) — qd(z, Tz) _ d(, Tx).
> -

Most a Caristi-féle feltétel teljesiilésére adunk elegendé feltételt.

6.3. tétel. Legyen (X, d) metrikus tér ésT: X — X. Pontosan akkor ta-
lalhato a Caristi-féle feltételt teljesito alulrol korldtos f: X — R fiigguény,
ha a

o0

(6.2) > d(T e, T )

sor minden © € X pontban konvergens. Amennyiben T folytonos és a
fenti sor minden x € X esetén konvergens, akkor a Caristi-féle feltételnek
létezik alulrol félig folytonos és alulrol korldtos f: X — R megolddsa.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy valamely alulrél korlatos f: X — R tel-
jesiti a Caristi-féle feltételt, és legyen x € X. A feltételt rendre az
z, Tz, ..., T"z helyeken alkalmazva és a kapott egyenlétlenségeket Gssze-
adva kapjuk, hogy minden k£ € N esetén

zk: d(T" 'z, T"x) Ek: (T 'w) = f(T"x))
n=1 n=
(@) = f(T*2) < f(x) — inf(f).

—
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Mivel a (6.2) alatti sor nemnegativ tagi, ezért a részletosszegei sorozata-
nak a korldtossagabdl azonnal kévetkezik a konvergenciaja.

Megforditva, tegyiik fel, hogy a tételbeli sor minden x € X esetén
konvergens. Ertelmezziik az f: X — R fiiggvényt az

o
f(z) = Z d(T"z, T )
n=0
képlettel. Azonnal lathaté, hogy f nemnegativ és

oo
f(z) =d(z,Tz) + Z d(T"z, T"'z) = d(z, Tx) + f(Tx),
n=1
tehat f egyenloséggel teljesiti a Caristi-féle feltételt. Ha T" még folytonos
is, akkor az f definiadlo fiiggvénysoranak tagjai nemnegativak és folytono-
sak, ezért f alulrdl félig folytonos. O

A fenti tétel alapjan lathatd, hogy a Caristi-féle feltételbdl kovetkezik
a (T"x) iteracié konvergencidja. Az aldbbi kovetkezményekbdl kidertil,
hogy a T leképezésre szabott folytonossigi feltétel mar elegend6 ahhoz,
hogy az iteracié hatarértéke a leképezés fixpontja legyen. Megjegyezziik,
hogy a masodik kévetkezmény ismét csak a Banach-féle fixponttétel egy
elegans altalanositasa.

6.4. kovetkezmény. Ha (X, d) teljes metrikus tér és T: X — X olyan
folytonos leképezés, hogy a (6.2) alatti sor minden x € X pontban kon-
vergens, akkor a T leképezésnek van fixrpontja.

Bizonyitas. Az allitas azonnali kévetkezménye az el6z6 két tételnek. Bi-
zonyitdsa masképpen is elvégezhet6. Ha = € X rogzitett, akkor a (6.2)
alatti sor konvergencidja miatt az x1 = = és x,41 := T"x iteracioval ér-
telmezett (x,) sorozat Cauchy-sorozat, ami a teljesség miatt konvergal
az X valamilyen zg eleméhez. Mivel T folytonos, ezért a rekurziéban
az n — oo hatardtmenetet végrehajtva kapjuk, hogy zg a T leképezés
fixpontja. O

6.5. kovetkezmény. Ha (X,d) teljes metrikus tér, valamint T: X — X
olyan folytonos leképezés, amely eleget tesz a

d(Tx, T?z) < qd(z, Tx) (x € X)

pdlyakontrakcios feltételnek valamilyen 0 < q < 1 faktorral, akkor a T
leképezésnek van fixrpontja.
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Bizonyitds. Ertelmezzik az f: X — R fiiggvényt a (6.1) szerint. Ekkor
T folytonossaga miatt f folytonos, és ahogyan azt kordbban lattuk, a
Caristi-féle feltétel is teljesiil. Igy a Caristi-féle fixponttétel szerint T
rendelkezik fixponttal. Haszndlhatjuk a kévetkezd érvelést is. A pélya-
kontrakcios feltétel miatt

s 1 > d(z,Tx)
Z d(T"z, T"'z) < d(x,Tx) - Z "= ——" < 0.
- l—gq
n=0 n=0
Tehét az el6z6 kovetkezmény szerint T’ rendelkezik fixponttal. O

Val6jaban az allitds Banach eredeti gondolatmenetébdl kozvetlen mo-
don levezethetd, aminek részletezésétol eltekintiink.

6.2. Az Ekeland-féle variacios elv és alkalmazasai

Az Ekeland altal 1974-ben felfedezett variaciés elv lényegében azt allit-
ja, hogy egy széls6érték-probléma barmely kozelité megolddsihoz megad-
haté az eredeti problémanak egy olyan perturbaciéja, amelynek szigori
globalis minimuma van, és e minimumhely a kozelit6 megoldasok egy
kornyezetébe esik.

6.6. tétel. (Ekeland) Legyen (X, d) teljes metrikus tér, f: X — R alulrol
félig folytonos és alulrdl korldtos figgvény, valamint legyen € > 0. Ha
x € X olyan, hogy f(x) < inf(f) + e, akkor minden A > 0 esetén létezik
olyan x) € X elem, amelyre

(i) f(zx) < f(=);
(ii) d(x,z)) < e/X;

(iii) xy szigori globdalis minimumhelye az y — f(y) + Ad(y,x)) leképe-
zésnek.

Bizonyitas. Rogzitett A > 0 esetén alkalmazzuk a Bishop—Phelps-féle té-
telt az (X, A\d) metrikus térben és az f altal indukélt <; parciélis ren-
dezéssel. Ekkor létezik olyan z* =: z) € X elem, hogy x =< x) és x)
maximalis a parcialis rendezésre nézve. Az x =y x) miatt Ad(z,x)) <
f(x)— f(zy) teljesiil. Mivel itt a bal oldal nemnegativ, ezért (¢) érvényes.
Masrészt a jobb oldalnak e felsé becslése, ezért (ii) is fenndll. A maxi-
malitds miatt Ad(y,zx) > f(zx) — f(y), amib8l azonnal addédik az (7i7)
alatti allitas. O
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Kideriil, hogy Banach-téren értelmezett differencialhatéd célfiiggvény
esetén a kozelité6 megoldasokban a derivalt nulldhoz tart. E tulajdonsag,
melynek két valtozatat kozoljik, a klasszikus Fermat-elv approximécios
megfelel6je.

6.7. kovetkezmény. Legyen X Banach-tér, f: X — R Fréchet szerint
differencidlhato és alulrdl korldtos figguény, valamint legyen € > 0. Ha
x € X olyan, hogy f(x) < inf(f) + ¢, akkor minden A > 0 esetén létezik
olyan x) € X elem, hogy

flan) < f@),  lle-—mll<e/x s f@)l <A

Bizonyitds. Az x) létezése, valamint az elsé két tulajdonsig az el6z6 tétel,
valamint annak () és (i7) allitdsanak azonnali kévetkezménye. Ugyancsak
az el6zé tétel (iii) pontja szerint minden y € X esetén

W) + Ay — 2l = f().

Rogzitett t > 0 és h € X esetén alkalmazzuk ezt az egyenlGtlenséget
az y = x) + th pontban. Ekkor f(xy + th) + A|[th|| > f(z)), amibdl

rendezéssel
flax+th) — f(z))
t
addédik. Képezve a t — 0 + 0 hataratmenetet kapjuk, hogy

flah = lim flxa+ tf? — flay)

> =AllA]

> = AllA]l-
Ebben az egyenltlenségben a h helyett (—h)-t frva |f'(zx)h| < A||A|
kovetkezik. Ezért || f/(z))|| < A, azaz (iii) is teljestl. O

6.8. kovetkezmény. Legyen X egy Banach-tér, f: X — R Fréchet sze-
rint differencidlhato és alulrél korldtos fiigguény. Ha (x,) olyan X -beli
sorozat, hogy f(xyn) — inf(f), akkor van olyan (y,) sorozat, hogy minden
n € N esetén

° f(yn) < f(xn):
o [lzn = ynll < Vf(2n) —inf(f),
o ()l < v/ f(@n) — inf(f).

Bizonyitas. Rogzitett n € N esetén legyen ¢, = f(x,) — inf(f) és A, =
VEn, majd alkalmazzuk az el6z6 kévetkezményt! O
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Az FEkeland-féle variacios elv kozvetlen alkalmazédsaként kapjuk Clarke
alabbi eredményét, melyrol rovidesen kideriil, hogy szintén a Banach-féle
fixponttétel egyik altalanositasa.

6.9. kovetkezmény. (Clarke) Legyen (X, d) teljes metrikus tér, és legyen
T: X — X olyan folytonos leképezés, amelyhez taldlhatok 0 < g < p <1
konstansok, hogy minden olyan x € X esetén, melyre x # Tx, van olyan

y € X \{z}, hogy
pd(z,y) +d(y, Tx) < d(z,Tx) és d(Tz, Ty) < qd(z,y).
Ekkor a T leképezésnek van fixpontja.

Bizonyitds. Az f(x) := d(z,Tx) képlettel adott folytonos nemnegativ
fliggvényre és a A := p — q pozitiv szdmra alkalmazzuk az Ekeland-féle
variaciés elvet! Ekkor létezik olyan # = x) € X elem, hogy minden
y € X \ {z} esetén

d(z,Tx) < d(y,Ty) + (p — q)d(z,y).

Megmutatjuk, hogy * = Tx. Ha ez nem igy lenne, akkor a feltevésiink
szerint lenne olyan y € X \ {z}, amellyel a tételbeli egyenlStlenségek
teljesiilnek. Azaz

d(z, Tx) < d(y,Ty) + (p — q)d(=, y)
< (d(y,Tx) + pd(z,y)) + (d(Tz, Ty) — qd(z,y)) < d(z, Tx).

A kapott ellentmonddas miatt tehat x valéban fixpont. O

Ha T palya-kontraktiv a 6.5. kovetkezmény szerinti értelemben, ak-
kor a Clarke-féle fixponttétel feltételei az y := Tx és p = 1 valasztassal
teljesiilnek. Tehat a 6.5. kovetkezmény, s ennélfogva a Banach-féle fix-
ponttétel is a 6.9. kovetkezmény specialis esetei. Banach-terek zart és
konvex részhalmazai esetén Clarke eredménye a Banach-féle fixponttétel
alabbi altaldanositasat adja:

6.10. kovetkezmény. Legyen D az X Banach-tér zdrt és konver rész-
halmaza, T: D — D folytonos leképezés, valamint 0 < ¢ < 1. Te-
gyiik fel, hogy minden x € D esetén van olyan 0 < A < 1, hogy az
y:= (1 — Nz + ATz vdlasztdssal

1Tz = Tyll < qllz -yl

teljesiil. Ekkor a T leképezésnek van fixpontja.
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6.3. Nemlinearis nyiltleképezés-tételek

Végezetiil a Banach-féle nyiltleképezés-tétel Graves—Ljuszternyik-féle nem-
linearis kiterjesztését mutatjuk be. Emlékeztetiink arra, hogy Banach
emlitett tétele szerint, ha A egy az X és Y Banach-terek kozott hatéd
sziirjektiv korlatos linearis operator, akkor A nyilt, azaz minden U C X
nyilt halmaz esetén A(U) C Y nyilt. Ezért 1étezik olyan r > 0, hogy
rUy C A(Ux), ahol Ux C X és Uy C Y a zart egységgémbok. Az ilyen
tulajdonsagu r pozitiv szdmok halmazdnak pontos fels§ korlatjat az A
operdtor szurjektivitdsi modulusdinak nevezzik:

sur(A) :=sup{r >0 |rUy C A(Ux)}.

Azonnal lathat6, hogy sur(A) < ||A]| és sur(A) akkor és csak akkor pozi-
tiv, ha A sziirjektiv.

6.11. tétel. Legyenek X és Y Banach-terek, D C X nyilt halmaz, p €
D régzitett, valamint f: D — Y adott fligguény, és A: X — Y olyan
szurjektiv korldtos linedris operdtor, hogy

(6.3) ag = limsup If(2) = f(u) = A(z — u)]]

(z,u)—=(p.p) |z — ull
rH#u

< sur(A4).

Ekkor bdrmely K > m esetén a (p, f(p)) pontnak létezik olyan
U C X xY kérnyezete, hogy barmely (z,y) € U esetén van olyan z € D,

amelyre

(6.4) fl)=y é  z—z|| < K|f(z) -yl
Bizonyitds. Legyen K > m, és valasszuk meg az « és [ szamokat
gy, hogy .

ap < a < B <sur(A) és KZB—O/

Mivel o < a, ezért van olyan § > 0, hogy minden z,u € U x(p,d) esetén
(6.5) 1f (@) = f(u) = Alz = u)|| < aflz — ul];
masrészt f < sur(A) miatt

BUy C A(Ux).
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Legyen most

o
U= {(@y) e DxY [lle—pll < 3. If@) ~ vl < 532}

Ekkor U C X x Y olyan nyilt halmaz, amely tartalmazza az (p, f(p))
pontot. Megmutatjuk, hogy ezen az U halmazon teljesiil a tétel allitasa.

Legyen (x,y) € U rogzitett. A tételbeli feltételeknek eleget tevé z € D
vektor konstrukcidjahoz alkalmazzuk az Ekeland-féle variacids elvet az
u — || f(u) — y|| leképezésre az ¢ := ||f(z) —y|| és A = 1/K = f — «
konstansokkal az U x(p,d) zart gémboén (ami teljes metrikus tér, hiszen
teljes metrikus tér zart részhalmaza). Az Ekeland-elv szerint van olyan
z:=x) € M elem, hogy

(@) [1f(z) —yll <[ f(x) — yll, valamint
(i) N1z — 21l < KL () — ol < § és
(i13) [|f(z) =yl < |If(uw) = y||+ Al|u— z]||, amennyiben u € Ux (p, )\ {z}-

A tétel masodik allitdsa azonnal ad6dik az (ii) tulajdonsdgbdl. Befe-
jezéstl tehat azt kell még belatnunk, hogy f(z) = y is érvényes. Ismét az
(7i) tulajdonsagot alkalmazva kapjuk, hogy

e =pl < llz =2l +lle—pl < 3 + 3 = 2
z— Z2—z T — — =

P = Pil=373773
Tehat z € Ux(p,d). A BUy C A(Ux) tartalmazds miatt barmely v € Y’
esetén v € A(”‘%”ﬁx), ezért a v = f(z) — y elemhez van olyan u € X,
hogy y — f(z) = Au és

&l M=V g oy -yl < &,

Tehat z +u € Ux(p,d), hiszen ||z +u —p|| < ||z —p|| + ||ul| <. Indirekt
modon tegyiik fel, hogy u # 0. Az (éi7) tulajdonsdg valamint a (6.5) és
az imént latott becslések alapjan ekkor azt kapjuk, hogy

(6.6)  ull <

1F(z) = yll < IIf(z+w) =yl + All(z + ) — 2]
= [[f(z +u) = f(2) = Aul| + (B = @) [|u]
< aflull + (8 = a)lull = Bllul < |[f(2) =yl

A kapott ellentmondés miatt u = 0, és ennélfogva f(z) = y. O
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6.12. kovetkezmény. (Graves—Ljuszternyik) Legyenek X ésY Banach-
terek, D C X nyilt halmaz, p € D, és f: D — Y olyan, a p pontban
Fréchet szerint erésen differencidlhaté figgvény, amelynek az f'(p): X —
Y derivdltja sziirjektiv korlatos linedris operdtor. Ekkor van olyan K > 0
és a (p, f(p)) pontnak olyan U kérnyezete, hogy minden (x,y) € U esetén
van olyan z € D, amelyre a 6.11. tétel dllitdsa érvényes.

Bizonyitds. Mivel A := f’(p) sziirjektiv, Banach nyiltleképezés-tétele sze-
rint sur(A) > 0. Mésrészt f a p pontban Fréchet szerint erésen differen-
cidlhaté, ezért a 6.11. tételben ag = 0. [

Az alabbi kovetkezmény azt mutatja, hogy a Banach-terek kozott hatd
sziirjektiv korlatos linedris operdtorok halmaza nyilt az £ (X,Y") térben.

6.13. kovetkezmény. Ha X ésY Banach-terek, A,B € Z(X,Y) olya-
nok, hogy A szirjektiv és korldtos, valamint |B — A|| < sur(A), akkor B
szirjektiv, és

sur(A) — ||B — A|| < sur(B).
Bizonyitds. Alkalmazzuk a 6.11. tételt az f(z) = Bz vilasztéssal. Ekkor

op = limsup | f(z) = flu) — Az —

(@,u)—=(p,p) |z —
TH#u

DI B~ Al < sur(4).

Igy a 6.11. tétel szerint minden 0 < r < sur(A) —||B — A|| esetén a 0 € Y
elemnek van olyan V kornyezete, hogy minden y € V esetén van olyan
z € X, amelyre

, 1
Bz=y & el < _lyll

Innen a B operator pozitiv homogenitasat is kihasznalva azonnal kapjuk,
hogy rUy C B(Ux). A sziirjektivitdsi modulus értelmezése miatt r <
sur(B). Mivel ez az egyenl6tlenség barmely 0 < r < sur(A4) — || B — A||
esetén érvényes, ezért innen a tétel allitasa kovetkezik. O

A fenti kévetkezménybdl konnyen levezethetd, hogy a sur: Z(X,Y) —
R fiiggvény globalisan Lipschitz-folytonos 1 modulussal, azaz minden

A, B e Z(X,Y) esetén

|sur(A) —sur(B)| < ||A — B].
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A kovetkezd tétel megfogalmazasahoz normalt terek részhalmazai érin-
tovektorainak fogalmat értelmezziik. Ha H az X normalt tér egy rész-
halmaza és p € H, akkor egy h € X vektort a H halmaz p pontbeli
érintévektoranak neveziink, ha

. d(p+th,H)
lim ———~
t—0+ t

=0.

A H halmaz p pontbeli érintévektorainak halmazara a T,(H) jelolést
fogjuk hasznélni, és ezt a H halmaz p pontbeli érintdterének nevezziik.

6.14. tétel. (Ljuszternyik) Legyenek X ésY Banach-terek, D C X nyilt
halmaz, p € D, valamint f: D — Y olyan, a p pontban Fréchet sze-
rint erdsen differencidlhatd figguény, amelynek f'(p): X =Y derivdltja
szurjektiv korldtos linedris operdtor. Ekkor a

H:={xeD| f(x)=f(p)}

halmaz (nemlinedris sokasdg) p pontbeli érintdtere az f'(p) operdtor null-
tere.

Bizonyitds. Legyen el6szor h € T,(H) \ {0} tetszleges és r > 0 olyan,
hogy tetszéleges t € [0,7] esetén p + th € D teljesiiljon. Ekkor minden
t € [0, 7] esetén taldlhatd olyan v(t) € X vektor, hogy

p+th+ot)e H & o) <d(p+th, H)+ 12

Fzekbol a H halmaz értelmezését, illetve az érintévektor fogalmat szem
elott tartva kovetkezik, hogy

lim @ 0.

t—0t+ t

flo+th+o()) = f(p) &
Az f fliiggvény p-beli Fréchet-differencidlhatésaga és a fentiek miatt

o W@ th o 0(t) — £0)  F@)(th+ o)

0
130+ [th+ v (D))
i W@ @) 1@ )] _ [ @)k
t—0t  |[th +v(t)]] t—»0t  |[h+to(t)|] Rl

Tehat f'(p)h = 0, azaz h benne van f’(p) nullterében.
A forditott irdnyd tartalmazas igazoldsdhoz legyen h € X az f'(p)
operator nullterének tetszoleges nem nulla eleme. A 6.12. kévetkezmény
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szerint a (p, f(p)) pontnak van olyan U C X x Y kornyezete és van olyan
K > 0, hogy minden (x,y) € U esetén van olyan z € D, amelyre (6.4)
fennall.

Viélasszuk meg az r pozitiv szdmot ugy, hogy (p+ th, f(p)) € U telje-
stiljon minden t € [0, 7] esetén. A fentiek szerint minden ¢ € [0, 7] esetén
van olyan z = z(t) € D, hogy

fz®)=fp) & lp+th—z@)] < K[ f(p+1th) = fp)l.

Az elsé egyenl6ség miatt z(t) € H, igy a masodik egyenlétlenség szerint
d(p +th, H) < K| f(p + th) = f(p)ll

minden ¢ € [0, 7] esetén. Ezért és az f Fréchet-differencidlhatésdga miatt

d th, H th) —
lmsup 2 ) ey 1700 — f@)]
t—0+ t—0+ t
th) — — ['(p)(th
_ Kl tim sup @+ = FO) = @R _
t—0+ ||th]]

ami azt igazolja, hogy a h vektor a H sokasag p-beli érintévektora. [
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Bevezetés — topologikus
eredmények

A topologikus fixponttételek elméletének sziiletését Brouwer alapveté dol-
gozatdnak megjelenésétol szamitjuk. Fontos azonban kozvetlen el6futar-
ként Bohl nevét megemliteni, aki par évvel korabban a specidlis harom-
dimenzids esetben igazolta a Brouwer-féle fixponttételt. Idézziik most az
eredményt dltaldnos formajiban [11]:

Tétel. Az euklideszi tér zdrt eqységgombjének barmely énmagdba torténd
folytonos leképezése rendelkezik fizponttal.

Az egydimenzids eset igazoldsa nem okoz til nagy problémat, beveze-
t6 analiziskurzusok targya lehet a Bolzano-tétel alkalmazasira. A kétdi-
menziés eset bizonyitasa azonban, mint latni fogjuk, kordntsem ennyire
egyszerli. Mar maga az allitas folruhazhat6 olyan szemléletes tartalom-
mal, mely messze nem magatdl értetdds. Példaul: a palacsinta tészta-
jdnak van olyan pontja, mely a siités el6tt ugyanott volt, mint ahova
a siités végeztével keriilt. (Foltéve persze, hogy kézben nem mozgatjuk
a serpeny6t.) Ha hinni lehet a hagyoménynak, Brouwer érdeklédését is
gasztronémiai élmény keltette fol: a kavéba kevert tejszin mozgasat fi-
gyelve fogalmazdodott meg benne fixponttétele. Emlitsiink meg azonban
egy masik jellegzetes topoldgiai eredményt, a negativ retrakt elvet!

Tétel. Az euklideszi tér zart eqységgombjének nem létezik a héjra wvald
retraktja, azaz a héjat pontonként fizen hagyo folytonos leképezése.

Ehhez az eredményhez szintén kapcsolhato szemléletes tartalom. Ha
a dob hartyajat ra akarjuk fesziteni a peremre, akkor a hartya sziikségkép-
pen el fog szakadni. Ez utébbi talan hihetobben hangozhat a Brouwer-féle
tik matematikai kiilonbség, mint ahogy ezt az aldbbi ekvivalenciatétel
mutatja.

89
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Tétel. A Brouwer-féle fixrponttétel és a negativ retrakt elv eqymdssal ek-
vivalensek.

Bizonyitds. Jelolje K a zart egységgdémbot, 0K pedig ennek héjat. Ha
tudjuk, hogy létezik r: K — OK retrakcid, akkor létezik f: K — K
fixpontmentes leképezés is; egyszeriien ellenérizhetd, hogy példaul f = —r
ilyen.

Megforditva, tegyiik fel, hogy létezik f: K — K fixpontmentes leké-
pezés, és legyen r: K — K az alabbi mdédon értelmezett fliggvény:

rx)={yeS|IH>0:y=x+t(x— f(x))}

Ekkor r valéban fiiggvény. A fixpontmentesség miatt ugyanis z — f(z)
nem a nullvektor; K kompaktsiga és szigorui konvexitasa miatt pedig
létezik pontosan egy olyan ¢t nemnegativ szam, amely a font megkévetelt
tulajdonsaggal bir. Az is igazolhatd, hogy r folytonos, a héjra képez, és
r|lox = id. Vagyis r retrakcio. O

A tovabbiakban a Brouwer-féle fixponttétel kétdimenzds esetét tér-
gyaljuk a negativ retrakt elv tiikkrében. Ehhez az algebrai topolégia ele-
meit fogjuk diéhéjban ismertetni. Legyen X topologikus tér és p € X
rogzitett pont. Azt mondjuk, hogy a g: [0,1] — X leképezés p alapponti
hurok, ha folytonos, és g(0) = p = g(1) teljestl. Jelolje a p alappont hur-
kok halmazat P(X,p). Ha go, g1 € P(X,p), akkor értelmezziik a g = gog:
szorzatot az alabbi médon:

() = go(2t), ha t € [0,1/2];
g G2t —1), hate[1/2,1].

Nyilvan ekkor g € P(X,p) szintén fonnéll. Tekintsiik ezek utédn a P(X, p)
halmazon a kovetkezd relaciét: gg =~ ¢1, ha a két hurok megengedett
homotépidra nézve ekvivalens, azaz ha van olyan H: [0,1] x [0,1] — X
folytonos leképezés, mellyel

(i) H(t.0) = go(t);
(i) H(t,1) = g1(t);
(iii) H(t,s) = gs(t) € P(X,p).

Koénnyen megmutathaté, hogy ~ valéban ekvivalenciarelacié a p alap-
pontd hurkok halmazén. Jeldlje az indukélt osztélyok rendszerét m(X, p).
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A P(X,p) halmazon bevezetett miivelet kompatibilis médon &tiiltethe-
t6 az ekvivalenciaosztalyok rendszerére a szokasos médon: két osztaly
szorzata a reprezentansok szorzatinak osztalya. Megmutathatd, hogy e
miivelettel folruhdzva w(X,p) csoport, melynek neutralis elemét a g = p
hurok reprezentalja. Kzt a csoportot az X topologikus tér p pontbeli
Poincaré-csoportjanak vagy fundamentdlis csoportjanak nevezziik. A fun-
damentdlis csoport azért jelentos, mert segitségével a topoldgiai kérdések
egy része algebrai kérdéssé valik, s igy kapu nyilik az algebra modszerei
elott.

Azt mondjuk, hogy az X topologikus térnek Y retraktiv altere, ha
topologikus altere, és létezik r: X — Y retrakci6. Retraktiv altér funda-
mentdalis csoportja és az alaptér fundamentélis csoportja szoros kapcso-
latban allnak egymassal:

Tétel. Ha 'Y retraktiv altere az X topologikus térnek ésp € Y tetszdleges,
akkor w(Y,p) részcsoportja a (X, p) fundamentdlis csoportnak.

Bizonyitds. Csupan azt kell beldtni, hogy ha két Y-beli gérbe X-beli
megengedett H homotopiara nézve ekvivalens, akkor ekvivalens Y-beli
megengedett homotépidval szemben is. Ilyen homotépia az r o H leképe-
zés, ahol r: X — Y retrakcié. ]

A fonti egyszerti észrevétel modot ad a negativ retrakt elv, s igy koz-
vetve a Brouwer-féle fixponttétel kétdimenzids esetének bizonyitasara. In-
tuitiven lathatd, hogy a zart korlap fundamentalis csoportja trivialis, mig
az {vé végtelen ciklikus. Am ez utébbi nem részesoportja az elébbinek,
igy nem létezhet a zart korlapnak az ivre vald retraktja.

Ezek a gondolatok sajnos nem vihetok at kozvetlen médon a harom-
vagy annal magasabb dimenzids esetre. Ilyenkor ugyanis a zart egység-
gobmbnek és a héjnak ugyanaz a fundamentalis csoportja, mégpedig a
trividlis csoport. E probléma a homoldgiacsoportok bevezetésével athi-
dalhatoé, azonban ez az 1t hosszadalmas elOkésziiletekkel jar. Mar annak
preciz bizonyitasa sem konnyt, amit pedig heurisztikusan barki elfogad,
hogy a koriv fundamentéalis csoportja végtelen ciklikus.

Brouwer eredeti médszere, mely a klasszikus analizis és a vektorana-
lizis kifinomult technikdin alapul, szintén korilményes. Az eredmény
folfedezésekor kevés remény volt arra, hogy egyetemi kurzus keretében
targyalni lehet majd.

Pusztén emiatt is jelentés Sperner eredménye [66], mely mind szemlé-
letmédjdban, mind pedig elegancidjaban hatalmas &ttérésnek bizonyult.
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Sperner 21 éves egyetemistaként igazolt egy grafelméleti eredményt, me-
lyet aztén Knaster, Kuratowski és Mazurkiewicz [37] kombinatorikus geo-
metriai tartalommal ruhaztak f6l. Modszeriik kozvetleniil adja Brouwer
fixponttételét abban az esetben, amikor az értelmezési tartomany és az
értékkészlet ugyanaz a szimplex. A Riesz Frigyestdl szarmazo pozitiv re-
trakt elv [59] birtokdban pedig a szimplex tetsz6leges nem {ires, konvex,
kompakt halmazra cserélheté. Megemlitjiik, hogy Milnor [49], késébb
Milnor gondolatmenetét egyszertisitve Rogers [60] més szellemii, egysze-
rii bizonyitdsat adtak Brouwer fixponttételének.

A Knaster—Kuratowski-Mazurkiewicz-féle lemmat Ky Fan fejlesztette
tovabb [21]. Otletével a kombinatorikus geometriai elv kozvetleniil kiter-
jeszthet6 Hausdorff-topologikus vektorterekre, és segitségével igazolhato
a réla elnevezett egyenlétlenség. A Ky Fan-egyenlStlenségbél pedig adé-
dik nemcsak Brouwer fixponttétele, hanem Schauder elsé fixponttétele,
s6t a Tyihonov-fixponttétel is [68].

Az alkalmazasok szempontjabdl az alaphalmaz kompaktsiagat foltéte-
lezni tul nagy megszoritds. Valbjaban e tény 6sztonozte Schaudert [63],
s vezetett a kompakt leképezések fixponttulajdonsidgainak vizsgalatdhoz.
Eredményét, nevezetes masodik fixponttételét a nevét visel§ approxima-
cids tétel segitségével kapta.

A topologikus fixponttételek elméletét a most felvazoltak szerint épit-
jik fel. A hetedik fejezetben folytonos és kompakt leképezések fixpont-
tulajdonsagaival foglalkozunk. Kozben bepillantast adunk a retrakt elvek
vildgdba és néhany egyszerii alkalmazast, példaul Perron [55] és Frobenius
[23, 24] pozitiv métrixok sajatértékeire vonatkozé tételét vagy Schauder
alternativa tételét bemutatva.

Kérdés természetesen, hogy a leképezésre vonatkozd kompaktsagi fel-
tétel mekkora ar. Kideriilt, hogy az ennél gyéngébb kondenzilé tulajdon-
sag is biztositja a fixpont 1étezését. Ezt az allitast fogalmazza meg Darbo
[17] és Szadovszkij [62] tétele, a nyolcadik fejezet 6 eredménye. A meg-
kozelités egy frappans konstrukcié, a Kuratowski-féle nemkompaktsagi
mérték tulajdonsagain alapszik. Végil az el6z6 fejezetek tételeihez vissza-
nytlva affin leképezéscsaladok fixponttulajdonsigaival foglalkozunk.

A kilencedik fejezetben néhany jellegzetes és fontos alkalmazassal
szemléltetjik a topologikus fixponttételek hatékonysagat. Bemutatjuk
a klasszikus inverzfiiggvénytétel egy altalanositasat, Peano kozonséges
differencidlegyenletekre vonatkozé egzisztenciatételét, Neumann [52] és
Nash [51] jatékelméleti eredményeit, Lomonoszov tételét az invaridns al-
térrdl [42], végiil pedig Haar eltoldsinvarians mérték létezésére vonatkozo
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konstrukcigjat [28]. Neumann tétele kapcsan felhivjuk a figyelmet Job
[33] egyszerii bizonyitdsira, valamint Komornik [38] dolgozatéra.

A tizedik fejezetben a halmazértékil leképezések vilagaba nytjtunk
bepillantast. Ennek legfontosabb eredménye az equilibrium-tétel, mely-
bdl konnyen levezetheték a kifelé, illetve befelé iranyuld leképezések fix-
ponttulajdonsigai, Kakutani [34], Fan [20] és Glicksberg [25] jatékelmé-
leti szempontbdl is alapveto tételei, és természetesen sok egyéb kordbban
targyalt topologikus eredmény is. Tovabbi alkalmazasként a Bolzano-féle
kozépértéktétel kiilonféle altalanositasait, koztitk Miranda tételét [50] tar-
gyaljuk.

A rész utolséd, tizenegyedik fejezetében kitekintést kivanunk adni a
fokszam- és fixpontindex-elmélet csodalatos vildgara. Bizonyitas nélkil
ismertetjiik Leray és Schauder fokszamtételét [40], megvilagitva kapcsola-
tat az algebra alaptételével, a Brouwer-féle fixponttétellel, valamint Poin-
caré stindisznotételével. Az alaptétel bizonyitasa megtalalhaté példaul
Zeidler [71] monografidjaban. A fejezetet zar6é antipodalis tétel Ulam
sejtése volt, amit Borsuk [9] igazolt. Ehhez kapcsolodbéan emlitjiitk meg
Bajméczy és Bardny dolgozatét [1], melyet maga Gromov ,kiemelkedéen
fontos” miinek tekint.






7. fejezet

Fixponttételek folytonos és
kompakt leképezésekre

A folytonos és kompakt leképezések fixponttulajdonsiagainak targyalasa-
kor az elegans és hatékony kombinatorikus megkozelitést kovetjik. Elso-
ként a baricentrikus koordinatazassal ismerkediink meg, majd igazoljuk
Sperner grafelméleti lemmajat, s ennek segitségével Knaster, Kuratowski
és Mazurkiewicz kombinatorikus geometriai tételét. Mindezek és a pozitiv
retrakt elv birtokdban, a masodik alfejezetben kozvetlen bizonyitast kina-
lunk Brouwer fixponttételére. A harmadik alfejezet a méasodiktél fiigget-
leniil tanulmanyozhaté. Ky Fan gondolatait kévetve megmutatjuk, hogy
Knaster, Kuratowski és Mazurkiewicz tétele topologikus vektorterekben
is érvényes. Ennek felhasznalasaval igazoljuk a Ky Fan nevét visel6 egyen-
16tlenséget, melybol mar koévetkezik Tyihonov fixponttétele. Ily moédon
Brouwer eredményét és a negativ retrakt elvet ennek kévetkezményeként
kapjuk. Az utolsé alfejezetben az el6z0leg megismert fixponttételek kom-
paktsagi feltételét vizsgaljuk, majd Schauder tételét bizonyitjuk a szintén
réla elnevezett approximéciés technika segitségével.

7.1. Kombinatorikai hattér

Azt mondjuk, hogy az xg,...,x, € R" elemek affin figgetlen pontok, ha
r1—xo,...,Tn—g bazist alkotnak R™-ben. Az els6 lemma jellemzi az affin
fliggetlenséget, és egyben ramutat arra, hogy x( szerepe csak latszélag
kitiintetett. A méasodik lemma biztositja a baricentrikus koordinatazast.

95
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7.1. lemma. Az xzq,...,x, € R" pontok akkor és csakis akkor affin fiig-
getlenek, ha az cgxg + -+ + anxy, =0 és ag + - -+ + ap = 0 azonossagok
csak trividlis egytitthatokkal teljestilnek. Specidlisan az affin fiiggetlenség
fogalma nem fiigg az abban szerepld vektorok sorrendjétdl.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy xq, ..., x, affin fiiggetlen rendszer, tovibba
hogy az ay, . .., a, egyiitthatdk eleget tesznek a tételben szerepld feltéte-
leknek. Ekkor aq kifejezhet6 a méasodik Osszefliiggés segitségével. Fzt az
els6be irva kapjuk, hogy

0=apro+arx1 + -+ apry
=—(o1+ -+ an)To+ Q121 + -+ + Ty,

= Oél(.f[fl - -:UO> + - +Oén(xn - $0).

Mivel x1 — xg,...,Tn — xo bazisa R™nek, ezért a3 = ... = o, = 0,
amibdl ag = 0 is adédik. Megforditva, tegyiik fel, hogy x1 — xq, ..., Tn —
xg nem bazis R™-ben. Ekkor léteznek olyan aq,...,a, nem mind nulla

egyltthaték, hogy
ai(x1 —xo) + - - + an(zn — x0) = 0.

Innen az ag := —(aq + -+ + ay,) valasztassal kapjuk, hogy a tételben
szerepl6 Osszefliggések nemtrivialis egytitthatdkkal is teljesiilnek. O

7.2. lemma. Ha xg,...,x, affin fiiggetlen pontok R™-ben, akkor bdrmely
x € R™ esetén egyértelmiien léteznek olyan \o(x), ..., A\p(x) valds szamok,
amelyekkel az

x = X(x)xo+ -+ A\p(x) 20, L=Xo(x)+ -+ ()

azonossagok teljesiilnek. Tovdbbd az © — (Ao(x),..., A\n(x)) leképezés
folytonos.

Bizonyitds. Rogzitett x € R™ esetén jelolje Ai(z),..., A\ (z) az x — o
elemnek az x; — xo, ..., T, — To bazisra vonatkozd (egyértelmi) koordi-

natait. Ekkor

x=x0+ A(x) (1 —x0) + -+ Mp(2) (21 — )
= (1= (M) + -+ M@)o + A (@)T1 + -+ An(@) 20
= No(z)xo + Ai(x)z1 + - + A (@) 2.
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Tekintsiik most az {x1 — zg,..., 2, — o} \ {z; — zo} elemek altal gene-
ralt hipersik ortogonalis komplementerének valamely h; egységvektorat.
Ekkor az x — x¢ bazis-el6allitasat belsdleg szorozva h;-vel kapjuk, hogy

n

<J} — X, hz> = Z)\]({L‘)(w] — .’Eg,h,‘> = )\Z(:r)(xz - wo,hi>.
j=1

Ez utébbi tagban a bels6 szorzat értéke nullatél killonbozik a h; elem va-
lasztédsa miatt. Tehdt mindeni = 1,...,n esetén \;(x) = (x—xo, h;)/{x;—
xo, hi), és itt a jobb oldal z-nek folytonos fiiggvénye. Azonban a tétel ma-
sodik azonossagabdl \g folytonossaga szintén kovetkezik. O

A fonti lemma jeloléseit és feltételeit megtartva a Ao(z),..., ()
valés szamokat az x elem xg, ..., x, affin fliggetlen rendszerre vonatkozo
baricentrikus koordindtainak nevezzik.

Az xg,...,z, € R" affin fiiggetlen pontok altal meghatarozott n di-
menziés S szimpleren azon R™-beli pontok halmazat értjiik, amelyek-
nek mindegyik baricentrikus koordindtdja nemnegativ. Jelolésben: S =
[0, ..., 2Zn]. Egyszeriien igazolhatd, hogy barmely n dimenziés szimplex
az adott affin pontrendszer konvex burka. Legyenek 0 <ig < --- <ip <n
rogzitett indexek. Az S szimplex k dimenzids részszimplexén az aldbbi
halmazt értjiik:

k
[@igs i) = {@ € R | 30N, (@) = 1,0, (2) = 0.
j=0

Az S szimplex trianguldcidjan olyan T' = {Si,...,S;,} szimplexcsalddot
értiink, amelynek egyesitése S, tovabba kiilonb6z6 4, j indexek esetén S; N
S; vagy iires halmaz, vagy pedig valodi részszimplexe mind S;-nek, mind
pedig S;-nek.

Legyen S szimplex, T ennek triangulacidja, és jelolje Vr a triangu-
lacidban szereplé cstucsok halmazat. Azt mondjuk, hogy a o: Vpr —
{0,...,n} leképezés Sperner-szdmozds, ha minden v € Vp esetén

a(p) € {i | Ai(p) > 0}.

Egy T triangulacié o Sperner-szamozasahoz tartozo Sperner-szimplexrének
nevezziik a T olyan szimplexét, amelynek csiicsaindl pontosan a {0, ..., n}
halmaz elemei allnak. Sperner eredménye szerint ilyen szimplex mindig
létezik.
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7.3. lemma. (Sperner) Ha S C R"™ szimplex, T ennek tetszbleges trian-
guldcidja, akkor barmely Sperner-szdmozisa esetén a Sperner-szimplexek
szama paratlan. Specidlisan keletkezik legaldbb egy Sperner-szimplex.

Bizonyitds. A tér dimenziészama szerinti teljes indukciét alkalmazunk.
Az egydimenziés esetben legyen S = [xg,x1] és legyenek zg = pg <

- < pp =: x1 a trianguldciéban szereplé csicsok. Nyilvan o(pg) = 0 és
o(pn) = 1; tehat

1=o0(pn) — o(po) Zn: ) — o (pi-1))
= Hilo(pi) — o(pi- 1) 1} =i [o(pi) —o(pi-1) = =1}
=(k+1)—k.

Nyilvanvald, hogy ebben az esetben a Sperner-szimplexek azok az egymast
koévetd pontparok, amelyeknél a szamozés nullarél egyre vagy pedig egyrol
nullara valt. A fontiek szerint tehat a Sperner-szimplexek szama épp
(k+1)+k =2k + 1, azaz paratlan.

A kétdimenzids esetben legyen S = [x¢, z1, x2] tetszbleges szimplex, T
ennek triangulaciéja, s tekintsiik ennek egy Sperner-szdmozasat. Rendel-
jink hozza a szamozott trianguldcidhoz egy grafot a kévetkezdé mdodon. A
csucsok legyenek T' szimplexei; két csticsot pontosan akkor kotiink Gssze
éllel, ha van kozos, 0-val és 1-gyel szamozott egydimenzids részszimplexiik.
Az S komplementerét szintén csicsként kezeljik; ezt pontosan azokkal a
T-beli szimplexekkel kotjiik ossze, amelyeknek az [zg, z1] oldallal van ko-
z0s, 0-val és 1-gyel szamozott egydimenziés részszimplexiik.

Az egydimenzids eset miatt a komplementert reprezentald csics foka
paratlan. Tovabba minden egyéb cstics foka 0, 1, vagy 2; egy cstcs fo-
ka pontosan akkor 1, ha Sperner-szimplex. Azonban barmely grafban a
paratlan fokd csiicsok szama paros, a paratlan foku cstcsok pedig jelen
esetben pontosan a komplementer és a Sperner-szimplexek reprezentan-
sai. Eszerint a Sperner-szimplexek szama paratlan.

Az n dimenzios eset hasonléan kezelhets. A megfelel$ grafban ponto-
san akkor tekintiink két csicsot szomszédosnak, ha van a {0,...,n — 1}
halmaz elemeivel szamozott kozos részszimplexiik. A fokszamok a két-
dimenziés esethez hasonléan alakulnak, igy a korabbi érvelést ugyanigy
hasznélhatjuk. O

Legyen S = [zg, ..., zy] C R™ szimplex. Azt mondjuk, hogy a {Cy, ...,
Cy,} halmazrendszer KKM-lefedése S-nek, ha minden 0 < ig < -+ < i <
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n esetén
[xio,...,xik] QCiO U"'UCZ'k

teljesil. A KKM-lefedés igen erés tulajdonsag: létezik a szimplexnek
olyan pontja, melyet ,lényegében” a fedérendszer minden tagja tartalmaz.
Ezt fogalmazza meg a kovetkez6 allitds, melyet a tovabbiakban KKM-
lemma néven fogunk idézni.

7.4.lemma. (Knaster-Kuratowski-Mazurkiewicz) Ha S C R" tetszdleges
szimplex és {Cy,...,Cyn} ennek KKM-lefedése, akkor

SNCon---NnC, #0.

Bizonyitds. Legyen (T,,) az S szimplexnek olyan trianguldciésorozata,
melyben szerepldé szimplexek atmérdje nullahoz tart m — oo esetén. Je-
16lje V7, a T, trianguldcié csticsainak halmazat. Tekintsiik azt a oy,
Sperner-szamozast, amelyre minden p € Vg, esetén o,,(p) € {i | p € C;}
teljesiil. Ilyen szamozas vilasztasa valéban lehetséges; ehhez elegendd azt
megmutatni, hogy

{i | Xi(p) >0} {i|peCit #0.

Legyen ugyanis p € Vr, tetszOleges csics, melynek 4, . .., ¢ indext bari-
centrikus koordindatai pozitivak. Vildgos, hogy ekkor p € [z, ..., x;,]; &m
ez utébbi szimplex része a Cj, U. ..U C;, halmaznak a KKM-tulajdonsig
miatt. Ezért van olyan ¢; index, hogy p € Cj,, s {gy a fonti metszet
valéban nem iires.

A Sperner-lemma szerint 1étezik a o, szamozashoz tartozé Sperner-
szimplex a Ty, triangulaciéban; jelolje ezt Sy, = [Pom, - - -, Pnm), ahol fol-
tessziik, hogy o, (pim) = @ teljesiil minden lehetséges i index esetén. Mi-
vel S kompakt halmaz, ezért a (pom, - - - , Pnm) Sorozatnak van konvergens
részsorozata; az altalanossag csorbitasa nélkil azt is foltehetjiik, hogy
az eredeti sorozat konvergens. Legyen p; := lim;, oo Pim. A Sperner-
szdmozas konstrukci6jabol adédéan pi, € C;, ezért p; € C;. Mésrészt
m — oo esetén S, atmérdje nulldhoz tart, tehat pg = -+ = p, =: p. Ez
azt jelenti, hogy a tételben szereplé metszet tartalmazza a p pontot, igy
valéban nem iires. O

7.2. Pozitiv retrakt elvek és alkalmazasaik

A KKM-lemmabdél Brouwer fixponttétele kozvetleniil igazolhatd, ha az
alaphalmaz szimplex. A szimplextdl altaldnosabb értelmezési tartomény-
ra vald attérést a pozitiv retrakt elvek teszik lehetévé. Emlékeztetiink
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arra, hogy egy X topologikus tér K részhalmazara vald retrakciéjan egy
olyan r: X — K folytonos fiiggvényt értiink, amely K elemeit fixen hagy-
ja. Elsoként Riesz eredményét mutatjuk be.

7.5. tétel. Legyen X Hilbert-tér, K C X nem tres, kompakt, konvex
halmaz, és definidljuk azr C X x K reldcidt az

ri=A{(z,y) e X x K ||z —y| = d(z, K)}
képlettel. Ekkor r az X-nek K-ra vald retrakcidja.

Bizonyitds. Elészor megmutatjuk, hogy r fiiggvény, azaz r(x) minden
x € X esetén egyelemili. Legyen x € X rogzitett. Mivel az y — ||z — y||
leképezés folytonos és K kompakt, ezért ez a fliggvény felveszi a mi-
nimumét K-n. Igy létezik olyan y € K, amivel ||z — y|| = d(z, K)
teljesil, tehat r(z) nem iires. Tegyiik fel, hogy y,z € r(z). Ekkor
|z —yll = d(z, K) = |z — z]|.

Jol ismert (és konnyen ellenérizhetd), hogy barmely belsészorzatbol
szarmazo norma eleget tesz az aldbbi, tgy nevezett paralelogrammaazo-
nossdagnak:

4 ol* + flu = vf* = 2fjul® + 2[0*  (u,v € X).

Ebbél u := 1 (y + 2) — 2 és v := 3(y — 2) helyettesitéssel kapjuk, hogy

2 2
Yy —z 1 1
= Sl =yl Sl = 2l = 2 (a, K).

”y+z
2

|

Mivel K konvex, ezért 1(y + z) € K, tehat a fonti egyenlSség elsé tagja
legalabb d?(z, K). Emiatt a masodik tag sziikségképpen nulla, amibél
y = z adodik.

Most megmutatjuk, hogy r Lipschitz-tulajdonsagt, amibdl a folyto-
nossag mar azonnal kévetkezik. Ehhez az aldbbi egyenlétlenséget igazol-
juk: minden v € X és v € K esetén

(7.1) (u—r(u),v—r(u) <O0.

Legyen t €]0,1[ tetszéleges; ekkor K konvexitdsa miatt w := tv +
(1 = t)r(u) szintén K-beli elem, s igy az u elemtél valé tévolsiga leg-
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alabb d(u, K). Azaz ||u — r(u)| < ||u — w]||. Innen

0 >lu —r(w)|® — [lu —wlf?
= —2{u,r(w)) + [[r(w)]|* + 2(u, w) — wl|f?
= = 2(u, 7(w)) + [r(w)[|* + 2t(u, v) + 2(1 — t)(u, 7(u))
— EJ|o]* = 2t(1 = t){v,r(w)) = (1 = £)?||r(w)|
= —2t(u, r(w)) — (2 = 26) [ (w)[|* + 2¢(u, v)
— |Jvl]* = 2t(1 — ) (v, r(w)).

Az egyenlGtlenséget t-vel osztva, majd véve a t — 0 hataratmenetet, épp
a bizonyitandé &llitast kapjuk. Legyen most z,y € X. Ekkor r(z),7(y) €

K, igy u :=x és v := r(y), illetve u := y és v := r(z) helyettesitésekkel
(7.1)-bél nyerjik, hogy

0> (x—r(x),r(y) —r(z)), illetve 0> (y—ry),r(z) —r(y)).

Ezt a két egyenl6tlenséget Osszeadva, majd a Cauchy—Bunyakovszkij—
Schwarz-egyenlétlenséget alkalmazva adddik, hogy

0<{z—y—r(x)+rQy),r)—-ry)
= (& —y,r(@) —r(y)) — lIr(x) — @)
< llz = ylllr(z) = r@)ll = lIr(z) = r(y)*.

Ha ||r(y) — r(x)|| = 0, azaz r(x) = r(y), akkor a Lipschitz-tulajdonsig
nyilvanvaléan teljestl; ha r(x) # r(y), akkor pedig a fonti egyenl6tlensé-
get rendezve egyszerlisités utdn kapjuk a kivant tulajdonsagot. O

7.6. tétel. Legyen K C R™ olyan zart, konver halmaz, aminek p belsd
pontja, és értelmezziik a p: X — [0,1] leképezést a

p(x) :=sup{t € [0,1] | p + t(z — p) € K}

képlettel. Ekkor az r(xz) = p + p(z)(x — p) mddon definidlt r: R" — K
fligguény retrakcid.

Bizonyitds. Ha x € K, akkor p(x) = 1 miatt r(z) = x, tehdt r|x = id.
Ha =z ¢ K, akkor K zartsiga miatt p + p(x)(z — p) € K, igy r(x) ek-
kor is K-beli. Az r folytonossagdhoz elegend6 csupan p folytonossiagat
igazolnunk. Ehelyett tobbet mutatunk meg: belatjuk, hogy 1/p konvex
fiiggvény. Ebbol ugyanis a véges dimenzids tereken értelmezett konvex



102 TOPOLOGIKUS FIXPONTTETELEK ES ALKALMAZASAIK

fiiggvények folytonossagi tulajdonsagabol p folytonossiga azonnal kovet-
kezik. A szamolas egyszeriisitése végett az adltalanossig megszoritisa nél-
kiil feltehetjiik, hogy p = 0. Ebben az esetben

p(x) :=sup{t € [0,1] | tz € K} (x € R").

Legyen x,y € R™ és \ € [0, 1] tetsz6leges. Ekkor p(x), p(y) €10, 1], vala-
mint
p(x)r € K és py)y € K.

Tehéat a K konvexitdsa miatt

A 1-A A 1-A

Mi\/e]. p(:c),p(y) < ]., eZért
t._<)\+)\>1<<)\+)\) 1—]

tAx+ (1 -Ny) € K.
gy t < p(Az + (1 — N)y), amibdl az 1/p konvexitasa kovetkezik. O

és

7.7. tétel. (Brouwer) Ha K C R™ nem tres, kompakt, konver halmaz,
tovabba f: K — K folytonos leképezés, akkor létezik f-nek fizpontja.

Bizonyitds. Els6ként tegyiik fel, hogy K = [z, ..., x,] szimplex. Legyen
Ci:={x e K| N(f(z)) < \(x)}. Megmutatjuk, hogy {Cy,...,Cy} zart
halmazokbdl all6 KKM lefedése K-nak. Legyenek 0 < ip < --- < i < n
tetszéleges indexek és x € [x4,,...,x;,]. Vilagos, hogy ekkor A;(z) = 0
minden olyan j indexre, amely kiilonbozik az elébb folsoroltaktol. Igy
f(x) € K miatt

k n k
SN (f(@) DN (f@) =1=> A, ().
j=0 : j=0

J=0

Vagyis létezik olyan j € {0,...,k} index, amivel A (f(z)) < A\ ()
teljestil. Ez azt jelenti, hogy z benne van a C;; halmazban, tehat a
{Ciy,--.,Ci, } halmazrendszer egyesitésében is, ami épp a KKM-tulaj-
donsagot jelenti. A zartsag igazoldsahoz tekintsiik valamelyik C; halmazt,
ennek egy p torlédasi pontjat. Legyen (x,,) olyan p-hez tarté sorozat,
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melynek tagjai C;-b8l valok. Ekkor A;(f(zm)) < Ai(2n); mivel az itt
szerepld fliggvények folytonosak, ezért A\;(f(p)) < Xi(p) adédik m — oo
esetén. Tehat p € C;, ami C; zartsagat adja.

A KKM-lemma miatt K N CyN...NC, # (); legyen xy ennek eleme.
Ekkor \;(f(z0)) < \i(wo) teljesiil minden i index esetén. Am ezen egyen-
16tlenségeket Osszegezve mindkét oldalon 1 adddik, hiszen az ott szerepl6
tagok baricentrikus koordinatak. Ez csak ugy lehetséges, hogy tagonként
is egyenl6ség teljesiil. A baricentrikus koordinatak egyértelmiisége miatt
ekkor f(xg) = xo kovetkezik.

Legyen most K C R™ nem iires, kompakt, konvex halmaz, és S C R"”
olyan szimplex, hogy K C S. Tekintsiik a g := f o r leképezést, ahol
r: R™ — K retrakci6. Ekkor g : R — K folytonos leképezés, tovabba
g(S) € S. A elézéek miatt g-nek van fixpontja S-ben, azaz f(r(p)) = p
teljesiil valamely p € S elemmel. Azonban r retrakcié, tehat r(p) € K;
mésrészt f értékkészlete K-beli, s igy r(p) = p. Vagyis p € K fixpontja
f-nek. O

A Brouwer-féle fixponttétel els6 alkalmazasaként a sugarak elhagyasa-
nak elvét ismertetjik, amely a feltételekben foglalt szemléletes geometriai
jelentésrol kapta a nevét. Ebbol kdzvetlen médon kaphatjuk a Schauder-
féle alternativat, melynek bizonyitdsat egyszeriisége miatt nem részletez-
ziik.

7.8. kovetkezmény. Ha K C R™ nem iires, kompakt, konvexr halmaz,
f: K — R™ olyan folytonos leképezés, hogy valamely p € K° és minden
x € OK esetén f(x) # x+A(x—p) ha X > 0, akkor létezik f-nek fixpontja.

Bizonyitdas. A 7.6. tételben megadott r: R™ — R” fiiggvény a K egy ret-
rakcidja. Ekkor ro f: K — K folytonos, ezért a Brouwer-féle fixponttétel
szerint létezik = € K fixpontja.

Ha most x € K°, akkor nyilvan fixpontja f-nek is. Ha x € 0K,
akkor a fixponttulajdonsdg és r értelmezése miatt x = r(f(x)) = p +
p(f(x))(f(z) — p), amibél rendezéssel kapjuk, hogy

flz)=o+ (p(fl@))—l>(ac—p).

A tétel feltétele szerint ez csak ugy lehetséges, ha p(f(xz)) = 1, azaz
f(x) € K. Am ekkor x megint csak fixpontja f-nek. O

7.9. kbvetkezmény. Ha K C R"™ a zdrt eqységgomb, f: K — R™ folyto-
nos leképezés, akkor
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(i) vagy létezik f-nek fixpontja, vagy
(ii) létezik f-nek egqység-sajdtvektora \ > 1 sajatértékkel.
A kovetkez6 klasszikus eredmény szintén a Brouwer-fixponttétel egy-
szerl kovetkezménye.

7.10. tétel. (Perron—Frobenius) Bdrmely pozitiv elemi négyzetes mdt-
rixnak létezik pozitiv sajdtértéke és ehhez tartozo pozitiv koordindtdju sa-
jatvektora.

Bizonyitas. Legyen A € R™ "™ egy pozitiv elemii métrix, és legyen

S:={(x1,...,2n) ER" | 21,..., 2, >0, 21+ -+ 2, = 1}

Ekkor minden =z € S esetén Az koordindtdi pozitivak, ezért az

1
J@) = v+ (A, @

képlettel adott f: S — R™ leképezés jol definidlt, folytonos, és f(S) C S
is teljesiil. Igy a Brouwer-féle fixponttétel miatt létezik f-nek z € S
fixpontja. Vagyis = az A sajatvektora a A := (Ax); + - - + (Ax), pozitiv
sajatértékkel. O

A bevezetdében lattuk, hogy a Brouwer-féle fixponttétel és a nega-
tiv retrakt elv egymaéssal ekvivalens allitasok, majd a negativ retrakt elv
specidlis esetébdl kaptuk Brouwer tételét — szintén specialis esetre. Arra
is kitértiink, hogy e moédszer miért nem miikédik magasabb dimenzids
esetekben. Most, a Brouwer-féle fixponttétel birtokdban, végre kimond-
hatjuk a negativ retrakt elvet altalanos formajaban is.

7.11. kovetkezmény. Nem létezik az euklideszi tér zdrt eqységgdombjének
a héjra valo retrakcioja.

Erdemes megemliteni, hogy Brouwer tétele nemcsak a negativ retrakt
elvvel, hanem a KKM-lemmaval is ekvivalens. Ennek bizonyitdsara itt
nem tériink ki.

7.3. A Tyihonov-féle fixponttétel

Egy halmazcsaladot centrdlt rendszernek mondunk, ha barmely véges
részrendszerének metszete nem az tires halmaz. Elséként két segédered-
ményt fogalmazunk meg. Az elsd elegendé feltételt ad arra, hogy egy
centralt rendszer metszete ne legyen tires, mig a masodik egy specialis,
de lényeges konstrukciét ad centralt halmazrendszerre.
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7.12. lemma. (Riesz) Ha X topologikus tér, F zart halmazok olyan
centrdlt rendszere, melynek van kompakt tagja, akkor (.Z # 0.

Bizonyitds. Indirekt médon tegytik fel, hogy (.% = (. Jelolje 27 azt a
nyilt halmazcsalddot, amely az % tagjainak komplementereibdl all. Az
indirekt feltétel és a De Morgan-azonossagok miatt ekkor |77 = X.
Vagyis ha K jeloli . kompakt elemét, akkor

KCHU...UH,=(X\F)U...UX\F)=X\(FiN...NE,),

ahol F1,..., F,, alkalmas .#-beli tagok. Am ekkor K N Fin...nE, =10,
ami ellentmond az .# rendszer centraltsaganak. O

Legyen X vektortér és H C X nem iires halmaz. Az F: H — 2%
leképezést KK M-leképezésnek mondjuk, ha minden n € N és xq,...,x, €
H esetén fonnall, hogy

n
conv{zg,...,x,} C U F(x).
=0

7.13. lemma. (Ky Fan) Ha X topologikus vektortér, H C X nem dres
halmaz, F : H — 2% KKM-leképezés, akkor {F(x) | x € H} centrdlt
rendszer.

Bizonyitds. Legyen n € N tetszoleges, és legyenek zg,...,z, € H rogzi-
tett elemek. Legyenek v, ...,y € R™ rogzitett affin fiiggetlen pontok és
tekintsitk az sltaluk meghatérozott S C R™ szimplexet. Ertelmezziik a
p: S — X leképezést az alabbi mddon:

A baricentrikus koordinatafiiggvények és a vektortérmiiveletek folytonos-
sdga miatt ¢ folytonos. Legyen C; := ¢! (m) Ekkor C; zart halmaz,
hiszen zart halmaz folytonos 6sképeként all el. Sét, {Cy,...,C,} KKM-
lefedése az S szimplexnek. Legyenek ugyanis 0 < ig < --- < i < n
tetszOleges indexek és y € [y, ..., ¥i,|. Ekkor

k k
ely) = Z )‘i]’ (y)mlj € conv{z, ... 7$ik} < U F(mi]’)v
Jj=0 J=0
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azZaz A & &
yee  (UFEy)=Ue ' Fl)) = U,
=0 =0 j=0

A KKM-lemma miatt CoN...NC, NS # 0; jelolje p e metszetnek vala-
mely elemét. Ekkor ¢(p) benne van a (i, F'(z;) metszetben, ami épp a
centraltsagot jelenti. O

A tovabbiakban ismét sziikségiink lesz a 6. fejezetben bevezetett alul-
rél félig folytonossag fogalmara, melyet az egyszeriiség kedvéért most meg-
ismétliink. Legyen X topologikus tér. Azt mondjuk, hogy f: X — R
alulrol félig folytonos a p € X pontban, ha minden € > 0 esetén van olyan
U kornyezete p-nek, hogy minden x € U esetén

f(@) > fp) —e.

Az f: X — R fliggvényt alulrdl félig folytonosnak mondjuk, ha minden
p € X pontban alulrél félig folytonos.

Legyen X vektortér, K C X konvex halmaz. Az f: K — R fiiggvényt
kvdzikonkdvnak nevezziik, ha minden x,y € K és minden \ € [0, 1] esetén

fOz+ (1= A)y) = min{f(z), f(y)}.

Minden konkav fiiggvény egyittal kvazikonkav is. Kvazikonvex fiiggvé-
nyekrol ehhez hasonlé médon beszélhetiink, a fontiekben forditott egyen-
16tlenséget, valamint minimum helyett maximumot szerepeltetve. Az is
vildgos, hogy f pontosan akkor kvazikonkav, ha (—f) kvazikonvex.

7.14. tétel. (Ky Fan-egyenlétlenség) Ha X Hausdorff-féle topologikus
vektortér, K C X nem dres, kompakt, konver halmaz, p: K x K — R el-
86 valtozojaban alulrol félig folytonos, mdsodikban kvdzikonkdv fiiggvény,
akkor van olyan xg € K, hogy

sup (o, y) < sup ¢(z, 2).
yeK zeK

Bizonyitds. Jelolje ¢ a fonti egyenlétlenség jobb oldalat. A ¢ = 400 eset
nyilvanvalé 1évén foltehetjiik, hogy ¢ < +o00. Legyen F(y) := {z € K |
o(r,y) < ¢}. Ha y € K rogzitett és p az F(y) komplementerébdl va-
16, akkor vagy p ¢ K, vagy p € K és o(p,y) > c¢. Az elsb esetben a
Hausdorff-tulajdonsdg miatt p egy kornyezetével egyiitt K komplemen-
teréhez tartozik. A mésodik esetben az alulrdl félig folytonossdg miatt
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létezik olyan U kornyezete p-nek, hogy minden x € U esetén ¢(z,y) > c.
Tehét F'(y) komplementere nyilt, s igy F'(y) zart halmaz. S6t, F(y) kom-
pakt, hiszen zart részhalmaza a kompakt K halmaznak.

Legyenek y1, . . ., yn, rogzitett K-beli elemek, valamint y = Ay +-- -+
An¥n, ahol A1, ..., A\, konvex kombindcids egyiitthaték. Tegytik fel, hogy
y nincs benne az F(y;) U...U F(yy,) halmazban. Ekkor sziikségképpen
o(y,yk) > c teljesiil minden k& € {1,...,n} esetén, hiszen y € K; igy a
kvazikonkavitas miatt

c>o(y,y) = ey, My1 + -+ Ayn) > k:n}innso(y,yk) > c.

A kapott ellentmondés azt mutatja, hogy az F: K — 2% KKM-leképezés.
Igy a Ky Fan-lemma és a Riesz-lemma szerint van olyan zy € K, hogy
minden y € K esetén xg € F(y), azaz ¢(x0,y) < ¢, ami épp a bizonyi-
tando allitassal ekvivalens. O

Azt mondjuk, hogy p: X — R félnorma az X valés vektortéren, ha
p szubadditiv és abszolit homogén. E két tulajdonsig miatt p nemnega-
tiv értéki. Vegyiik észre, hogy egy félnorma pontosan akkor norma, ha
p(x) = 0 csak = = 0 esetén teljesiil. Adott € > 0 és x € X esetén legyen

Up(z,e) ={ue X |plu—=z)<e}.

Ha p norma, akkor a fenti halmaz az = kbzéppontt és £ sugart nyilt
gdébmbot jelenti.

Legyen adott félnorméaknak egy P = {p, | v € I'} csalddja, és tekint-
siik az aldbbi halmazcsaladokat:

#x)=UU U {Up,@e)n--nU,, (z,0)}

e>0neN~vy,...,ynel

Ha most ¢ jeloli azokat a halmazokat, amelyek barmely x pontjukkal
egyiitt valamely U € Z(z) halmazt is tartalmaznak, akkor ¢ topolédgia
X-en. Ezt a topoldgiat a P félnormacsaldd altal indukalt topologidanak
nevezzik. Megmutathaté, hogy P minden eleme folytonos a kapott topo-
logiara nézve. A P félnormacsalad elvdlaszto, ha x = 0 az egyetlen olyan
elem, amelyen minden félnorma eltlinik.

Egy topologikus vektorteret lokdlisan konvernek mondunk, ha létezik
a nullvektornak konvex halmazokbdl allé6 kornyezetbédzisa. A félnormalt
terek és a lokalisan konvex terek szoros kapcsolatat fejezi ki a kdvetkezo
eredmény: FEgy topologikus vektortér pontosan akkor lokdlisan konvez, ha
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topolégidjat valamely félnormacsaldd szdrmaztatja. Tovdbbd az indukdlt
topologia pontosan akkor Hausdorff-tulajdonsdgi, ha a félnormacsaldd el-
vdlaszto.

7.15. tétel. (Tyihonov) Ha X lokdlisan konvex, Hausdorff-féle topologi-
kus vektortér, K C X nem tires, konvex, kompakt halmaz, akkor bdrmely
folytonos f: K — K leképezésnek Iétezik fixpontja.

Bizonyitds. A lokéalisan konvex Hausdorff-topolégia miatt van olyan elva-
laszté tulajdonsidgu P félnormacsalad, amely épp a szdéban forgd topold-
gidt szdrmaztatja. Legyen p € P esetén K, := {z € K | p(f(z) —x) = 0}.
Ekkor K, zart halmaz, hiszen folytonos fiiggvény zérushelyeinek halma-
za. Vagyis K, zart részhalmaza a kompakt K halmaznak, igy maga is
kompakt.

Megmutatjuk, hogy a {K), | p € P} halmazcsalad centralt. Legyenek
D1, ---,Pn tetszOleges P-beli elemek, és definidljuk a ¢: K x K — R
leképezést az alabbi mdédon:

o(r,y) == — Zn:pk(f(w) —y).
k=1

A félnormaék tovabba f folytonossiga miatt ¢ folytonos az elsé valtozdja-
ban. A félnorméak szubadditivitasat és abszolut homogenitdsat folhasznal-
va kozvetlen szdmoléassal adédik, hogy ¢ a méasodik valtozéjaban konkav
és igy kvazikonkav is. A Ky Fan-egyenl6tlenség szerint ekkor létezik olyan
zg € K, hogy

sup (o, y) < sup ¢(z, z).
yeK zeK

A félnormak nemnegativitasit és ¢ definiciéjat figyelembe véve vilagos,
hogy a bal oldali szuprémum legfeljebb nulla lehet. Igy, mivel f értékkész-
lete K-nak részhalmaza, ezért az y = f(xg) valasztassal kapjuk, hogy a
bal oldali szuprémum pontosan nulla. Jelolje most zg € K azt az elemet,
amivel

¢(20,20) = sup ¢(z, 2)
zeK

teljesiil. Ilyen zp elem valoban létezik, hiszen ¢ kompakt halmazon ér-
telmezett folytonos fliggvény. Ekkor ¢(z9,20) = 0, azaz 2y benne van a
K,,,...,K,, halmazok mindegyikében. A Riesz-lemma miatt 1étezik a
K, halmazoknak kozos w eleme. Ekkor p(f(w) — w) = 0 f6nnéll minden
p € P esetén. Mivel a csalad elvalasztd, innen w fixponttulajdonsaga
adodik. O
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A Tyihonov-fixponttétel azonnali kdvetkezményeként kaphatjuk Schau-
der elso fixponttételét és természetesen Brouwer fixponttételét is:

7.16. kovetkezmény. Ha X Banach-tér, K C X nem fires, konvex,
kompakt halmaz, akkor minden folytonos f: K — K leképezésnek létezik

fixpontja.

7.17. kovetkezmény. Ha K C R™ nem fiires, konvex, kompakt halmaz,
akkor minden folytonos f: K — K leképezésnek létezik fixpontja.

Mint latni fogjuk, szamos fontos alkalmazasban a vizsgalt leképezé-
sek értelmezési tartomanya tipikusan nem kompakt, csupan korlatos és
zart. A kovetkezd fejezetben azt vizsgédljuk, hogy milyen tovabbi feltételek
mellett allithaté mégis a fixpont 1étezése.

7.4. A Schauder-féle fixponttétel

Egyszerti példa mutatja, hogy a korabbi fixponttételekben az értelmezési
tartomany kompaktsaga nem helyettesithetd korlatossaggal és zartsaggal.
Legyen ugyanis K az ¢y Hilbert-tér zart egységgoémbje, és legyen x =
(r1,22,23,...) € B esetén

f(z) = (/1 —|z||?, z1, 22, ...).

Nyilvan ekkor f: K — 0K teljestil. Ha 2 € K fixpont, akkor az f(z) =z
egyenletbdl /1 — [|z]|? = 21, valamint z,, = x,41 adddik. Azonban f
a héjra képez, tehat az els6 Osszefliggésbdl x1 = 0 kovetkezik; am ekkor
Zn = 0 minden n € N esetén. Tehat x = 0, ami nem lehetséges. Tehat f
fixpontmentes. Mindebbdl és a bevezetoben bemutatott konstrukciébol
természetesen az is kovetkezik, hogy o zart egységgémbjének létezik a
sajat hatarara vald retrakcidja.

Az értelmezési tartomany kompaktsiga helyett annak zartsagat és
korlatossagat feltételezve, cserében a leképezés folyonossagat egy tovabbi
feltétellel kiegészitve, mégis biztosithaté a fixpont létezése. Elsoként ezt
a tobbletfeltételt mutatjuk be.

Legyenek X és Y metrikus terek, H C X nem fiires halmaz. Azt
mondjuk, hogy az f: H — Y leképezés kompakt, ha folytonos és minden
K C H korldtos halmaz esetén f(K) relativ kompakt. Megmutathato,
hogy egy folytonos leképezés pontosan akkor kompakt, ha az értelmezési
tartomany barmely korlatos sorozatat olyan sorozatba képezi, amelynek
van konvergens részsorozata. Amennyiben Y teljes metrikus tér, ugy
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f kompaktsaga azzal ekvivalens, hogy minden K C H korlatos halmaz
esetén f(K) teljesen korlatos.

Bizonyithaté, hogy a kompakt leképezések halmaza zart a kompozicié
miiveletére nézve. Altaldnosabban, folytonos és kompakt, illetve kom-
pakt és Lipschitz-leképezések kompoziciéja szintén kompakt. Amennyi-
ben a leképezés képtere normalt tér, igy a kompakt leképezések halmaza
a pontonkénti miveletekre nézve is zart. Ebbol adéddan a normalt te-
rek kozti kompakt linearis leképezések kétoldali idealt alkotnak a korlatos
linearis leképezések algebrajaban.

A fejezet {6 eredménye, Schauder 2. fixponttétele a Brouwer-féle fix-
ponttételbdl és egy 6nmagaban is érdekes approximécios tulajdonsagbol
kovetkezik. Az alabbiakban véges rangu leképezés alatt olyan vektorérté-
ki fliggvényt értiink, aminek az értékkészletét a képtér egy véges dimen-
zios altere tartalmazza.

7.18. tétel. (Schauder-approzimacié) Ha X ésY Banach-terek, K C X
nem tres, korldtos halmaz, f: K — Y kompakt leképezés, akkor minden
€ > 0 esetén létezik olyan f.: X — Y wéges rangi, folytonos leképezés,
hogy f-(K) C conv(f(K)) és minden x € K esetén

1f(2) = fe(@)] <.

Bizonyitds. Legyen ¢ > 0 rogzitett. Mivel az f(K) halmaz relativ kom-
pakt, ezért 1étezik szamara véges e-halé; vagyis léteznek yy, ..., y, € f(K)
elemek Ugy, hogy minden x € K esetén

min|f(2) -yl <.
=1,...,n

=1,...,

Legyen

f(x) = 2 k=1 0k (T) Yk

ay(z) = max{0,e — || f(z) — vkl }, S ap(x)

Vilagos, hogy ekkor az f. fiiggvény jol definialt, hiszen nevezdjében nem-
negativ tagok szerepelnek, amelyek kozil legalabb az egyik mindig pozi-
tiv. Az értelmezésbél az is vildgos, hogy f.: K — Y véges rangu, foly-
tonos fliggvény, valamint hogy f-(K) C conv(f(K)). Végezetiil legyen
x € K rogzitett, és jelolje I(x) az aktiv k € {1,...,n} indexek halma-
zét, vagyis amelyekre || f(z) — yx|| < € teljestil. Nyilvanvald, hogy k ¢ I
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pontosan akkor, ha ay(z) = 0. Igy

1 22%=1 ak (@) (f () — yn)|l
f xr) — fE X — n
17(2) = o) S
~ ket @ @IF@) — el SR ak(@)e
< o < - =g,
> k=1 ak() k=1 ak()
ami pontosan a kivant approximéciés tulajdonsagot jelenti. O

7.19. tétel. (Schauder 2. fizponttétele) Ha X Banach-tér, K C X nem
tires, korldtos, zart, konvexr halmaz, akkor minden f: K — K kompakt
leképezésnek létezik fixpontja.

Bizonyitds. Az altaldnossig csorbitasa nélkil foltehetjiik, hogy 0 € K.
A Schauder-féle approximécios tétel miatt minden n € N esetén létezik
véges dimenziés X, altere az X térnek, és létezik olyan f,: K — X,
folytonos leképezés, hogy f,(K) C conv(f(K)), és minden = € K esetén

15() ~ Fala)] <

Legyen K,, := KN X,,. Ekkor K, korlatos, zart konvex részhalmaza X,-
nek, amely tartalmazza a nullvektort. Mivel X,, véges dimenzids, ezért
a Heine-Borel-tétel szerint K, kompakt. Mésrészt f,(K) C conv(f(K))
miatt f,: K, — K, teljesiil. A Brouwer-féle fixponttétel szerint létezik
fn-nek fixpontja K,-ben, amelyet jeloljon z,. Ekkor

\W%%WMZW@0<MMW<%

Mivel K,, C K, ezért az (x,) sorozat korlatos; f kompaktsdga miatt az
(f(zp)) sorozatnak van konvergens részsorozata. Az altaldnossag sérelme
nélkiil foltehetd, hogy (f(xy)) konvergens; jelolje hatdrértékét z. Ekkor

1
lzo = aall < 2o = f(an)ll +1f(zn) = 2all <llzo = flza)ll + .

Ez utébbi kifejezés nulldhoz tart n — oo esetén, vagyis (x,) konvergens
és hatarértéke xg. Mivel f(x,) € K és K zart halmaz, ezért zp € K. Vé-
gezetiil f folytonossiaga miatt f(xg) = zp adddik, ami épp a bizonyitandd
fixponttulajdonsag. O






8. fejezet

Fixponttételek kondenzald
leképezésekre

Korabban lattuk, hogy az értelmezési tartomanyra szabott feltétel nem
cserélheto le a korlatossig és zartsag egylittes teljesiilésére. Az athidald
megoldast a fixpont biztositasahoz a leképezésre szabott erésebb feltétel
jelentette. Ebben a fejezetben azonban megmutatjuk, hogy a korabban
hasznalt kompaktsagi feltétel gyengitheto.

8.1. A Kuratowski-féle nemkompaktsagi mérték

Legyen (X, d) metrikus tér. A H C X halmaz Kuratowski-féle nemkom-
paktsagi mértékén az aldbbi (bévitett) valds szdmot értjiik:

=

Xx(H) ::inf{€>0 |IneN, Jzy,...,0p € X HC U(wk,s)}.

k=1

Nyilvanval6, hogy x(H) pontosan akkor véges, ha H korlatos. Valamint
X(H) pontosan akkor nulla, ha minden € > 0 esetén létezik H szdméra
véges e-halo, azaz hogyha H teljesen korlatos. Elsoként Gsszefoglaljuk a
nemkompaktsidgi mérték tulajdonsagait.

8.1. tétel. A fonti jeldlések és feltételek megtartdsa mellett,
(i) ha AC B C X, akkor x(A4) < x(B);

(ii) ha A C X, akkor x(A) = x(A);

(iit) ha A, B C X, akkor x(AU B) = max{x(4), x(B)};

113
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(iv) ha X teljes, ugy x(H) = 0 pontosan akkor, ha H relativ kompakt;
(v) ha X normdlt tér, A, B C X, akkor x(A+ B) < x(A) + x(B);
(vi) ha X normalt tér, A C X és A > 0, akkor x(AA) = A\x(4);

(vit) ha X normalt tér és A C X, akkor x(A) = x(conv(A)).

Bizonyitds. Legyen ¢ > x(B). Ekkor létezik B szaméra véges e-hald,
amely a tartalmazas miatt egyuttal véges e-hdlé A szamara. Vagyis € >
X(A); innen pedig € — x(B) hataratmenettel adodik az elsé 4llitas.

Az els6 rész miatt elegendd csupdn a x(A) > x(A) egyenlétlenséget
igazolni. Ha § > 0 tetszéleges, akkor

ACU(A0) = ] Ula,é)
acA

teljesiil. Ha e > x(A), akkor 1étezik A szdmara E véges e-halé. E halmaz
azonban (¢ + §)-halé U(A,d) szaméra: ha z € U(A,0), akkor van olyan
a € A, hogy d(z,a) < J; mésrészt van olyan y eleme az e-hélénak, hogy
d(a,y) < e. Igy tehat d(z,y) < € + § teljesiil a haromszog-egyenlStlenség
miatt.

Azonban E véges (e +6)-halé A szdmdra is, tehat ¢+ > x(A). Innen
d — 0, majd € — x(A) hatardtmenetekkel kapjuk a masodik &llitast.

Elegendé csupéan a x(AUB) < max{x(A4), x(B)} egyenlétlenséget iga-
zolnunk. Ha ¢ > max{x(A), x(B)}, akkor létezik véges e-hdl6 A szdmara
és létezik véges e-hald B szamara. E két halo egyesitése véges e-halo AUB
szamara, amibél € > y(A U B) adédik. Innen hatératmenettel kapjuk a
harmadik allitast.

Tegytik fel, hogy (X, d) teljes. Ha x(H) = 0, akkor az els6 tulajdonsag
miatt x(H) = 0, vagyis H teljesen korlatos. A teljesség miatt H szintén
teljes, igy Hausdorff tétele értelmében H kompakt.

Megforditva tegyiik fel, hogy H relativ kompakt. Ekkor H kompakt,
specidlisan teljesen korldtos, amib8l x(H) = 0 kovetkezik. Tehat x(H) =
0.

A tovédbbiakban foltessziik, hogy X normalt tér. Legyen € > x(A) és
0 > x(B). Ekkor létezik E4 véges e-halé A szamara, és 1étezik Ep véges
0-halé B szamara. Elegend6 megmutatni, hogy

{r+y|xe€FEas,yec Ep}

véges (e + 9)-hdlo az A + B halmaz szamara. Az A + B halmaz minden
eleme felirhat6 a+b alakban, alkalmas a € A és b € B segitségével. Tehat
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léteznek olyan x € F4 és y € Ep elemek, hogy |la—z| < e és |[b—y| < d.
A haromszog-egyenlétlenséget alkalmazva

l(a+b) = (z+y)| <lla—z]+[b-yl <e+d

A hatodik 4llitds igazolasdhoz legyen € > x(A). Ekkor létezik E véges
e-halé A szdmara; nyilvanvaléan A\E véges Ae-hdlé AA szaméra. Vagyis
X(AA) < Ae, ahonnan x(AA) < Ax(A) adédik. Ebben az egyenlétlen-
ségben A helyett az 1/\ valasztéssal a forditott irdnyu egyenlStlenséghez
jutunk.

Az utolsé éllitashoz elegendd a x(A) > x(conv(A)) egyenl8tlenséget
igazolni. Legyen € > x(A) és legyen E véges e-halé A szdmara. Legyen

K :=U(0,¢) + conv(E).

Nyilvanvaléan A C K, masrészt K konvex (mivel két konvex halmaz
osszege), ezért conv(A) C K. Igy a mér igazolt 6t6dik tulajdonsag szerint

x(conv(A)) < x(K) < x(U(0,¢)) + x(conv(E)) <e,

hiszen E végessége miatt conv(E) kompakt halmaz, és ezért x(conv(E)) =
0. Képezve az ¢ — x(A) hataratmenetet a bizonyitandé allitast kapjuk.
O

Léassuk els6ként e tétel két kozvetlen alkalmazasat. Az elsé azon-
nal adédik a (iv) és (vii) allitdsokbdl, ezért a bizonyitds részletezésétdl
eltekintiink. Meglepébb a masodik alkalmazas: kideriil ugyanis, hogy
a nemkompaktsigi mérték tulajdonsigait és Schauder 1. fixponttételét
hasznalva igen egyszerii érveléssel nyerjik Schauder 2. fixponttételét.

8.2. tétel. (Mazur-lemma) Banach-tér relativ kompakt részhalmazdinak
konvex burka relativ kompakt.

8.3. tétel. Ha X Banach-tér, K C X nem fiires, korldtos, zdrt, konvex
halmaz, akkor minden f: K — K kompakt leképezésnek van fixrpontja.

Bizonyitds. Legyen H := conv(f(K)). Mivel f kompakt, ezért f(K) re-
lativ kompakt; a Mazur-lemma miatt tehat H kompakt halmaz. Tovabba
f(K) C K miatt H C K adddik, hiszen K zart és konvex. Innen azon-
ban kozvetleniil kapjuk, hogy f(H) C f(K). Osszefoglalva, H nem fiires,
konvex, kompakt halmaz, f: H — H folytonos leképezés. Schauder 1.
fixponttétele értelmében létezik xo € H fixpont, ami nyilvan fixpont a K
halmazban is. O
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8.2. A Darbo—Szadovszkij-féle fixponttétel

Legyen X Banach-tér, D ennek nem iires részhalmaza. Azt mondjuk,
hogy f: D — X kondenzilo leképezés, ha folytonos, és barmely korlatos,
nem relativ kompakt H C D halmaz esetén x(f(H)) < x(H). Els6ként
megmutatjuk, hogy kontrakcié kompakt perturbaltja kondenzal, amibdl
specidlisan nyerjiik, hogy a kompakt leképezések és a kontrakciok egyben
kondenzalnak.

8.4. tétel. (Krasznoszelszkij) Ha X normalt tér, D C X nem iires hal-
maz, g,h: D — X olyan leképezések, hogy g kompakt és h kontrakcio,
akkor a g + h kondenzdlo.

Bizonyitds. Legyen f := g+ h, jelolje ¢ €]0,1[ a h kontrakci6 faktorat.
Nyilvan f folytonos, hiszen két folytonos leképezés Gsszege. Tekintsiink

egy H C D korldtos, nem relativ kompakt halmazt. Ekkor f(H) C
g(H) + h(H) teljesiil, igy a nemkompaktsigi mérték tulajdonsigai miatt

X(f(H)) < x(9(H)) + x(h(H)) <0+ q-x(H) < x(H).
Vagyis f csokkenti a nemkompaktsagi mértéket, tehat f kondenzalé. [

Schauder 2. fixponttételének el6bb ismertetett bizonyitasa nem csak
az Gjszeri szemléletmdéd miatt érdekes. A gondolatmenet ligyes mddosi-
tasaval a kompaktsag feltétele kondenzaldsra cserélhetd.

8.5. tétel. (Darbo-Szadovszkij) Ha X Banach-tér, K C X nem fires,
korldtos, zdrt, konvex halmaz, és f: K — K kondenzdlo leképezés, akkor
létezik f-nek fixpontja.

Bizonyitds. Legyen p € K tetszOleges, és tekintsiik az alabbi Osszefliggés-
sel definialt T': 25 — 2K leképezést:

T(H) = conv({p} U f(H)).

Mivel T monoton ezért a Tarski- féle fixponttétel miatt létezik Hy C K

c s 2

és zart halmaz. Sot, Hy kompakt is: ellenkezd esetben a zartsag miatt
nem lehet relativ kompakt sem, tehat f kondenzal6 voltat és a nemkom-
paktsagi mérték tulajdonsigait félhaszndlva

x(f(Ho)) < x(Ho) = x(T'(Ho)) = x(conv({p} U f(Ho)))
= x(conv({p} U f(Ho))) = x({p} U f(Ho))
= max{x({p}), x(f(Ho))} = x(f(Ho))
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adédik, ami ellentmondds. Mivel Hy fixpontja T-nek, ezért f(Hp) C Hy
teljesiil; tehat f: Hy — Hp. A Schauder-féle fixponttétel elsé valtozata

szerint 1étezik f-nek fixpontja Hg-ban, amely nyilvan fixpont K-ban is.
O

8.3. Leképezéscsaladok kozos fixpontjai

Legyen X vektortér, D C X nem iires, konvex halmaz. Azt mondjuk,
hogy f: D — X affin leképezés, ha minden x,y € D és minden X € [0, 1]
esetén

fz+ (1= Ny) =Af(2) + (1 =N f(y).

A tovabbiakban két Markov—Kakutani-tipusi eredményt mutatunk be.
Mindkét eset affin leképezéscsaladok kozos fixpontjara vonatkozik; az el-
s6h6z Tyihonov fixponttételét, a méasodikhoz a Darbo—Szadovszkij-féle
fixponttételt hasznaljuk.

8.6. tétel. (Markov—Kakutani—Tyihonov) Ha X lokdlisan konvex Haus-
dorff-féle topologikus vektortér, K C X nem fdires, kompakt, konvex hal-
maz, akkor az {fo: K — K | a € A} folytonos, affin, paronként folcse-
rélhetd leképezések csalddjinak létezik kézds fizpontja.

Bizonyitds. Jelolje a € A esetén K, azon K-beli elemek halmazat, ame-
lyek fixpontjai az f, leképezésnek. A Tyihonov-féle fixponttétel miatt
K, nem iires. Mésrészt K, zart, hiszen az id — f, folytonos fiiggvény
zérohelyeinek halmaza; igy kompakt is, mivel zart részhalmaza a K kom-
pakt halmaznak. Megmutatjuk, hogy K, konvex. Legyenek x,y € K,
tetszélegesek és A € [0, 1]. Ekkor folhasznalva, hogy f, affin,

fa(Az + (1= Ny) = Ma(z) + (1= N faly) = Az + (1 = Ny

Vagyis x és y barmely konvex kombindciéja fixpontja f,-nak, azaz eleme
K,-nak. Végezetiil igazoljuk, hogy a { K, | & € A} halmazcsalad centralt.
Az allitds n = 1 esetén a Tyihonov-féle fixponttételbdl adédik. Tegyiik
fel, hogy adott n € N esetén az allitas igaz. Legyenek ag, aq,...,a, € A
tetszolegesek, és legyen

H:=KyN.. NK,,.

Az indukciés feltevés értelmében H nem iires, tovabba kompakt, konvex
halmazok metszete, ezért maga is kompakt, konvex halmaz. Legyen x €
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fao(H) tetszOleges. Ekkor x = f,,(h) alakba irhaté valamilyen alkalmas
h € H elemmel; folhasznalva a leképezéscsalad folcserélhetéségét,

far (@) = fa, (fao(h)) = fao(fak(h>) = fao(h) = =

Vagyis x fixpontja az f,, leképezésnek minden k =1,...,n esetén, azaz
x € H. Ez azt jelenti, hogy az f,, leképezés a H halmazt 6nmagéba képzi,
igy a Tyihonov-féle fixponttétel miatt van xg € H fixpontja. Nyilvan zq
fixpontja az f,, leképezéseknek, azaz eleme a Ko, N Ko, N ... N K,,
metszetnek. Fzzel a centraltsdgot igazoltuk. A Riesz-lemma szerint
({Ka | @ € A} nem iires, ami pontosan azt jelenti, hogy az {f, | @ € A}
leképezéscsaladnak van kozos fixpontja. O

8.7. tétel. (Markov-Kakutani—Darbo-Szadovszkij) Ha X Banach-tér, K
C X nem dres, korldtos, zdrt, konver halmaz, akkor az {fo: K — K |
a € A} kondenzdlo, affin, paronként felcserélhetd leképezések csaldadjinak
létezik kézds fixpontja.

Bizonyitds. Legyen o € A esetén K, azon K-beli elemek halmaza, ame-
lyek fixpontjai az f, leképezésnek. Az el6z6 tétel bizonyitdsdnak min-
tajara igazolhaté (most a Tyihonov-féle fixponttétel helyett a Darbo—
Szadovszkij-féle fixponttételt alkalmazva), hogy K, nem tres, konvex,
korlatos, zart halmaz, tovibba hogy a {K, | « € A} halmazcsalad cent-
ralt.

Megmutatjuk, hogy K, kompakt minden o € A esetén. Ha ugyanis
nem kompakt, akkor zart lévén relativ kompakt sem lehet. Vagyis K,
nem ires, korlatos, nem relativ kompakt halmaz. Mivel f, kondenzalé és
fa(Ky) = K, ezért

x(fa(Ka)) < x(Ka) = x(fa(Ka)).

A kapott ellentmondds miatt K, kompakt, és igy N{K | @« € A} nem
iires a Riesz-lemma szerint. Ez pedig éppen azt jelenti, hogy a széban
forgé leképezéscsalddnak van kézos fixpontja. O



9. fejezet

Alkalmazasok

Az eddig bemutatott eredmények hatékonysigat 6t teriilet, nevezetesen:
a klasszikus analizis, a jatékelmélet, a kozonséges differencialegyenletek
elmélete, a funkcionalanalizis és a mértékelmélet egy-egy alapvetd téte-
1ével illusztraljuk. Az inverzfliiggvénytétel egy altaldnositasahoz Brouwer
fixponttételét, Neumann és Nash eredményeinek igazolasahoz a Ky Fan-
egyenl6tlenséget, Peano és Lomonoszov tételeihez pedig Schauder méaso-
dik fixponttételét hasznaljuk. Végezetiil a Haar-féle mértékkonstrukciot
az affin leképezéscsalddok fixponttulajdonsiga segitségével bizonyitjuk.

9.1. Egy jobbinverzfiiggvény-tétel

Az alabbi tételben egy fiiggvény lokdlis jobbinverzének létezését allithat-
juk a fiiggvénynek adott pontbeli Fréchet-differencidlhatésaga és a deri-
valt linearis jobbinverzének létezése esetén.

9.1. tétel. Legyenek X,Y normdlt terek, D C X nyilt halmaz, p € D,
és tegyiik fel, hogy Y véges dimenzios. Legyen f: D — 'Y folytonos fiigg-
vény. Tegyiik fel, hogy léteznek olyan A: X — Y és B: Y — X linedris
leképezések, hogy B korldtos, Ao B = idy és

ot ) = F0) = A= p)] 1
ooep o= pl 5]

Ekkor létezik q := f(p)-nek olyan V' C X kérnyezete és f-nek egy olyan
g: V. — D jobbinverze, hogy g(q) =p és

_ — B(y — B2
Jim sup l9(y) — g9(q) (v —al < ol B _
y—q Hy— QH 1- 0<||B||

119
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Bizonyitdas. Mivel Y véges dimenzids, ezért A korlatos. Legyen
E:=B YD -p), és y € E esetén F(y):= f(By+p) —q.

Ekkor E az Y tér zérusvektoranak egy kornyezete, és F'(0) = 0. Tovabba
a tétel o B|| < 1 feltétele szerint

Fly) — B —q-
8 = timsup EW =Yl _ oy o 1By +p) —a —yl
y—0 Iyl y—0 Iyl
B — f(p) — A((B - B
— limsup LBy = F) — A((By+p) —p)| 1Byl
y—0, By£0 I(By +p) — pl Iyl
_ ~ Alr —
<||B|| - limsup W@ =S =A@ =D _\ 5y
z—p [ = pl

amibél f < a||B|| < 1 is kovetkezik. Ertelmezzikk most a T: E — Y
leképezést a
T(y) :==y—Fy)

képlettel. Az aldbbiakban el6szor azt fogjuk megmutatni, hogy ,kis”
v esetén a T(y + v) = T(y) egyenletnek létezik a 0 ponthoz kozeli y
megoldésa.

Vélasszuk az r > 0 szdmot gy, hogy az Y tér U(0,r) zart gémbje
része legyen E-nek. Legyen tovabba € €]0, ] esetén

I1F'(y) =yl
0<|ly|I<e lyll

be) :==

Ekkor b: ]0,7] — Ry U {400} monoton névé és lim. 0 b(e) = 5. Ezért
az imént igazolt B < 1 egyenlStlenség miatt van olyan g¢ €0, 7], hogy
b(e) < 1, ha € €]0,9]. Legyen

1
Jo := 1_7{)(60) >0, wvalamint 0<t< Z—g esetén 7r(t):

A fenti vdlasztdsok és jellések mellett megmutatjuk, hogy 0 < [[v]| < 32
esetén

_ th(Sot)
1 —b(b0t)

T(U (v, r(lvl))) € U, r([lv]))-
Legyen v € Y olyan, hogy 0 < [[v[| < §2. Ekkor a b fiiggvény monotoni-
tésat is kihaszndlva y € U (v, r(||v]|)) esetén azt kapjuk, hogy

Iyl < lly = ol + floll < r(l[oll) + [lv]l

_ lvlb(ollv]})
1—0b(dol[v]])

[[o]] o]
L—b(dol[vfl) = 1—bleo)

+ vl =
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Ezért

1T = lly = F@)Il < b(llyIDllyll < b(dollv]l)

[[v]]

T bl "

Tehat T'(y) € U(0,r(|[v]])), és pontosan ezt akartuk igazolni.

A fonti tartalmazds azt mutatja, hogy 0 < [|lv|| < 52 esetén a T),(y) =
T(y +v) képlettel értelmezett T, leképezés az U(0,7(||v||)) kompakt kon-
vex halmazt sajat magdba képezi le. Igy a Brouwer-féle fixponttétel sze-
rint van olyan y € U(0,7(||v|)), hogy Ty»(y) = T(y), azaz T(y+v) = T(y).
Jeloljiik ezt a megoldast y(v)-vel. Legyen tovabbé y(0) := 0. Ertelmez-
zitk a G: U(0,52) — Y leképezést a G(v) := y(v) + v képlettel. Ekkor
G(0) =0 és

F(G(v) = Fy(v) +v) = y(v) + v =T(y(v) +v) = y(v) + v = y(v) = v,

tehdt G jobbinverze F-nek. Ha y € U(q, g—g) esetén ¢g(y) := B(G(y —
q)) + p, akkor nyilvan g(q) = p. Tovdbba F értelmezése miatt, valamint
amiatt, hogy G jobbinverze F-nek,

flg() =BGy —q)+p)=F(Gly—q)+q=Uy—q9 +q=y,

adddik minden y € U(q, 52) esetén. Tehdt g jobbinverze f-nek.
Végezetil ||y|| < r(]|v]|) miatt

G@) —vll _ o vl

lim sup
v—0 ||U|| v—0 ||U||
: r(lloll) . b(dollvl) A
< limsu = limsu = .
=S el T e P T b(ollel) T 18

Ezért és a mar igazolt 5 < «|B|| egyenlétlenség alapjan

l9(y) — 9(q) — By — 9)l |B(G(y —q)) — By — )|

lim sup = lim sup
y—q ly — gl y—=q ly — gl
Gly—q)— (y — B BJ]?
< || B lim sup 16y -9~ w—al _I1BIS . _ollBI”_
y—q ly —qll 1-5 7 1-«o|B|
Tehat a tételbeli egyenlGtlenség is teljestl. O

A fenti bizonyitds 1épéseinek atgondolasaval lathatd, hogy az éllitas
a végtelen dimenzids képtérre is kiterjeszthetd, ha az Banach-tér, és a
T: E — Y leképezés kondenzal. Ekkor a T(y + v) = T(y) egyenlet
megoldasanak a létezését a Brouwer-féle fixponttétel helyett a Darbo—
Szadovszkij-tétel segitségével lehet megmutatni. A tétel az o = 0 specialis
esetben az alabbi eredményt adja:



122 TOPOLOGIKUS FIXPONTTETELEK ES ALKALMAZASAIK

9.2. kovetkezmény. Legyenek X,Y normdlt terek, D C X nyilt hal-
maz, p € D és tegyik fel, hogy Y wvéges dimenzids. Legyen f: D — Y
olyan folytonos fligguény, amely a p pontban Fréchet-differencidlhato. Ha
létezik A = f'(p)-nek B: Y — X korldtos linedris jobbinverze, akkor lé-
tezik q := f(p)-nek olyan V. C X kérnyezete és f-nek egy olyan g: V —
D jobbinverze, amely Fréchet-differencialhaté a q pontban, g(q) = p és
9'(q) = B.

9.2. Neumann és Nash tételei

Adott két jatékos, A és B az of és A stratégiahalmazokkal. Jeldlje
o x B — R az A jatékos kifizetéfiiggvényét, vagyis legyen ¢(a,b)
az A jatékos eléjeles nyeresége (és egyben a B eldjeles vesztesége), ha A
és Baza € o, illetve b € A stratégiat vilasztja. Ekkor az (<7, B, ) har-
mast kétszemélyes zérusdsszegl jatéknak nevezziik. Azt mondjuk, hogy
(ag, bo) nyeregpontja az (o7, B, ) jatéknak, ha

w(a,bo) < p(ao,bo) < ¢(aop,b)

teljesiil minden a € o és b € A valasztas mellett. Ha az o7 és A straté-
giahalmazok végesek, akkor véges jdtékrol beszéliink. Az elsd tételben a
nyeregpont néhany elemi tulajdonsagat ismertetjik.

9.3. tétel. Ha (ap,bo) és (xo,yo) nyeregpontjai az (o , B, p) zérusiosszeqii
jatéknak, akkor sziikségképpen @(ag,by) = @(xo,yo) teljesil. Az (o, B, )
véges zérusdsszegl jatéknak pontosan akkor létezik nyeregpontja, ha

gég} max v(a,b) = max grém v(a,b).
Bizonyitas. Mivel (ag, by) nyeregpont, ezért ¢(ag, by) < p(ag,yo) teljesiil;
azonban mivel (zo,yo) szintén nyeregpont, ¢(ag,yo) < ¢(zo,y0) fenn-
all. Hasonlban, az (z,yo) nyeregpont-tulajdonsagabdl kapjuk, hogy ez
utébbi fiiggvényérték nem nagyobb, mint a ¢(xg,by) érték. Am ekkor
sziikségképp p(xo,bp) < @(ap, by) adddik, 1évén (ag, bg) nyeregpont.

A maésodik allitds bizonyitdsdhoz elséként tegyiik fel, hogy (ao,bo)
nyeregpont. Vegyiik figyelembe, hogy ekkor fonnall az alabbi egyenlGt-
lenség:

a: irég}zne@( o(a,b) < max o(a,by) < ¢(ao, bo)

< b) < b) =
S g eleod) < ey elet) =2
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Mivel a stratégiahalmazok véges halmazok, ezért léteznek a* € & és
b* € A elemek gy, hogy

- b* — mi * b).
o ggs@(m ), B gélgr?w(a,)

Azonban ekkor ¢(a*,b*) < a < 8 < ¢(a*,b*), amibél o = § kovetke-
zik. Megforditva és az el6z0 jelolések megtartasa mellett tegytik fel, hogy
a = f. Az a és [ definicibja miatt elegendd azt igazolni, hogy « és
B kozos értéke megegyezik a ¢(a*,b*) értékkel. Ez azonban adddik az
B < p(a*,b*) < a egyenlétlenségbdl. O

Természetesen el6fordulhat, hogy az (o7, B, ¢) véges jatéknak nincs
nyeregpontja. Tekintsiik ekkor az ebbdl szirmaztatott tgynevezett ke-
vert jatékot, azaz legyen 7™, illetve * az o7, illetve 94 halmazon adott
valészintiségi mértékek halmaza, és legyen ©*: &/* x " — R a kiovetkezd
modon adott fiiggvény:

o) = [ [ elabdrd)dua).

Neumann Janos eredménye szerint az (&/*, B*, ¢*) kétszemélyes kevert
jatéknak létezik nyeregpontja. Ennél kicsit altaldnosabb eredményt fo-
galmazunk meg:

9.4. tétel. Ha X,Y Hausdorff-topologikus vektorterek, o7 C X és B C
Y nem ires, kompakt, konvex halmazok, tovdbbd p: &/ x B — R elsd
vdltozojaban felilrdl félig folytonos és konvex, mdsodik vdltozojaban alulrdl
félig folytonos és konkadv figguény, akkor az (&, RB,p) jatéknak létezik
nyeregpontja.

Bizonyitds. Legyen K := of x A. Ekkor K az X X Y szorzattérben nem
iires, kompakt, konvex halmaz. Legyen tovabba ®: K x K — R az alabbi
moédon adott figgvény:

®((a,b), (c,d)) == —p(a,d) + p(c,b).
Vilagos, hogy ¢ tulajdonsigaibol adéddéan @ az elsé valtozdjaban alulrdl
félig folytonos, a masodikban pedig (kvéazi)konkdv fliggvény. A Ky Fan-
egyenl6tlenség szerint 1étezik olyan (ag, by) € K elem, hogy
sup ®((ao,bo), (c,d)) < sup @((a,b),(a,b)) =0.
(c,d)eK (a,b)eK
gy ® értelmezése miatt p(c,by) < @(ao,d) teljesiil minden (c,d) € K
esetén. Innen a ¢ = ag, majd a d = by specidlis vilasztdasokkal kapjuk,
hogy (ag, bo) a jaték nyeregpontja. O
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A tovabbiakban a tobbszemélyes jatékok Nash-féle elméletét ismertet-
jik roviden. Legyenek Ay, ..., A, jatékosok. Jeldlje 4, illetve pp: o X
-« X @y — R a k-adik jatékos stratégiahalmazat, illetve kifizetéfiiggvé-
nyét.

Az (ay,...,an) € @ X -+ X o, pontot az n-személyes jaték Nash-
féle egyensilypontjanak mondjuk, ha minden k£ € {1,...,n} és minden
), € o). esetén

901((117‘ . '7an) 2 Qol(xlvaﬂv"‘ 7an—1,an)7
902(@1;- . '7an) Z QOQ(alvav"‘ 7an—17an)7
Son(ala' . 'aan) 2 gDn(al,U/Q,...,an,l,fEn)

teljesiil. A rovidség kedvéért a tovabbiakban (<7, ¢) tobbszemélyes ja-
tékrol szolunk, ha adottak a jatékosok stratégiahalmazai, valamint kifi-
zetofliggvényei. Ezek utan megfogalmazhatjuk azt az eredményt, amivel
John Nash kiérdemelte az 1994. évi kozgazdasagi Nobel-dijat.

9.5. tétel. (Nash) Ha minden k € {1,...,n} esetén Xy Hausdorff-
topologikus vektortér, of, C Xy nem dres, kompakt, konver halmaz, py:
i X - X gy — R folytonos és a k-adik valtozdjdaban konkdv, akkor az
(o, @) jdtéknak létezik Nash-féle egyensilypontja.

Bizonyitds. Legyen K := o) X --- X @,. Ekkor a szorzattérben K nem
ires, konvex, kompakt halmaz. Ertelmezzik a ®: K x K — R fliggvényt
az alabbi médon:

(I)((xla v ,xn), (yl, . 7yn)) =

o1(y1, 2. .., Tn-1,2n) — p1(z1,22, ..., Tn—1,Zn)
+pa(x1,y2. .., Tn—1, %) — P2(T1, T2, ..., Tp—1,Tp)
+on(®1, 2., Tp1,Yn) — Pn(X1, 22, ..., Tp_1, Tp).

Vilagos, hogy ® az els valtozdjaban folytonos, a masodikban pedig kon-
kév fiiggvény, igy a Ky Fan-egyenl6tlenség szerint van olyan (aq, ..., a,) €
K elem, hogy

sup  P((ar,...,an), (Wi,---,Yn))
(ylv"wyn)EK

< sup P((z1,...,2n), (21,00, 20)) =0.
(21,20 )EK
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gy az a = (a1,...,a,) jeloléssel élve ®(a,y) < 0 teljesiil minden y =
(y1,...,yn) € K esetén. Specidlisan, ha y, € o, rogzitett, akkor k # j
esetén y; = a; helyettesitéssel kapjuk, hogy (a1, ..., a,) Nash-féle egyen-
sulypont. O

9.3. Peano egzisztenciatétele

A tovabbiakban legyen I kompakt intervallum. Az I intervallumon értel-
mezett, R™-beli értékii fliggvények valamely .% csalddjat a t € I pontban
egyformdn folytonosnak mondjuk, ha minden ¢ > 0 és minden =z € #
esetén van olyan ¢ > 0, hogy |z(t) — z(s)| < e teljestl, ha s € U(t,J).
Az ¥ csalddot egyforman folytonosnak nevezziik, ha I minden pontja-
ban egyformén folytonos. Vildgos, hogy egy egyetlen fiiggvénybél all6 &
halmaz adott pontbeli, illetve I-n vett egyforméan folytonossiga a széban
forgd fuggvény adott pontbeli, illetve I-n vett folytonossagat jelenti.

Az ¥ csalddot a t € I pontban egyformdn korldtosnak nevezziik, ha
van olyan M > 0, hogy minden x € % esetén |z(t)| < M teljesiil. Az F
csaladot az I intervallumon egyforméan korlatosnak mondjuk, ha I minden
pontjaban egyforman korlatos.

Az aldbbiakban szilikséges és elegendé feltételt adunk arra nézve, hogy
az F figgvénycsaldd teljesen korlatos legyen a szuprémumnormaéval ell4-
tott €' (1, R™) térben. Ezt az eredményt Arzela és Ascoli tétele fogalmazza
meg.

9.6. tétel. (Arzelai-Ascoli) Ha I kompakt intervallum, idgy az F C
€ (I,R™) figgvénycsaldd pontosan akkor teljesen korldtos, ha egyformdn
folytonos és egyformdn korldtos.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy % teljesen korlatos. Ekkor korlatos is, és
ezért pontonként egyforman korlatos. Legyen t € I rogzitett és legyen
e > 0. A feltevés miatt létezik .7 szdmdra £ C € (I,R™) véges £-halo.
Mivel E tagjai folytonosak, ezért van olyan 6 > 0, hogy s € U(t,0) esetén
ly(s) —y(t)| < § teljesiil minden y € E elemre. Legyen x € .7 tetszOleges
és y € I olyan, hogy ||z —y|| < §. Ha most s € U(t,0), akkor

|2(s) = x(t)] < J(s) —y(s)[ + [y(s) —y(@O)] + [y(t) —2(B)| <e,

ami az .# egyforman folytonossagat mutatja a ¢ pontban.
Most tegyiik fel, hogy % egyformén folytonos és egyforman korldtos,
s legyen & > 0 tetszOleges. Az egyforman folytonossag miatt minden ¢ €
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esetén van olyan §; > 0, hogy |z(s) —z(t)| < § ha s € U(t,6;) és v € F.
Mivel I kompakt, létezik olyan véges t1,...,t, € I pontrendszer, hogy
{U(ti, b, )} az I lefedése.

Az egyforman korlatossag miatt #(t;) = {z(t;) | x € F} C R™

korldtos halmaz minden i € {1,...,n} esetén. Ezért teljesen korldtos
is, hiszen véges dimenziéban e két fogalom ekvivalens. Igy minden 4
indexhez van olyan véges v;1,...,¥ir € R™ elemrendszer, ami §-halé

F (t;) szdmara.

Legyen J az olyan j = (ji,...,jn) € {1,...,k1} x -+ x {1,...,kp}
multiindexek halmaza, amelyekhez van olyan z; € .# fiiggvény, hogy
minden i € {1,...,n} esetén

€

25 (t) = yigl < -
Megmutatjuk, hogy ekkor {z; | j € J} egy véges e-hal6 .# szaméra. Ha
x € F tetszOleges, akkor minden i index esetén van olyan j; € {1,... k;}
index, hogy |z(t;) — yi ;| < 5. Nyilvanvaléan j = (ji,...,jn) € J, s ezért

g
lz(ts) — ()| < lx(ti) — yig| + |yig — x(ts)] < 2

Legyen s € I tetszlleges, és i € {1,...,n} olyan, hogy s € U(t;,d,).
Ekkor

[2(s) = xj(8)] < |(s) = w(ti)] + |w(t:) — z; ()] + |2j(t:) — z;(s)] <e.

Tehat x € U(x;,€), és pontosan ezt kellett igazolni. O

Megjegyezziik, hogy a tétel allitasa akkor is érvényes, ha az I kompakt
intervallumot kompakt metrikus térre cseréljiik. A bizonyitds minden
lépése ugyanaz marad. Hasznosnak bizonyul majd az Arzela—Ascoli-tétel
kovetkez6 valtozata.

9.7. kbvetkezmény. Ha I kompakt intervallum, igy az % C €(I,R™)
figgvénycsaldd pontosan akkor relativ kompakt, ha egyformdn folytonos
és egyformdn korldtos.

Bizonyitds. Ha % relativ kompakt, akkor lezartja teljesen korlatos a
Hausdorff-tétel értelmében. Ezért az Arzela—Ascoli-tétel szerint egyfor-
man folytonos és egyformdn korldtos; 4m ekkor .# is az. Megforditva,
ha egyforman folytonos és egyforman korldtos, akkor teljesen korld-
tos. Igy Z is teljesen korlatos, és mivel zart részhalmaza a € (I,R™)
Banach-térnek, ezért teljes. Hausdorff kompaktsagi tétele miatt tehat .#
kompakt. O
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9.8. tétel. (Peano) Ha I C R intervallum, 7 € I és & € R™ rogzitett
elemek, valamint f: I x R™ — R™ folytonos fiigguény, akkor az

2 (t) = f(t, z(t)), x(r)=¢

Cauchy-feladatnak létezik T valamely kdrnyezetében értelmezett megoldd-
sa.

Bizonyitds. Az altalanossag sérelme nélkiil foltehetd, hogy I balrdl zart,
és 7 ennek bal végpontja. Legyen o € I olyan, hogy 7 < «, s legyen p > 0
tetszOleges. Vezessiik be az alabbi jelcléseket:

H:={(t.x) € I xR™ |t € [r.a] |z - £ < p);

M = Sl}l[p|f|, 0:= min{a—T,%};

K = {x € €(lr.7+ 8, R™) | |z — €] < p}.

Nyilvanval6, hogy K nem iires, hiszen az x = £ leképezést tartalmazza.
Ha (x,,) tetsz6leges K-beli sorozat, amely tart valamely z: [r, 7+6] — R™
figgvényhez, akkor az egyenletes konvergencia miatt x folytonos. Az
|z (t) — & < p egyenlStlenségben hatardtmenetet, majd szuprémumot
képezve [1,T + §] folott ||z — || < p adddik, ami K zartsdgat mutatja.
S6t, K konvex: ha ugyanis z,y € K és X € [0, 1], akkor a & = A{+(1—A)¢
felbontas miatt

Az (t) + (1= My(t) =& < Az (t) = &1+ (1= AN)yt) — &l < p.

Végezetiil K korldtos, ami azonnal kovetkezik az |z|| < ||z — &[] + |||
egyenlétlenségbdl. Osszefoglalva: K nem iires, korldtos, zart és konvex
részhalmaza a €'([7, T + d], R") Banach-térnek.

Legyen z € K ést € [1,7 + J] esetén

(Tx)(t) ==&+ /Tt f(s,z(s))ds.
Ekkor
(@2)(0) &l < [ 17(s.als)lds < M) < M5 < p,

ami azt jelenti, hogy T(K) C K. Legyen ¢ > 0 tetszSleges. Mivel H
kompakt, f pedig folytonos, ezért f egyenletesen folytonos a H halmazon;
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létezik tehat n > 0 agy, hogy |(t1,z1) — (t2,x2)| < n esetén |f(t1,x1) —
f(ta,z2)] < e/6 teljesiil. Ekkor

(T2)(0) = (T < [ 17 a(5) — f(s,ma(s)lds < S(a—7) <

Vagyis T: K — K (egyenletesen) folytonos. Nyilvan T'(K) korlatos, hi-
szen része a korlatos K halmaznak. Specidlisan, T'(K) egyformén korlatos
fuggvényekbdl all. Masrészt

(T2) (1) — (To)(t2)| < | [F(s,2(s))lds| < Mty — ta].

Ez mutatja, hogy T'(K) ekvi-Lipschitz fiiggvénycsaldd, tehdt egyformén
folytonos is. Az Arzela—Ascoli-tétel kovetkezménye szerint T'(K) relativ
kompakt. Igy 7: K — K kompakt leképezés.

A Schauder-féle fixponttétel értelmében létezik T-nek fixpontja K-
ban, ami nem mas, mint az eredeti Cauchy-feladattal ekvivalens integral-
egyenlet megoldésa. O

9.4. Lomonoszov tétele az invarians alterekrol

Legyen X legaldbb kétdimenziés komplex Banach-tér és A: X — X line4-
ris operdtor. Azt mondjuk, hogy az Y C X altér invaridns altere A-nak,
ha A(Y) C Y. Milyen feltételek mellett allithatjuk, hogy A rendelkezik
valédi zart invaridns altérrel? E kérdéssel kapcsolatban szamos alapvetd
eredmény sziiletett.

Jél ismert, hogy unitér terek minden linedris operatora ilyen tulaj-
donsdgi. A Hilbert-terek kompakt operdtoraira vonatkoz6 pozitiv vilasz
Neumann nevéhez flizédik. Erdemes megemliteni, hogy ennek énadjun-
galt specidlis esetére Riesz adott szép, geometriai szemléleti bizonyitast.
Aronszajn és Smith 1954-ben megmutattak, hogy Neumann eredménye
Banach-terekben is igaz. Bernstein és Robinson 1966-ban a kompaktsagi
feltételt tovabb gyengitve az invaridans altér létezését olyan leképezések
esetén igazoltak, melyeknek valamilyen polinomja kompakt. Mddszeriik-
ben a nemstandard analizis eszkoztdara jutott kulcsszerephez. Halmos
ugyanebben az évben ugyanerre az eredményre egyszeriibb, standard bi-
zonyitast talalt.

Az eddig ismert legelegdnsabb eredményt e problémakdérben Lomo-
noszov érte el 1973-ban. Tételébdl azonnal adddik, hogy ha egy komp-
lex Banach-tér valamely korlatos linedris operatora folcserélhetd egy nem
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nulla kompakt operatorral, akkor 1étezik valédi zart invarians altere. Spe-
cidlisan, komplex Banach-tér minden (polinomialisan) kompakt operato-
ranak létezik valodi zart invaridns altere.

9.9. tétel. (Lomonoszov) Ha A az X végtelen dimenzids komplex Banach-
tér nem nulla kompakt linedris operdtora, akkor van X-nek olyan valdds
zdrt altere, amely minden, az A-val felcserélhetd korldtos linedris operd-
tornak invaridns altere.

Bizonyitas. Mivel A nem nulla, igy van olyan x¢p € X, hogy Axzg # 0;
A folytonossiga miatt pedig van olyan S = U(xg,¢e) zart gémb, hogy
0 ¢ A(S). A linearitds miatt zo megfelelé nyujtasaval elérhetd, hogy
€ =1 legyen.

Jelolje &7 az A-val felcserélhetd 6sszes AB( X )-beli operator algebrajat.

Legyen T € of esetén
U(T) =T 1(5°) ={y € X | |Ty — xol| < 1}.

Mivel T folytonos, ezért U(T') nyilt. Az alabbiakban két esetet kiilonboz-
tetiink meg aszerint, hogy a .7 := {U(T) | T € &/} nyilt halmazcsalad
lefedi-e az X \ {0} halmazt, vagy nem.

Elészor tegyiik fel, hogy van olyan nem nulla yg elem, hogy yo ¢ U(T),
azaz T(yp) ¢ S semmilyen T' € o7 esetén. Legyen

H =Ty | T € ).

A konstrukciébél adodik, hogy F egy o -invaridns zart altér. Mésrészt
yo € S, hiszen id € o7, és ugyanakkor x¢ ¢ . Ez azt jelenti, hogy ¢
valédi altér, tehat a tétel allitasa az elsé esetben teljesiil.

Tegyiik most fel, hogy a .7 csaldd lefedi az X \ {0} halmazt, és te-
kintsiik az A(S) halmazt. Mivel ez kompakt és a feltétel szerint része az
X\ {0} halmaznak, ezért 1éteznek olyan T1,...,T,, € o operatorok, hogy

A(S) CU(T) V-~ UU(Ty).
A kovetkez6 1épésben Th, ..., T, segitségével egy Schauder-tipusi opera-
tort konstrualunk. Legyen y # 0 esetén

ar(y) = max{0,1 — || Ty — xol/}.

Ekkor ay: X \ {0} — [0, 1] folytonos leképezés; tovabba minden y € A(S)
esetén van olyan k € {1,...,n} index, hogy ar(y) > 0. E tulajdonsig

miatt a Z" (A )T A
U: S X, U(g)= Sh=LIEHRET
() = = (Ax)
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modon értelmezett leképezés jol definialt. Jelolje I(x) az aktiv indexek
halmazdt. Azaz k € I(x) pontosan akkor, ha ay(Ax) # 0; vagy ezzel
ekvivalens médon, ha ||T, Az — z¢|| < 1. Ekkor

| > k=1 ar(Az) (T Az — zo) ||
> k=1 ax(Ax)
> kei(z) ok (Az) | T Az — xo|
< <1,
Y ker(z) Wk (AT)
tehat ¥: S — S. S6t, az is megmutathatd, hogy ¥ kompakt leképe-

zés. Mivel S nem iires, zart, korlatos, konvex halmaz, ezért Schauder 2.
fixponttétele szerint 1étezik W-nek zg € S fixpontja. Legyen ezek utan

() = 2ol =

k1 ag(Az) T Az
T(z) == ST or(An)

Ekkor T' € &/ kompakt, és Tz = ¥(z9) = z9. Legyen .# = {z €
X | Tz = z}. Nyilvan # altér, és .# # {0}, hiszen zy # 0 eleme.
Mivel T'| 4 identités, mésrészt T'| , kompakt is, ezért .# sziikkségképpen
véges dimenzids. Vegyiik észre, hogy x € 4 esetén TAxr = ATz = Ax,
azaz A: M — M. gy az Al 4 lineéris leképezésnek van A komplex
sajatértéke, ami természetesen maginak A-nak is sajatértéke. Tekintsiik
az ehhez tartozé L) sajatalteret. Ha L) = X, akkor A = Aid, ami
ellentmond annak, hogy A nem nulla és kompakt. Vagyis Ly val6di altér,
ami az A folytonossiga miatt zart is. Legyen x € Ly és T € /. Ekkor
ATx = TAx = Tlx = AXTx, amibél Tz € L) adodik. Tehat L) invaridns
az @/ algebrara nézve. O

Mint ahogy azt Per Enflo 1976-ban konstrualt példaja mutatja, 1létezik
olyan Banach-tér, melyben barmely korlatos, de nem kompakt linearis
operator csak trividlis sajataltérrel rendelkezik. Ez azt jelenti, hogy a
Lomonoszov-tétel kompaktsagi feltétele valoban sziikséges.

Azonban teljesen masként viselkednek ilyen szempontbdl a nem sze-
parabilis Hilbert-terek. Ha ugyanis X nem szeparabilis Hilbert-tér, akkor
minden nem nulla A linedris operdtornak létezik valédi invaridns altere.
Valéban: legyen xq olyan, hogy Azg # 0, valamint legyen

H = lin{A"xo | n € NU{0}}.

Ekkor s # {0}, és mivel X nem szeparébilis, 7 # X. Tehat 5 olyan

valédi zart altér, amely nyilvanvaléan invarians altere az A operatornak.
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Az egyetlen kérdés tehét, hogy szeparabilis Hilbert-tér tetszdleges korlatos
linedris operatoranak létezik-e (minden tovabbi feltétel nélkiil) val6di zart
invarians altere. E kérdés jelenleg is nyitott probléma.

9.5. Haar-mérték kompakt Abel-csoporton

Els6ként folidézziik azokat a mértékelméleti és funkciondlanalizisbeli fo-
galmakat és tételeket, amelyek sziikségesek a bemutatni kivant eredmény
megfogalmazasihoz és igazolasahoz.

Legyen H kompakt Hausdorff-tér, és tekintsiik ennek Borel-halmazait,
vagyis a nyilt halmazok altal generdlt o-algebrat. A Borel-halmazokon
adott véges u mértéket Radon-mértéknek neveziink, ha barmely A Borel-
halmaz esetén

p(A) =inf{u(V) | ACV, V nyilt} = sup{u(K) | K C A, K kompakt}.

Emlékeztetiink a Riesz—Markov—Kakutani-féle reprezentacios tételre, mely
szerint ha H egy kompakt Hausdorff-tér, ¢ pedig a €(H,R) téren értel-
mezett nemnegativ linearis funkciondl, akkor 1étezik a H halmazon olyan
w1 Radon-mérték, hogy minden = € ¢ (H,R) esetén

pla)= | altydu(o).

Tekintsiik most valamely X normalt tér mésodik dualisaba valo J
természetes leképezését. Ekkor a J(X) funkcionaljai 4ltal szarmazta-
tott gyenge topoldégiat a dudlis téren gyenge*-topoldgidnak nevezzik. A
Banach—Alaoglu-tétel szerint a dudlis tér zart egységgémbje kompakt e
topologiara nézve. Kovetkezésképpen, mivel kompakt tér zart altere maga
is kompakt, a gyenge*-topologiaban érvényes a Heine—Borel-tétel megfe-
lel6je: a kompaktsig ekvivalens a korlatossag és zartsag egyidejl teljesii-
lésével.

A (G,+) csoportot Hausdorff-topologikus csoportnak nevezziik, ha
adott rajta egy olyan Hausdorff-topologia, amelyre nézve a csoportmiive-
let és az inverzképzés folytonosak. Egy GG kompakt Hausdorff-topologikus
csoporton adott Radon-mértéket bal Haar-mértéknek mondunk, ha balel-
tolds-invaridns, azaz ha minden g € G és minden A C G Borel halmaz
esetén u(g + A) = p(A). Haar Alfréd nevezetes tételét csak kompakt
Abel-csoportokra mondjuk ki és bizonyitjuk be.

9.10. tétel. (Haar) Barmely kompakt Hausdorff-topologikus Abel-csopor-
ton létezik Haar-mérték.
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Bizonyitds. Jelolje (G,+) a széban forgé Abel-csoportot, és legyen X =
¢ (G,R) a csoporton értelmezett valés értékii folytonos fiiggvények tere.
Legyen K az X* dudlis tér alabbi részhalmaza:

K={peX [ <1,Vz=0:p(x) 20, (1) =1}

Nyilvdn K nem iires, konvex halmaz. Az is vildgos, hogy K korldtos és
zart a norma-topolégiaban; igy a Banach—Alaoglu-tétel szerint kompakt
a gyenge*-topoldgidra nézve.

Adott ¢ € K és g € G esetén legyen g4 () := ¢(x4), ahol x4 jeloli az x
fiiggvény g elemmel valé eltoltjat, azaz x4(t) := x(g+t). Azonnal lathato,
hogy ||lz4|| = |lz||. Ertelmezziik rogzitett g € G esetén a 7,: X* — X*
leképezést a

T4(P) = ¢y

eléirdssal. Megmutatjuk, hogy 7, az X™ normalt tér linedris izometridja.
Legyenek ¢,19 € K tetszOlegesek, valamint A,y € R rogzitettek. Ha
x € X, akkor

(Ap + ) () = (Ap + ) (zg) = Ap(ag) + b (wg) = Apg (@) + phg().

Azaz

To(Ap + up) = (Mg + 1)) |, = Apg + by = A1y () + prg (1)),

ami a 74 linearitdsdt mutatja. Az izometria-tulajdonsag igazoldsdhoz le-
gyen g € G és ¢ € X* rogzitett. Mivel minden z € X ||z4]| = ||z|| =
|lz—gl|, ezért

() (@)| = liog(2)] = lp(2g)| < llellllzgll = llell]]]-

Vagyis || Tgp] < |l¢]l. A forditott irdnyd egyenlStlenséghez induljunk ki
az alabbi becslésbol:

(@) = lpg(2-g)| = [(Tg0) (2—g)| < () |z 4]l = [I(rg @) [[J]]-

Tehat ||| < ||74¢ll, s ezért minden ¢ € X* esetén ||1,9|| = ||¢]|.

Most azt igazoljuk, hogy {7, | g € G} egy folcserélhets leképezés-
csalad. Legyenek g,h € G tetszblegesek, valamint ¢ € X* rogzitett.
Megmutatjuk, hogy ekkor (¢p)y = @g+n. Valoban, ha x € X, akkor a
nyilvanvald (z4), = 2g4n azonossag miatt

(pn)g(x) = pn(xg) = p((xg)n) = P(Tg+n) = Pg+n(T).
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Azonban innen

79 0 Th(p) = T4(Th(@)) = T4(Pn) = (¥n)g = Cgrh = Tgrn(p)

kévetkezik minden ¢ € X* esetén. Tehdt 74 o 7, = 7444, igy a csoport
kommutativitasa miatt a csaldd tagjai szintén folcserélhetok.

Ezek utdn megmutatjuk, hogy minden g csoportelem esetén a 7, leké-
pezés gyenge*-folytonos. A linearitds miatt elegendd a folytonossigot a
0 € X* pontban igazolni. Ha V' gyenge*-kérnyezete a 7,(0) = 0 pontnak,
akkor van olyan € > 0 és vannak olyan x1,...,z, € X elemek, hogy

{pe X" |lzp(W)| <e, k=1,...,n} CV.

Legyen
U:={({e X" [(xp)g(§)] <e, k=1,...,n}.

Ezzel a valasztassal elértiik, hogy & € U esetén & = 74(&) eleme a V
gyenge*-kornyezetnek. Azaz 7,(U) C V teljesiil, és éppen ezt akartuk
igazolni.

Végezetiil vegyiik észre, hogy a 7, izometria-tulajdonsagat is felhasz-
nélva elemi szamoléssal adédik, hogy 7,(K) C K is érvényes. gy teljesiil-
nek a Markov—Kakutani—Tyihonov-fixponttétel feltételei, ezért van olyan
¢ € K elem, hogy 74(p) = ¢, azaz ¢, = ¢ minden g € G esetén fonnall. A
Riesz—Markov-Kakutani-féle reprezentacios tétel szerint létezik pontosan
egy p egyre normalt Radon-mérték, hogy minden x € (G, R) esetén

p(z) = /G zdp.

Megmutatjuk, hogy ekkor p épp a keresett Haar-mérték, amihez csupan
az eltolas invariancidjat kell ellendrizni. Elsoként jegyezziik meg, hogy a
g = ¢ fixponttulajdonsdghdl kovetkezéen

/xgd,u:/ xdp
G G

teljesiil minden = € € (G, R) fiiggvényre. A p mérték Radon-tulajdonsagat,
valamint a Tietze-féle kiterjesztési tételt felhaszndlva adédik, hogy ez az
Osszefiiggés minden korlatos Borel-mérheté z: G — R fiiggvényre is fenn-
all. Legyen tehat H tetszOleges Borel-halmaz és legyen x = x g ennek
indikatorfiiggvénye. Ekkor minden g € GG esetén

(xw)g(t) = xu(g +1) = Xr—4(t);
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és igy
p(H) =/ xmdp = / (xm)gdp =/ XH—gdp = p(H — g).
G G G

Vagyis p az eltolasra nézve valoban invarians mérték. O



10. fejezet

Fixponttételek
halmazértéku leképezésekre

A KKM-lemma &ltalanositott formaja vagy a Darbo—Szadovszkij-féle fix-
ponttétel bizonyitadsa meggyozéen mutatja, hogy a halmazértéki leképe-
zések fontos szerepet jatszanak a topologikus fixponttételek elméletében.
Ebben a fejezetben megsziinik segédszerepiik: a rajuk vonatkozé fixpont-
eredmények 6nallé elméletté terebélyesednek.

10.1. Folytonossagi fogalmak halmazértéku
leképezésekre

Legyenek X és Y nem iires halmazok. Ekkor az F': X — 2V leképezést
halmazértéki leképezésnek nevezziik, és a tovabbiakban rd az F': X =2 Y
jelolést hasznéljuk. Azt mondjuk, hogy xg € X fizpontja az F: X = X
leképezésnek, ha zo € F(xg) teljesiil.

Legyenek X és Y topologikus terek, F': X = Y és g € X. Azt
mondjuk, hogy F' kiviilrdl folytonos xo-ban, ha minden olyan U C Y nyilt
halmaz esetén, amelyre F'(xg) C U, létezik olyan V' C X nyilt kornyezete
xo-nak, hogy F(x) CU haz e V.

Hasonlban, az F' halmazértékii leképezést belilrél folytonosnak mond-
juk zo-ban, ha minden olyan U C Y nyilt halmaz esetén, amelyre F'(xo)N
U # 0, 1étezik olyan V' C X nyilt kornyezete xg-nak, hogy F(z) NU # ()
hazeV.

Erdemes megemliteni, hogy f: X — Y esetén az F(z) = {f(x)}
modon adott leképezés kiilso, illetve bels6é folytonossaga ekvivalens az

135
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f folytonossdgaval. Ennél arnyaltabb az intervallumértékli leképezések
esete:

10.1. tétel. Ha X topologikus tér, p,q: X — R olyanok, hogy p < q,
valamint F: X = R az F(x) := [p(z),q(x)] definiciéval adott, igy az F
leképezés

(i) kiviilrél folytonos az xg € X pontban akkor és csak akkor, ha p alulrél
félig folytonos, q pedig felilrél félig folytonos xg-ban;

(ii) belilrél folytonos az xo € X pontban akkor és csak akkor, ha p
feliilrdl félig folytonos, q pedig alulrol félig folytonos xg-ban.

Bizonyitds. (i) Tegyiik fel, hogy F kiviilrél folytonos az xy € X pontban.
Legyen € > 0, és tekintsiik az U =|p(xg) — €, q(xo) + €] intervallumot.
Mivel F(xz¢) C U, ezért a kiils6 folytonossag miatt van olyan V' C X nyilt
kornyezete xg-nak, hogy F(x) C U, ha « € V. Vagyis minden =z € V
esetén

[p(z),q(x)] = F(z) C U =|p(zo) — €, q(z0) + £[;

azaz p(x) > p(xg) — € és q(x) < q(xo) + . Az els6 egyenlStlenség a p
fliggvény xo-beli alulrdl félig folytonossagat, a masodik pedig a g fliggvény
xg-beli feliilrdl félig folytonossagat mutatja.

Megforditva, tegyiik fel, hogy p alulrél, ¢ feliilrol félig folytonos az
xo pontban. Legyen U C R olyan nyilt halmaz, hogy F(z9) C U, és
legyen € > 0 olyan, hogy |p(zo) — &,q(x0) + €[C U. Viélasszuk a V;
kornyezetét xp-nak gy, hogy minden = € Vi esetén p(xz) > p(xg) — €
teljesiiljon. Hasonléan, legyen V5 olyan kérnyezete xg-nak, hogy minden
x € Va esetén q(z) < q(xo) + € alljon. Ilyen feltételeknek eleget tevé Vi
és Vo halmazok léteznek a p és q fliggvényekre kiszabott feltételek miatt.
Ha V = Vi N V,, akkor ez olyan kornyezete xp-nak, hogy minden x € V
esetén az el6bbi egyenlétlenségek mindegyike fonnall. Vagyis F(x) C U
minden x € V esetén.

(ii) Tegyiik fel, hogy F beliilrél folytonos az zp € X pontban. Legyen
e > 0, és tekintsiik az U =] — 0o, p(x) + £[ nyilt halmazt. Mivel F(zg) N
U # (), ezért 1étezik zg-nak olyan V kornyezete, hogy F(z) NU # (), ha
x € V. Azaz F és U definicidja miatt p(z) < p(xo)+¢ adédik minden x €
V esetén. A g leképezésre vonatkozé allitds igazoldsa ugyanigy torténik,
az U =|q(xo) — €, +oo[ valasztassal. E tulajdonsigok pedig épp a p és ¢
megfeleld félig folytonossagi tulajdonsagai.

Megforditva, legyen U C R olyan nyilt halmaz, hogy F(z¢) NU # 0;
ekkor van olyan y € U, amivel y € F(x¢) teljestil. Vélasszuk az e > 0
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szamot 1gy, hogy |y — e,y + ¢[C U fonnélljon. A p fliggvény felilrdl
félig folytonossdga miatt 1étezik olyan V3 kornyezete xo-nak, hogy p(z) <
p(xo)+¢, ha x € V. Hasonléan, 1étezik olyan V5 kornyezete zg-nak, hogy
q(x) > q(xg)—e teljesiil minden z € V5 esetén. Ha most x € V1NV;, akkor
F(z)Ny —e,y+¢[# 0. Ellenkezd esetben ugyanis vagy y—e > ¢(x), vagy
y+¢e < p(x). Ez utébbi esetbél y < p(zg) addédna, ami ellentmond az
y € F(xg) feltételnek. A masik eset ugyanigy kizarhaté. Tehét V' olyan
kornyezete xg-nak, hogy minden z € V esetén F(x) N U # () teljesil, s
épp ezt akartuk megmutatni. ]

E tétel azonnali kévetkezményeként kapjuk, hogy az alabbi leképezé-
sek kozil F kivilrél, G belilrdl, mig H sem kiviilr6l, sem beliilrél nem
folytonos az xg = 0 helyen.

Fla) = {{0}, haa:;_éO;
[-1,1], hax=0.

~JI=11], haz#0;
@) = {{0}, ha z = 0.

Hiz) = {{O}, ha x f 0;
[1/2,1], haz =0.

Az alabbi ,kalkulusszabalyok” a folytonossag és 6sszeadas kapcsola-
tara vonatkozé klasszikus tétel kiterjesztései.

10.2. tétel. Legyen X topologikus tér, Y topologikus vektortér és xy € X.
Ha F,G: X =Y az xg-ban belilrdl folytonos leképezések, akkor F 4+ G is
beliilrol folytonos xg-ban.

Bizonyitas. Legyen H := F + G, és legyen U egy olyan nyilt halmaz,
hogy U N H(xg) # 0. Ekkor van olyan p € F(xg) és q € G(x¢), hogy
p+q € U. Az 6sszeadas folytonossdga miatt van olyan V' kdrnyezete az
Y tér zéruselemének, hogy (p+V)+ (¢+V) C U. De ekkor p+ V, illetve
q + V olyan nyilt halmazok, amelyek belemetszenek F'(xg), illetve G(x¢)
halmazokba. A leképezések belilrél valé folytonossiaga miatt van xg-nak
olyan W C X nyilt kornyezete, hogy

Fx)N(p+V)#£0 és G)N(g+V)#£0,

ha x € W. Ezért H(x)N(p+V +q+V) C H(x)NU sem tres, ha x € W.
Tehat H valéban beliilrél folytonos xg-ban. O
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10.3. tétel. Legyen X topologikus tér, Y Hausdorff-topologikus vektortér
ésxg € X. Ha F,G: X =2 Y az xg-ban kivilrdl folytonos leképezések,
valamint F(xg) és G(xo) nem itires kompakt halmazok, akkor F + G is
kivilrol folytonos xg-ban.

Bizonyitas. Legyen H := F + G, és legyen U D H(xg) egy tetszbleges
nyilt halmaz. A feltevésiink miatt H(zo) kompakt és diszjunkt az Y \ U
zart halmaztél. FEzért az Y tér zéruselemének van olyan V' szimmetrikus
nyilt kérnyezete, hogy (Y \U)+V és H(xg)+ V szintén diszjunkt. Ekkor
V szimmetridja miatt Y \ U és H(xo) + V 4+ V is diszjunkt, tehét

(F(z0) + V) + (G(xo) + V) = H(zo) + V+ V C U.

Mivel F, illetve G kiviilrdl folytonos xg-ban, F(xg) + V és G(xg) + V
az F(xp), illetve G(z¢) halmazokat tartalmazé nyilt halmazok, ezért van
zo-nak olyan W C X nyilt kérnyezete, hogy

F(x) C F(zg)+V és G(z) € G(zo) +V,
ha z € W. Igy minden 2 € W esetén
H(z) =F(x) +G(z) C F(zo) +V +G(zo) +V =H(zo) +V+V CU.
Tehat H valéban kiviilrol folytonos zg-ban. O

Megjegyezziik, hogy a fenti tétel kompaktsagi feltételei nem gyengit-
heték. Legyen ugyanis X := [—1,1]?, és legyen minden 2 € X esetén
F(x) az exponencidlis fiiggvény epigrafja. Ekkor F'(x) zart halmaz, és F
kiviilrél folytonos. A H(x) := F(x) — x képlettel megadott H: X = R?
leképezés kiviilr6l nem folytonos. Ha U := R x |0, oo] a fels6 félsik, akkor
G(0,0) C U, és tetszbleges y > 0 esetén G(0,y) belemetsz az alsé félsikba
is, tehat G(0,y) Z U.

10.2. Az equilibrium-tétel és néhany
kovetkezménye

Célunk az equilibrium-tétel igazolasa, melynek a halmazértéki leképe-
zésekre vonatkozo fixponttételek azonnali kovetkezményei. A Ky Fan-
egyenlGtlenség mellett sziikségiink lesz a Hahn—Banach-féle elvalasztasi
tétel szigoru alakjara, amely szerint normalt tér nem iires, konvex, kom-
pakt, illetve nem fires, konvex, zart részhalmazai korlatos linearis funkcio-
nallal egymdéstol szigorian elvalaszthatok. Ugyancsak sziikséges az alabbi
eredmény:
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10.4. tétel. Ha Uy,...,U, tetszdleges nyilt lefedése az X kompakt to-
pologikus térnek, akkor létezik a lefedéshez rendelt egységbontds, vagyis
léteznek olyan @1, ...,0n: X — R folytonos fiiggvények, hogy

(Z) ‘Pl"‘"""@n:l;
(ii) {z € X | on(x) > 0} C Up.

Bizonyitds. Csak arra a specidlis esetre szoritkozunk, amikor X kompakt
metrikus tér. Legyen Fj := X \ Uy, tovibba =z € X esetén ¢i(z) :=
d(z, Fy). Ertelmezziik a ¢: X — R fiiggvényeket az aldbbi mddon:

. V()
) = S Tt ()

Vegyiik észre, hogy ha x € X, akkor van olyan j index, hogy = € Uj;
am ekkor v;(x) > 0, hiszen x ¢ F}, és F}, zart. Vagyis ¢j, nevezéje min-
dig pozitiv. A metrika folytonossiga miatt a ¢, fiiggvények folytonosak,
tovabba eleget tesznek az (i) tulajdonsdgnak. Végezetiil pi(x) = 0 pon-
tosan akkor teljesiil, ha d(x, Fy,) = 0, vagyis « € F}, esetén. Ez pedig épp
az (11) tulajdonsdgot jelenti. O

Legyen X topologikus vektortér és x € X. A K C X nem tUres halmaz
x pontbeli érintékupjin az alabbi halmazt értjiik:

Tp(K)={ANy—2) | A>0,ye K}.

Azt mondjuk, hogy xg € X egyensulypontja az F: X = X halmazértéki
leképezésnek, ha 0 € F(x¢) teljesiil.

10.5. tétel. (Equilibrium-tétel) Ha X lokdlisan konvex Hausdorff-topo-
logikus vektortér, K C X nem tres, kompakt, konvex halmaz, F': K = X
olyan kivilrél folytonos, nem dres, konvex, zdrt halmazértékd leképezés,
hogy minden x € OK esetén F(x) N Ty(K) # 0, akkor létezik F-nek
egyensulypontja.

Bizonyitds. Indirekt médon tegyiik fel, hogy minden x € K esetén 0 ¢
F(z). Mivel a {0} halmaz konvex és kompakt, F'(z) pedig konvex és zart,
ezért a Hahn—Banach-féle szeparacids tétel szigoru valtozata miatt van
olyan ¢, € X*, hogy

sup ¢, < 0.

F(z)
Legyen ¢ € X* esetén Uy, := {z € K | supp(,) ¢ < 0}. Megmutatjuk,
hogy U, nyilt halmaz. Ha ugyanis xzo € U,, akkor van olyan ¢ > 0
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valés szdm, hogy supp(,,) ¢ = —¢&. Ekkor F(z9) C {y € X | ¢(y) <
—&/2}, és ez utébbi halmaz ¢ folytonossdga miatt nyilt. Mivel F kiviilrél
folytonos, ezért 1étezik xg-nak olyan V koérnyezete, hogy minden z € V
esetén F(z) C {y € X | ¢(y) < —¢/2}. Am ekkor SUPp(z) P < —€/2 <0
ha z € V. Tehat F(x) C U,, ami épp U, nyiltsigat mutatja.

Specidlisan Uy, nyilt halmaz, és a supp(,) ¢ < 0 egyenlStlenség miatt
nem iires. Vagyis az {U,, | ¢ € K} csalad nem iires, nyilt halmazokbdl
all6 lefedése K-nak. Mivel e halmaz kompakt, ezért léteznek olyan K-beli
xr1,...,T, elemek, hogy

KCU,, U---UU,, .

T

és tekintsiik az alabbi médon értelmezett f: K x K — R fliggvényt:

Legyen hy,...,hpa Uy, ..., Uy, nyilt lefedéshez rendelt egységbontds,

Ekkor f az elsé valtozdjaban folytonos, hiszen a benne szerepld fiigg-
vények folytonosak. Maésrészt a méasodik valtozojaban affin, specidlisan
kvazikonkav. Igy a Ky Fan-egyenlGtlenség szerint van olyan xg € K, hogy

sup f(zo,y) < sup f(z,x) =0.
yeK reK
Azaz minden y € K esetén f(zg,y) < 0. Ezt az egyenl6tlenséget rendezve

és az érintokup fogalmat szem el6tt tartva kapjuk, hogy minden u €
T., (K) esetén

n
0< > hi(20)¢a, ().

k=1
Legyen ug € F(x9) N Ty, (K). Ilyen ug valéban létezik: zo € 0K esetén
a tétel feltétele biztositja, xg € K° esetén pedig a Ty, (K) = X tulajdon-
sag. Jelolje I(zg) azon k € {1,...,n} indexeket, amelyekre hy(zg) > 0.
Az egységbontds miatt ekkor zg € U, teljesiil. Azonban ug € F(zo),
igy ¢a,.(up) < 0 szintén fenndll. Vagyis k € I(zg) valasztas mellett
hi(20) ¢, (uo) < 0. Mindezekbdl

n

Z (z0) ‘pwk up) Z hi(zo Soxk(uo) <0
k=1 kEI(Io)

adédik, ami ellentmondds. Igy az indirekt feltétel hamis, tehat létezik
F-nek egyenstulypontja. O
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10.6. tétel. (Kakutani-Fan-Gliksberg) Ha X lokdlisan konvexr Hausdorff-
topologikus vektortér, K C X nem tres, kompakt, konvex halmaz, F: K =
K kivilrél folytonos, nem dires, konvex, zdrt halmazértéki leképezés, ak-
kor létezik F'-nek fixpontja.

Bizonyitds. Legyen G(z) := F(z) — z. Ekkor G: K =2 X nem fres
konvex, zart halmazértéki leképezés, amely a 10.3. tétel szerint kiviilrol
folytonos. Megmutatjuk, hogy minden x € 0K esetén G(z) C T,(K), s
igy az equilibrium-tétel G(z) N T, (K) # () feltétele is teljesiil.

Ha y € K, akkor az y = = + 1(y — z) el6allitds mutatja, hogy y €
x+ T, (K). Masrészt F(x) C K a tétel feltételei miatt. Vagyis F'(z) C
K C x4 Ty(K), azaz G(z) = F(x) — x C T,(K) valéban fennall. Az
equilibrium-tétel szerint van olyan z¢ € K, hogy 0 € G(xg). Azaz z( az
F fixpontja. O

10.7. tétel. (Kifelé és befelé iranyuld leképezések) Ha X lokdlisan kon-
vex Hausdorff-topologikus vektortér, K C X nem tires, kompakt, konvex
halmaz, valamint F': K = X kivilrdl folytonos, nem tres, konvex, zdrt
halmazértékii, amely

(i) befelé iranyuld, azaz F(z) N (x + T(K)) # 0, ha x € 0K, vagy
(ii) kifelé irdnyuld, azaz F(z) N (z — Tx(K)) # 0, ha z € 0K,
akkor létezik F-nek fixrpontja.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy F' befelé iranyuld, s legyen G(z) = F(z)—x.
Ekkor a 10.3. tétel miatt G: K == X kiviilrél folytonos, nem iires, konvex,
zért halmazértéki leképezés. TetszOleges © € K esetén G(z)NTy(K) # ()
pontosan akkor, ha F(z) N (z + Tx(K)) # 0; ez utébbi azonban fonnall,
hiszen F' befelé irdnyuld. Tehdt az equilibrium-tétel miatt van olyan
xo € K, hogy 0 € G(zp). Vagyis xg az F fixpontja.

A masik allitas hasonléan igazolhatd, a G(x) = x — F(x) mdédon adott
leképezés segitségével. O

10.3. Kozépértéktételek halmazértékia
leképezésekre
Az el6z6 alfejezet tételeit a Bolzano-féle kozépértéktétel kiilonféle kiter-

jesztéseire alkalmazzuk. Els6ként intervallumértékli leképezéseket tar-
gyalunk. Megjegyezziik, hogy amikor ezek az intervallumok egyelemiiek,
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akkor a Bolzano-féle kozépértéktételt, illetve a Brouwer-féle fixponttétel
egydimenzids esetét kapjuk.

10.8. tétel. Ha p,q: [a,b] — R olyan figguények, hogy p alulrdl félig
folytonos, q felilrél félig folytonos, p < q, tovabbd p(a) > 0 és q(b) < 0,
akkor van olyan xo € [a,b], hogy p(xo) < 0 < g(x0).

Bizonyitds. Legyen K := [a,b] és F(z) := [p(z), q(z)]. Ekkor K C R nem
iires, kompakt, konvex halmaz, tovibbd F: K = R nem iires, korlatos,
zart halmazértékil leképezés, amely a feltételek és a 10.1. tétel miatt
kiviilrél folytonos. Vildgos, hogy 0K = {a, b}, tovibba hogy

T (K)=[0,+c0] &  Tp(K) =] — 0,0

Mivel p(a) > 0, ezért [p(a),q(a)] N [0,+oo[= F(a) N T,(K) nem fiires;
hasonléan igazolhaté, hogy F(b) N Ty(K) ugyancsak nem iires. Igy az
equilibrium-tétel szerint van olyan xo € K, hogy 0 € F(x), ami épp a
bizonyitandé allitast adja. O

10.9. tétel. Ha p,q: [a,b] — R olyan figguények, hogy p alulrdl félig
folytonos, q felilrdl félig folytonos, p < q, tovdbbd

(i) q(a) > a és p(b) < b, vagy
(it) p(a) < a és q(b) > b,
akkor van olyan xo € [a,b] hogy p(xo) < z¢ < q(x0).

Bizonyitds. Legyen K := [a,b] és F(z) := [p(z), q(z)]. Ekkor K C R nem
iires, kompakt, konvex halmaz, tovibba F: K = R nem iires, korlatos,
zart halmazértéki leképezés, amely a feltételek és a 10.1. tétel miatt
kiviilr6l folytonos. Tegyiik fel els6ként, hogy (i) teljesiil. Nyilvanvalg,
hogy 0K = {a, b}, tovibbé hogy

a+T,(K) = [a,+00], és b+ TH(K) =] — o0,b].

Az eléz6 bizonyitds mintéjara igazolhatd, hogy F(x) N (z + Ty(K)) nem
ires halmaz, ha x € 0K. Vagyis teljesiilnek a befelé iranyuld leképe-
zésekre vonatkozé fixponttétel feltételei. Igy van olyan zy € K, hogy
xg € F(xg), ami épp a bizonyitand allitast jelenti.

A miésik eset ugyanigy bizonyithatd; ekkor az (ii) feltétel azt eredmé-
nyezi, hogy F kifelé irdnyuls. A fixpont létezését most a kifelé irdnyuld
leképezések fixponttulajdonsaga biztositja. O
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Végezetiil két zérushelytételt ismertetiink. Mindketté hatterében ez-
uttal is a Bolzano-tétel all: az els6ben a zart egységgomb, a masodikban
pedig a zart tégla veszi 4t az intervallum szerepét.

10.10. tétel. Ha f: U(0,1) C R™ — R" olyan folytonos leképezés, hogy
minden ||z|| =1 esetén (f(x),z) <0, akkor létezik f-nek zérushelye.

Bizonyitds. Legyen F(x) = {f(x)}, ahol x € U(0,1). Ekkor F nem
iires, konvex, zart halmazértéki leképezés, amely f folytonossiga miatt
kiviilrél folytonos. Nyilvanval6 az is, hogy F' értelmezési tartomanya nem
iires, konvex, kompakt halmaz. Eloszor igazoljuk, hogy az értelmezési
tartomany minden x hatdrpontja esetén

T,(K) ={y € R" | (y,x) < 0}.

Jelolje a jobb oldali halmazt H(x) és legyen y € T,(K) tetsz6leges.
Ekkor van olyan (\,,) pozitiv tagu sorozat, és van olyan (u,,) sorozat a
zart egységgdbmbbol, hogy

= Jim A ) = Jim yn

A Cauchy—Bunyakovszkij—Schwarz-egyenlGtlenség szerint, félhasznalva az
|z]| = 1 és ||um|| < 1 tulajdonsigokat,

(Wms %) = A ((ttm, @) = [|2]%) < A ([[umlll2]] = [|2]*) < 0.

Innen hatdrdtmenettel (y,z) < 0 kovetkezik, ami mutatja, hogy y €
H(z). Tehéat T,,(K) C H(x).

A forditott tartalmazas igazoldsdhoz legyen y € H(x) tetszOleges, és
rogzitett m € N esetén legyen vy, := y — x/m. Megmutatjuk, hogy ekkor
Ym = AMUm — ), ahol X > 0 és ||up|| < 1. Ehhez elegend6 azt belatni,
hogy alkalmas A > 0 valasztéssal

Ebbél az egyenlStlenségbdl rendezéssel (folhasznalva, hogy az (y, x) belsd
szorzat nemnegativ), az alabbit kapjuk:
o Il = 2wy
B 2(# - (ya :E>)
Vagyis a A = max{1, ¢} vélasztds megfelels; innen pedig H(x) C T,(K)
kovetkezik. Osszességében tehat a hatdrpontokban az érintSktp a fonti
moédon allithato elo.
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Figyelembe véve F' értelmezését, tovabba a hatdron érvényes (f(x), )
< 0 egyenl6tlenséget, F'(z) C H(x) = T,(K), ha |z|]| = 1. Igy az
equilibrium-tétel valamennyi feltétele teljesiil. Vagyis létezik olyan zq €

U(0,1), hogy 0 € F(xg), ami pontosan a bizonyitand6 allitas. O

10.11. tétel. (Bolzano—Miranda) Ha K := [a1,bi] X -+ X [an,by] nem
tires belseji tégla és f: K — R™ olyan folytonos fligguény, hogy minden
ke{l,...,n}, mindenic {1,...,n}\{k}, és minden x; € [a;,b;] esetén

felo e, apy Tyt - ) 202> fr(oo s 2p1, b, Thgs - - 2)
teljestil, akkor létezik f-nek zérushelye K-ban.

Bizonyitds. Legyen x € K esetén F(x) := {f(z)}. Ekkor F' nem iires,
zart, konvex halmazértékii leképezés, amely egy korabbi megjegyzés sze-
rint kivilrol folytonos; K pedig nem fires, kompakt, konvex halmaz. Nyil-
vanvald, hogy « € 0K pontosan akkor teljesiil, ha van olyan k index, hogy
T = ag, vagy i = bg. Tehat az

Iz)={ie{l,...,n}|x; = a;},
J(x):{je{l,...,n}|a;j=bj}

jelolések bevezetése mellett, x € 0K pontosan akkor, ha I(x) U J(z) nem
iires. Megmutatjuk, hogy minden x € 0K esetén

Tp(K)={heR"|h; >0,i€I(x); h; <0,5 € J(x)}.

Jelolje a jobb oldali halmazt H (z) és legyen h € T, (K) tetszéleges. Ekkor
van olyan (A,,) pozitiv tagu sorozat és olyan K-beli (u,,) sorozat, hogy

h = n}gnoo Am (U, — ).

Ha i € I(z), akkor z; = a; és u,, € K miatt az (u,, — x) vektor i-edik
komponense nemnegativ. Ekkor h; > 0. Hasonléan kapjuk, hogy i € J(z)
esetén h; < 0. Vagyis h € H(x), azaz T,(K) C H(z).

Legyen most h € H(z). Megmutatjuk, hogy 1étezik A > 0 és u € K
ugy, hogy h = Au — x); ekkor ugyanis h € T,(K) addédik, ami épp a
forditott iranyu tartalmazast jelenti. Ehhez elegendd azt igazolni, hogy
van olyan A > 0, amivel u = (1/A\)h+z € K, azaz minden k € {1,...,n}
mellett

h
akSTk%—l‘k:Sbk-
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Ha hj > 0, akkor a bal oldali egyenlétlenség minden A > 0 esetén teljestl.
Ha hy < 0, akkor sziikségképpen k ¢ I(x); igy a bal oldali egyenlétlenség
azzal ekvivalens, hogy A\ > —hy/(zr — ax). Hasonléképpen, ha hy <
0, akkor a jobb oldali egyenlGtlenség teljesiil; ha pedig hp > 0, akkor
sziikségképpen k ¢ J(x); igy ekkor a jobb oldali egyenlétlenség azzal
ekvivalens, hogy A > hy/(by — x). Tehat az alabbi médon adott \ egy
megfelel$ valasztas:

hy hy
A:=max< 1, max , ax .
hi<0 ap — X hi>0 b, — x1
Legyen x € OK. Ekkor van olyan k index, hogy k € I(x) U J(z).
Ha k € I(x), akkor x = ay, és igy a tétel feltételei miatt fi(x) > 0.
Hasonléan k € J(z) esetén fr(z) < 0. Vagyis f(x) € H(z) = T(K),

xg € K, hogy 0 € F(xg), azaz f(xg) = 0 teljesiil. O

Figyeljiik meg, hogy a Bolzano-tétel bemutatott altalanositasainak
egyike sem halmazértékii leképezésekre vonatkozik. Ez jél mutatja, hogy
a halmazértéki leképezések mddszerei hatékony és elegans utat jelenthet-
nek a szokasos leképezésekre vonatkoz6 eredményekhez.






11. fejezet

A fokszamelmélet alapjai

Az utolsé fejezet kettds céllal kertlt a bemutatni kivant anyagba. Elséként
amiatt a rendkiviil egyedi és szokatlan szemléletmod miatt, amit képvi-
sel. Mésodszor amiatt a perspektiva miatt, amit a fixpontindex-elmélet
felé nyit, egyben , kivezetést” adva a topologikus fixponttételek elméleté-
bél. Bar a f6 eredmény Leray és Schauder nevét viseli, jelentés Birkhoff,
Kronecker és Poincaré e teriileten végzett uttoré6 munkédssaga. Talan az
sem meglepd, hogy szdmos alapveté gondolat mar Gaussnal megjelenik
az algebra alaptételére adott bizonyitasaban.

11.1. A Leray—Schauder-féle egzisztencia- és
unicitasi tétel

A tovabbiakban legyen D C R™ nem iires, korlatos, nyilt halmaz, f: D —
R™ olyan folytonos leképezés, hogy f(x) # 0, ha = € 9D. Jelolje tovabbéa
M az ilyen tulajdonsaggal bir6 halmazok és fiiggvények (D, f) parjainak
csaladjat. Legyen 9 a megengedett parok 9 halmazanak az a részhal-
maza, amelyre f € €*(D,R), az f zérushelyeinek Z(f) halmaza véges,
és x € Z(f) esetén det f'(x) # 0. Az M* halmaz elemeit reguldris meg-
engedett paroknak fogjuk nevezni.

Azt mondjuk, hogy a (D, f) és (D, g) megengedett parok esetén f és g
megengedett homotdpiaekvivalensek, ha létezik olyan H: D x [0,1] — R"
folytonos leképezés, hogy

(Z) H<x70) = f(x)’
(”) H(.%', 1) - g(l‘),’

147
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(iii) minden (z,t) € 0D x [0,1] esetén H(x,t) # 0.

Legyen példaul D :=] — 1, 1], valamint H(z,t) := (1 —t)f(z) + tg(x).
Ha f(x) := x és g(x) := 23, akkor H megengedett homotépia, mig a
g(z) := x? vélasztassal mar nem megengedett homotépia f és g kozott.
Sét, az is megmutathatd, hogy ez utébbi valasztas mellett nincs f és g ko-
z6tt megengedett homotoépia. Ezek utan — a korabbi jelolések és feltételek
megtartisa mellett — megfogalmazhatjuk a fokszamelmélet alaptételét:

11.1. tétel. (Leray—Schauder) Létezik pontosan egy olyan deg: M — Z
leképezés (az ugynevezett leképezés fokszam ), amely rendelkezik az alabbi
tulajdonsdgokkal:

(i) deg(U(0,1),id) =1;
(it) ha deg(D, f) # 0, akkor f(z) =0 valamely x € D esetén;

(iii) ha D1 N Dy = 0 és (D1 U Da, f), (D1, f) és (D2, f) megengedett
pdrok, akkor

deg((D1 U Do, f)) = deg((D1, f)) + deg((Da, f));

(iv) ha (D, f), (D,g) megengedett parok, tovibbd f és g megengedett
homotépiackvivalens fiiggvények, akkor

deg(D, f) = deg(D, g).
Tovdbbd ha (D, f) € M*, akkor érvényes az alabbi formula:

deg(D, f) = Z signdet f'(x).

zeZ(f)

E tétel bizonyitasa messze meghaladnd konyviink kereteit; a modern
analizis szamos fontos eredménye és modszere kulcsszerephez jut benne.
Izelitéként csupan réviden vazoljuk a gondolatmenetet. Elséként azt kell
megmutatni, hogy a regularis parok halmazan a fonti formula eleget tesz
az (i)—(iv) kivanalmaknak. Ezek koziil a (iv) bizonyitdsa jelenti a leg-
nagyobb nehézséget: részlépésként igazolni kell ugyanis, hogy a formula
invarians integraltranszformaciéval szemben, amihez a Stokes-tétel sziik-
séges.

A regularis megengedett parokrél a formuldt konvolicids simitdssal
lehet kiterjeszteni a megengedett parok halmazara. Ekozben iigyelni kell
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arra, hogy a mar igazolt tulajdonsidgok tovabbra is érvényben maradja-
nak.

A Leray—Schauder-tétel egyes tulajdonsdgait kiilon névvel illetjiik: (%)
normaltsag; (i) Kronecker-elv; (4ii) additivitas; (iv) megengedett homo-
topiainvariancia. A tovdbbiakban ezekre igy fogunk hivatkozni.

11.2. Alkalmazasok

A Leray—Schauder-féle egzisztencia- és unicitasi tétel alkalmazasaként az
algebra alaptételét, a Brouwer-féle fixponttételt és a Poincaré-féle siin-
disznétételt fogjuk bizonyitani.

11.2. tétel. (Az algebra alaptétele) Bdrmely komplex egyiitthatds, leg-
aldbb elséfoki polinomnak létezik komplex gydke.

Bizonyitds. Legyen p(z) = z"4a12" '+ - -+a,_12+a, legalabb elséfoki
komplex polinom, tovibbé legyen r > 0 olyan, hogy

> Jag|r" T Jago e+ Jan| + 1

teljesiiljon. Ilyen r szadm valdéban létezik, hiszen a fenti egyenlétlenség
mindkét oldalat "~ !-nel osztva, majd véve az r — 400 hatardtmene-
tet a jobb oldal korlatos marad, mig a bal végtelenhez tart. Legyen
D = U(0,r), tovabba q(z) := 2" — 1 és H(z,t) := tq(z) + (1 — t)p(2).
Megmutatjuk, hogy H megengedett homotdpia p és q kozott. Tegyiik fel
indirekt médon, hogy H(z,t) = 0 valamely z € 9D és t € [0, 1] esetén.
Ekkor H definiciéjat alapul véve kapjuk, hogy

M=t —1)(ar12" T+t ap1z +ap) + T

A z € 0D valasztds miatt |z| = r. Ezért folhasznilva r valasztasat,
a fonti Osszefiiggést, valamint a haromszog-egyenlOtlenséget, az alabbi
becslés adodik:

=12 < (1= t)(laa]2]" 7"+ fan—a][2] + lan]) +
<lag|r™ M Janaa|r + a1 <™
Az ellentmondés miatt p és ¢ valéban megengedett homotdpiaekvivalens
leképezések a D halmazon. Igy a homotdpiainvariancia miatt fokszamuk

megegyezik; elegend6 tehat deg(D,q) meghatirozasa. A ¢ polinom zé-
rushelyei épp az n-edik egységgyokok. Megmutatjuk, hogy a ¢: R? — R?
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leképezés derivaltjanak determinansa mindezen pontokban pozitiv, ami-
hez &ttériink polarkoordinatakra. Tekintsiik tehat az f: ]0,00[ xR — R?,

f(p,p) = (pcosp, psinyp)

leképezést. Ekkor

cosp —psing

det f'(p, ) = sing  peos

|:p>0.

Masrészt a Moivre—Laplace-képlet szerint

(go f)(p,p) = (p" cosng — 1, p" sinnyp),
tehat

np"lcosng —np"sinng

np" lsinng np"cosny

2n—1

det(qo f) (o, ) = =np”" 1 > 0.

A lancszabaly alapjan

det(qo f)'(p, o) = det(q'(f(p, ) o f'(p, ) = det ¢'(f(p, ) det f'(p, ¢),

amibdl kovetkezik, hogy det ¢’ pozitiv az f képhalmazan, vagyis az egész
R?2\ {0} halmazon, tehat az n-edik egységgyokokben is. Igy

deg(D,p) = deg(D,q) = > signdetq'(e)= »_ 1=n.
e€Z(q) €€Z(q)

A Kronecker-elv szerint p-nek van zérushelye a D halmazon, ami épp a
kivant allitas. O

11.3. tétel. (Brouwer) Ha K C R™ nem iires, kompakt, konvex halmaz,
akkor minden f: K — K folytonos leképezésnek létezik fixpontja.

Bizonyitds. Az altalanossag csorbitdsa nélkil foltehetd, hogy 0 € K°.
Legyen = € K esetén g(z) := x — f(z); nyilvdn elegend6 megmutat-
ni, hogy g rendelkezik K-beli zérushellyel. Ha valamely x € 0K esetén
g(z) = 0, akkor készen vagyunk; folteheté tehdt, hogy g nem tiinik el a
K halmaz hataran, azaz (D, g) megengedett par, ahol D = K°. Legyen
H(xz,t) :=te + (1 — t)g(x). Megmutatjuk, hogy H megengedett homo-
topia id és g kozott. Ha ugyanis H(x,t) = 0 valamely z € K esetén,
akkor (t — 1)g(x) = tx adédik; mivel 0 € K°, ezért t # 1. Vagyis az
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el6bbi Osszefliggésbdl g(x) kifejezhetd, amibdl pedig, mint azt egyszeri
szamolas mutatja, )

Azonban 1/(1 —t) > 1 és  a K halmaz hataranak eleme, tehat a jobb
oldal nem lehet K-beli a K konvexitdsa miatt. Ezzel ellentmondéasra
jutottunk az f(z) € K feltétellel. A homotépiainvarianciat és a Leray—
Schauder-tétel utolsé formulajat alkalmazva kapjuk, hogy

deg(D, g) = deg(D, id) = Z signdet id’(z) = signdet id’(0) = 1.
zeZ(id)

Innen a Kronecker-elvbol adédik a tétel allitésa. O

11.4. tétel. (Poincaré) Ha n € N pdratlan, akkor nem létezik az S C R™
egységgombhéjon sehol sem zérus, folytonos érintévektormezd.

Bizonyitds. Els6ként meghatdrozzuk deg(U(0,1), —id) értékét. Kozvet-
len szdmolassal kapjuk, hogy det(—id)’(z) = (—1)" minden x € R" ese-
tén. Ezt folhasznalva,

deg(U(0,1),—id ) = Z sign det(—id’(x)) = sign det(—id’(0)) = (—=1)".
z€Z(—id)

Vagyis ha n paratlan, akkor deg(U(0,1),—id) = —1. Tegyiik fel indi-
rekt modon, hogy létezik olyan folytonos f: S — R” fliggvény, amely
sehol nem tiinik el, és amelyre (z, f(z)) = 0 teljestil. Terjessziik ki f-et
folytonosan a teljes zart egységgémbre az

f@) = lals () w0 F0)=0

eldirassal. Ekkor a Hi(z,t) := (1 — t)x + tf(x) képlettel megadott leké-
pezés homotoépia id és f kozott. Ha x € S, akkor (z, f(z)) = 0 miatt
x és f(z) linedrisan fiiggetlen vektorok, tehat rdadasul H; megengedett
homotépia. Hasonldéképpen Ha(x,t) := (1 — t)(—x) 4 tf(z) megengedett
homotépia (—id) és f kozott. Tehéat id és (—id) is megengedett homo-
topiaekvivalensek, holott a fokszamuk kiilonbozik, amivel ellentmondéast
kaptunk. O

o
]

Erdemes megjegyezni, hogy paros dimenzidk esetén megadhaté az egy-
séggémb héjan sehol sem zérd érinté vektormezs. Valdban, legyen

r = (513175132, oo 7$2m—17m2m)7

f(x) = (2, =21, ..., Tom, —T2m—1)-
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Ekkor f: S — S folytonos, sehol sem nulla, és (z, f(x)) = 0. Vagyis a
Poincaré-féle sindisznététel teljesiilése jellemzi az alaptér dimenziéjanak
paritasat. Bizonyitas nélkiil emlitsiink meg még egy topologikus ered-
ményt, a Borsuk—Ulam antipodalis tételt:

11.5. tétel. (Borsuk-Ulam) Ha S jeloli R"1 eqységgombjének héjdt, ak-
kor minden folytonos f: S — R™ leképezés esetén van olyan x € S, hogy

f(x) = f(==).

Poincaré tétele és a Borsuk—Ulam-tétel meglep6 és érdekes meteoro-
logiai jelentéssel bir. Némi tulzassal lehetne rajuk az iddjoslas elsé és
masodik alaptételeként hivatkozni. EISbbi azt fejezi ki, hogy légkorrel
rendelkez6 bolygon van olyan hely, ahol szélcsend van. Ennek fényében a
Jupiter Voros Foltja matematikai sziikségszertiség: e ciklon kézéppontja
példaul ilyen hely. Az utébbi eredmény pedig azt jelenti, hogy légkorrel
rendelkez6 bolygén létezik olyan ellenlaké pontpar, melyekben a hémér-
sékleti adatok és a légnyomasértékek paronként megegyeznek.
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